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PREFATA

Dupa 1900, in tara noastra au avut loc concursuri tineresti anuale
de matematica, transformate in evenimente nationale, intrerupte doar in
anii de razboi sau de tranzitie nedefinita. Organizatorul principal a fost
Societatea de Stiinte Matematice din Romania, cu implicarea Ministeru-
lui invét;éméntului. Este binecunoscut ca Olimpiadele Internationale de
Matematica ale elevilor, ajunse la peste 50 de editii, au fost lansate la
initiativa Romaniei; totodata, au inceput sa aiba loc concursuri locale -
Balcaniada, Scandinaviada, in Benelux, in Asia de Sud - Est etc.

In 1970, concursurile de matematica de la noi au cuprins si pe studenti,
iar Concursul National ”Traian Lalescu” a avut loc sistematic pana in
1984, reluat dupd 2007. In jurul acestui concurs, s-a creat o anumita
emulatie i o motivatie pentru pregatirea studentilor talentati, oferind
ocazia afirmarii acestora. Uneori, concursurile s-au transformat intr-
un fel de nefericita ”intrecere socialistd” intre sefi de catedra, decani
si chiar rectori. Dar dincolo de dificultati si asperitati, pentru Univer-
sitatile mari ale tarii - Politehnicile din Bucuresti, Timigoara, Iagi, Cluj-
Napoca, Academia Tehnica Militara - concursurile ”Traian Lalescu” au
fost un prilej de competitie, de analiza a pregatirii, cu atentie la asig-
urarea corectitudinii selectiei in cadrul concursurilor locale. Premiantii
au fost popularizati in presa si au fost recompensati cu diplome si uneori
cu bani (putini !). Interesul studentilor i prezenta lor la fazele locale au
avut fluctuatii, dar intotdeauna a existat un nucleu de studenti remar-
cabili si cadre didactice valoroase, care nu s-au uitat la ceas.

Dupa anul 2005, s-a organizat prima Olimpiada Studenteasca de
Matematica pentru Tarile din Sud - Estul Europei (SEEMOUS), la initia-
tiva Societatii de Matematica din Cipru. Deja s-au scurs cateva editii,
care au prilejuit intalnirea reprezentantilor a peste 15 - 20 de Univer-
sitati din tarile balcanice, la care s-au adaugat Rusia, Ucraina, Israel
s.a. Aceasta competitie a condus la cresterea atentiei acordata pregatirii
studentilor nostri, ca si testarii capacitatii lor pentru performanta.

In aceastd culegere de probleme, nu ne adresam unor studenti care
se pregatesc pentru examene curente, dornici de exercitii-tip, expediente
si retete-standard, ci unora care au o motivatie launtrica de a intelege
matematica si a cauta performanta. Culegerea cuprinde in principal
probleme date la concursurile studentesti anterioare, anii fiind indicati
in mod explicit. Calculatorul nu este implicat direct, desi el este mereu
util si utilizabil. Exista si un capitol de probleme propuse, in buna parte
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originale, dar in general autorii au evitat ”cimiliturile” matematice sau
problemele artificiale adresate unor rafinati.

Scopul autorilor a fost acela de a sintetiza un numar mare de probleme
si de a prezenta solutii complete, insotite uneori de comentarii. Este
pentru prima data cand se pun laolalta, in Capitolul 1, problemele date
la fazele locale ale Concursului ” Traian Lalescu” (de la cateva universitati
din tara), iar in Capitolul 2 - seturile de probleme date la fazele nationale,
in perioadele 1977 - 1984; 2008 - 2011 (intre anii 1985 si 2007, faza
nationala fiind intrerupta).

Capitolul 3 cuprinde probleme propuse, iar capitolul urmaétor - prob-
leme date la alte concursuri, inclusiv la universitati celebre din Franta
sau SUA, cu scop ilustrativ - informativ; acestea din urméa sunt singurele
care nu sunt urmate de solutii, in rest toate problemele sunt rezolvate.
Capitolul 5 cuprinde probleme formulate de Facultatea de matematica a
Universitatii din Bucuresti.

Cartea de fata fost elaborata in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2

/S/32768, ”Formarea cadrelor didactice universitare si a studentilor
in domeniul utilizarii unor instrumente moderne de predare-invatare-
evaluare pentru disciplinele matematice, in vederea crearii de competente
performante si practice pentru piata muncii”. Finantat din Fondul So-
cial European gi implementat de catre Ministerul Educatiei, Cercetarii,
Tineretului si Sportului, in colaborare cu partenerii: The Red Point,
Oameni gi Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnica
de Constructii din Bucuresti, Universitatea ” Politehnica” din Bucuresti,
Universitatea din Pitegti, Universitatea Tehnica ” Gheorghe Asachi” din
lasi, Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea de Vest din
Timisoara, Universitatea ”Dunarea de Jos” din Galati, Universitatea "1
Decembrie 1918” din Alba-lIulia, proiectul contribuie in mod direct la
realizarea obiectivului general al Programului Operational Sectorial de
Dezvoltare a Resurselor Umane - POSDRU si se inscrie in domeniul ma-
jor de interventie 1.2 Calitate in invtamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disci-
plinelor matematice la cerintele pietei muncii si crearea de mecanisme
si instrumente de extindere a oportunitatilor de nvatare. Evaluarea
nevoilor educationale obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate
de utilizarea matematicii in invatamantul superior, masterate si doctor-
ate precum si analizarea eficacitatii si relevantei curriculelor actuale la
nivel de performantei eficiente, in vederea dezvoltarii de cunostinte si
competente pentru studentii care nvata discipline matematice in univer-
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sitati, reprezinta obiective specifice de interes in cadrul proiectului. Dez-
voltarea si armonizarea curriculelor universitare ale disciplinelor matem-
atice, conform exigentelor de pe piata muncii, elaborarea si implementarea
unui program de formare a cadrelor didactice si a studentilor interesati
din universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea gi armonizarea de cur-
riculum, crearea unei baze de resurse inovative, moderne si functionale
pentru predarea-nvatarea-evaluarea in disciplinele matematice pentru inva-
tamantul universitar sunt obiectivele specifice care au ca raspuns mate-
rialul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica si informatica pre-
supune crearea de abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dez-
voltarea personala, incluziune sociala i insertie pe piata muncii. Se
poate constata nsa ca programele disciplinelor de matematica nu au
intotdeauna in vedere identificarea gi sprijinirea elevilor i studen-tilor
potential talentati la matematica. Totusi, studiul matematicii a evoluat
in exigente pna a ajunge sa accepte provocarea de a folosi noile tehnologii
in procesul de predare-nvatare-evaluare pentru a face matematica mai
atractiva.

In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotita de analiza
metodelor gi instrumentelor folosite pentru identificarea si motivarea stu-
dentilor talentati la matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor
de masa, cat si celor de elita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea
unor schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe pla-
nuri: informarea unui numar cat mai mare de membri ai societatii n
legatura cu rolul si locul matematicii in educatia de baza in instructie si
in descoperirile stiintifice menite sa Imbunéatateasca calitatea vietii, in-
clusiv popularizarea unor mari descoperiri tehnice, si nu numai, in care
matematica cea mai avansata a jucat un rol hotarator.

De asemenea, se urmareste evidentierea a noi motivatii solide pen-
tru invatarea si studiul matematicii la nivelele de baza si la nivel de
performanta; stimularea creativitatii si formarea la viitorii cercetatori
matematicieni a unei atitudini deschise fata de insusirea aspectelor speci-
fice din alte stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe mixte de
cercetare sau a abordarii unei cercetari inter si multi disciplinare; iden-
tificarea unor forme de pregatire adecvatd de matematica pentru vi-
itorii studenti ai disciplinelor matematice, in scopul utilizarii la nivel
de performantad a aparatului matematic In construirea unei cariere pro-
fesionale.
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Concluzionand, aceasta lucrare a fost posibila prin efortul comun al
reprezentantilor universitatilor participante la proiectul POSDRU, care
gi-au asumat rolul de ”culegatori”. O buna parte dintre acestia sunt si
autorii de fapt ai problemelor, dar exista si alti autori al caror nume nu a
fost retinut. Lor gi tuturor celor care au inlesnit aparitia acestei lucrari,
le adresam multumiri.

Autorii



Capitolul 1

FAZE LOCALE

ale concursurilor studentesti de matematica



1.1 Universitatea Politehnica Bucuresti

Probleme date la concursul studentesc
”Traian Lalescu” in perioada 1978-2010

ﬂ. Fie f: R®* — R? un izomorfism R-liniar.
a) Sa se arate ca imaginea prin f a unei drepte este tot o dreapta .
b) Daca T este un tetraedru, sa se calculeze raportul dintre volumele
f(T)siT.
(etapa locala UPB 1978)

1pT

2. Pentru orice p € Z se defineste functia ¢, : R — C, ¢,(z) = e

Fie F multimea tuturor functiilor f : R — C de forma f = Z)\pnpp,
pEZ
unde )\, € C sunt toti nuli, cu exceptia unui numar finit.

a) Sa se arate ca F este un spatiu vectorial complex (relativ la f + g,
Af). ,
b) Pentru f € F fixata , sa se calculeze ¢, = / f(x)e dx, q € Z

0
si sa se arate ca familia de functii (p,),cz formeaza o baza pentru F.
c) Sa se arate ca o functie f € F, f = Zx\pgpp, are toate valorile

- pEZ
reale <= \, = \_,, Vp € Z.
d) Sa se arate ca aplicatia u : F — F, f — f'— f este un izomorfism
C-liniar; este acelagi lucru valabil gi pentru v : F — F, f+— " —if?
(etapa localda UPB 1978)

p k
-1
%. Fie p > 2, polinomul P(X) = 1+ ( k') X(X—=1)...(X=k+1)
k=1 ’

i matricea A € M,(R) astfel incat

(-1)*
L+ AA=1L).. (A= (k—1)I,) = O,,

P
k!
k=1


ariadna
Rectangle

ariadna
Rectangle


unde I,, este matricea unitate.
a) Sa se determine radacinile lui P.
b) Sa se arate ca A are valori proprii reale printre radacinile lui P si
ca 0 nu este valoare proprie.
c) Sa se arate ca A este diagonalizabila.
(etapa locala UPB, 1978)

4. Se considera sferele:
P4t —4=0, 2°4+9yP+22-22-2y—2=0.

Sa se determine:
a) ecuatia planelor perpendiculare pe linia centrelor.
b) ecuatia cilindrului circumscris celor doua sfere.
(etapa locala UPB, 1979)

5. Pentru z,y € R se noteaza d(zx,y) = |arctge — arctgy|.

a) Sa se arate ca d este o distanta pe R.

b) Relativ la distanta d, sa se arate ca sirul x, = n, n > 0 este
Cauchy, monoton si marginit, dar nu convergent.

c¢) Fie multimea X = N* gi pentru orice z,y € X, definim 0(z,y) =
’l — 1‘ Sa se arate ca (X, J) este un spatiu metric necomplet.

x
(etapa locala UPB, 1979)

6. Fie V spatiul vectorial real al sirurilor x = (z,),>1 astfel incat
seria Z 22 si fie convergenta.
n>1
a) Sa se arate ca punand (z,y) = Z TpYn , pentru orice z,y € V, se

n>1
obtine un produs scalar.

b) Sa se calculeze (z,y) pentru x = (27;717721) siy= (2:/2), n>1
¢) Se cere masura unghiului § € [0, 7] dintre sirurile z = (2'7") si
y=03B"",n>1
(etapa locala UPB, 1980)



ﬁ. Fie V = C?ﬂm] sg9T:V =V, f+— g, unde

o(z) = / "1+ sin(a + D] f (1)t

—T

a) Sa se arate ca T este un operator liniar si sa se calculeze T'(sin) si
T(cos).

b) Sa se determine dimensiunile imaginii si nucleului lui 7'.

¢) Sa se determine valorile proprii ale lui 7'

(etapa locala UPB, 1980)

8. Fie U = R™\0, UiZU—>R,$'—>% (unde
r
=/} + 23+ ... +a2).

a) Sa se arate ca Vi, j, avem

~ Gvi% 1

Oxy, Oxy, 1477

k=1

i r?Av; +2(n —2)v; =0in U.
b) Daca f : U — R este de clasd C? si Af = 0, sd se arate ci
g(z1, 29, ..., x,) = 127" f(21,79,...,7,) este de asemenea armonica .
(etapa locala UPB, 1981)

9. Fie P spatiul real al functiilor polinomiale f : [0, 1] — R, cu norma
|| f1l= sup |f(z)|. Sa se arate ca:
z€[0,1]

: mn v 1
a) Seria E — este absolut convergenta, dar nu convergenta; cum se
n!
n>0
explica ?

b) Bila unitate B = {f € R|||f|| < 1} este inchisa si marginita, dar
nu este compacta; cum se explica ?
c¢) Operatorul D : P — P, f — f’ nu este continuu.
(etapa locala UPB, 1981)

10. Sa se demonstreze urmatoarele afirmatii:
a) 3sin20° > 1.


ariadna
Rectangle


b) VYn > 3 intreg si Vz € [217 g), exista e, € € (0,1), astfel incat
n

sin(nx
(, ) <1l-—e¢.
nsinx
sin(nx sin(na
c) Vn € N, exista a € <O, Z) astfel incat ( ) < ( >,
. 2 sinx sina
Vo € (a, —).
2

(etapa locala UPB, 1981)

11. Fie A € M, (R) avand valoarea proprie -1.

L comutd cu

a) Sa se arate ca [, + A este inversabila si ca (I,, + A)~
I, — A.
b) Fie B = (I, — A)(I, + A)~!. S& se arate ci A este ortogonald <
B este antisimetrica.

c) Sa se arate ca multimea matricelor patratice din M, (R) care nu
au -1 ca valoare proprie este o multime deshisa in spatiul M, (R) ~ R"™.

(etapa locala UPB, 1982)

12. Fie z, = (z,,yn)T, n > 0, astfel incat
20 = (1; 1)T7 Tnt+1 = Tp + 2yn7 Yn+1 = Tn + Yn, n Z 0.

a) Sa se determine o matrice A € My(R) astfel incat z,,1 = Az,
n > 0 gi apoi sa se determine z, in functie de n.
b) Si se arate ci toate punctele z, € R? sunt situate pe o reuniune
de conice, care se vor reprezenta grafic.
c) Sa se indice o infinitate de perechi (z,y) € N? astfel incat x* —
4%y + 4yt —1=0.
(etapa locala UPB, 1982)

13. Fie f : R — R astfel incat
flx+h)— f(x) = Alx)h+ a(z,h) Vz,h €R,

unde |a(z,h)| < M|h>, M > 0 fiind o constanta. Sa se arate ci f este

un polinom de gradul intai, iar A este o functie constanta.

5



(etapa locala UPB, 1982)

14. Sa se arate ca:

a) O multime A C R cu proprietatile:
Ve,ye A, xz—yé€A,

si A contine un gir convergent de numere reale distincte, este densa in R
(adica A = R).
b) Multimea {sin(2n)|n € N} este densa in [-1,1].

c) r[%aic(sin:z: + cos(mzx)) < 2 si sup(sinz + cos(mzx)) = 2, Ya > 0.
,a x>0
(etapa localda UPB, 1983)

15. Fie ¢ : R® — R o forma patratica. Se spune ca o matrice A €

M, (R) invariaza ¢ daca

v@ = (‘Thx% oo ,.I’n) = (371,132, .. wxn)Tv C](&) = Q(AQ)

a) Sa se determine , pentru n = 2, matricele care invariaza formele
patratice 2% + 23 si 27 — 3.

b) Sa se arate ca multimea G(g) a matricelor din M, (R) care invariaza
q este inchisa relativ la inmultirea matricelor si sa se indice conditii ca
G(q) sa fie grup.

(etapa locala UPB, 1983)

16. a) daca f : [0,1] — R este o functie continua, sa se determine
1
.

lim v/n / f(z)dx.

" 0

1
In(1+4 =z
b) Sa se studieze convergenta integralei improprii / udm.

0 3

1 (' In(1
c) Sa se calculeze lim — / Mdm.
n—o0 \/ﬁ % 3

(etapa locala UPB, 1984)

17. Fie D multimea functiilor f : R — R indefinit derivabile si nule

in afara unui interval marginit.



a) Sa se arate ca D este un spatiu vectorial real.

1
b) Fie ¢ : R — R, definita prin ¢(z) = exp(il), pentru x €

22
(—1,1) si nuld in rest. Sa se arate ca ¢ € D, ca functiile p(x + k), k € R
sunt liniar independente gi dim D = oc.

¢) Sa se demonstreze egalitatea de multimi
{fIfeDt={g¢€ D!/ g(z)dz = 0}.

(etapa locala UPB, 1984)

IB. Fie A € M,(R) simetrica si inversabila.

a) Sa se arate ca Vk € Z, A este o combinatie liniara de I, si A.

b) Daca A = (a;;); ;—13 are valorile proprii A;, Ay, sa se arate ca
laia| < %|/\1 — Aol

c) Dacd A este pozitiv definita si K = {z € R? | 2T Az = 1}, s4
se arate ca multimea K este compacta si sa se determine géllr{leH si
max [l

(etapa locala UPB, 1984)
1

VI=2zy+ 2

a) Sa se reprezinte grafic domeniul maxim de definitie D C R2.

19. Fie f: D — R, f(z,y) =

b) Sa se arate ca exista polinoame p, de grad n > 0, astfel incat
flz,y) = an(x)y", precizand valorile (x,y) admisibile.

n=0
c) Sa se calculeze expresia

0
E=(1 —2xy+y2)a‘£ —(@—yf
si sa se deduca o relatie de recurenta intre p,_1,0n Si Pni1-
(etapa locala UPB, 1988)
20. Fie f: My(R) — My(R), f(X) =X — XT.

a) Este sau nu f o aplicatie R-liniara ?

7


ariadna
Rectangle


b) Sa se determine Kerf si Imf si dimensiunile lor.
¢) Sa se determine valorile proprii ale lui f.
(etapa locala UPB, 1991)

21. a) Se considera n vectori nenuli uy,us,...,u, € R™ Sa se arate
ca ei formeaza o bazd a lui R™ peste R daca singurul vector ortogonal
peste toti u;, 1 <7 < n este vectorul nul.

b) Fie a € (—1,1), a # 0. Sa se arate ca vectorii vy =

2 ,aF)) 1 < k< n, formeazd o bazd a lui R" peste

(1,0* a
R.

(etapa locala UPB, 1992)
22. Fie F multimea functiilor f : R? — R astfel incét

fz,y)| <2®+9%,  ¥(z,y) € R

a) Sa se arate ca orice functie f € F este diferentiabila in origine.

b) S& se determine f € F de clasi C' daca este omogena de gradul

0 0
doi si y—f — :U—f = 0 1n fiecare punct din R?\ Oy.

ox oy
(etapa locala UPB, 1992)
(ne” )" )

23. Fie girul a,, = n>1

) §i suma ei.

a) Se cere natura seriei E In (
n>1 n+1
b) Sa se arate ca seria E 1)"a, este convergenta.

n>1

(etapa locala UPB, 1995)
24. a) Sa se studieze derivabilitatea functiei f: R — R,

_ Z smT(lZm:) -

n=1

b) Sa se studieze convergenta uniforma a sirului de functii f, : R —
R,
2 x?n

fn()—1—§+ A4 (-D)"=—, n>0.



(etapa locala UPB, 1995)
%}. Fie V' = M(R). Pentru orice matrice A, B € V se defineste

(A, B) = tr(A”B).

a) Sa se arate ca se obtine un produs scalar in V.

10
b) Fie C' = ,- o9& se determine matricele din V', ortogonale
1 2

pe C si pe C2.
c) Sa se arate ca pentru orice aplicatie R-liniara f : V' — R, exista o
matrice A astfel incat f(M) = tr(AM), pentru orice M € V.
(etapa locala UPB, 1995)

26. Fie sirul(ay,),>0 definit prin

ag = g,an+1 =2" —3a,, VYn>0.

Sa se determine:

a) raza de convergenta a seriei Z apx".
n>0
b) suma seriei acestei serii.
(etapa locala UPB, 1997)
4,2

27. Fie f : R — R, f(z,y) =

£(0,0) = 0.
a) S& se arate ci f are derivate partiale in orice punct (z,y) € R?,

x8+y4 pentru (l‘,y) % (07 O) §1

fara a fi continua in origine.
df
b) Sa se studieze daca exista sau nu versorii s, ¢ astfel incat d—(O, 0),
s

s+t

|s +¢|
(etapa locala UPB, 1997)

d d
d—JtP(O7 0) sa fie nule, dar derivata d—f(O, 0) sa fie nenula , unde v =
v

1
28. Fi ia de f ii —_—.
le serla de functil ; i 1


ariadna
Rectangle


a) Se cere multimea de convergenta punctuala .
1
b) Se defineste f : R* — R, f(z) = 2? Z:l 1 Sa se arate ca f

se poate prelungi la o functie continua f: R —R.
c) Este sau nu f derivabila pe R?
(etapa locala UPB, 1997)
29. Fie parabola (P) : y = 22 i dreapta (D) : y = x — 2 in planul
zOy.
a) Se cere distanta d(D, P).
b) Sa se determine ecuatia suprafetei de rotatie a lui (P) in jurul (D),
in spatiul Ozyz.
(etapa locala UPB, 1997)

30. Fie FE spatiul vectorial real al polinoamelor de grad cel mult n,
n>2 Punem Qy=1,8iVk>1,Qr=X(X—-1)...(X —k+1).

a) Sa se arate ca polinoamele @, Q1,...,Q, formeaza o baza B a
lui F si ca exista si este unic un izomorfism 7' : £ — E astfel incat
T(X*)=Qr, 0<k<n.

b) Fie aplicatia f : E — E, P(X)+— P(X +1) — P(X). Sa se arate
ca f este R-liniara si sa se determine Ker(f) si Im(f).

c) Sa se expliciteze operatorul d = T~ 'o foT gi matricea lui f relativ
la baza B. Sa se decidd daca operatorul d este sau nu diagonalizabil.

(etapa locala UPB, 1998)

31. Fie discul D = {z € C | |z-1| < 1}.

dz
S& se calculeze I; = — i [y = zdxdy:
a) Sa se calculeze I fl;rD(ZQ—’—l)Q si Iy //Dzz xdy;

b)Sa se arate ca daca zj,z; € D, atunci exista z € D astfel incat
2

7 = Z1%9.
(etapa locala UPB, 1998)
32. Fie E multimea functiilor continue f : [—1,1] — R. Se noteaza

1 1/2
e = sup [£(@)] HfH2—</ 1f(ar)2dw> . feE

z€[—1,1]

10



a) Sa se arate ca dimg E' = 0o §i ca se obtin doud structuri de spatii
vectoriale normate pe E.

b) Sa se arate ca are loc relatia

1f + gll2 + 1f = gllz = 21715 + lgll2),  ¥f.g € E.

Are loc aceasta relatie si pentru norma ||« ||oo?
1
¢) Fie girul (f,) In E, fu(z) =14 nz, x € [—,0], folz) =1—nxz,
n

1
T € [07 } gl nula in rest, n > 1. Sa se studieze convergenta sirului (f,,)
n
in cele doua norme.
d) Sa se arate ca normele || - || si || - |2 nu sunt echivalente.
(etapa locala UPB, 1999)
33. Fie f : R?2 — R definita prin
flx,y) = 22ev*/7* dack x # 051 0, daci « = 0.
a) Studiati continuitatea lui f in punctele (0,y), v € R.
b) Studiati diferentiabilitatea Fréchet a lui f in (0,0).

c¢) Calculati derivatele partiale ale lui f si studiati continuitatea aces-

tora.

d) Fie g(x,y, z) = f(1, /2% 4+ y% + z2). Sa se calculeze produsul scalar
(etapa locala UPB, 2003)

0 n
34. Se considera seria de puteri Zm unde x este real si
n*(lnn
n=2

a, 3 € R.
a) Sa se calculeze raza de convergenta a seriei.

b) Sa se precizeze multimea de convergenta a seriei pentru § = 0
(discutie dupa o € R).

c) Sa se precizeze multimea de convergenta a seriei pentru o = 1
(discutie dupa 5 € R).



oo n

d) Determinati forma functiei f(z) = g T si precizati domeniul
n
n=1
maxim de definitie.

(etapa locala UPB, 2003)
35. a) Fie D € R? o multime deschisa, (a,b,c) € D,f: D — R o
functie de clasa C* cu

0 0 0
a—i(a,b,c) # 0,85(@,1),0) # O,a—];(a,b,c) # 0.

f(a,b,c) =0,
Fie z = ¢1(y,2), y = va(x, 2), z = ps(z,y) functiile definite prin apli-
carea teoremei functiilor implicite lui f relativ la (a,b,c). Sa se arate
ca
1 0ip2 D3
PPb ) D2 (a,¢) - 22 (a,b) = —1.
2.0 200 S

b) Fie F: R®* — R, F(x,a,b) = 2"+ ax + b. Verificati aplicabili-
tatea teoremei functiilor implicite pentru F' relativ la punctul (1,1, —2)

si deduceti ca © = p(a,b).

0 0
c¢) Calculati a—i si a—i pentru ¢ definit la b).
d) Verificati ca F(z,1,—2) = 0 are o unica radacina reala si precizati

valoarea acesteia.

e) Calculati aproximativ o radacina a ecuatjiei
27 +0.992 — 2.03 = 0.
(etapa locala UPB, 2003)

36. Fie f: R> — R, f(z,y) = arctg(x + y).

a) Scrieti formula Taylor cu rest de ordin 2 pentru f si demonstrati

ca are loc inegalitatea

’f(xmy)_x_y’ §x2+y2, V({L‘,y)GRQ.

12



b) Dezvoltati in serie Taylor centrata in = = 0 functia

g(z) = /0 ) [f (t,0) + gi(t, 0)] dt.

Precizati multimea punctelor de convergenta din R.

c¢) Estimati numarul de termeni necesari pentru calculul valorii aprox-

1
imative cu doua zecimale exacte pentru integrala / g(x)dx folosind seria
0

de la punctul b).
(etapa locala UPB, 2004)

37. Fie functia z(x,y) definita implicit prin
2P+ —dr+2:4+1=0, z#-—1

a) Demonstrati ca —3 < z(z,y) < 1.
b) Aduceti cuadrica la forma canonica; precizati tipul acesteia.
¢) Determinati punctul in care se pot duce plane tangente la cuadrica,
paralele cu planul x + 2y — 2 = 0.
(etapa locala UPB, 2004)

38. Fie
6 2 -3 0
2 9 5 1
A prm—
-3 5 13 -2
0 1 2 20

a) Puteti gasi, fara a calcula polinomul caracteristic, o majorare pen-
tru cea mai mare valoare proprie ?
b) Operatorul liniar 7" asociat matricii A in baza canonica este au-
toadjunct ? (Justificare).
c¢) Operatorul liniar 7" este pozitiv definit ? (Justificare).
(etapa locala UPB, 2005)
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39. Determinati elementele triedrului Frenet pentru curba
C:2°4+y*+22=6 o4+y+2=0

in punctul A(1,1,—2).
(etapa locala UPB, 2005)

xQn

. Exprimati prin functii cunos-

40. Fi ia S(z) =2 -1
ie seria S(x) nz_:l( )2n+2

cute / S(t)dt.
1
(etapa locala UPB, 2005)

41. Fie A € M,(R) o matrice avand toate valorile reale simple si

strict pozitive. Sa se arate ca ecuatia X* = A are solutia

2 o0
X = A/ (t*I, + A)~'dt.
T Jo
(etapa locala UPB, 2006)
—1)"
42. Sa se arate ca seria Z 3( Jr) 1 este convergenta gi folosind o serie
n
n>0

de puteri convenabild, sa se calculeze suma ei.
(etapa locala UPB, 2006)

43. Fie f : R — R o functie de clasi C? i v : R? — R, u(z,y) =
0? 0?
f(x? —y?). Sa se determine f daca gu + gy _ 0, in toate punctele lui

ox?  0y?
R*\{(0,0)}.
(etapa locala UPB, 2006)
44. Fie V spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 2 cu
coeficienti reali gi aplicatia f : V — V definita prin
X+1
fp(X)) =p(X +1) +/ p(t)dt.

X-1

a) Sa se arate ca f este R-liniara si s se determine Ker(f) si Im(f).

14



b) Sa se determine matricea asociata aplicatiei f relativ la baza B =
{1, X,X?} alui V.

c) Sa se arate ca f are o singura valoare proprie reala si sa se determine
vectorii proprii respectivi.

(etapa locala UPB, 2006)

45. Fie f : R — R o functie indefinit derivabila astfel incat

lim f™(0)=7

n—oo

n n— 1
|f" () — f¢ 1>(az:)|§ﬁ, VzeR, Vn>1.

Sa se arate ci sirul f™ este uniform convergent si si se determine
limita sa.
(etapa locala UPB, 2007)

46. Se considera functia ¢ : R — R, ¢(x) = {x}, partea fractionara
alui .
na) Sa se arate ca @ este periodica gi sa se calculeze [, =
/ () cos(2mrnz)dx, pentru n € N.
0

n

1
b) Fie f.(z) = E 2—k<,o(ka?) Sa se arate ca sirul (f,), n > 1, este un
k=1
sir de functii periodice, de gradul intai pe portiuni, uniform convergent

pe R.
c) Fie f = lim f,. Sa se arate ca f este continua pe R\ Q.
(etapa locala UPB, 2007)

47.Fie A, B € M;3(R) astfel incat AB = BA, A?7 = [;, B2908 — [;.

a) Sa se determine valorile proprii comune ale matricelor A si B.

b) Sa se arate ca polinoamele P = X?7 — 15 Q = (X +1)*%® — 1
sunt relativ prime.

c¢) Presupunem ca exista un vector coloana nenul x € Ms;(R) astfel
incat (A+ B+ I3)x = 0. Sa se arate ca (A+ I3)"z = (—=1)"B"z, Vn > 1.

15



d) Folosind punctele b) si c), sa se arate ca matricea A+ B + I3 este
inversabila.

(etapa locala UPB, 2007)
48. Fie f, : (0,1) = R, fu(z) = 2" In(x), n > 0.

a) Sa se determine inf f,(x) si sup f,(x) pentru n > 0 fixat.
z x

b) Sa se studieze uniform convergenta pentru seria Z fu(z) pe in-

n>0
tervalul (0, 1).

(etapa locala UPB, 2008)

49. Sa se determine valoarea maxima a functiei f : K — R,
f(z,y,2) =22+ y + 22, unde

K={(r,y,2) R} >0,y >0,2>0,z+y+2< 1}.

(etapa locala UPB, 2008)

50. Fie A € M,,(R) o matrice al carei polinom caracteristic nu admite
nicio radacinad reald. Demonstrati ca matricea A este inversabila si ca
polinomul caracteristic al matricei A~! nu admite radacini reale.

(etapa locala UPB, 2008)

51. Fie (ay), un sir de numere reale cu lim a, =0, a,, # 0, Vn € N*.

o0
a) Aratati ca seriile E |a, — sina,| si E la,|® au aceeasi naturs
n=1 n=1
(sunt simultan convergente sau divergente).

(o]
o v v . 3 o . ..
b) Sa se arate ca, daca seria g |a,|” este convergenta atunci seriile

n=1
oo oo
E Gy, Si E sin a,, au aceeasi natura.
n=1 n=1

¢) Studiati convergenta simpla gi convergenta absoluta a seriei

(—1)" "sin (gﬂ) .

16
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(etapa locala UPB, 2008)

52. Fie S spatiul vectorial real al girurilor de numere reale. Fie

) 1 1 1
L =1 (xp)n|Tn = 63:” - éxn_l}, n>2 u= (—), v = (3—”>
a) Sa se arate ca L este subspatiu al lui S.

b) Sa se arate ca u si v apartin lui L.

c) Daca (z,), € L, z1 = 1, 2o = 0, sa se arate ca exista a, § € R,

astfel incat ) )
zn:a2—n+537, Vn > 1.
(etapa localda UPB, 2009)

53. Fie P C R? planul de ecuatie x+2y+2z = 0 si aplicatia f : R® —
R3 care asociaza fiecarui punct M, punctul M’ = proiectia ortogonala a
lui M pe planul P.

a) Sa se arate ca [ este liniara si sa se determine nucleul i imaginea
lui f;

b) Sa se arate ca f este diagonalizabil;

¢) Generalizare.
(etapa locala UPB, 2009)
54. Fie {i, j, k} o baza ortonormata in spatiul V.
a) Daci vectorii a, b, ¢ € Vj satisfac inegalitatea ||a||*+]|b]|*+]|c[|* < 1,
atunci vectorii 7 + a, j + b, k + ¢ € V3 alcatuiesc o baza in V5.

b) Daca vectorii a, b, ¢ € V3 satisfac inegalitatea
5
cos(a, i) + cos(b, j) + cos(c, k) > 2

atunci familia {a, b, c} este o baza in V3.
(etapa locala UPB, 2010)

55. Fie A, B € M,(C) astfel incat A are toate valorile proprii dis-

tincte. Sa se arate ca: AB = BA daca si numai daca exista un polinom
P e C[X] cu B=P(A).

17



(etapa locala UPB, 2010)

56. Determinati raza de convergenta R, a seriei E apz”, v € R, In
n>1
urmatoarele cazuri:

a) a, este numarul divizorilor lui n, (n > 1);
1
b) a, :/ e Pdr, n>1;
0
1

c)a, =1+ 3 +---4+—=n>1 In acest ultim caz calculati suma
n

seriei g a,x", stiind ca

n>1

n

oo ) )
E Yn - E Zn = § Wy, Wy = E YkZn—k-
n=0 n=0 n=0

k=0

S-a notat Z Yn Suma seriei Z Yn-

n=0 n>0
(etapa locala UPB, 2010)
1 x
57. Fie fu(x) = '/ e At x € R, n e N.
n!J_ o

a) Deduceti o relatie de recurenta intre f, si f_1.

1
b) Calculati lim / fo(z)da.
n—oo 0
(etapa locala UPB, 2010)
58. Fie A o matrice 3 x 3 cu elementele reale, astfel ca A% = A.
a) Aratati ca singurele valori proprii sunt —1, 1 sau 0.

b) Aratati ca o astfel de matrice poate fi totdeauna diagonalizata.
(etapa locala UPB, 2010)
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1.2 Universitatea ”Gheorghe Asachi” lasi

Probleme date la concursul ” Alexandru Climescu”

in perioada 2006-2010

1. Se da functia f : R — R. Sa se arate ca f este monotona daca si
numai daci pentru orice interval I C R, f~1(I) este interval. ( f~1(A) =

{r e R|f(z) € A}.)
2. Care este mai mare e sau 7w¢ 7; argumentati raspunsul.
3. Fie (2)nen un sir de numere cu zo € (0,1) si

2 3 2007 2008
Tptl =Ty — X, + X, — -+ X, —T, .

a) Aratati ca x,, este convergent si calculati limita sa.

b) Demonstrati ca seria

oo
Zx%, aeR
n=0

este convergenta daca si numai daca a > 1

4. Sirul z,, se defineste prin relatiile
vo=1, 11 =1/2, Tpyo =T, 72, nEN.

Sa se determine expresia lui z,, si limita lui .

5. Se considera girul a; = o € (0,1) §1 apy1 = 2" — 1, n > L
Studiati
a) existenta limitei girului a,

(o]
b) natura seriei E .

n=1
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6. Sirurile (2,)neN, (Yn)nen sunt definite astfel zo = a € Ryyg = b €
R, a # b, iar pentru n > 1 avem

o 2xn—l + 3yn—1 o 4xn—1 + Yn—1
Ty = fa Yn = f

Stiind ca seriile
oo [oe]
sunt convergente, sa se determine raportul sumelor lor.

7. Se da girul

Zk3+6k2+11k+6

a) Se cere sa se arate ca sirul este convergent.

b) Calculati limita sa.

8. Seria Z an, a, > 0este convergenta. Sa se arate ca daca o > 1/2

& VA,

atunci seria E a, > 0 este convergenta.

ne '
9. Fien € Nsix; € [0,1],: = 1,--- ,n. Aflati valoarea maxima a
sumei
> | — ).
1<i<j<n

10. Fie f : R — [0, 400) o functie derivabila cu derivata continua pe

R, care satisface f(0) = f'(0) =0, f"(0) =a#0, f"(0)=b. Sa se

arate ca
@Y
ox) = (f’(rv)) o7

0 r=0

definegte o functie intr-o vecinatate a originii si sa se calculeze saltul

functiei in origine.
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11. Fie f : [a,b] — R de doua ori continuu derivabila pe (a, b). Aratati

ca pentru orice z € [a, b] exista £ € (a,b) astfel ca

f(b) = f(a)

1 "
0 (a — a)) = 5 — )z ~ DS (E).

[f(x) = f(a) -

12. Fie S = {(2,)nen

n
* 3 _
Tp,>0,YneneN ’zEToo;xk_ 1}.

a) Sa se arate ca lim in € (0,1).

x—-400
k=1

b) Sa se arate ca Va € (0,1) exista un sir (x,),en+ € S astfel ca
oo
Sii-o
n=1

13. Fie f : R — R o functie derivabila pe R si care satisface conditiile
cf(0)=1si f(x+1t)=e"f(t)+ e f(x),Vr,t € R.

a) Aratati ca f'(z) — f(z) = ", Vz € R.

b) Demonstrati ca functia g : R — R, g(z) = féf) —x este constanta
pe R.

¢) Determinati functia f.

14. Se considers functia f: R — R, f(z) = ¢’ ,Vz € R i F = F(x)
o primitiva a acesteia pe R. Sa se demonstreze ca:
a) F(n+1)— F(n) > e", V¥neN.
b) zETooF(x) = 00
i (@)
z—to0 xF(x)
d) Calculati lim (F(z))=@

T——+00

c) =2

15. Sa se determine numerele intregi pozitive n,pi,ps,...,pnp ce

verifica



a
16. Numerele intregi pozitive a, b verifica 3 < /7. S& se arate ci

a

1
b+%<ﬁ'

17. Fie M o multime formata din 10 numere naturale mai mici decat
100. S& se arate ca exista doud submultimi nevide ale lui M astfel ca

suma numerelor din fiecare submultime sa fie aceeasi.
18. Sa se demonstreze ca oricare ar fi z,y, z € R avem

1'16 +y16+216 > x5y5z5(ac+y+z).

19. Sa se rezolve in multimea R sistemul

1 1 2 2 2,2
ST — 3y2)(3
x+2y (2% + 3y7) (32" +y°)
11

= =9 4 4

: 3y (y" — %)

20. Sa se determine toate polinoamele p(X) cu coeficienti complecsi

care au proprietatea p(X) € R daca gi numai daca X € R.
21. Fiea,f € R, a+3#0, §+# 0 si matricele

A= (aij)i,j:ﬁ’ B = <%>z j

v = a+f dacdii=j
v 6 dacdi#j

a) Sa se exprime A si B in functie de I, si £, unde I, este matricea

unde

unitate gi F),, este matricea cu toate elementele egale cu 1.

b) Sa se studieze inversabilitatea matricelor A si B.

22. Dacd A gi B sunt matrice péatratice de ordin n care verifica
AB = —1I,, atunci sa se arate ca det([, — BA) = 2".

22



n
23. Fiez; > 04l s= Z x;. Sa se arate ca au loc inegalitatile

i=1

1 1 ,
(w14 dan) (=t — ) =

1 Tn

S S n
+ -+ >
S — 1 s—x, mn-—1

24. Fie A, B € M,(R) care verificA AB— B?A? = I,, i A+ B* = O,,.
Sa se arate ca daca una dintre matricele A sau B este inversabild atunci
are loc BA — A’B? =1,,.

25. Se considera matricele A, B € M, (C) si C = AB — BA. Stiind
ca AC=CA ¢i BC = CB sa se arate ca

a) AB¥ — BFA = kB*1C, ke N*

b) C™ = O,.

26. Fie A, B € M,,(R). Daca AB = 2A + 3B atunci sa se arate ca
a) rang(A — 3I,,) = rang(B —2I,) =n
b) rangA = rangB.

27. Matricele A € Mys(R) si B € Myy(R) verifica relatia
BA = 65 . Determinati
2 4

a) Rangurile matricelor A, B, AB.
b) Valorile proprii ale matricei AB.

28. a) Fie A € M,(R) o matrice simetrica ale carei valori proprii
sunt Ay < Ay < ... < \,. Demonstrati ca are loc inegalitatea
M |z))? < (@, Az) < A, |||, V2 € R,,.
b) Fie A, B € M,(R). Notam, in ordine crescatoare cu A\; < Ay <
. < A, respectiv gy < pe < ... <, valorile proprii ale matricelor
AT A respectiv BT B. Daci p este valoare proprie reald a matricei AB, s&

se arate ca A\ < p? < Apfin.
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c¢) Daca A gi B sunt doud matrice reale simetrice, de ordinul n, avand

autovalorile \;, respectiv pu; si dacd AB = BA, atunci rezulta

(min 32) (min ) < p? < (macx 2) (macp?), =T

pentru toate autovalorile p; ale matricei AB

29. Fie matricea A € M>(R) si tr(X) suma elementelor de pe diago-
nala principala a matricei X. Demonstrati ca

a) det(X + Iy) = det(X — I5) daca si numai daca tr(X) = 0.

b) Daci A € My(R), astfel ca det(A+Iy) = det(A — 1I5) si det( A% +
L) = det(A?'Y — [,) atunci A? = O,.

30. Se da aplicatia f : R* — R* dat& prin matricea

S
—_ Q=
— = Q
—_ = = Q

a) Calculati polinomul caracteristic al matricei A, P(\) = det(A —
Aly), utilizand proprietatile determinatilor.

b) Pentru a = —1, sa se determine vectorii proprii corespunzatori
valorii proprii A = 2.

31. Se d& aplicatia T : My(R) — My(R), T(A) = A+ A" VA €
M(R), unde A' este matricea transpusa.

a) Sa se demonstreze ca T este transformare liniara gi sa se cerceteze
bijectivitatea.

b) S& se determine matricea transformarii liniare in raport cu baza

standard formata din matricele

10 01 0 0 0 0
By = By = By = By = .
a (o0 ) (0) - (10) (o)

c) Sa se afle valorile gi vectorii proprii.
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d) Calculati M?°*° unde M este matricea determinata la punctul b.

32. Fie v = 2i — j + k, planul (P) : y + 2z = 0 si dreapta
(D) :z—y=1,2+ z=1. Sa se determine locul geometric al punctelor
A € (P) cu proprietatea ca exista B € (D) astfel ca AB =7,

33. Stabiliti numarul maxim de puncte ce pot fi plasate pe o sfera
de raza 1, astfel ca distanta dintre oricare doua puncte sa fie strict mai
mare ca \@

34. In interiorul patratului de laturd 1 construim cercuri avand suma
circumferintelor egalda cu dublul perimetrului patratului. Sa se arate ca

exista o infinitate de drepte care sa taie cel putin trei cercuri.

55
0 intersecteaza un cerc concentric cu cel dat in doua puncte intre care

13
35. Tangenta in punctul A <—, ) la cercul de ecuatie 2% +y?+2x =

distanta este 6. Aflati aria coroanei circulare.
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1.3 Universitatea Tehnica de Constructii

Bucuresti

Probleme date la concursul studentesc
”Traian Lalescu” in perioada 1987-2011

1. Fie curba plana avand urmatoarele ecuatiile parametrice:
r=t—chtsht, y=2cht.

a) Sa se calculeze raza de curbura intr-un un punct curent M al curbei;
b) Sa se scrie ecuatia tangentei gi a normalei in M;
¢) Daca notam cu C centrul cercului de curbura al curbei in M, cu
Nsi T punctele in care normala, respectiv tangenta in M intersecteaza
axa Ox, si se arate ci existi relatia | MT||> = || MC| - || MN]|.
(etapa locala UTCB, 1987)

2. Fie curba stramba (C) de ecuatii parametrice:

t
r=t—sint, y =1—cost z=4 sin§.

In fiecare punct al curbei (C) se considera pe directia pozitiva a
normalei sale principale un punct situat la o distanta de 4 ori mai mare
ca valoarea curburii in acel punct.

Sa se determine ecuatia planului osculator al curbei astfel obtinute.
(etapa locala UTCB, 1988)

3. Fie curba stramba (C) definita implicit de ecuatiile urmatoare:

2+ + 22 =16
y+z2=4

a) Sa se indice o parametrizare a curbei (C);
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b) Sa se scrie ecuatiile tangentei, binormalei si planului osculator la
curba (C) in punctul M(0, 4, 0);
c) Sa se calculeze curbura si torsiunea curbei (C) in M.
(etapa locala UTCB, 1989)

4. Prin V3 vom nota spatiul vectorial al vectorilor liberi 3-dimen-
sionali si fie @, ¢ € Vs astfel incat |@|| = | €| =15 @,¢C =

transformarea liniara T : V3 — V3 este definita astfel:
T(7)=(d-¢)v—(c-v)ad unde ¥ € Vi

a) Sa se arate cd& ¢ -T (@ ) = 0 pentru orice v € Vs ;
b) Determinati in functie de « valorile proprii ale lui T si precizati
pozitia vectorilor proprii asocia ti fata de @ si ¢;
c¢) Care sunt valorile lui o € R pentru care matricea asociata lui T,
in raport cu baza {7 , 7 , ¥ }, nu este diagonalizabila 7
(etapa locala UTCB, 2002)

5. Fie transformarea liniara 7 : R* — R* avand urmatoarea matrice

asociatd in raport cu baza canonica a lui R*:

10 0 1
e 01 0 O
00 1 =2
10 -2 5

a) Sa se gaseasca valorile proprii ale lui 7" i apoi subspatiile proprii
corespunzatoare;

b) Sa se cerceteze daca transformarea liniara 7" este diagonalizabila;
in caz afirmativ s se scrie forma diagonala a matricei A si sa se indice
o baz# ortonormata a lui R* in raport cu care se face diagonalizarea;

c) Sa se calculeze A20%2.
(etapa locala UTCB, 2002)

6. Fie
AZ{M(x,y,z)€E3 ‘$2+y2=z2, x2—|—y2+(z—2)2:3}7
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unde F3 desemneaza spatiul geometric 3-dimensional.

a) Sa se arate ca orice dreapta care trece prin originea O(0,0,0) si
printr-un punct M € A mai contine un punct gi numai unul din A;
determinati coordonatele acestui punct in functie de coordonatele lui M.

b) S& se arate ca A este reuniunea a doua cercuri; determinati centrele
si razele lor.

(etapa locala UTCB, 2003)

7. Fie forma patratica Q : R* — R definita prin: Q(z,y, z,u) =
2xy+2 z2u;

a) Sa se determine o forma canonica a lui @) si apoi o baza ortogonala
a lui R*, in raport cu care Q) are aceastd forma canonica;

b) Gasiti coordonatele lui v = (1,1,1,1) in raport cu baza determi-
nata anterior;

c¢) Fie V' un spatiu vectorial real si F': V' x V' — R o forma biliniara
simetrica si pozitiv definitd; si se arate ca (F(x,9))? < F(z,z)F(y,y)
pentru orice xz, y € V.

(etapa locala UTCB, 2003)

8. Se considera matricea

S O ==
BNl
—_— - O O
= = O O

si vom nota cu S subspatiul vectorial al solutiilor sistemului omogen:

X

E v < 8
|

o o o o

a) Sa se determine o baza ortonormata in S precum si complementul

ortogonal al lui S ;
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b) Daca T : R* — R* este transformarea liniara avand pe A ca
matrice asociata in raport cu baza canonica a lui R*, s& se determine
nucleul lui T gi apoi sa se calculeze rang T'. Este T" izomorfism ?

c) Sa se determine valorile proprii ale lui 7" si apoi subspatiile pro-
prii asociate; este 1" diagonalizabila ? In caz afirmativ s se scrie forma
diagonala a matricei A.

(etapa locala UTCB, 2005)

9. Fie spatiul vectorial real
V={a+bcosz +csinz| a,b,c € R}

inzestrat cu urmatorul produs scalar:
T
<g,h >:/ g(x)h(x) dx, g,heV.

a) Sa se gaseasca o baza pentru V ; care este dimV'?

b) Fie transformarea liniara 7T : V' — V definita de formula:
T (a+bcosz+csinz) =b+c+ (a+c)cosx + (a+ b)sinx.

Sa se scrie matricea asociata lui 7' in raport cu baza determinata la a).
¢) Sa se determine valorile proprii ale lui 7' si apoi subspatiile proprii

asociate; este T’ diagonalizabila 7 In caz afirmativ s se gaseasca o baza

ortonormata a lui V' in raport cu care se face diagonalizarea.

(etapa locala UTCB, 2006)

10. Fie matricea:
110
A= 110
0 0 2
a) Sa se afle valorile sale proprii §i apoi subspatiile proprii core-

spunzatoare;

b) Sa se arate ca matricea A este diagonalizabila si sa se indice o

matrice ortogonald in raport cu care se face diagonalizarea;
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¢) Fie forma patraticd g : R® — R care are pe A ca matrice asociata

in raport cu baza canonica a lui R?; si se scrie forma canonica a lui g
si sa se precizeze daca este pozitiv definita.

(etapa locala UTCB, 2006)

11. Fie transformarea liniard T : R® — R3 definita de
T (x,y,2)=(x4+y+z, c+y+z z+y+2)

a) Sa se determine valorile proprii ale lui 7T si apoi subspatiile
proprii corespunzatoare;

b) Sa se arate ca T este diagonalizabila si sa se determine o baza
ortonormata in raport cu care se face diagonalizarea,;

c) Sa se determine m € R astfel incat matricea A+ m I3 sa fie
pozitiv definitd, unde A desemneazd matricea asociatd transformarii
liniare 7T in raport cu baza canonica a lui R?.

(etapa locala UTCB, 2007)

12. Fie planul (P) C Ej de ecuatie z+y+z = 0, unde E3 desemneaza

spatiul geometric 3-dimensional; se considersa 7' : R® — R? definitd de
T (a7 b? C) = (x’ y7 Z)

unde (z, y, z) sunt coordonatele proiectiei punctului M (a, b, ¢) pe planul
(P).

a) Sa se afle expresia lui T gi sa se arate ca este transformare liniara;

b) Sa se determine valorile proprii ale lui 7" i apoi subspatiile proprii
corespunzatoare;

c) Sa se calculeze T%°7(3,0,6).

(etapa locala UTCB, 2007)

13. Fie V = M(R) spatiul vectorial al matricelor patratice de ordin

2, cu coeficienti reali si fie transformarea liniara T : V' — V definita

astfel:
1 1
T(X)= 0 X + X 0 ,
10 10
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unde X € V.

a) Sa se determine nucleul si imaginea lui 7', apoi sa se calculeze
def(T) si rang T ;

b) Sa se gaseasca valorile proprii ale lui 7' si apoi subspatiile proprii
corespunzatoare;

c) Sa se arate ca T este diagonalizabila, apoi sa se scrie forma diago-
nala a matricei asociate si sa se determine o baza ortonormata in raport
cu care se face diagonalizarea.

(etapa locala UTCB, 2008)

14. Fie V3 spatiul vectorial al vectorilor liberi 3-dimensionali si fie
transformarea liniara T : V3 — V3 avand urmatoarea matrice asociata

B
i, k JaluiVs

—
in raport cu baza canonica { 7 ,

N
J
2
A= 1
1

L S

1
m |,
2

unde m € R.

a) Se cere m astfel incat T (7—1—7—1—?) =47 +10 74—4 E ;

b) Pentru m = 1, sa se determine valorile proprii ale lui T si apoi
subspatiile proprii corespunzatoare;

c¢) Pentrum = 1, sa se arate ca T este diagonalizabila, sa se scrie forma
diagonala a matricei asociate A si sa se determine o baza ortonormata in
raport cu care se face diagonalizarea.

(etapa locala UTCB, 2008)

15. Fie @ : R® — R forma patraticd definita de
Qa,y,2) =(AN=2) 22 +A=2) 12 + A+ 1) 22 2y +4az—4yz

unde A € R.
a) Pentru ce valori ale lui A este forma patratica @) pozitiv definita ?
b) Pentru A = 3 sa se determine forma canonica a lui @ folosind

metoda transformarilor ortogonale;
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c) Sa se gaseasci o bazd ortonormatd a lui R?® in raport cu care Q

are forma canonica obtinuta anterior.
(etapa locala UTCB, 2009)

16. Fie transformarea liniara T : R® — R3 astfel incat
T (1,0,0)=(2,3,-1), T (1,1,0)=(3,2,—1), T (1,1,1) = (1,-1,0).

a) Sa se calculeze T'(0,1,0) si sa se determine matricea asociata lui T
in raport cu baza canonica a lui R?;
b) Sa se determine Ker T si sa se cerceteze injectivitatea lui 7" ;
¢) Sa se indice o baza in ImT i sa se calculeze rangul lui 7' .
(etapa locala UTCB, 2009)

. . . . . . . . — - —_
17. Fie V3 spatiul 3-dimensional al vectorilor liberisi @, b, ¢ € V3
necoplanari, iar «, 3, v sunt numere reale fixate; se defineste T': V3 — V3
prin formula:

—

T(T)=a(W,0,0)T+8(T,0,C) b +7(a,b,7) 7.

a) Sa se arate ca T este o transformare liniara,
o o — e
b) Daca a = 3 =~y sa se calculeze T'( i ), T(j ) si T(k);
c) Sa se arate ca T este izomorfism daca si numai daca oy # 0.
(etapa locala UTCB, 2010)
18. Se dau v; = (1,1,1), vo = (1,0, —1) si v3 = (1,—1,0).
a) S se arate cA vy, vy §i v3 formeaz 4 o bazd a lui R3;
b) Stiind c& vy, vy §i v3 sunt vectori proprii pentru matricea

’

1
A=11b 0 |,
1 ¢ ¢

/ ’ / o . . .. . .

a,a,b,b, c,c € R. Sa se determine valorile proprii ale lui A, precum si
.. . ’ /7 !
parametrii reali a,a ,b,b , ¢, c.

¢)Pentrua=a =b=0 =c=c =1sise calculeze A (1,1,1)%.
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(etapa locala UTCB, 2010)
19. Fie T : R?® — R? definita prin:

T(z,y,2)=Ba—y+2z,—x+3y+2 22 +2y).

a) Sa se determine valorile proprii ale transformarii liniare 7" i apoi
subspatiile proprii asociate;

b) Cercetati daca T este diagonalizabild; in caz afirmativ sa se scrie
forma diagonala gi s& se indice o baza ortonormata in raport cu care se
face diagonalizarea;

c) Sa se calculeze (A — 413)", unde n > 2 i A desemneaza matricea
asociata lui T in raport cu baza canonica a lui R3.

(etapa locala UTCB, 2011)

20. Fie punctul M (3,0, 1) si dreapta (d) de ecuatii:

r+2 y z—2

3 2 1

a) Sa se determine coordonatele simetricului lui M fata de dreapta

(d);

b) Sa se stabileasca pozitia relativa a dreptelor de ecuatii:

(dl):{y:x—l (dQ):{y:?)x—Q

z=xz—1 z=2—x

¢) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin M si se sprijina pe
dreptele (dy) si (da).
(etapa locala UTCB, 2011)
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1.4 Universitatea Tehnica Cluj-Napoca

Probleme date la concursul studentesc ” Traian
Lalescu” in perioada 2001-2011

1. Fie A € M, (C) o matrice pentru care exista k € N* astfel ca

AF = 0. S§ se arate ca:

n n

a) Za”‘:O, b) Zaij-aﬁzo.

i=1 ij=1
2. Fie f un polinom de grad n. S& se arate ca:

a) f(r) >0, Ve eR=det f(A) >0, VAec M,(R).

b) det f(A) >0, VAe M,(R)= f(z)f(y) >0, YVz,y e R.

3.Fie Ae M, (C)si TrA= Z a;; urma matricei A.
i=1
S se arate ca daca Tr(A*) =0, k = 1,n, atunci det A = 0.

4. Fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea
Tr(A) =Tr(A?) =---=Tr(A" ) =0si Tr(A") = n.

Sa se arate ca A" = I,,.

5. Fie A € M, (R) astfel ca det A = 0 siexistai € {1,2,...,n} astfel
ca minorul A;; sa fie nenul. S& se arate ca rangA* = n — 1 pentru orice

ke N*.

6. Fie A € M,,(R) o matrice cu elemente pozitive gi cu proprietatea
n

g ax = 1,7 = 1,n. S& se arate cd& A nu poate avea valori proprii de

k=1
modul mai mare ca 1.

7. Fie A, B,C, D € M, (C) astfel incat det(A + zB) = det(C + D),

oricare ar fi x € C cu 2" = 1.
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Sa se arate ca det A = det C' i det B = det D.

8. Fie A € M,,(C).
Sa se arate ca daca exista p € N astfel incat AP = O,,, atunci matricele
I — Asi I+ A sunt inversabile.

9. Fie k € N*. Sa se arate ca daca exista matricele A, B € M,,(R)
astfel ca
2 2 T
A"+ B :cth(A~B—B-A)

si A- B— B- A este inversabila, atunci n este multiplu de k. Pentru k = 2

sa se dea exemplu de matrice care verifica relatiile din enunt.

10. Fie V spatiul vectorial tridimensional al vectorilor liberi. Con-
sideram aplicatia A : V. — V, A(u) = @ xu, uw € V, unde @ este un
vector de lungime 1 fixat.

a) Sa se arate ca A este o transformare liniara;

b) A pastreaza unghiul vectorilor ortogonali pe @;

c) A este o transformare ortogonala a subspatiului vectorial perpen-
dicular pe @;

d) Sa se arate ca exista o baza ortonormata in raport cu care A are

matricea

My=10 0 -1

11. S& se determine toate transformarile liniare T : R?2 — R2 cu

proprietatea Im7T = KerT. Exista astfel de endomorfisme 7' : R? — R3?

12. Fie un spatiu vectorial V' peste corpul K, de dimensiune finita.

a) Sa se determine toate endomorfismele lui V' care au aceeasi matrice
in orice baza a spatiului;

b) Fie spatiul vectorial W de dimensiune finita peste coprul comutativ
K. Sa se determine toate transformarile liniare din V' in W care au aceeasi

matrice 1n orice baze ale spatiilor V' gi W.
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13. Fie p un numar natural, p > 2, V' un spatiu vectorial peste corpul
KgiT:V — V o transformare liniara astfel ca T? = (0. Sa se arate ca
aplicatia S = 1y — T este inversabila, iar dacd TP~!(xq) # 0, xg € V,

atunci sistemul de vectori zg, T'(zq), . . ., TP~ () este liniar independent.

14. Sa se arate ca nucleul operatorului T' definit prin

T - C[0,27] — C[0.24], T(f)(x) = / [Ltsin(pr+an)] fw)dy, pq € N°

are dimensiune infinita si sa se determine valorile proprii nenule si vectorii

proprii corespunzatori:
15. S se arate c& dacd A € M5(R) gi A° = I atunci det(A —T) = 0.

16. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n peste corpul K si
p € N* p < n. Sa se determine operatorii liniari 7" : V — V care

invariaza toate subspatiile liniare de dimensiune p ale lui V.

17. Fie n € N, n > 3, un numar fixat. Determinati infimumul si

supremumul multimii

n
j : Qg
x‘x: al,...,an>07 Apy1 = A1, Qpy2 = A2 .

)
=y Okt (k41 T+ Qrgo

18. Sa se determine cel mai mic numar real pozitiv x pentru care girul

] n+$
a’TL n b n 1

este descrescator.

1 1 1
19.Fie B, =1+—=+—=+...+4—,n>1.

12 n!
Demonstrati ca:

1
a)0<e—FE,<——, n>1,
n-n!

b) e Q;
c¢) lim (nle — [nle]) = 0.( [ |Jnoteaza partea intreaga )
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oo

< . . 1
20. Sa se determine suma seriei g —, unde

n=1 "

a1:2§ian+1:ai—an—|—1, n>1.

o0

o . .. 13 ...Tap—1

21. Sa se determine natura seriei E (
ToXyg ...Tap

a
> ,unde a € R
n=1
si (2,,)n>1 este o progresie aritmetica cu termeni pozitivi.

22. Se considera girul (a,),>1 definit prin relatia de recurenta
ap+1 =In(1+a,), n>1sgia =1

a) Sa se arate ca lim a,, = 0.
n—oo
o0
b) Sa se arate ca seria g ay,, este divergenta.

n=1
[eS)

c) Sa se arate ca seria g a? este convergenta.
n=1
23. Notam cu f(n) cel mai mic numar natural cu proprietatea
1

1
I+ +...+——>n.
2 f(n)

f(nJrl)'

Sa se determine lim

oo f(n)
24. Fie f : [a,b] —]a, b] o functie continua. Sa se arate ca pentru orice
n € N, n > 3, exista ¢, ¢a,...,¢, € (a,b), in progresie aritmetica, astfel
ca

fle)+...+ fle)) =ci+...+cn.
25. Fie f € C*(R) cu proprietatea ca exista M > 0 astfel incat
[fM (@) <M, VzeR, ¥VneN

si



Sa se arate ca f(z) =0, ¥z € R.

26. Fie I un interval deschis din R, f € C"™(I) si a € I cu propri-
etatea ca exista f("*?)(a) finita si nenuld. Conform formulei lui Taylor,

pentru orice x € [ fie ¢, intre a i x astfel ca:

f'(a) Fr ) (ea)

— _ _\n _ \n+1

f(z) = fla)+ T (r—a)+...+ o (x—a)"+ 1) (x—a)"".
S se calculeze lim &2
Tr—a T — Q

27. Fie g : R — R o functie derivabila pe R, satisfacand conditiile
g(0) =0 si ¢’(0) # 0. Definim functia f : R? — R prin relatia
22 —y?
9(563/)79:2 rpwt
0, (z,y) = (0,0)

a) Sa se studieze existenta derivatelor partiale de ordinul I si diferen-
tiabilitatea lui f in (0,0).
b) Sa se arate ca f;,(0,0) # £,.(0,0).

28. Se da ecuatia cu derivate partiale
azys + 2z, +czp =0
unde a, b, c € Rsi ac—b* < 0. Sa se afle a, § € R astfel ca prin schimbarea
U=+ oy
{ v=u1a+ By

ecuatia sa devina w! = 0. Sa se rezolve ecuatia data.

de variabile

> d
29. Fie a > 0. Sa se calculeze / ’ .
o (I4+22)(1+2%)
30. Fie f : [0,00) — R o functie continua astfel ca f(z)dz este

Tr—00

0
convergenta. Sa se arate ca daca exista lim xf(z) atunci lim zf(z) = 0.
r—00
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31. Sa se calculeze / alrc &7
0

+x
32. Fie functia f : (0,00)* = R
x Y z t

T,Y,2,t) = + + + .
M@yt = o oy ss T ysedt T aratt

Sa se determine multimea valorilor functiei f.

33. Fie VABC un tetraedru. Prin centrul de greutate G al fetei ABC
ducem un plan care taie muchiile VA, VB, VC in M, N, P. Sa se arate

ca intre volumele tetraedrelor are loc inegalitatea:

V(VABC) < V(VMNP).

34. Pe muchiile AB, AC' i AD ale tetraedrului ABC'D se iau punctele

M, N, P astfel ca:
BM CN DP

MA T NATPAC
Sa se arate ca planele (M N P) trec printr-un punct fix.

1.

35. Sa se arate ca daca intr-un poligon [A;As ... Ay, Agyiq], 20 dintre
mediane sunt concurente, atunci toate medianele sunt concurente (nu-
mim mediand dreapta ce unegte un varf A, cu mijlocul laturii opuse
AntkAnirr)-

36. Fie A, Ay,..., A, puncte In spatiu gi aj,as,...,a, € R cu
a1 +as+ ...+ a, =1. Daca notam cu 7,7s,...,T, vectorii de pozitie ai

punctelor A, Ay, ..., A, s cu Ay punctul cu vectorul de pozitie
To = a1y + aoTo + ...+ a,Ty
sa se arate ca:
a) Y ap(MA; —77) = MA; — 77
k=1

b) Sa se afle locul geometric al punctelor M din spatiu pentru care

n
ap - MA; = a® (constanta).
k=1
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c) Sa se determine valoarea minima a sumei
S(M)=> ap- MA;
k=1
cand M parcurge spatiul.
37. Se considera familia de plane:
P, : 2xcost +2ysint —z =0, t€]0,2n].

a) Sa se arate ca exista sfere care sunt tangente la toate planele din
familie.

b) Sa se determine locul geometric al centrelor acestor sfere.

c) Sa se scrie ecuatia conului cu varful in origine circumscris unei

astfel de sfere.
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Capitolul 2

Faze nationale

Probleme date la etapa nationala

in perioadele 1977-1984; 2008-2011
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Anul 1977- subiecte anul 1

1. Sa se arate ca:
a) Va € R, |arctg of < |af;

. 1 T . . .
b) seria E —arctg — este uniform convergenta pe orice interval
n n

n>1
marginit, iar suma ei S(x) este derivabila pe R, cu lim S’(z) = 0.
Tr— 00
2. Sa se arate ca
T 1 1 1 T+1

S<—t—+...+

3. Se considera girul de functii: f, : R — R, n > 0, definite prin

1 [ 2
folz) = / et dt,

nl )
a) Sa se calculeze fy(z) si sa se arate ca Vo € R, n > 1,

—x2

_ __2n €
fn(x) _fn—l(x> = - 2(71')
b) Sa se deduca relatia
$2 fL’4 I.Qn 67302
1
si sa se calculeze lim de

n—>000x2—|—1 ’

Anul 1978 - subiecte anul I

1. Fie S multimea sirurilor din R
a) Fie a = (a,), n > 1 din S si ¢ > 0 o constanta. Sa se arate ca

daca a, (1 — ca,) > a,;1 pentru orice n > N (cu N natural fixat), atunci
+1

an < pentru n > N.
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b) Fie b = (b,), n > 1 descrescator spre 0. Sa se arate ca seria Z by,
n>1
este convergenta daca gi numai daca girul ¢, = by +bs + ... + b, — nb,,

n > 1 este marginit.

c) Fie ¢ = (¢y), n > 1din S si d = (d,), n > 1 un sir oarecare de

numere reale astfel incat ¢, - |d,| < 1 pentru orice n > 1. Sa se arate ca
o0 ) o0 tk
li —2t — =0.
lim ; e ;ckdkk! dt =0

2. Fie functia f: (—1,1) — R, f(z) = arcsinz.

a) Sa se arate ca
(1—a%) - f() = 2n = 3)af" V(@) = (n = 2)* [P (2) =0

pentru orice n > 2 si orice x € (—1,1) si s se deduca f(™(0) pentru
n>1;

b) Natura integralei

L arcsin z
0o Vv 1-— 1’2

si valoarea ei, direct si utilizand dezvoltarea in serie Taylor a lui f in

I = dx

jurul originii;

1 . 1 .
W S1 ; ﬁ7 fOlOSlnd b)

3. Fie curba v : x = tcost; y = tsint; z =t (¢t > 0).

a) Sa se arate ca -y este situata pe o suprafata conica si sa se reprezinte

¢) Se cer sumele seriilor E
n>1

grafic proiectia lui v pe planul zOy.

24y =z
b) Se cere unghiul dintre curbele 7y si 71 : in punctul

T=y
lor de intersectie cu cota z > 0 cea mai mica.
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c) Se cere aria portiunii de con cuprinsa intre planele z =y, x = yV3

si arcul curbei  (prima bucla).
Anul 1979 - subiecte anul I

1. Sa se reprezinte grafic functia f : R — R, definita prin
1
f(z) = / sgn (x — t)dt.
0

2. Sa se studieze convergenta integralei improprii

bl 1
/ H(Zj) (o € R parametru),
0

: 3
apoi sa se calculeze valoarea pentru o = 7

3. Fie f : R — R o functie derivabila astfel incat f > 0, f' > 0 gi

lim f(z) = oco. Sa se determine ¢ minim astfel incat sirul (a,), n > 0,
Tr— 00

definit prin a,, = [f(n)+t]-[In(f(n)+1)—In f(n)] sa fie strict descrescator.
4. Se considera forma patratica
q(z,y, 2) = 52 + 4y* + 62% + 4wy + 4oz
Sa se reduca la forma canonica sisase discute natura cuadricelor

q(z,y,z) = A cu A parametru real.

5. Fie curba v : €!, y = €', 2 = t/2, t € R. Sa se determine versorii
triedrului Frenet in punctul curent. Exista puncte pe v unde binormala

respectiva intersecteaza axa Ox 7

6. Sa se determine punctele de cota maxima sau minima ale suprafetei

z =12+ V4— 22cosy.
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Anul 1980 - subiecte anul I

1. Fie M un punct oarecare pe cercul z? + 3> = R? si punctele
A(—R,0), B(R,0). Fie C punctul de intersectie al dreptei AM cu tan-
genta in B si D intersectia dreptei BM cu tangenta in A.

a) Sa se arate ca infaguratoarea familiei de drepte C'D este o elipsa
(E);

b) Sa se determine punctele de pe (E) unde raza de curbura este egala

cu media geometrica a lungimilor semiaxelor.

2. Fie A € M(R) nesingulara si matricea celulara B € M(R),
definita prin
aA pA

~A SA

B:

unde o, 3,7,6 € R.

a) Sa se calculeze det B;

b) Sa se arate ca daca ad — 3y # 0, atunci B este nesingulara si sa
se determine B~!, in termeni de A™;

c) Generalizare.

3. Folosind dezvoltari in serie de puteri, sa se calculze:

1232 (2n—1)?
a) suma seriei Z (0 + 202 ;
n>1 ’

Ulng

dzx.

b) valoarea integralei improprii [ = / .
o 1—x

Anul 1980 - subiecte anul IT

3/.2 (1—
1. Sa se calculeze I —/ 3: ?) - dzx.

x+1)

2. Se da ecuatia
(1) : (22 = 2mz + 7)y" — 22z — 7)Y + 4y =0
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si functia

1, daca |z|] <«
(2): f(x) = ,a € (0,m).

0, daca a<|z|<w

a) Sa se rezolve ecuatia (1), stiind ca admite solutii polinomiale.

b) Sa se determine solutiile particulare care verifica conditiile

0)=0 T :7r—2
w 1707 o P 6
3

c) Sa se dezvolte in serie Fourier functia (2).

d) Sa se demonstreze egalitatea

20 4 Ksin’(na) 20
ot ml T~ sl
n=1

e) Din dezvoltarea in serie Fourier a functiei (2) pe [—m, 7|, sa se
*(na)

(o] .
y .. sin
arate ca suma seriel E 72
n

verifica ecuatia diferentiala (1) pe [0, 7],
n=1
precum si conditiile (I).

Anul 1981 - subiecte anul I

1. Pentru orice x = (w1, 22, 23), ¥ = (Y1, 2, y3) din R3, se considera
matricea
a1 Q2 a3 I

Q21 Q22 G23 T2
B= ,
gy azz az3 I3
i Y2 ys O
unde a;; € R sunt fixate. S& se arate ca aplicatia f : R®* x R* — R,
f(z,y) = det B este biliniara si sa se determine matricea lui f relativ la

baza canonicd din R3. Generalizare.
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2. Fie punctul A(1,1,0). Se considera o dreapta oarecare A care se

x+2=0

sprijina pe axa Oz si pe dreapta d : . Sa se determine locul
y=2

geometric al proiectiei lui A pe A.

3. Se considera functiile u, : [0,7] — R, n > 1, definite prin

n—1

COS X

n2 4 cosng’

Sa se studieze:
/2
a) Natura seriei Z/ U () - sin zdx;
n>1"0
b) Convergenta uniforma a seriei Z un(x) pe intervalul [0, 7].
n>1

4. a) Fie A = [0,27), B = {(z,y) € R*z% + y? = 1} si aplicatia
f:A— B, data prin f(t) = (cost,sint). Sa se arate ca f este continua
si bijectiva, dar f~! nu este continua.

b) Daca f : K — L este o aplicatie continua si bijectiva intre doua
multimi compacte din R"™ (n > 1), si se arate cd f~! este continui.
dx

————— este convergenta 7
T4 -+«

5. a) Pentru ce o € R, integrala /
0

>~ d
b) Sa se calculeze I = / 37:6
0 x° + 1

Anul 1981 - subiecte anul IT

1. Sa se determine solutia pe [0, 00) a ecuatiei diferentiale zy” +2y =
2? care satisface conditia y(0) = 0, mirginitd in vecinitatea originii.
a) folosind transformarea Laplace

b) recunoscand tipul ecuatiei si folosind metoda corespunzatoare.

2 :
. sin
2. Sa se calculeze /
0

reziduurilor.

F dcost e™dx, n € N, folosind teorema
—4cosw
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3. Se considera functia f(z) = &7 x € R.
5—4cosz
a) Sa se dezvolte in serie Fourier pe [0, 27].
b) Sa se arate ca seria converge uniform (U.C) pe [0,27] si are ca
suma functia data.
4. Functia e3(t=1) fiind, pentru orice x € R fixat, olomorfa in dome-

niul 0 < || < oo, admite o dezvoltare in serie Laurent de forma

+o00
es(=1) = Z T () - t".

n=—oo

Verificati urmatoarele relatii:
1) 2J)(x) = Jp1(z) — T ().
2
2) Joo1(z) + s () = ;” J(2), z € R*
Anul 1982 - subiecte anul 1

1. Se dau trei functii f,g,h : R — R, bijective, derivabile, cu

derivatele nenule 1n orice punct. Se considera functiile u,v,w : D — R,

x
unde D este primul octant deschis si u(x,y,z) = f | —|; v(z,y,2) =
)

z
g <g>, w(z,y,z) = h (—) S4 se arate cd w,v,w sunt dependente
z
functional si sa se indice o relatie de dependenta functionald intre ele.

*° arctg(rx
ﬁdm, r > 0. Sa se
(1 + x?)
determine valorile lui » pentru care integrala este convergenta si In acest

2. Fie integrala improprie I(r) = /
0

caz, sa se calculeze valoarea I(r).
3. Fie F multimea functiilor f : R — R, de forma f(t) = ag +
a1 cost + by sint + as cos 2t + by sin 2t, unde ag, aq, as, by, by € R.

a) Sa se arate ca F este spatiu vectorial real si ca
B = {1, cost,sint, cos 2t,sin 2t}
formeaza o baza pentru E;
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b) Sa se determine matricea operatorului liniar ¢ : E — E, f(t) —
f (t + Z), relativ la baza B.

¢) Generalizare.

4. Fie curba y : ¥ = acos’t; y = asin 2t; z = asin®t (a > 0 constanta
si t € ]0,27]). S& se arate ca 7 este o elipsa si sa se determine valoarea

minima a curburii lui .

5. Se considera forma patratica f(x,vy, z,t) = t?—2tx+2xy+2yz+22x.
a) sa se reduca f la forma canonica;
b) sa se studieze natura cuadricei f(z,y,z,0) = m, cu m parametru

real. Pentru ce m, cuadrica admite generatoare rectilinii?

Anul 1982 - subiecte anul IT

1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u+iv, unde u = Re(f(2))

are forma ) )
r°+y
U(x,y)—@< ) ¢ € C*(R).
2. Sa se calculeze I = / e3:dz.
|z]=4 z 4+ 3

3. Functia original f(t) satisface conditia

[f(B)] < M - e,

(W)t >0, sp < 1. Pentru F(p) = / f(t)e P'dt s& se demonstreze ci
0

S ytEm = [ D g

t
e 1
= 0 +

4. Folosind metoda separarii variabilelor sa se afle solutia ecuatiei

Pu 1 Ou
o>  z Ox
care satisface conditiile
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1) u(z,t) = u(z,t +27), v € R*, t > 0;

1
2) uw(0,1) = 5—3cost

Anul 1983 - subiecte anul I

1. Fie I = (—a,a) cua>0si f: I — R o functie de clasa C* pe I,
astfel incat sirul f™ este UC (uniform convergent ) pe I citre o functie
g- -

a) Sa se arate ca Vr € [, / g(t)dt = g(z) — 1;

b) Daca lim f™(0) =1, sg se determine g.

2. a) Sa sn(:z:;ate caVx € R, girul (y/n-cosnz), n > 1 este nemarginit;

b) Sa se construiasca un sir de functii f, : R — R, UC pe R, astfel
incat girul f! sa nu fie punctul convergent in nici un punct din R.

3. Se considera matricele

0100 ap Gz a3z a4
0010 as ap ag Aas
0001 as a4 ap Qg
1 0 00 az asz a4 ap

unde a; € R pentru 1 < i < 4. Fie P = a; + as X + ag X? + as X>.

a) Sa se calculeze A* pentru k € N si s se arate cd B = P(A);

b) Sa se determine valorile si vectorii proprii pentru matricele A si B;

¢) Generalizare.

4. O curba v de clasd C? se numeste curbd Titeica daca VM € #,
raportul dintre torsiunea lui v in M si patratul distantei de la un punct
fix A din spatiu la planul osculator al curbei v in M este constant. Sa se

ryz =1
arate ca vy : , este o curba Titeica relativ la A= originea.
y =z
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5. Fie I = (0,1] si f, : I —= R, f(z) = 2" Inz, (n > 0). S& se
calculeze marginile lui |f,| pe I si sa se studieze uniform convergenta
seriei Z fn(x) pe intervalul I.

n>0

Anul 1983 - subiecte anul I1

1. Se considera functia

1

fiR=R, flr) = 1 —2\cosx + N2’

AeR\{-1,0,1}.
a) Sa se dezvolte f in serie Fourier.

b) Sa se dezvolte in jurul punctului de la infinit functia

1
1 —2zcosf + 22’

g:{z€Cllz[>1} = C, g(z)=

unde 6 € [0, 27] este un parametru.
2. Se considera ecuatia cu derivate partiale

0%u ou  O%u B

i 27_  —_— =
(1 m)ﬁaﬂ ¥ or Oy?

0, 1—a2*#0.
Sa se aduca la forma canonica. Discutie.
Anul 1984 - subiecte anul 1
1. Fie £ = C?

[0,2
2n+1
Z sin(z + (—1)*t) si pentru orice f € E, se defineste g € E, prin
k=1

. §i n > 1 intreg fixat. Se noteaza K(z,t) = 1+

g(x):/OﬂK(a:,t)f(t)dt.
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a) Sa se arate ca aplicatia T': E — E, f +— ¢ este un operator liniar
si sa se calculeze dim(Im7T);
b) Sa se determine valorile proprii reale si vectorii proprii core-

spunzatori pentru operatorul T'.
2. Fie functia f : R? = R, f(z,y) = eI;ry/ ch ( 5 )dt Pentru
0
f(@,b)
f(z,a)

1+4eb
14 e’

a < b, se considera functia h : [a,b] — R, h(z) =

a) Sa se studieze continuitatea lui f ;

b) Pentru a < b < 0, sa se arate ca Yz € [a, b], h(z) >

3. a) Sa se determine multimea M de convergenta si suma pentru

21
serlaz2n71 " axe M,

n>1
b) Fie h : [0,a] — R, a > 0, o functie derivabila. Pentru orice x €

(0, a] se noteaza f(x) = i/ox(h(:c) h(t))dt si g(x / f() T22dt. Sa s

arate ca f — g — h este constanta pe (0, a.

24yt =a?
4. Se considera curba Iy, : 22 2 22 unde a € R, z > 0.
T AR |
4 + 9 + 4

a) Se cere numarul punctelor de intersectie ale curbei I', cu planul
xQOz; discutie dupa parametrul a.
b) Se cer ecuatiile proiectiei curbei I',, pe planul zOz;

c) Sa se calculeze curbura lui I'; in punctul A(1,0,/3).

Anul 2008-subiecte anul I, Profil mecanic

1. Fie sfera: (9): 22 +y*+2°—9 =0, planul (H): z+y+2—3=0
si cercul spatial (C) = (S) N (H).
a) Sa se afle raza si coordonatele centrului cercului (C).

b) Sa se arate ca orice sfera care contine efectiv cercul (C'), are ecuatia
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de forma:
PP+ -9+ ANz +y+2-3)=0, AeR.

c) Sa se gaseasca ecuatia sferei de raza R = 6, care contine cercul

(©).

2. Si se arate ca ecuatia X2 + aX + bls = 03, unde a? — 4b > 0,
admite o infinitate de solutii in M3(R).

3. Fie functia f : R? — R, definita prin

fa) :U22—x|—yy?7 daca (x,y) # (0,0)
T) =

0, daci (z,y) = (0,0),

a) Sa se studieze continuitatea, existenta derivatelor partiale si

diferentiabilitatea functiei f in origine.

b) Sa se calculeze I, = /OQ[f(SiH;7COS %)]”dt. pentru n = 2k si
n=2k+1.

c) Sa se arate ca sirul de functii g, : R — R, n > 1, definit prin
gn(z) = M este uniform convergent pe R catre o functie continua

g si sa se calculeze g(z) = lim g,(z).
n—oo
n

4. Sa se studieze natura serieizz , o, 0 €R.

Bain L
n>1 T smn

Anul 2008-subiecte anul I, Profil electric

1. a) Sa se precizeze clasa de diferentiabilitate a functiei f: R — R,
1
)= o+ 5| - e+ ol

unde [ - | reprezinta partea intreaga a expresiei pe care o contine.
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271
b) Pentru orice n € N fie f, : R — R, f.(z) = [1;2:“} Sa se
studieze convergenta seriei Z fu(x)
n=0

c) Sa se stabileasca daca functiile diferentiabile pot fi aproximate

oricat de bine prin functii discontinue.

2. Fie V subspatiul vectorial al lui M, (C), generat de matricile de
forma AB — BA, A, B € M,(C). S& se arate cd dimcV = n? — 1.

3.1In spatiul real V = R? se considera forma patratica

oz, x) = & + 28 + 385 + L& + &6 + L83,

in care &1, &, &5 sunt coordonatele vectorului € V in baza canonica
{e1, eq,€3}. Se cere:

a) Sa se arate ca forma biliniara simetrica asociata acestei forme
patratice este un produs scalar.

b) Si se afle normele vectorilor e;, ez, e3 si cos(éy, e3) (in raport cu

produsul scalar definit la punctul a)).

4. Functiile f, f’, f” sunt continue pe [0,a], a > 0si f(0) = f/(0) =

Sa se arate ca
/ |f(z)f'(z)|dx < / "(

Anul 2008 - subiecte anul II

1. Fie functia u(x,y) = In(x? + y?) + e cos y.

a) Aratati ca u(z,y) este o functie armonica.

b) Construiti f(z) olomorfa , f(z) = u(x,y) + iv(x,y), unde u(x,y)
este functia precizata in enunt, cu conditia f(1) = e.

1
c) Fie R € (0,00) (2, f) Calculati integrala

B f(z)—2Inz
I—/lzl R T
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2. Calculati integrala
2T ) inT
1_/ ( s, neN,
0

13 — 12cos )

3. Sa se rezolve ecuatia diferentiala:
2" =22 +x=¢ 2(0)=0,2(0) =1,

folosind transformarea Laplace.

/ p—

r=—r+y+=z
4. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale: ¢ ¢ =2z —y+2

Z=x+4+y+z
care verifica conditiile initiale z(0) = 0,y(0) =0, 2(0) = 1.

Anul 2009 - subiecte anul I, Profil mecanic

Y v
. z?cos =, dacd (z,y) # (0,0)
1.Fie f:R—R, f(z)= z

0, daca (x,y) = (0,0),
a) Sa se calculeze derivatele partiale ale lui f in (0,y), y € R.

Sa
b) Sa se studieze diferentialitatea Fréchet a lui f in (0,y), y € R.

c) Sa
y € R.
d) Fier = /22 + 92 + 22 si g(x,y,2) = f(r, 1).

Sa se calculeze grad g .

se studieze continuitatea derivatelor partiale ale lui f in (0,y),

2. Fie f : [0,00) — R, f(z) = em/ o2

T
a) Folosind eventual schimbarea de variabila t = = + s, sa se arate ca
0<zf(xr) <1,V >0.

b) Sa se calculeze f'(x).
c) Sa se arate ca f'(x) < 0,Vx > 0.
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d) Sa se calculeze f(0).
3. a) Si se giseasca o transformare liniara f : R® — R3, astfel incat

f(el) = (47 37 3)7 f(e2) = (67 _57 _6)7 f(e?)) = (07 07 1)7

unde e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1).
b) S& se arate ca exista un numar natural n si ag, a4, ..., a, numere

reale astfel Incat
an f™(2) + an_1 fP ) 4+ ..+ ar f(x) + agz = 0,

pentru orice € R3, unde f*(z) = f(f*(x)), k > 2.
Sa se gaseasca n §i ag, a1, . . ., Gy.
c) Sa se gdseascd un subspatiu vectorial U al lui R3 astfel incat

dimU = 1si f(u) = u pentru orice u € U.

4. Se da familia de sfere
Syt 4+ P+ 22— 4N+ Da — 203\ — 2)y +2(\ — 5)z — 14\ + 33 = 0,

A€eER.

a) Sa se precizeze centrul si raza sferei Sy.

b)Sa se arate ca centrele sferelor Sy se afla pe o dreapta si sa se afle
ecuatia acesteia.

c) Sa se gaseasca un plan care sa fie tangent tuturor sferelor din

familia data.

Anul 2009 - subiecte anul I, Profil electric

1. Fie a,, un sir de numere reale astfel incat seria g a, are raza de
n>0
convergenta 1 si fie f(x) = E a,z",r € (-1,1). Presupunem ca exista
n>0

lin%f(x) =LeR.
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a) Daca a,, > 0 sa se demonstreze ca seria ) ., a, este convergenta
si are suma L.

b) Sa se dea un exemplu de serie Z a,x" ca In enunt, cu a, € R,
n>0
astfel incat Z a, diverge.
n>0

2. Fie a,b € R,a < bsi fie fy : [a,b] — R o functie continua cu
proprietatea fy(a) = 0. Fie

foi b = R, fulz) = / foi(dtn > 1.

a) Sa se studieze convergenta uniforma a seriei E fn-
n>1

b) Sa se calculeze suma seriei E fo-
n>1

3. Fie P,..,P, (n > 3) n puncte distincte aflate pe aceeasi
circumferinta (in aceasta ordine). Pentru fiecare pereche de puncte B, P},
notam cu a;; lungimea segmentului P;P; daca ¢ < j si aj; = —a;;. Con-
sideram matricea (antisimetrica) A = [a;;]. Sa se determine dimensiunile
imaginii i nucleului aplicatiei liniare f : R" — R", asociate acestei

matrice.

4. Fie A, B matrice patratice din M,(R) cu proprietatea ca exista
o coloana nenula z din M, (R) astfel incat Az = 0 si o coloana y
din M, 1(R) astfel ca Ay = Buz. Daca A; este matricea obtinuta prin
inlocuirea in A a coloanei 4, a;, prin coloana i, b;, din B, s& se arate ca
det A; + ... +det A, = 0, unde detA; este determinantul matricei A;.

Anul 2009 - subiecte anul II, Profil mecanic
1. Se considera ecuatia diferentiala
2" 4+ (2a — 1)a” + (a® + 3)2" + (a® + 3a)z = 1,
unde a € R este un parametru.
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a) Sa se determine valorile lui @ pentru care solutiile sunt stabile
pentru ¢ — oo.

b) Pentru a = 1, sa se determine , folosind transformarea Laplace,
solutia x(t) pe (0,00) a ecuatiei , astfel incat z(0.) = 0,2'(04) =
0,2"(04) = 0.

)
2. a) Sa se determine {z € C/cosz = 4}.

1

b) Sa se dezvolte in serie Fourier functia f : R — R, f(t) = Fp—
— oS

d
c) Sa se calculeze I = / v
|o—il=1 D — 4 cos z

)

3. Fie sistemul 2’ = f(z,y),y = g(x,y) cu f,g: R* - R functii de
clasa C*, cu solutii p : R — R | p(t) = (x(¢),y(t)).

a) Un punct (a,b) € R? se numeste un echilibru daca functia ¢(t) =
(a,b) este solutie. Sa se arate ca (a,b) este echilibru daca si numai daca

f(a,b) =0,g(a,b) = 0.
b) Sa se arate ca doua orbite sunt sau disjuncte, sau coincid.

4. Fie f(z2) =ap+ a1z + ...ap2", cua; € C, i =0,1,...,n.

a) Sa se calculeze

I, = ﬁdz si Jk—/ fleMye ™*dt,

k
l2]=1 #

pentru 0 < k < n.

b) Daca toti a, € R, sa se arate ca

1 ™
/ fA(x)dx = —i/ fA(e™)edt,
-1 0
si ca

/01 ey <2my ap

k>0
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Anul 2009 - subiecte anul II, Profil electric
1. Se considera ecuatia diferntiala
2" 4+ (2a — 1)2” + (a® + 3)2’ + (a® + 3a)z = 1,

unde a € R este un parametru.

a) Sa se determine valorile lui a pentru care solutiile sunt stabile
pentru ¢ — oo.

b) Pentru a = 1, sa se determine , folosind transformarea Laplace,
solutia x(t) pe (0,00) a ecuatiei , astfel incat z(0.) = 0,2'(04) =
0,2"(04) = 0.

2. Fie D un disc deschis in planul complex.
a) Sa se arate ca o functie olomorfa f : D — C are primitive si ca
orice doud primitive difera printr-o constanta .

b) Daca F' este o primitiva a unei functii f : D — C, are loc relatia

/ F(2)dz = Fz) — F(2).

L
c) Sa se determine a,b € R daca a + ib = / sin zdz.
0

: : : - 1
3. Sa se determine seria Fourier atagata functiei f(r) = ————
d—4cosx
pe (—m,m), sa se studieze natura acestei serii gi sa se calculeze

dz
sl=3 D —4cosz
4. Fie f(z) =ay+ a1z +...a,2", cua; € C,i=0,1,...,n.

Z(:)dz siJ, = feMe ™ dt, pentru
|z|=1 -7

a) Sa se calculeze I}, =

0<k<n.

b) Daca toti ax € R, sa se arate ca

1 T
2 d — 2/ it 'Ltd
/1f(ff:)x Z/Of(e)e :
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sica

/01 Py <2y a

k>0

Anul 2010 - subiecte anul I, Profil mecanic

1. Fie f: RZ - R,

||*y[" .
D ) daca (l‘,y) 7& (070)
flzy) =4 V2 +y? :
0, daca (z,y) = (0,0),

1 1
daca a > 5 b > — sunt doi parametri reali.

a) Demonstrati inegalitatea

Vieyl 1
" < \/5,\7( ,y) # (0,0).

b) Studiati continuitatea functiei in origine.
¢) Studiati existenta derivatelor partiale ale functiei in origine.
d) Pentru a = 4 gi b = 1, sa se gaseasca multimea de convergenta a

seriei de functii:

Zf(%,n)(x Ly

n>1

2. Fie functia [ : [0,00] — R, I(y) = / e de,

0
a) Aratati ca I(y) este convergenta pentru orice y € [0, 0o].
b) Determinati I'(y) si aratati ca I'(y) = —41(y).

c) Stiind ca / e‘xzdx—\/;, sd se calculeze I(y).
0
3. Fie functia T : R® — R3 definita prin
T(w1, 79, 73) = (229 — T3, =221 + 213, 11 — 225), V(11, T9, 73) € R,
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a) Sa se arate ca T este aplicatie liniara gi sa se calculeze KerT si
ImT.

b) Sa se arate ca daca u,v € ImT', atunci unghiul dintre u si v este
egal cu cel dintre T'(u) si T'(v).

¢) Fie matricea Q = (I3 — A)(I3 + A)~!, unde A este matricea trans-
formarii 7" in baza canonica din R3. Determinati valorile proprii reale ale
matricei () si subspatiile proprii corespunzatoare.

4. Se considera planul 7 de ecuatie: (2m+1)z+(3—4m)y+3z—2 = 0.

a) Sa se scrie ecuatiile planelor 7 , 7y §i 73 care sunt perpendiculare
pe planul 7 si contin axele Oz, respectiv Oy si Oz.

b) Sa se arate ca cele trei plane de la punctul a) trec printr-o dreapta
d, a carei ecuatie se cere.

c) Sa se arate ca dreapta d descrie un plan atunci cand m variaza.

Anul 2010 - subiecte anul I, Profil electric

1. Gasiti functiile f : R — [0, 00] cu proprietatea
fla) =2 [ Vi
0

2. Fie f o functie care admite o dezvoltare in serie de puteri in jurul
lui 0, avand raza de convergenta R.

a) Sa se arate ca

2 n T
My —1 -2 2 Ty a—t
n§>of (0)(e” =1 T n!) /O e* L f(t)dt,|z| < R.
b) Sa se arate ca
o r 2P z" et —e”*
2N gy e ) =

n>0

3. Fie @ € R3 un vector nenul fixat 5i 7 : R® — R3, (V) = @ x 7,

v € R3.
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a) Sa se atare ca T este o aplicatie liniara si sa se determine subspatiile
KerT si ImT'.

b) Sa se atare ca pentru orice vy, v3 € ImT, unghiurile dintre vectorii
U1 i v, respectiv T'(v7) si T(v) sunt egale.

c) Sa se determine toate aplicatiile liniare S : R® — R3 cu propri-
etatea S(v') L v, Vv € R3.

4. Fie V un subspatiu vectorial real de dimensiune n i 7 : V — V
o aplicatie liniara care admite n 4+ 1 vectori proprii astfel ca oricare n
dintre ei sunt liniar independenti. Sa se arate ca exista a € R astfel incat

T = al, unde I este aplicatia identica.
Anul 2010 - subiecte anul II

1. a) Se considera ecuatia diferentiala: tz”(t) + 2'(t) + tx(t) = 0. Sa
se arate ca ecuatia admite o solutie unica sub forma unei serii de puteri
convergenta pe R, care respecta conditia z(0) = 1.

b) Sa se rezolve problema Cauchy

¥ =2r+y+2z

y/:—ZL'—Z 9

Z=r+y+2z
unde z(0) = 0,y(0) =0, 2(0) = 1.

2. Sa se determine f olomorfa , f(2) = u(z,y) +iv(z,y), z = © + iy,
x>0, stiind ca f(1) =0, f(e) =1 —isi u(z,y) +v(zr,y) = ¢(¥), unde
¢ : R — R este o functie de doua ori derivabila pe R.

3. Rezolvati ecuatia integrala :

t t
2(t) -2 / 2(7) cos(t — 7)dr — / (t — ) sin7dr,
0 0
stiind ca z(0) =0 it > 0.
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4. Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica functia f : R — R,

fle) = 5(;(-)S4£itn)x

Anul 2011 - subiecte anul I, Profil mecanic

1. In R? se considers transformarea liniara, pentru a real fixat,

T,:R* = R?* T,(z,y,2) = <x,am+y, a22x+ay+z> .

a) Se cere matricea M, a lui T, in baza canonica din R? si s se
determine nucleul si imaginea transformarii.

b) Sa se afle valorile si vectorii proprii pentru M,. Stabiliti daca ma-
tricea este diagonalizabila.

c) Aratati cd M, M, = M, si calculati M™ si M.

d) Sa se studieze convergenta si sa se afle (daca exista) limita sirului
(Sn), in care

1 1 1
Sy =13+ —M, +—=M>+ ...+ =M".
1! 217 ¢ nl ¢

2. Se considera dreapta de ecuatie

r—a y+2 z—a+b
1 b 3

dl :
si planele de ecuatii
(P):x—2y+2—4=0, (P):24+2y+22+1=0, (P;):x+T7y+7z+m =0,

unde a,b,m € R.

a) Sa se determine a,b € R stiind ca dreapta d; este inclusa in planul
(Py).
b) Sa se gaseasca proiectia punctului A = (1, —2,2) pe planul (FP).
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c) Sa se discute pozitia relativa a celor trei plane in functie de m.
2L (@) #(0.0)
x y ) x? y 07 0
3.Fie f:R* =R, f(z,y) = z? +y?

0, (z,y) = (0,0)
a) Sa se studieze continuitatea si diferentiabilitatea functiei f in orig-

ine.

0% f . 0’ f
0x0y 5 Oyox
¢) Se considera sirul de functii f,, : R — R definit prin

an<x,1), x#£0
x n '

1, x=0

b) Sa se calculeze in (0,0).

Sa se calculeze lim f,(x) si sa se precizeze daca sirul f,, converge uniform
n—oo
pe R.
o0 3"
4. Fie seria de puteri E (=)t g,
n
n=1
a) Sa se afle multimea de convergenta a seriei si sa se calculeze suma
ei.
b) Discutati convergenta uniforma a seriei.
1

et
c) Sa se calculeze I = / ’ In(1 + 32?)dx si s se arate ca
0

o0

1 T
)"l ————=m2+=- -2
Z( ) n(2n +1) " +2

n=1

Anul 2011 - subiecte anul I, Profil electric

1. Fie functia f € C*(R) astfel incat |f(z)| < 1si|f"(x)| < 1, pentru
orice x € R.

a) Scrieti formula lui Taylor de ordinul doi pentru functia
g(t) =1—flz+1), teR,
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in jurul unui punct ¢y arbitrar (z € R fixat).
b) Sa se demonstreze ca |f'(x)] < /2, pentru orice z € R.

2. Gasiti cea mai mare valoare a integralei

y
/ Vat+ (y—y?)?de, 0<y<1.
0

3. Se considera spatiile euclidiene R? si C? cu produsele scalare
((z,9),(wv)) =z -u+ty-v, (z,9)€R’ (u,0)€R’
respectiv
{(x,y), (u,v)y =2 -u+y-v, (v,y)€C? (u,v)eC.

Sa se determine aplicatiile liniare 7 : R?> — R? i S : C? — C2% cu

proprietatea (T'(z,y), (z,y)) =0, pentru orice (z,y) € R?, respectiv
(S(u,v), (u,v)) =0, pentru orice (u,v) € C%
4. Fie A € M>(R) o matrice simetrica (A" = A) astfel ca
(Tr(A2010))2011 — (Ty( A2011))2010,
S& se arate ca pentru orice n > 2, A" = Tr(A) - A" 1.
Anul 2011 - subiecte anul II

1. a) In coordonate polare (p, 6), sistemul Cauchy-Riemann este

ou_1 o
dp p 00
ov_ 1o
adp  p 00
2 1 1 2
iar operatorul lui Laplace are expresia A = aapQ + ; . (’fp + ? . 6892
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Sa se determine functia olomorfa f(2) = u(p,d) + iv(p,H), unde
z = pe? stiind ca u(p,d) = p(tgh), unde ¢ este o functie de doud ori
diferentiabila.

b) Calculati:

/| ﬁdz, r>0,r#a, a€R,

2. Sa se rezolve urmatoarea ecuatie integrala, utilizand transformata

Laplace
t
o (t) + / 3¢ (u)du = sin(5t),
0
cu conditiile initiale ¢(0) = ¢'(0) = 0.

3. Rezolvati ecuatia integrala
/Oo () sin(ut)dt = ———— u >0, a>0
sin(u = U a :
0 ¥ (u? + a2)?’ ’

1
4. Fie f : (—TF, 7T] — R, f(f,U) = m . ex.

a) Sa se dezvolte functia f in serie Fourier.

b) Folosind dezvoltarea obtinuta la punctul a), calculati sumele seri-

—1)" . 1
S Y

n>1 n>1

ilor numerice
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Capitolul 3

Probleme propuse
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3.1 Analiza matematica

se determine sumele seriilor:

Sa
2) i (2n — 1!

(2n +2)I1°

) Z(a+1)(a+2)...(a+n)

,a>0,b>a+1.
n

j) fj(—l)“nil (H;*“*i)'

1
ian2+bn+c

k) ,a,b,c e R.
n!
n=0
l)ia unde a; = 1 §i a1 = ! —V2,n>1
n=1 " ' . o a’1+a’2+“'+an ’ - '

2. Sa se precizeze natura seriilor (convergente sau divergente).
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sin(mvn? + 1).

3. Fie E a, O serie convergentd cu termeni pozitivi. Sa se arate ca

n=1

(o]
seria E aias . . . a, este convergenta si are loc inegalitatea:

n=1

[ee] e}
g Yajay . ..a, < e g an,
n=1 n=1

4. Daca termenii girului (g,)nen+ apartin multimii {—1,0,1} sa se

arate ca:
. 6162
lim 51\/24—52\/ 24+e3\/24--+e, —251n< z )
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5. Se considera girul (a,), definit prin relatia de recurenta a,.; =
In(1+a,), n>1sia; =1
a) Sa se arate ca lim a, = 0.

n—:o0

o0
b) Sa se arate ca seria E ay,, este divergenta.

n=1
o0
c) Sa se arate ca seria g a? este convergenta.
n=1
o
6. Fie seria E an, convergenta. Sa se arate ca dacad exista limita
n=1
lim na, atunci ea este egala cu zero,

n—oo

cosn .
este convergenta dar nu este absolut

(o @]
7. Sa se arate ca seria E

n=1

n

convergenta.

oo n
8. Fie seria convergenta E a, s S, = g ap. Sa se arate ca pentru
n=0 k=0

o0
orice a € (—1,1) seria Z Spa” este convergenta si

n=0

o0 1 o0

E S,a” = g ana”.
1—a

n=0 n=0

o0
9. Fie (a,,), un sir cu termeni pozitivi. Sa se arate ca produsul H(l +

n=1
o0
a,) este convergent daca si numai daca seria E a, este convergenta.
n=1

10. Fie (e,), un sir cu termenii ¢, € {—1,1}, n € N. Sa se arate ca
o

. . En e .
suma seriei g — este un numar irational.
n

n=0
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11. S& se arate ca functia f : R? - R
Y
|z|*sin =, x#0
fla,y) = z
0, z=0
este diferentiabila pentru orice a > 1.
12. Fie f: D — R, D C R? i (x9,90) € intD. Sa se arate ca daca f

are derivate partiale intr-o vecinatate V' a lui (zo, yo) si dacd una din ele

este continua in (g, yo), atunci f este diferentiabila in (zg, yo).

13. Fie g : R — R o functie derivabila pe R, satisfacand conditiile
g(0) =0 si ¢’(0) # 0. Definim functia f : R*> — R prin relatia

22— y2
flay) = g(ﬂvy)x2 et
0, (z,y) = (0,0)

a) Sa se studieze existenta derivatelor partiale de ordinul I si diferen-
tiabilitatea lui f in (0,0).
b) Sa se arate ca f;,(0,0) # f,.(0,0).

14. Se da ecuatia cu derivate partiale
azys +2bz), +cz =0
unde a, b, c € Rsiac—b* < 0. Sa se afle o, 3 € R astfel ca prin schimbarea
U=+ oy
{ v=x+ Bz

ecuatia sa devina w!, = 0. Sa se rezolve ecuatia data.

de variabile

15. Si se determine functiile f de clasd C? de forma:
a) f(z,y) = o(2* + y°);
b) f(z,y) = o(y* — ?);
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o) fla.y) = (%)

unde ¢ € C*(R), care verifica ecuatia lui Laplace.

16. Fie B = {x € R" | ||z|| < 1} bila unitate din R" i fie f : B — B
o functie continua cu proprietatea ||f(z)|| < ||z| pentru orice x € B,

x # 0.

Sa se demonstreze ca sirul (2,,)m>o definit prin relatia
xm-{—l:f(xm)v mZOa .'L'()GB7 xo#ona

are limita 0,,. (|| - || noteaza norma euclidiana din R", iar 0,, vectorul nul

din R™).
17. Sa se arate ca pentru orice z,y € [0, 00) are loc inegalitatea

x2+y2

< €x+y—2.
4 >~

18. Fie B = {(z,y) € R* | 2>+ y* < 1} si f : B — R o functie de
clasa C'! cu proprietatea |f(x,y)| < 1 pentru orice (z,y) € B. S se arate

ca exista un punct (zo,yo) interior lui B astfel ca
0 2 (0 ?
(ai(xm y0)> + (ajj(l'oa yO)) S 16.

2
19. Pe elipsoidul (£) de ecuatie r + 9% 4 22 = 1 gasiti punctul aflat
la distantd minima de planul (P) de ecuatie 3z + 4y + 12z = 288.

20. Si se determine extremele globale ale functiei f(z,y) = 22 + y?,
pe multimea D = {(z,y) € R? | 22 + y* — 62 — 8y + 24 < 0}.

21. S se determine extremele locale si globale ale functiei f : R?> —
R, f(z,y) = 2" +y' — day.
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22. Gasiti distanta minima de la punctul M (4, 6) la elipsa

=1.

ZL’Q 2
2 v
9 4

23. Fie a,b,c,d,e, f,g € R cu proprietatea b> — 4ac < 0 si fie M
multimea perechilor (x,y) € R? cu proprietatea
az® + bxy + cy® + dr’ + ex’y + fry® + gy® = 0.
Demonstrati ca exista un numar r > 0 cu proprietatea ca in multimea
D ={(z,y) €R?|0 < 2? +9* <r?}

nu exista nici un punct din M. (Putnam, 1970)

24. Folosind a doua teorema de medie, sa se arate ca:
1

In2
a)/wln(1+x) x<n7.
0
2m
sin x
b ‘ d‘ 2
)/1 x? =

/2
25.Fie I, = /sin“ xdx, n € N.

0
a) Sa se calculeze I, si Iopnyi1;

b) Sa se arate ca pentru orice n € N* avem

2n)!t 12 1 T
)

B ™ o)l 21
a”_[(zn—1 2n+1<2<[(2n—1)!!} = bu;

c) Sa se arate ca

. ) T
lim a, = lim b, = —
n—oo n—oo 2

(Formulele lui Wallis);
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d) Sa se deduca inegalitatile

2 (2n — 1! 1
< < Vn € N¥;
m(2n+1) (2n)!! Jar " €
= (2n— DI 1
e) Sa se afle natura seriei ; (7(12n)”)\/ﬁ
26. Fie a € R si f, g : [—a,a] — R doua functii continue.

a) Si se arate c& daca functia f este pard (adica f(—z) = f(z) Vz €

[—a,a]) si g(z) - g(—x) =1, Va € [~a, d] atunci

a

1@ o
Hg(ﬂt)dx_o/f( )dx;

b) Sa se calculeze integrala

—a

a

2
T
/1+62013wdx

—a

(in loc de 22 putem pune orice functie continua paré).

! 2
X
/1+€2013zdx'
sl

27. Fie a € RY si f: [—a,a] — R o functie continua.

Caz particular

a) Sa se arate ca



b) Sa se arate ca

/a J 2 / f(z)dz, daca f este functie para
fydr =4
—a 0, daca f este functie impara;

c) Sa se calculeze

w/4

/ v
(1+e")cosx

—m/4
d) Sa se calculeze

2
V2—=x d
T
V2 —1+x—1e23
1

28. (Formula lui Stirling) Sa se arate ca pentru orice n € N*,
exista 6, € (0, 1) astfel ca

n\" on
n!l =V2mn (—) etzn,
e

29. (Formula lui Bonnet-Weierstrass) Fie f : [a,b] — R o functie
de clasd C' descrescétoare si g : [a,b] — R o functie continuad. Atunci

exista ¢ € [a, b] astfel ca

/abf(x)g(x)dx = [(a) /:g(rv)d:c + () /cbg(x)dx.

30. (Integrala Poisson) Utilizand relatia

n—1

k
X"—1=x*-1]] <X2—2Xcos”+1>
k=1 n
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sa se demonstreze ca valoarea integralei
I(a) = / In(a® — 2acosx + 1)dr, a€ R\ {-1,1}
0
este 0 daca |a| < 1 i 27In|a| daca |a| > 1.

31. Fie f : [0,1] — R o functie continua cu proprietatea

/O1 f(a)dz = /01 of(@)de = 1.

1
Sa se arate ca / A (x)dz > 4.
0
g
32. Fie [,, = / cos” xsinnx,

0
a) Sa se arate ca:

1
2[, = —+ 1,1, n=>1.
n

b) Sa se deduca de aici ca

1—1 2+22+ +2n
Tooontl 10 2 n

1 1
33. Fie f € C'[0,1] astfel incat / fz)dx = / xf(z)dr = 1.
Sa se arate ca ’ ’

/o (f'(x))*dz > 30.

34. Daca f : [0,1] — [0, 1] este o functie continua atunci

( /01 ny <2 /01 of (2)d
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35. Sa se determine functiile f : [0,1] — (0,00) de clasa C! care

verifica relatiile:

=ef@) s [ repes [ o<

36. Fie M = {f | f € C2[0,1], f(0) = f(1) =0, f'(0) = 1}.

Sa se determine

min /Ol(f”(x))de

feM

si functiile pentru care se atinge minimul.

37. (Formula lui Gauss) Fie a > b > 0 si

7r/2 d.’L'
G(a,b :/
(@) 0o Va2cos?z + b2sin’x

Definim sirurile (ay,)n>0, (bn)n>0 prin relatiile de recurenta

1+ o
an:alf_kly bn:\/m7 ap = a, bOIb

a) Sa se demonstreze ca sirurile (a,)n>0, (bn)n>0 sunt convergente si

lim a, = lim b, = p(a,b).

/2
b Gle) - [ .
0 aZcos?x +b2sin’x
T
c) G(a,b) = Sal)

38. Fie f € C'a,b]. Fie sirul (u,),>1 definit prin

b n
un—/f(x)dx—b_naZf<a+kb;a>
@ k=1

Vn>0.

Demonstrati ca lim nu, = a- b(f(b) — f(a)).

n—00 2
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39. Sa se determine a,b € R astfel ca pentru orice n € N* sa aiba

loc egalitatea

n2

i 1
/ (az + baz?) cosnwdr = —.
0

=1 2
Sa se deduca de aici ca g — = —
n? 6

n=1

40. Fie f : R — R o functie continua si periodica de perioada T > 0.

Sa se demonstreze relatiile:
a+T T
a) / f(z)dx :/ f(z)dz, ¥V a € R;
a 0

b) /a+an(x)dx—n/0Tf(x)dx, VaeR, VaeN.

20037
Aplicatie. Sa se calculeze / arcsin(sin x)dz.
0

41. Fie g : R — R de pericada T' > 0 si f : [0,7] — R functii

integrabile. Sa se demonstreze ca

T

lim f(x)g(nx)dr = ;/0 f(:v)dx/o g(x)dx.

n—:oo 0

42. Fie f1, f2, f3, fa € R[z]. Atunci
Fa) = [ hopod [ ponoa- [ sonod s
este un polinom divizibil cu (x — 1)%.

43.Aratati ca :
2

/01 (/f <x>y>dfc>2dy+ / 1 ( / 1f<x,y>dy) da
< (/Ol/olf(z,y)d:cdy>2

v [ [ uera
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44. Sa se determine f : (0,00) — (0,00) pentru care

r(3)= 7

z € (0,00).

45. Fie f € C'0,1] cu f(0) = 0,0 < f/(z) <1,V z € (0,1). S& se

arate ca

([ f(x)dw>2 >

Cand are loc egalitatea?

[ Gwya

46. Fie f : [0,00) — R o functie continua cu lim f(z) = 1.

1

Sa se calculeze lim f(nx)dx.
n—oo 0

Tr—00

47. Sa se calculeze urmatoarele integrale improprii reductibile la

functia beta:

a) /lmdl‘

b) /xmdx.

c) O/V%dm.

d) /axQ\/de, a> 0.

n € N*,m > 0.

1
e) / dx
v1— xm’
0

/ dx
f)a/ (x—a)(b—x)’a<b'
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/2

g) / sin? z cos? zdzx. [R: ;),1-2J
0
w/2
h) /sinﬁszzcosA‘ xdx. [R: %J
0
/2 2
0
w/2
j) /sinpxcosq:l:da:, p>—1<gq. [R: %B(%l’%)J
0
/2
, LT
k) /tg zdr,p <1 [R: 2 cos(pm/2) ]
0
dx
1 e R: 7.
[ asav e
0
o0 \?/5 T
. R: —.
m)/(1+$2)2 dx o
0
< 2
T s
n) / FwoE dr [R: 5.
0

48. (Formula lui Legendre) Sa se demonstreze ca:

IY@F(&+§)—-§?ZF@@)

49. (Formula lui Dirichlet) Sa se arate ca :

(o¢]

IKX/ﬁA{Md ]wx/yAfmd a>0<f,r>0<s
r=T(s :
RV ORI (y+a) |

0 0

1
50. (Integrala lui Raabe) Calculati /ln (I'(z))dz.
0
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3.2 Algebra

1. Fie V multimea functiilor f : [1,e] — R de clasd C? astfel incat
f(1) =0, f(e) =0.
a) Sa se arate ca V este spatiu vectorial de dimensiune infinita, ca

submul-timea W C V' a functiilor polinomiale de grad < n( n > 2 fixat)

este un subspatiu finit dimensional gi sa se indice o baza pentru W.

b) Sa se determine X\ € R astfel incat ecuatia diferentiala
22y +ay + Ay =0
sa aiba solutii nenule din V. Are aceasta ecuatie solutii nenule in W7

2 2
2. Fie A, B € M,,(C) si € = cos “T 4 isin —". S4 se arate ci:
n n

det(A + B) + det(A+eB) + - - + det(A + "' B) = n[detA + detB].

3. Fie A € M,,(C) si B= A'A.
a) Sa se arate ca Z b;j = 0, atunci detA = 0.

ig=1

b) Daca Z bi; = 0 atunci A = 0.
i=1
4. Si se arate ca daci A,B € M, (R) si A2+ B>=n(A-B— B-A)
atunci det[A? + B?| = 0.
(") =0

5. Daca A € My(R), A" = [az(?)]i,j:ﬁ si exista i astfel incat a;;’ =
i =1, k, atunci detA = 0.

)

6. Fie A € M, (C) si TrA = Z a;; urma matricel A.

i=1
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S& se arate ci dacd Tr(A%) =0, k = 1,n atunci
a) detA =0
b) A" = 0.

7. Fie A € M, (C) o matrice. Sa se arate ca daca A™ # 0 atunci
A¥ #£ 0 pentru orice k € N*.

8. Fie A € M,,(C) o matrice patratica de ordin n pentru care exista
astfel k € N* ca Ak = 0. Sé se arate ca:

a) Zaii = O, b) Z Q5 - Aj; = 0.
=1

i,j=1

9. Fie Ay € My(C), k = 1,n. Sa se arate ca:
D det(dAp + Ap -k Ay) =27 det Ay,
k=1

unde suma se face dupa toate combinatiile de semne.

10. Fie k € N*. Sa se arate ca daca exista matricele A, B € M,,(R)
astfel ca:
A2+BQ:ctg%(A-B—B~A)

si A- B — B- A este inversabila, atunci n este multiplu de k. Pentru k = 2
sa se dea exemplu de matrice care verifica relatiile din enunt.

11. Fie matricele linie a = [aq, ..., a,], b =[b1,...,b,) cu a;,b; € C si

Z a;b; = 1. Dac& matricea A € M,,(C) verifica relatia: A? = a'b — I,
i=1
p > 1 sa se arate ca:

a)A-a'=0,b-A=0.
b) A* + a' - b este inversabild pentru k = 1,p — 1.

12. Fien > 2, n € N.
Sa se determine toate polinoamele f € C[X| cu proprietatea f(trA) =
tr(f(A)) pentru orice A € M,,(C).
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13. Fie n > 2, n € N. Sa se determine toate polinoamele f € C[X]

cu proprietatea:

det(f(A)) = f(detA), A€ M,(C)

14. Sa se determine numarul matricelor de tip (m,n) cu elemente
a;; € {£1} pentru care produsul elementelor fiecarei linii si fiecarei

coloane este —1.

15. Fie f un polinom de grad n. Sa se arate ca:
a) f(z) >0, z € R, detf(A) >0, Ae M,(R).
b) detf(A) 20, A€ Mu(R), f(x)f(y) >0, z,y € R.

16. Fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea
Tr(A) = Tr(A?) = - = Tr(A"') = 0 5i Tr(A") = n.
Sa se arate ca A" = I,,.

17. Fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea ca suma elementelor
de pe fiecare linie este egala cu 1.

Sa se arate ca:

a) det(A —1I,) = 0.

b) Pentru orice k& € N suma elementelor de pe fiecare linie a matricei

AF este egala cu 1.

c¢) Daca A este inversabila, atunci suma elementelor de pe fiecare linie

a matricei A~! este egald cu 1.

d) Pentru orice polinom P € C[X] suma elementelor de pe fiecare

linie a matricei P(A) este aceeasi.

18. Fie A € M,,(R) o matrice cu elemente pozitive gi cu proprietatea

n
E a;; = 1,9 = 1,n. Sa se arate ca A nu poate avea valori proprii de

k=1
modul mai mare ca 1.
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19. S& se arate ca dacd A € M3(Q) verifica relatia A®* = I3 atunci
At = 1.

20. Fie A € M,,(C) si B € M,,,(C) doua matrice care nu au valori

proprii comune. Sa se arate ca ecuatia:
AX - XB=0, X eM,,C)
are doar solutia X = 0 iar ecuatia
AX -XB=C
are o unica solutie pentru orice C' € M,, ,,,(C).

21. Fie A, B € M,,(C) doua matrice cu valorile proprii A4 astfel ca
|Aal < 1si Ap astfel ca [A\g| <1si A-B = B-A. Sa se arate ca valorile

proprii ale matricei A - B sunt de modul |Aa.5| < 1.

22. Fie A = [ayl; ;-1 € M,(C), o matrice cu valorile proprii
A1, Az, ..., Ap. Sa se arate ca
n n
Z Qij - Qj; = Z)\i
ij=1 k=1

23. Fie A € M, (R) astfel ca A = —I,,. S& se arate ci n este par si
exista o matrice P € M,,(R) astfel ca

0 |I
P'AP = ’“], n = 2k.

—I; 1 0

24. Si se arate ca dacd A € M5(R) si A° = I atunci det(A — 1) = 0.

25. Fie A € M,,(R) o matrice antisimetrica (A" = —A). Sa se arate

ca rangul sau este un numar par.
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26. Fie J, celule Jordan de dimensiune n avand pe diagonald 0. Sa

se determine forma canonicd Jordan a matricei (J,)%.

Sa se arate cd matricele A si B sunt asemenea si si se determine
matricea R astfel ca B=R™'-A-R.

27. Fie A € M,,(R) astfel ca A% + 2A + 51, = 0.

Sa se arate ca n este par.
28. Fie A € M,,(C) o matrice cu cele n valori proprii distincte si
C(A)={Be M,(C)| A-B=DB-A}.

a) Sa se arate ca toate matricele din C(A) au aceeasi vectori proprii.
b) Sa se arate ca C'(A) este un subspatiu vectorial in M,,(C) de baza
{I,A A%, . A" 1}

29. Fie A, B € M,,(C) doua matrice diagonalizabile astfel ca AB =
BA. Sa se demonstreze ca exista n vectori independenti care sunt vectori

proprii pentru ambele matrice.

30. Fie B € M,,(R) o matrice cu proprietatea:

iibz‘ng‘ >0, Vz; €R, i=1,n

i=1 j=1

Sa se arate ca:
a) det(B + xI,) > 0, V x € [0, 00);
b) det(A*-A) >0, V Ae M, ,(R), me N*

31. Fie A € M,(R), detA #0si fa: M,(R) — R,

fa(X) =) byay, unde B=A- A"
i,j=1

Sa se arate ca:
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a) X € Mu(R), fa(X - X1 =0= X =0;
b) [fa(X -Y)]? < fa(X - XY) - fa(Y'-Y), X, Y € M, (R).

32. Fie A,B € M,(C). Sa se arate ca polinomul caracteristic al

matricel
A B

B A

este egal cu produsul polinoamelor caracteristice ale matricelor A + B si
A—B.

32. Fie A e M,(R), A\=a+1ib, a € R, b € R* o valoare proprie si
Z =X +1Y; X, Y € R vector propriu corespunzator.

a) Sa se arate ca X gi Y sunt liniar independenti;

b) Daca f € R[X] g1 f(A) € R atunci X si Y sunt vectori proprii
pentru f(A).

33. Sa se arate ca daca matricea A € M, (C) este diagonalizabila

atunci si matricea cu blocuri

0 24
—A 3A

este diagonalizabila.
34. Fie A € M,,(C) o matrice cu cele n valori proprii distincte si
C(A)={BeM,(C)|A-B=B-A}.

a) Sa se arate ca toate matricele din C'(A) au aceeasi vectori proprii.
b) Sa se arate ca C'(A) este un subspatiu vectorial in M,,(C) de baza
{I,A A2 ... A"}

35. Fie A € M,,(Q) astfel ca det(A —1,,) = 0 i A? = [,,, unde p este
un numar prim. Sa se arate ca (p — 1)|n.
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36. Fie T : R®> — R? definita prin formula urmatoare:
T(z,y,2) =(x+y—2z,2+2y+z,2x+2y — 32)
a) Sa se arate ca T este transformare liniara ; sa se calculeze T ( 1,
b) Determinati nucleul lui T si apoi aratati ca T este izomorfism;
c) S& se giseasca expresia lui T
37. Fie formele patratice f ,g: R* — R definite prin:
fz,y,2) =2 +622+22y —2x2+3 yz

g (r, y,2) =0 +2¢y* +322 +2 2y — 2 2.

a) Folosind forma pétratici ¢ si se inzestreze R?® cu un produs
scalar;

b) Sa se determine transformarea ortogonala cu ajutorul careia se
reduc simultan f gi ¢ la forma canonica si sa se indice formele canonice

respective.
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3.3 Geometrie

1. Fie suprafata (.S) de ecuatii parametrice:

T =1U COSV
Y =1u sinv

Z=u—+v

iar curbele definite de:
(C):iu—e"=0, (Cy): v’ +u+l—e?=0

sunt situate pe suprafata.

a) Sa se calculeze forma intai fundamentala a lui (5);

b) Sa se scrie ecuatia planului tangent la suprafata in punctul
M(1,0,1);

¢) Sa se determine unghiul format de cele doua curbe.

2. Fie curba stramba definita de ecuatiile:

12 3
) 3/257 Z:g-

T =1
a) Sa se scrie ecuatiile tangentei la curba in punctul M de abscisa
egala cu -1;
b) Sa se arate ca planele osculatoare curbei in doua puncte pentru
care produsul absciselor este egal cu —2 sunt perpendiculare.

c) Sa se calculeze curbura in punctul M.

3. Fie curba de ecuatii parametrice:

=132t +1)
(C): 4 y=t(t—2)
z=t+t—1

a) Sa se arate ca (C') este o curba plana;
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b) Sa se scrie ecuatia planului curbei.

4. Fie curba stramba data de ecuatiile:

x = e cost
(C): 8 y=e%sint acR.

z=e"

a) Sa se arate ca unghiul format de tangenta intr-un punct curent al
curbei cu axa Oz este constant;

b) Sa se arate ca (C) este situata pe un con si sa se scrie ecuatia
acestui con;

c) Sa se calculeze curbura in t = 0.

5. Curba (C') este reprezentata parametric de ecuatiile:

2t—-2 2t+1 t +2
r=—-" =——, z2=—>—.
eyl YT ey RN
a) Sa se determine punctele situate pe (C) la distante extreme de
originea O (0,0, 0);
b) Sa se scrie ecuatiile tangentei la curba in punctul M (—2,1,2);

c) Sa se determine punctele de pe curba in care tangenta este per-
. o — - - -
pendiculara pe vectorul v =214 +2j + k.
6. Fie o suprafata (S) de ecuatii

r=u
y=u
z = sin(u + v)
a) Sa se scrie forma intai fundamentala a lui (S) si ecuatia planului

tangent la suprafata in punctul O de coordonate curbilinii u=v =0

b) Sa se determine unghiul format de normala la (S) in punctul O

si axa Oz.
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c) Sa se calculeze unghiul format de curbele de ecuatii
(C1): u+v=0 s (C): u—v=0
situate pe suprafata (9).

7. O suprafata (5) este definita de urmatoarele ecuatii parametrice:

r=(u —v)?
y = u? — 3v?

z =% v(u—2v)

a) Sa se determine versorul normalei intr-un punct curent al
suprafetei (.5);

b) Sa se arate ca (S) este un plan si sa se scrie ecuatia acestuia;
c) Sa se arate ca a doua forma fundamentald a lui (S) este identic

nula.

8. Fie curba stramba data de ecuatiile implicite:

a? +y?+ 22 =16
(C):{ _ (1)
Yy + z=4

a) Sa se scrie ecuatiile proiectiei sale pe planul zOy ;
b) Sa se gaseasca o parametrizare a curbei (C) ;

c) Sa se determine versorii triedrului Frenet in punctul M (0,0,4)
si sa se calculeze curbura in M.

9. Fie A, B, C trei puncte mobile situate pe axele Oz, Oy si
respectiv Oz ; daca dreapta determinata de A si B trece prin punctul
fix [ ,iar dreapta determinata de B si C' trece prin punctul fix J se

cer:

a) Ecuatiile dreptelor determinate de punctele B si I, respectiv de
B s J;
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b) Sa se arate ca dreapta determinata de A gi C' contine un punct
fix K ;

¢) Sa se arate ca punctele I, J, K sunt coliniare.
10. Se dau trei plane de ecuatii:
(P):20—y—2=2

(P): v+2y+2z=-1
(P3): 24+ T7y+72z=-m; meR
si punctul M (1,0,0).
a) Sa se scrie ecuatia planului care contine punctul M i este
perpendicular pe dreapta (d) = (Pr) N (P);

b) Sa se determine coordonatele simetricului lui M fata de dreapta

(d) ;
c) Sa se gaseasca parametrul real m astfel incat cele trei plane sa

se intersecteze dupa o dreapta.
11. Fie dreptele de ecuatii:
(dy): 2=y—1=2—-2, (dg): z=y, z=1.

a) Sa se stabileasca pozitia lor relativa;
b) Sa se calculeze unghiul dintre cele doua drepte;
c) Sa se scrie ecuatiile dreptei care se sprijina pe (dy) si (dz), in

plus este perpendiculara pe planul (P) de ecuatie 2 x +y — 2z =T.

12. Fie dreptele de ecuatii:

y=2z+3 y=x+1
dy) : ds) :
() {z=3:}c+5 (@) {

a) Sa se stabileasca pozitia lor relativa;
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b) Sa se scrie ecuatiile dreptei care se sprijina pe (dy) si (d2), iar

in plus este paralela cu dreapta de ecuatii:

r y—2 z—2
1 2 2

c) Sa se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale dreptei

gasite cu dreptele (dy) si (dg).
13. Fie planele de ecuatii:
(P):z+2y—2=6, (P):xz—y=0
si dreapta (d) definita de

y—1 z+1

2 2

a) Care este pozitia relativa a celor doua plane;

b) Determinati coordonatele punctului in care dreapta (d) inter-

secteaza planul (P);
c¢) Sa se scrie ecuatiile dreptei inclusa in planul (Py), care este paralela

cu planul (P,) si se sprijina pe dreapta (d).

14. Fie dreptele de ecuatii:

(d1)2{ y= -7 (dz)i{ y:3x+1.

z2=3 —=x

a) Sa se stabileasca pozitia lor relativa,

b) Sa se scrie ecuatiile dreptei care se sprijina pe (d;) si (dz), in plus

este paralela cu planul yOz si cu planul (P) dat de 2 x4+ y+2 2z =5.

c) Sa se calculeze distantele de la punctele de intersectie ale acestei
drepte cu (dy) si (dg), la planul (P).
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15. Fie dreptele de ecuatii:
(dy)):y=x+1, z=x—1,

(do) :by=8zx+1, z=x—2,
(d3):y=x—-1, z=22—-1

si planul (P) datde z+y—2=0.
a) Care este pozitia relativa a dreptelor (dy) si (d2) ?

b) Care este pozitia dreptei (ds) fata de planul (P) ?

c) Sa se scrie ecuatiile dreptei care se sprijina pe (dy), (d2) si (ds),

in plus este paralela cu planul (P).
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3.4 DMatematici speciale

1. Fie > 0 fixat. Sa se determine, folosind transformarea Laplace,

functiile y, (¢) pe (0,00), n > 0, pentru care:
a) ¥y +ay1 =0, y:1(04) =1,
b) ¥, = ayn—1 — QYn, Yn(04) = 0, pentru n > 2,

€) 2ty + v + 240 = 0, lim Vty(t) = 151 yo(04) = 0.

z
2. Se considera functia f : C\{—1 C, f(2) = —————. Sase
arate ca:
a) restrictia lui f la orice disc A, = {|z| < 7|0 < r < 1} este injectiva
si sa se determine imaginea prin f a discului |z| < 1.
b)

2iAriaf(A,) = f)f(z)dz, 0<r<1.

|2|=r

3. Fie A(t) = (a;;(t))1<i <3 0 matrice antisimetrica, unde functiile

a;; : R — R sunt continue si marginite.

a) Sa se arate ca sistemul diferential 2/(t) = A(t)z(t) are integrala
prima ¢(z1, xa, x3) = 3(t) + 23(t) + x3(¢). Deduceti ca solutiile acestui
sistem sunt marginite.

0o 1 -1
b) Fie A= —1 0 1 |.Sa se determine solutia generala a
1 -1 0
sistemului 2’ = Az, folosind transformarea Laplace si sa se arate ca orice

solutie este un cerc in R3.
: Lo oo :
4. Fie f: C* — C, f(z) = exp(z + —). Sa se determine :
z
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a) Punctele singulare ale lui f in C si reziduurile ei in aceste puncte
singulare.
b) Se cere dezvoltarea Taylor a lui ¢(t) = f(e) in jurul lui t = 0 si

coeficientii dezvoltarii Laurent a lui f in jurul lui z = 0.

5. Sa se determine singularitatile functiei complexe f(2)

cos (Ll) si dezvoltarile Laurent in jurul punctelor z =1 gi 2 = co.
sin x
6. Fie f:R—R =\
e f:R—=R, /(z) 5—4cosz

2m

a) Sa se calculeze I, = (z)e"™*dx, n € Z, folosind reziduuri.

0
b) Sa se dezvolte f in serie Fourier gi sa se studieze uniform

convergenta seriei obtinute.
7. a) Sa se determine o functie olomorfa f = u + v in semiplanul
Re(z) > 0, stiind ca partea ei reala este de forma u(z,y)

2, o2
@(m Ty ), unde ¢ este de clasd C? pentru x # 0.
x

b) Pentru f determinat mai sus, sa se calculeze f(2)dz.

|z[=1

8. Sa se determine solutia problemei

Pu 10w
ot?  xox v=

cu conditiile
u(z,t) =u(z,t+2m), x#0, t>0,

1
0,t) = ————— t>0.
w(0,1) 5—3cost’ -

9. a) Sa se dezvolte in serie Fourier trigonometrica functia:
2
(@) acosT —a
€Tr) =
1 —2acosz + a?’
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b) Folosind seria Fourier a functiei f i formula lui Parseval, sa se

/” coszT —a 2d T
r=—-.
_» \1—2acosz + a? 1—a?

10. Sa se arate ca transformata Fourier prin sinus a functiei xe

demonstreze ca:

—z2/2

coincide cu ea insasi.

11. Dezvoltati in serie Fourier trigonometrica, pe [—m, 7], functia:
o
1
x) = ch(ax), a > 0 si determinati suma seriilor —— i
f(a) = ch(az), a > 05 t; > s

n=1
- 1
> e
= (n? + a?)

B sint
5+ 3cost’

a) Sa se dezvolte functia f in serie Fourier trigonometrica.

12. Fie f: R — R, f(t)

b) Sa se regaseasca dezvoltarea de la a), utilizand o dezvoltare Laurent

in coroana pentru o functie complexa atagata functiei f.

t
13. Sa se rezolve ecuatia integrala z(t) = cos t+/ (t —7)e' Ta(r)dr,
0

utilizand transformata Laplace.

14. Dezvoltati in serie Laurent in jurul punctului indicat f(z) =

— a=0.
Sin 2z

15. Construiti f(z) olomorfa , f(z) = u(x, y)+iv(z,y), unde u(z,y) =
2
cosxshy , f(0) =1 si calculati / (1 = f(x)"f(nx)dx, n > 0.
0

n

16. Calculati /

dz, daca r #£ 3.
\z\:r n _|_ 3n %

96



Capitolul 4

Probleme date la alte

concursuril
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Math. Transfer Examination
University CALTECH - SUA - 2005 (4 ore)

1. Sa se traseze graficul functiei f : R — R, f(x) = 2sin® 2 + 3 cos .

22
2. Sa se calculeze /

22+ ax+b

3. Sa se hasureze multimile

dx; discutie dupa a,b € R.

M, ={2€C||z| <[22+ 1]}, My=1{z¢€ C|Rez*>Im 2z}

4. Se considera seria Z(n + 1)(n — 2)z", z € R. Se cere multimea
n>0
de convergenta si suma.

1 -2 0
5. Fie matricea A = —2 —2 0 |. Sa se indice o matrice in-
0 0 1

versabila U € M3(R) astfel incat UAU7T si fie o matrice diagonala.

6. Se cere reprezentarea grafici a imaginii curbei v : [0, 47] — R?,

v(t) = (cost,sint,t) si sa se determine lungimea lui ~.

7. S& se calculeze

In_/// dxdydz R
p(l+z+y+2)"

unde D ={zx >0,y >0,z >0,z +y+ 2z < 1}.

8. Si se determine f : C — C olomorfa dacd f = u+iv, u = 2°—3zy?
si f(1) =1L

9. Se cere graficul solutiei y = y(z) a problemei: y” + 5y + 6y = 0,
y(0) =1, 9'(0) = =3.

10. Si se determine A € R daca ecuatia 22y” + \y = 0 admite solutii

nenule, pentru care y(1) =0 si y(e) = 0.

98



University CALTECH - SUA - 2006 (4 ore)

o . r—tgx
1. S& se calculeze lim k
=07 —sinx

§i/(1‘—a)(m—b)dm’ (0 <a<b).

2. S& se determine intersectia dreptei care trece prin (1,1,0) si (0,1,2)
cu planul care contine punctele (1,1,1), (1,-1,0), (-1,0,1).

3. Sa se indice un versor normal la planul care trece prin origine si

este paralel cu vectorii (1,2,1), (1,0,-1).

4. Sa se calculeze A™! pentru A =

S O O O N
O O O W W
O O = =
S = N = Ot
_— N W = O

1
5. Fie curba v : [0,27] — R?, ~(¢) = \ﬁ(cos t,sint,t). Sa se deter-
mine arcul s(t), versorul tangentei 7(t), curbura k(t) si sa se expliciteze

s(m), T(nm), k().

6. Sa se calculeze // (2*y — 3xy)dzdy unde D = [—2,2] x [0, 1].
D

7. Fie f : R? — R o functie armonici. S& se calculeze j{ gfd:c —
c 9y
of

a—dy, unde C' este o curba jordaniana inchisa in R2.
Y

8. Sa se indice o baza pentru spatiul solutiilor ecuatiei vy — 4y’ = 0

si apol solutia generala a ecuatiei y"” — 41y’ = sin .

1 = 1 2
9.Sésearatecéﬂz <Zm<7rj: )

n=1

10. Sa se rezolve, folosind transformarea Laplace, problema:

y' +2y = 4e”* y(04) = 0,y4(04) = —1.
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Admitere 1998

Scolile Superioare de Comert, si Industrie din Franta (4 ore)

I. Se fixeaza un camp de probabilitate (2, K, P) si un gir de variabile

aleatoare independente (X,,), n > 1 la fel distribuite si astfel incat
PX,=-1)=p, PX,=+1)=1-p,

unde p € (0, 1) este fixat. Se noteaza Z, = X;X5... X, pentrun > 1.
a) Fie a, = P(Z, = —1) si b, = P(Z, = +1) pentru n > 1. Sa se

1
calculeze a,, + b, si sa se arate ca punand ) = pop ) , avem

p 1-p
Up41 o ap

1 —
b) Sa se arate ca Vn > 1, Q" = P Pn , unde p, € (0,1)
DPn 1— Pn
si indicati o relatie de recurenta intre p,.1 si p,. Deduceti explicit p,, ca

functie de n gi p si aratati ca lim p, = —.
n—oo 2

c¢) Ce se poate spune despre sirul (Z,,) pentru n — oo ?

d) In ce caz pentru p, variabilele aleatoare Z; si Z» sunt independente;
care este atunci legea de repartitie pentru 7, ? Sa se arate ca Vn > 1,
P(Zl = 81,...7Zi = Ei,...,Zn = <€n) B

1 <n.

o unde g; = £1 pentru 1 <

I1. Fie E = spatiul vectorial real al functiilor continue R — R. Pentru
x+1

orice f € E, se asociaza functia F': R — R, F(z) = f(t)dt.

x
a) Sa se arate ca F' este derivabila pe R si sa se calculeze F'(z).
11—z, r<l1

ve—1, x> 1.

Indicati F' pentru f(z) = sin 27z si pentru f(z) =
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b) Fie operatorul T : E — E, f — F. Sa se arate ca T este liniar;

este injectiv sau surjectiv 7

c¢) Sa se arate ca 0 este o valoare proprie pentru 7" gi ca pentru orice
a € R, functia f(z) = e este un vector propriu pentru 7', cu o valoare
proprie A(a); este adevarat sau nu ca orice numar a > 0 este o valoare

proprie a lui T 7

ITI. Se considera o functie reala f : D — R (D C R); se spune ca f
are proprietatea P daca f(1) = 1siVae € D,2+1 € Dsi f(z+1) = zf(z).

a) Sa se arate ca pentru D = N*| f(n) = (n — 1)! are proprietatea P
gi cd o functie cu proprietatea P nu poate fi definita in punctele z = —n
cun € N.

b) FieI' : (0,00) — R, I'(z) = / t*te7'dt. S& se arate ca I' are
proprietatea P si determinati I'(n) pentru n € N*. Apoi ca Vx > 0,
VneN* T(z+n)=(x+n—1)(z+n—-2)...(x+1). I'(2)

c) Fie £ = R\ {0,—-1,-2,...,...} = R\ Z_. Pentru orice
x € E gi orice n € Z astfel incat = +n > 0, se noteaza A,(x) =
I'(z+n)

z(z+1)...(x+n—-1)
pinde de n.

. Sa se arate ca Yo > 0, n > 0, A,(z) nu de-

d) Fie x < 0, neintreg. Sa se arate ca = + n > 0 incepand de la un
rang N,. Daca n,p € N gi n > N,, sa se calculeze A, ,(x) in functie de
A,(x+n). Deduceti ca Vn > N,, Vp € N, A, ,(x) = A, (). Se defineste
['(z) = A,(x) pentru n > N,. Si se arate ci I are proprietatea P si cil
Vo >0, T(z) = I'(z).
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Admitere 2001

Scolile Superioare de Comert, si Industrie din Franta (4 ore)

-1 -1 0
I. Fie A = 2 2 -1

2 2 -1
a) S se arate cid A% + A =0

b) Sa se determine valorile proprii ale lui A; A este diagonalizabila ?

c) In R® se considerd baza canonicd B = {ej, e, e3} si vectorii
V1 = €1 — €3, Up = €3 + €3, U3 = —e1 + €3 + €3.

Sa se arate ca By = {v1, v9, v3} este o baza in R? si sa se scrie matricea
T de trecere de la B la B;. Daca u este endomorfismul lui R? asociat

matricei A in baza canonica, sa se determine matricea lui u relativ la
baza B.

1
IT. a) Sa se arate ca pentru orice x > 0, integrala / e “utdu este
0

convergenta; notam cu F'(x) valoarea ei.

1
b) Sa se calculeze F(1), F(2) si F' <2> in functie de ®(1/2). Aritati

1
caVe >0, Flz +1) =aF(x) — —.
e

1
c) Sa se arate ca Vo > 0, — < F(x) < — si schitati graficul lui F.
er

—1)*
d) Se cere natura seriei Zk‘((k—:)’
! x

Sl R

x > 0 gi fie g(x) suma ei;

k>0
) 5 y - n (_1)kuk
calculati ¢g(1). Sa se arate ca Yu > 0, Vn € N, |e™* — ZT <

un+1 h=0

m §1 pentru T > O, n e N,
1 n k
“F 1 1
—u :Jc—ld o ( . < )
/06 o g B ktz| - (ntl)
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Deduceti ca Vo > 0, F(x) = g(x).

III. Fie N € N*sia € (0,1). Dispunem de N bile numerotate de la 1
la IV, repartizate in doud urne U si V. Se considera urmaéatorul experiment

E : se alege la intamplare un numar intreg intre 1 si /NV; daca acest
numar este k, bila numerotata k isi schimba urna cu probabilitatea « si
este mentinuta in urna ei cu probabilitatea 1 — a. Se repeta experimentul
E si pentru orice n € N, se noteaza cu X,, variabila reala egala cu numarul
de bile continute in urna U, dupa n repetari ale experimentului E.

a) Presupunem N = 3 | a = é si ca la plecare, toate bilele se afla
in urna U. S& se indice legile de repartitie pentru X si X;. Apoi pentru
r € {1,2,3} si s € {2,3}, sa se calculeze P(Xy = r|X; = s); deduceti
legea pentru Xs.

b) Presupunem acum ca N = 2 , a = % si ca Xy urmeaza o lege
uniforma pe {0, 1,2}. Exprimati P(Xo = k) pentru k € {0,1,2} .

Pentru 7,5 € {0,1,2}, determinati P(X,+; = i|X,, = j) si verificati

2
cdVje{0,1,2}, Y P(Xpp =ilX,=j) =1

=0
c¢) Pentru Vn € N | se pune U, = (P(X,, =0),P(X,, = 1), P(X,, =

2)7T.
Determinati M € M;(R) astfel incat Vn € N, U,,,; = MU,,.

n, i by,
v . v * n __ 1 1 1
Aratati ca Vn € N* |, M" = 5 5 5 |, unde ay,b, vor fi
1
bn 1 Qp,

exprimati in functie de n ( se va verifica ca a; = %,bl = 0). Deduceti
pentru orice n > 1, probabilitatile P(X,, =0), P(X,, =1),P(X, =2) .

Admitere 2002
Scolile Superioare de Comert, si Industrie din Franta (4 ore)

I. Pentru orice n € N* se noteaza I,, = {1,2,...,n}.
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a) Sa se arate ca aplicatia ¢ : R, [X] — R,[X], P(X) — P(X +1)
este un automorfism al spatiului vectorial R, [X]; determinati matricea
M asociatd in baza B={1,X,..., X"} i M.

b) Se presupune ci (ag, as, ..., a,) si (bo, b1, ...,b,) apartin la R"™!

p
sicaVpe{0,...,n}, b, = Z C;f - ay. S& se determine o legatura intre

k=0
matricele linie (ag, ay, ..., a,), (b, b1,...,b,) si M. Deduceti pentru 0 <

k < n, expresia lui a; in functie de by, ..., bg.

II. Fie (wy,), n > 1l unsirin R; ¢ : [1,00) — R, continua si monoton
oo
crescatoare pe un interval [c,00) C [1,00), astfel incat / g(t)dt este
1

divergenta, dar w,; — w, ~ g(n) cand n — oo.
n+1
a) Fie ¢ < ¢ < N. Aratati ca Vn > ¢, g(n +1) < / g(t)dt < g(n)
si deduceti ca !

/ g(t)dt < Z_:g(n) < / g(t)dt + g(q).

b) Fie apoi ¢ € (0,1). Aratati ca exista un intreg natural ¢ > ¢ astfel

incat (1 —e)g(n) < wpt1 —w, < (14 ¢€)g(n) pentru n > g. Deduceti ca
pentru N > q,

(1—6)/1 Q(t)dt—(1—5)/1qg(t)dt+wq§wNg

< (1+ 6)/1 g(t)dt + (1 +¢)g(q) + w,.

Aratati ca w, ~ / g(t)dt, cand n — oc.
1

1
¢) Deduceti ca Z i Inn cand n — oo.
k=1

ITI. Fie (z,) un sir de numere reale din [0, c0).
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a) Daca seria Y, este convergentd , si se arate ci seria > x2 este
convergenta.

Un

b) Fie sirul (u,), n > 0 definit prin wy = 1, w1 = T Indicati
chu,,

dezvoltarea limitata de ordin 2 pentru “ch” si aratati ca sirul u, este

strict pozitiv si strict descrescator. Determinati lim w,,.
n—oo

Un, o, o .
c) Pentrun € N, se defineste v,, = 1 1. Aritati ca (vy,) este strict
u
" n—1
negativ gi ca lim v, = 0. Pentru n > 1, sa se simplifice g In(1 4 vg) si
n—oo
k=0

2
o o 7 .. TR U A
sa se deduca divergenta seriei g vp. Ardtati ca v, ~ —?” cand n — oo
n>1
sl ca seria Y u, este divergenta.

IV. Se realizeaza un gir de aruncari independente ale unei monede
echilibrate, ban/steméa cu probabilitatea 1/2. Se noteaza cu by (resp. sy)
daca se obtine ban (resp. stema) la lansarea "k”. [Se scrie bysy in loc
de by N s5]. Fie X variabila aleatoare care ia valoarea k daca se obtine
pentru prima data ban apoi stema la lansarile £ — 1 si k& (pentru k > 2);
X ia valoarea 0 daca nu exista o astfel de succesiune. Fie apoi Y variabila
aleatoare care ia valoarea k daca, pentru prima data, ban este urmat de
ban la lansarile £k — 1 gi k£ 51 Y = 0 daca nu exista o astfel de succesiune.

Scopul exercitiului este sa aratam ca M(Y) > M (X).

a) Calculati P(X = 2).

b) Fie k > 3. Aratati ca daca la prima aruncare se obtine ban, atunci

este necesar si suficient si se realizeze bybs...b,_15; pentru a realiza
1 1

(X = k). Deduceti ca Vk > 3, P(X = k) = §P(X =k—1)+ o Se

noteaza uy, = 28P(X = k). Determinati uy, si apoi legea lui X. Calculati

MX.

c) Aratati ca (s1,b1bg, b1S2) este un sistem complet de evenimente si
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i Yk > 4,

1 1
P(sz):§P(Y:k—1)+1P(Y:k—2) (%)
Se pune v, = P(Y = k) pentru k > 2. Determinati vy, v3 §i aratati ca
1
punand vg = 1, v; = 0, rezulta v, = §vk,1 + ivk,g, Vk > 2. Deduceti

(vg), k>0, legea lui Y si M(Y).

Admitere 2003

Scolile superioare de Comert, Paris (4 ore)

I. Se spune ca o variabila aleatoare Z urmeaza o lege exponentiala
|

bila-terala daca are densitatea de probabilitate p : R — R, p(x) = §e*| :

a) Determinati functia de repartitie gi dispersia.

b) Fie Zy,Z, variabile aleatoare independente urmand cate o lege
exponen-tiala bilaterala. Determinati densitatea de probabilitate a lui
V - Zl + ZQ.

¢) Fie X,Y variabile aleatoare independente urméand fiecare cate o
lege de exponentiala cu parametrul A = 1 gi Z = X — Y. Determinati
functia de repartitie gi densitatea pentru —Y gi verificati ca Z urmeaza
o lege exponen-tiald bilaterala, iar T' = |Z| urmeaza o lege exponentiala,

pentru care se va determina parametrul.

I1. Fie ¢ : R,[X] = Ru[X], P— Q = (X — 1)P' — XP".

a) Ardtati cd ¢ este un endomorfism si determinati ¢(X”) pentru
0 < j < n. Indicati matricea lui ¢ relativ la baza B = {1, X,..., X"} si

deduceti ca ¢ este diagonalizabil.
b) Pentru 0 < k < n, se noteaza cu L unicul polinom monic astfel

p
incat (Ly) = kLi. Se scrie L = ¥ a; X', cu a, = 1. Aratati ca p = k
=0
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si determinati Ly. Pentru k& > 1 scrieti sistemul de ecuatii avand solutiile
ag, ay, . .. ,a,_ 1. Deduceti c& oricare ar i 0 < i < k, a; = (—1)*""(k —
DHIC)2.

c) Ardtati ca pentru 0 < k < n, z € R, L(z) = (—1)*e” ,Ek)(x), unde

fe(x) = zke 2.

III. Pentru orice (i,7) € N? | fie r;; > 0 si se noteaza A; = ZTU’

J=0
e}

B; = E ri;, sub rezerva convergentei.
=0
a) Presupunem ca seriile ce definesc A; sunt convergente si ca seria

3" A; este convergenti. Sa se arate ca V(p, q) € N2,
q p q 0o 00
() -2 () <3 (L)
j=0 \i=0 i=0 \j=0 i=0 \j=0
Deduceti convergenta seriilor ce definesc B; si facand p — oo, deduceti

convergenta seriei Z Bj, ca si inegalitatea
J
(o) o0 oo o0
> (0] <3 (0]
j=0 \i=0 i=0 \j=0

Ce rezultat se obtine permutand ipotezele asupra numerelor A;, B; si ce

concluzie rezulta ?
b) Daca X,Y sunt variabile aleatoare cu valori in N, precizati in ce

conditii avem M (Y Z P(X M(Y|X =1).

Admitere 2005

Scolile superioare de Comert Paris (4 ore)

I.Fiea > 0si f: R — R, f(z) = e*®Y; fie sirul (ug), k > 0, ug = 0;

Uk4+1 = f(uk)-
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a) Aratati ca uy € [0,1] si up < ugy1. Deduceti convergenta girului
uy si fie L(a) = klim ug. Aratati ca 0 < 1 — upyy < a(l — uy), folosind

inegalitatea cresterilor finite. Deduceti cd 0 < 1 — u;, < a* pentru orice

Ina
k si apoi L(a) pentru a € (0,1). Apoi aratati ca 0 <1 — — < 1 pentru

a > 1. Din variatia lui f(z) — z pentru @ = 1 si apoi gentru a > 1,
deduceti numarul de solutii ale ecuatiei f(z) = x.

Fie r(a) = cea mai mica solutie a ecuatiei f(z) = z. Aratati ca
0 <r(a) <1 pentrua > 1gir(1) = 1. Trasati graficul lui ¢(z) = ze™™
si comparati p(a) si p(a - 7(a)). Deduceti ca i) realizeaza o bijectie

! este continui si strict crescitoare. Din

[0,1] — [0, 1 si aratati ca ¢~
tabelul de variatie pentru ¢!, aratati ca r(a) = —¢ '(ae™®) si apoi
determinati lim r(a). Aratati ca 0 < ux < r(a), Yk si deduceti L(a)
pentru a > 1?_)00

Scrieti un algoritm in PASCAL pentru a determina L(a) cu
aproximatie 1072 L(2) = 0,20 si L(4) = 0,02 etc. Se cere alura curbei
a +— L(a) pentru a > 0.

II. Timpul se considera discret, ca o succesiune de momente
0,1,2,...,n,... si se considera un ghigseu la care se prezinta cel mult
un client in intervalul de timp [n —1,n), n > 1. Se presupune ca un prim

client este la ghigeu la momentul 0 si ca pentru orice n > 1,

1 daca un client se prezinta intre momentele n — 1, n
B, =
0 altminteri

(iar clientul astfel sosit se plaseaza la capatul girului in agteptare de
dinaintea ghigeului). Variabilele aleatoare By, By, ..., B, ... se presupun
independente gi luand valoarea 1 cu probabilitatea p(0 < p < 1).
Numim durata de servire a clientului la ghiseu timpul necesar
functionarului sa-1 serveasca (dupa ce agteptarea clientului la coada este

incheiata). Daca durata de servire a primului client este n, ghigeul este
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liber sa serveasca clientul urmator, incepand cu momentul n. Presupunem
duratele de servire ale clientilor succesivi independente si urmand aceeasi
lege Poisson (cu parametrul A > 0).

Fie D variabila aleatoare egala cu durata de servire la ghigeu a clientu-
lui initial. Vom numi primul val de clienti multimea celor sositi la ghigeu
in timpul duratei de servire a clientului initial, apoi cel de-al (k4 1)—lea
val de clienti este alcatuit de cei sositi in timpul duratei de servire a
clientilor din valul k. Fie apoi N, numarul aleator al clientilor din valul

k (N = 0 daca nu exista clienti in valul k). Prin conventie, Ny = 1.

a) Dat n, determinati legea variabilei aleatoare N; conditionata de
evenimentul D = n. Se vor preciza P(N; = k|D = n). Deduceti cu
formula probabilitatii totale ca Ny urmeaza o lege Poisson, pentru care

se va preciza parametrul.

b) Punem p, = P(N, = 0). Aratati ca evenimentul {coada la ghigeu

se incheie dupa un timp finit} este U{Nk = 0}. Ardtati ca girul de
k>1

evenimente {N, = 0}, k& > 1 este crescator si deduceti ca sirul (pg),

k > 1 este convergent cu o limita L < 1 i ca probabilitatea ca acea
coada sa se incheie dupa un timp finit este L.

Justificati ca Vj, k € N, P(Ng41 = 0[Ny = 1) = P(N,, = 0);

P(Njy1 = 0[Ny = j) = P(Ny = 0)7. Deduceti expresia lui ppy; =
P(Niy1 = 0) in functie de py, precizati py si folosind rezultatul din I,
deduceti hm 0 Py si probabilitatea ca acea coada sa se termine In timp

finit. Se Va 1nterpreta rezultatul obtinut in functie de valorile lui Ap.

Admitere 2001

Scolile de inalte studii comerciale din Paris si Lyon

I. Un gestionar investeste un capital in n active Ay, Ay, ..., A, (de
exem-plu, actiuni), disponibile pe piata bursiera. Randamentele la un

an ale acestor active, exprimate in procente sunt variabile aleatoare
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Ry, Ry, ..., R, [de exemplu, daca activul A; a raportat 6%, R, = 6].

Gestionarul constituie un portofoliu, deci un n-uplu (z, z, ..., x,) ast-

n
fel incat 1 <i<mn, x; > 0si in = 1. Fiecare coeficient x; reprezinta
i=1
proportia din capitalul investit in activul A; [de exemplu, daca n = 3
1 1
si gestionarul investeste 1 din capitalul sau in activul A;, = in activul

11
47274
orice portofoliu dat @ = (z1, ..., x,), randamentul acestui portofoliu, in

1
Ag si 1 in activul Az, atunci portofoliul este < |. Atunci pentru

procente, este variabila aleatoare R = g z; R;.
i=1
Gestionarul prudent vrea sa minimizeze riscurile gi gi cauta portofoliile

pentru care randamentul R are varianta( dispersia) minima:

V(R) =) a?V(R)+2 > mujcov (R, Ry).
i=1

1<i<j<n

a) Aratati ca V(z4,...,2,) are un minim in
n
H={(z1,...,2,) € R"|x; >0, Zzi =1}
=1

b) Pentru n = 2 si randamentele activelor A;, Ay notate cu X,V
presupunem V(X ) =12, V(Y) = 3, cov(X,Y) = ¢ cu ¢ € R dat. Pentru
a € [0,1], se considera portofoliul (a,1 — a), al carui randament este
variabila aleatoare R = aX + (1 —a)Y.

Ardtati cd |¢] < 6, V(R) = (15 — 2¢)a® + 2(¢ — 3)a + 3. Studiind
variatia lui V(R) in cazurile ¢ € [—6,3] si ¢ € [3, 6], aratati ca existd un
singur portofoliu pentru care varianta V(R) este minima. Determinati

acest portofoliu ca functie de ¢. Daca ¢ = —6, ce se poate spune despre
14
R? Daca ¢ = —6 si X,Y sunt independente, aratati ca <5,5> este

portofoliul pentru care varianta este minima.
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¢) Presupunem X, Y gaussiene independente cu M X = 6, V(X) = 12;
14
MY = 3 V(Y) = 3. Fie R randamentul portofoliului (5, 5). Care

1
este legea lui R? Calculati P(R > 4) stiind ca ® ~ (, 60.
g i P(R > 1) (%)

d) Daca X,Y sunt independente, X urmeaza legea uniforma pe [0, 12]
14
s1 Y legea uniforma pe [0, 6] i R este randamentul portofoliului <5, 5) ,
sa se calculeze P(R > 4).

e) Presupunem acum n = 3 gi fie randamentele activelor Ay, Ay, A3
notate respectiv X, Y, Z. Presupunem V(X) = 2, V(Y) = V(Z) = 6,
cov(X,Y)=—1,cov(X,Z) =2, cov(Y,Z) = 1. Se considera randamen-
tul portofoliului (z,y, 2) ca fiind R = 2X +yY + 27.

Definim

f(z,y) = 42 + 10y* + 4oy — 8x — 10y + 6;

K ={(z,y)lz >0,y >0,z +y < 1};
Ko={(z,y)lr >0,y >0,z +y < 1}.

Aratati ca problema gestionarului revine la minimizarea lui f pe K.
Aratati ca f are un minim intr-un punct (xg,%o) care se va determina,

dar nu are minim in Kj.

Fie K1 = {(0,9)ly € [0,1]}, Kz = {(,0)|z € [0,1]}, K5 = {(z,1 -
x)|x € [0,1]}. Determinati minimul lui f pe K;, K5 si K3. Deduceti unicul
portofoliu cu randamentul de varianta minima.

Presupunem ca V(X) = V(Y) = V(Z) = 1, cov (X,Y) =
cov (X,Z) = cov (Y,Z) = ¢, cu ¢ € R dat. Calculati V(X +Y + Z)
i aratati ca ¢ € —%, 1|. Presupunem c # 1 si se considera un portofoliu

(x,y, z) de randament R. Aratati ca

r=0-af(e5) e (o3 3
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Determinati portofoliul cu randamentul de variantad minima.

Fie acum A, B,C variabile aleatoare independente cu valori in N*

urmand legea geometrica de parametru ot adica Vk > 1, P(A = k) =

k
P(B=k)=P(C=k)= (;) . Presupunem X = B+C,Y = A+C+1,
Z=A+B+2.

Determinati variantele si covariantele variabilelor aleatoare X,Y, Z.

111
). Determinati

Aratati ca portofoliul de varianta miniméa este <3, 33

legea lui A+ B+ C'si P(R > 5).

f) Fie acum n > 2, M matricea de covarianta M = (cov (R;, R;));
T "
pentru VU = |, T = inRi, aratati ca V(T) = UTMU.
z, i=1
Aratati ca M este diagonalizabila si are valorile proprii > 0. Daca M
este inversabild, definim p(U, W) = UTMW. Aratati ca daca U MU =
0, atunci U = 0 si ¢ este un produs scalar.
Daca N(U) = \/¢(U,U), aratati ca (V)U, W-vectori coliniari, avem

N (UJ;W>2 _ %[N(U)Q FNW? = N (U;W>2.

Deduceti unicitatea portofoliilor cu randamentul de varianta minimala.

1
II. Fiea > 0, f: (0,00) — R, f(z) = B (:L‘+g), (), o = a i
T
Tt = f(zn), Yn > 0.

NI 1 . 1
a) Aratati ca x, 11 —+va = g(l”n V@) §i Tpra— Tsr = - (a—
n n+1

z2_1). Deduceti ca x,, — v/a. Ardtati cd 0 < 2,11 —v/a < ﬁ(wn—\/&)?

b) Fie b > 0 si (u,), n > 1 cu toti u, > 0 astfel incat u, 1 < bu?.
Pentru orice n > 1 dati o majorare a lui w, in functie de n,b,u; si

deduceti o majorare pentru z,, — v/a in functie de n, zy, a.

112



c¢) Fie a € C (nereal negativ sau nul). Aratati ca exista si este unic
b€ CcuReb > 0 astfel incat b* = a. Fie P, = {Z € C\Re% > u}
[Pentru a = 2i, determinati b i P, |.

1
Fie f: C" = C, f(2) = 5 (z n g) Arditati ci f(P.) C Py; fie (2,),

. . . z ~ .
n>0cuz =asiz,1 = f(2,). Exprimati w, = " in functie de
Z?’L

wp_1 §1 apoi w, in functie de wy si n. Aratati ca |wo| < 1 si deduceti

lim z,.
Ce o . 01 e
d) Aratati ca pentru matricea A = 0 o )M exista X € My(R)

astfel incat X2 = A i cd existd A; € My(R) pentru care ecuatia X2 = A;

are o infinitate de solutii. Mai general , pentru

01 00

0 01 0
A=| .. . ,

00

00 00

daca ar exista g : R™ — R"” liniara astfel incat M, = B, atunci g(Img) C
Im g deci g|Im g este un automorfism; calculati ¢°" si ardtati ca ecuatia

X? = A nu are solutie.

Admitere 2002

Scoala Normala Superioara Paris ( 6 ore)

Fie P, = R,,[X] multimea polinoamelor cu coeficienti reali de grad <
n; @, multimea polinoamelor cu coeficienti reali monice si de grad n; I =
[—1,1]; C(I) ={f : I — R|fcontinua }; T,,(z) = cos(n-arccosz),n € N.
1. Sa se arate ca T, 41(x) = 2271, (x) —T,—1(x), n > 1. Sa se determine

T, si sa se arate ca este polinom de grad n. Sa se calculeze coeficientul
lui 2™, T,,(1), T, (—1).
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2. Sa se arate ca {1y, T4, ..., T,y formeaza o baza pentru P,.

3. Sa se determine radacinile lui 7, si sa se arate ca toate sunt reale

si apartin intervalului I.

4. Sa se arate ca T, isi atinge in [ valorile extreme in n + 1 puncte.

Care sunt acestea ?

5. Sa se calculeze explicit si sa se reprezinte grafic Ty, T3, Ty pe acelasi

sistem de axe si Ty separat.
q

6. Sa se arate ca T, (r) = Z(—l)’“()i"x”*%(l —2°)¥, unde ¢ = (5]

k=0
7. Fie f € C(I). Sa se arate ca are sens 1 f(:c)diaj
. . » —
1
8. Sa se arate ca punand < f,g >= Mdm, se obtine un

-1 \/1—372

produs scalar in C(I).

9. Sa se calculeze < T),,T,, > si sa se determine un gir de polinoame
(tn),n > 0 astfel incat < t,,t, >= dun.

10. Fie ® : C*(I) — C°(I), f+— (1 —2%)f"(z) — zf'(z). S& se arate
ca P este R-liniara si sa se determine Ker®.

11. Daca f,g € C*(I), sa se arate ca < ®(f), g >=< f,®(g) >.

12. Sa se arate ca ®(P,) C P,. Este adevarat ca ®(Q,) C @, ?

13. Sa se arate ca daca P € P,, atunci exista A € R astfel incat
O(P) + AP € P,_;. Sa se arate ca daca < P,z® >= 0 pentru s =
0,1,..n—1, atunci la fel este i ®(P)+AP. Deduceti ca || (P)+AP [|= 0.

14. S4 se arate ca Vn € N, ®(T,, + n*T,, = 0. Sa se determine valorile

proprii ale lui ®| P, si sa se arate ca operatorul @ : T,, — T, este diagonali-
zabil.

15. Fie a > 1 intreg. Sa se indice o solutie particulara pentru ecuatia
(1 —2%)y"(x) — xy'(x) + a*y(z) = 0. S& se arate ci y = sin(a - arccos )

este de asemenea solutie si sa se deduca multimea solutiilor pe (—1,1).
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16. Pentru f € C(I) se noteaza || f ||= sup|f(t)]. Fie V,, =
tel

1
Tn, n>1siVy=T, SasearatecaVn>1V,|= oni

2n—1 1
17. Sa se arate ca nu exista polinoame monice Q € @, astfel incat
| Qn I< z7=r- Deduceti ca Qiélcg | Q |= P atinsd pentru un anume

polinom din @,,.

18. S& se arate ca pentru n = 1,2, ng | @n || este atinsa intr-un
E n
singur punct din ,.

19. Fie n + 1 puncte distincte zg, z1,...,z, € I si fie f € C(I). Sa
se arate ca exista gi este unic un polinom L,, € P, astfel incat L, (xy) =
f(zx), pentru 0 < k < n.

20. Fie f € C""Y(I) si L, polinomul de interpolare pentru
T, L1,y Ty 51 f. Fie z # x;,4 = 0,n. Notdm h(t) = f(t) — P,(t) —
(t — o) (t — 21)...(t — z,)A, cu A € R ales astfel incat h(z) = 0.

Sa se arate ca exista & € (—1,1) astfel incat A"+ (&) = 0.

Deduceti ca, daca w(r) = (x — zo)(x — x1)...(x — ), atunci Vx €

(~1.1), exist € € (—1,1) astfl incit f(x) — Ly(a) = ()
. | ! (n+ 1)

S se arate ¢ || f — Ly 1< o=ty || 00 |- | 7 .
21. Fie f € C>(I). Sa se arate ca exista un sir de polinoame de
m I frtD) ||. Deduceti o

conditie suficientd pentru f astfel incat f si fie limita in C°(I) a unui sir

interpolare L, astfel incat || f — L, ||<

de polinoame de interpolare.

oo n

. X o .
22. Sa se arate ca seria e¥ = Z—'convergenta pe [ este mai
n!
n=0
bine aproximata cu polinoamele L,, de la punctul 21 decat prin sumele
n n

partiale S, = Z %, gl anume aratati ca o <l e — Lu(z) ||<

prd e(n+1)
e 1
—— i T — S, < —. Deduceti cd —— <
(n+1)2» st e Snl@) = k_;rl KO ucett ca (n+1)! =l
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n—+ 2 1
n+1 (n+1)I
| e = Sue) || si [l e = Lu(x) || pentru n — oc.

e’ = Su(z) <

Comparati ordinul de marime pentru

Admitere 2003

Scoala Normala Superioara Paris (6 ore)
Se noteaza M, = M,(C) cu matricea nuld O si matricea unitate I.

p
1. Pentru orice A = (a;;) € M, se noteaza tr(A) = Zaij urma
i=1
matriceiA. Sa se arate ca aplicatia tr : M, — C este C -liniara.
2. Sa se arate ca VA, B € M, tr(AB) = tr(BA).

3. Fie E un spatiu vectorial peste C, de dimensiune p. Fie by o baza
pentru E si ¢ endomorfismul asociat matricei A € M, (scriem A = pro
). Fie by o altd baza pentru E, A" = Mi’; si P = (p;;) matricea de trecere
de la baza by la by. Sa se exprime A" in functie de A si P si sa se arate

ca tr(A") = tr(A) ( deci "tr” este un invariant la schimbarea bazei) .
4. Fie 0(A) = {51, ..., 5} spectrul lui A si S,, = tr(A"),n > 1. Sa se
p

arate ca S, = Z si.
i=1
5. Fie [(A) = (l;;), l;; cofactorul lui aj; (complementul algebric). Daca
A este inversabila, atunci A™! = ml(A).
e
Fie P(s) = det(sI — A) = s”+ays*~' +...+a,, polinomul caracteristic

al matricei A. Sa se arate ca VA € M,, A comuta cu [(A).

: dP : P
6. Fie P (s) = o Sa se arate ca P (s) = Z ()

S - s —S;
=1

7.Fie A € Csi P(s) = (s — N\)(bos? + bisP ™t + ... + by_1) + by,
Ardtati ca Vk = 1, p, existd o relatie simpld de recurenta intre by, si

br_1. Deduceti by, in functie de aj, si A\. Exprimati P'(s) ca polinom de
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grad p — 1 cu coeficienti functie de a; si S;. Deduceti relatia

Sk+a1Sk71+-.-+CLk,151+kak :0, Vk = 17p.

8. Fie A € M, inversabila. Sa se calculeze detl(A) si sa se exprime
[(I(A)) ca functie de A.

9. Sa se arate ca Vs € C, matricea Q(s) = [(s] — A) se scrie
Q(s) =s"""By+ s" By + ... + sBy_s + B,_1,

unde By, € M,.

10. Daca Cy, C4, ..., C), sunt k+ 1 matrice din M, si s € C, sa se arate
ca

SkCO + Sk_lc1 +.4sC,1+C,=0Cy=C,=..=C, =0, Vk.

11. Sa se calculeze matricele de la punctul 9, in functie de puterile

lui A si de coeficientii polinomului caracteristic P(s); apoi sa se arate ca
AP+ ay AP+ Lt ap 1 A+l = 0.

12. Sa se calculeze I(—A) si apoi [(A) in functie de puterile lui A si
de coeficientii ag. Deduceti tr(I(A)) in functie de a; si trS,. Aratati ca

tr(l(A)) se exprima cu ajutorul unui a, ( Cat este k7).

13. Sa se arate ca daca o € 0(A) (valoare proprie pentru A), atunci
R(a) = (=1’ + a10” % + ...+ a,-1) € o(I(A)).

Daca « este valoare proprie nenuld pentru A, deduceti o relatie intre
R(«) si detA.

14. Fie a € [—1,1] dat si U,(a) sirul definit prin
Unla) = 2aU,-1(a) — Up—a(a), VYn>2,
Ui(a) =2a, Uy(a) = 4a®—1.
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Fie U,_1(a) = V,(a) si X,(a) = (Un(a),Va(a))T. S& se arate ca exista
[, € My astfel incat X, (a) = T"?X;(a).

15. Pentru a = 1, sa se arate (folosind punctul 11) ca
Vk>1, TF =kl —(k—1I.

Sa se calculeze X, (1) si sa se deduca U, (1), pentru n > 1.
16. Sa se calculeze U, (—1) si s se exprime ™72

17. Fie a € (—1,1) i 6 = arccosa. Sa se calculeze in functie de 6
valorile proprii A; si Ay pentru I'y € M.
e 1
Sa se arate ca matricea | o ) este diagonalizanta pentru I', si

619

sd se calculeze I'® pentru k > 1.
Sa se verifice ca U, (a) se exprima in functie de 6 sub forma

sin(n + 1)6
U,(a) = Q
sin 6
18. Sa se arate ca Vn > 1, functia a — U, (a) este restrictia la (-1,1)
a unei functii polinomiale cu toate radacinile reale si distincte, situate in

intervalul (-1,1). S& se precizeze gradul polinomului.

19. Pentru orice n > 1 , se considera matricea A,, € M, cu

(An)iiv1 = (Ap)igri=—1, Vi=1,n—-1

si ceilalti coeficienti nuli.
Fie D,(s) = det(A,, — sI),s € R. Sa se calculeze D;(s), Ds(s) si sa

se arate ca exista «, 8 functii de s astfel incat
Dyi1(s) = aDy(s) + BDy—1(s), Vn>2.
20. Utilizand rezultatul punctului 15, determinati det(A,,).
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21. Folosind punctele 16, 17, ..., sa se calculeze valorile proprii ale
matricei A,, Vn > 1. Sa se arate ca toate aceste valori proprii sunt reale,

distincte si cuprinse intre 0 si 4.

22. Sa se determine n daca 1 ( respectiv 2, 3) este valoare proprie

pentru matricea A,

23. Pentru ce n, matricea A,, are valorile proprii 1,2,37 Determinati

atunci toate valorile proprii ale matricei As.

24. Sa se determine vectorii proprii ai matricei As, care corespund

unor valori proprii intregi.
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Capitolul 5

Probleme date la concursuri
studentesti - Universitatea

Bucuresti
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5.1 Algebra

1. Fie n > 2 un numar natural liber de patrate, D,, multimea divizo-
rilor naturali ai lui n si D C D,, o multime cu proprietatile
a) 1 € D;
b) Daca z € D, atunci 2 € D;
c) Daca x,y € D, atunci (z,y) € D, unde cu (z,y) s-a notat cel mai
mare divizor comun al numerelor x si y.
Sa se arate ca numarul de elemente al multimii D este de forma 2%,
keN.
(Traian Lalescu Constanta, 2011)
2. Pe multimea divizorilor naturali ai unui numar natural liber de
patrate sa se defineasca o structura de inel boolean.
(Traian Lalescu Constanta, 2003)
3. Se da matricea M cu doua linii si doua coloane gi elemente reale.
Sa se studieze ecuatia matriciala X? = M, determinandu-se numarul si
natura radacinilor ei. Sa se studieze cazul particular in care M = I, sau
matricea M = —Is.
(Traian Lalescu, 1973)
4. Un grup finit G se numeste rational daca orice element g € G este
conjugat cu ¢? pentru orice numar natural d prim cu cardinalul multimii
G.
a) Sa se arate ca grupul de permutari S, este rational pentru orice n.
b) Sa se afle cardinalul unui grup finit rational gi comutativ.
¢) Fie p un numar prim care divide cardinalul grupului G. Sa se arate
atunci ca gi p — 1 divide cardinalul grupului G.
(Traian Lalescu, Bucuresti, 1989)
5. S& se arate ca grupurile finite cu proprietatea ca subgrupurile lor
proprii au acelagi numar de elemente sunt comutative.
(Traian Lalescu Constanta, 2003)
6. Fie A € M, (Z) cu A+ I, si ke N*, k> 3 astfel incat A = I, in

122



M, (Zy,). Aratati ca pentru orice p € N* avem AP # [,.
(Traian Lalescu Bucuresti, 2009)

4 = x pentru orice x € R. Aritati ca

7. Fie (R,+,-) un inel in care
inelul R este comutativ.
(Traian Lalescu Craiova, 2002)
8. Fie A un domeniu de integritate si K corpul sau de fractii. Fie
¢ K — Q astfel incat

(A7) C N, p(aB) = p(a)p(B)

oricare ar fi o, 3 € K* 51 p(a) =0 a=0.
a) Sa se arate ca (A, ) este inel euclidian daca si numai daca oricare
ar fi a € K exista a € A astfel incat p(a —a) < 1.

b) Folosind eventual punctul anterior sa se arate ca inelul
1++11 1++v11
R —{m%—ﬂZm,nEZ}

2
(in raport cu operatiile obignuite de adunare si inmultire) este inel eu-

Z

clidian.
(Traian Lalescu Craiova, 2002)
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5.2 Algebra liniara si geometrie

1. Fie matricea A € M,,(C). Sa se arate ca A este nilpotenta daca si
numai daca tr(A*) = 0, oricare ar fi k > 0; (tr(A) este urma matricei A).

(Concursul "Traian Lalescu” 2008)

2. Fie A multimea plana formata din punctele interioare gi laturile
unui dreptunghi ABC'D de laturi AB = a si BC' = b. Se definegte functia
f:A — R prin:

f(P)=PA+ PB+ PC + PD.

Sa se calculeze multimea valorilor functiei f.
(Concursul "Traian Lalescu” 2008)

3. Consideram hiperboloidul cu o panza, in reperul cartezian Oxyz:

2 2 2
) S5+5 -5 =1

a? b2 2

—_— — —

Stiind ca exista punctele M, N, P € 'H astfel incat vectorii OM, ON ,OP

sunt mutual ortogonali, demonstrati ca

1 1 1

) + b2 = 2
(Concursul ”Traian Lalescu” Bucuresti, 2009)

4. Fie f : M,,(R) — R o functie cu proprietatea
flaX +bY) =af(X)+bf(Y).

pentru orice a,b € R i orice X,Y € M, (R).

a) Daca n > 2, sa se arate ca exista o matrice A € M,(R) astfel ca
f(X) =Tr(AX), pentru oriceX € M, (R).

b) Sa se arate ca exista o matrice inversabila B € M, (R) astfel ca
f(B)=0.

(Concursul " Traian Lalescu” 2010)
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5. Gasiti locul geometric descris de centrul unei elipse de semiaxe

fixate, care este tangenta la doua drepte perpendiculare date.
(Concursul "Traian Lalescu” 2010)
6. Fie A € M,,(C). Sa se arate ca girul (ag)g>o, unde
aj, = rangA*"!t — rangA*,
este crescator.
(Concursul ”Traian Lalescu” Constanta, 2011)

7. Se considera spatiul vectorial (K,[X], +) al polinoamelor de grad
cel mult n cu coeficienti in corpul comutativ K. Pentru fiecare a,b € K
definim aplicatia f(P(X)) = P(aX + ),

a) S& se arate cd f? este un endomorfism al spatiului (K,[X],+).

b) S& se determine matricea lui f in baza (1, z,2?%, ..., 2") a spatiului
(K, [X],+).

c) Fie F' multimea automorfismelor de tipul f. Sa se arate ca F'
impreuna cu compunerea functiilor formeaza grup. Sa se determine ma-
tricea lui (f#)~" in baza indicata la puncul anterior.

d) Fie Fy multimea automorfismelor de tipul f!. S& se arate ca F}
este subgrup in F' si ca fe(f1(f#)~")) este in Fy pentru orice f{* din F si

orice f! din F}.
(Concursul "Traian Lalescu” 1977)

8. Fie A o aplicatie liniara, A : R® — R?| si fie a = (a;;) matricea
asociata aplicatiei A in baza canonica. Sa se arate ca:

a) A are totdeauna o valoare proprie reala.

b) Daca a este simetrica atunci toate valorile proprii ale lui A sunt
reale.

¢) Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii in cazul in care
a este antisimetrica (adica aj; = —a;; pentru toti indicii ¢, 7).

d) Sa se determine valorile proprii gi vectorii proprii in cazul in care

1

a este ortogonala (adica aa’ =1saua™' =a ).
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(Concursul "Traian Lalescu” 1973)

9. In spatiul euclidian E? se considera, in raport cu un reper ortonor-
mat, dreapta

r+3 y z+3
(@) 5= =4=
2 1 2

si familia de drepte (d,) 232 = £1 = %ﬂ)
a) Sa se arate ca dreptele (d,) trec printr-un punct fix, pentru a € R.
b) Sa se determine a astfel incat distanta dintre dreptele (d) si (d,)
sa fie maxima.
(Concursul "Traian Lalescu” Constanta, 2003)

10. Doua patrate ABC'D si ABEF au latura comuna AB iar planele
lor sunt perpendiculare. Se iau pe diagonalele AC si BF segmentele egale
AM = BN. Sa se arate ca in pozitia in care lungimea segmentului M N

este minima, M N este perpendicular pe BF' gi AC i este paralel cu DFE.

(Concursul ”Traian Lalescu” Constanta, 2003)
11. In spatiul euclidian E? raportat la un reper cartezian ortonormat
se considera familia de plane:

T (AN = A+3)r = BN+ A+ 4Dy + (N =Nz +24 32+ A +25=0

a) Sa se arate ca exista o dreapta fixa d continuta in toate planele
familiei {my}.

b) Sa se determine planul din aceasta familie situat la cea mai mare
distanta de originea reperului si sa se precizeze aceasta distanta.

c) Fie F fasciculul de plane de axa d. Sa se compare multimile F' si
{m}.

(Concursul ”Traian Lalescu” Craiova, 2002)
12. Se poate determina o baza ortonormata in spatiul euclidian for-

mat din multimea solutiilor sistemului de ecuatii

3m1—x2—x3+x4:()
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21+ 229 — 13 — 24 = 07

(Concursul "Traian Lalescu” 1973)

13. Si se giseasca in planul euclidian £2, locul geometric al varfurilor
reperelor ortonormale circumscrise unei conice nedegenerate (cu centru

sau fara centru).
(Concursul "Traian Lalescu” 1973)

14. Fie V spatiul vectorial al vectorilor liberi. Pentru p diferit de
vectorul zero se considera aplicatia liniara Az : V' — V definita prin
A;(u) = px 7w pentru orice u € V unde prin x notam produsul vectorial.

a) Sa se arate ca daca w si ¥ sunt ortogonali pe P, atunci A pastreaza
unghiul vectorilor u, v.

b) Daca p este unitar, A; induce o transformare ortogonala pe subspa-
tiul vectorial perpendicular pe p.

c) Sa se arate ca exista o baza ortonormata in care Ay, p unitar, are

matricea (a;;)1<ij<3 unde a;; = 0 in afara cazurilor ass = —1 si asz, = 1.
(Concursul ” Traian Lalescu” 1977)

15. Fie «, 3,7,0 planele tangente in varfurile A, B,C, D ale unui
tetraedru la sfera circumscrisa lui ABC'D. Sa se arate ca daca dreapta
de intersectie a planelor « si § este coplanara cu dreapta C'D atunci
acelagi lucru este adevarat si pentru dreapta de intersectie a planelor 9, ~y
si dreapta AB.

(Concursul ”Traian Lalescu” Bucuresti, 1989)

16. Fie I' o curba parametrizata biregulata, data prin parametrizarea
naturala
r:I CR— R r=7(s)

si fie I curba definita de parametrizarea

I —R3 7(s) = T(s) + kl(s)ﬁ(s)
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unde k; este curbura curbei I' iar 7 este versorul normalei principale.
a) Daca torsiunea curbei I" este identic nuld, sa se determine versorul
tangentei, versorul normalei principale gi curbura curbei I".

b) Daca I este elicea cilindrica data de parametrizarea
r:R—R, 7(t) = (acost,asint,bt), a > 0,b#0

sa se arate ca curba IV este de asemenea o elice cilindrica.
(Concursul " Traian Lalescu” Constanta, 2002)

17. Fie Pi,..., P, (n > 3) puncte distincte aflate pe aceeasi circum-
ferinta (in aceasta ordine). Pentru fiecare pereche de puncte P;, P; notam
cu a;; lungimea segmentului P;P; daca i < j si a;; = —a;;. Consideram
matricea (antisimetrica) A = [a;;]. Sa se determine dimensiunile imaginii

si nucleului aplicatiei liniare f : R™ — R"™ asociat acestei matrice.

18. Fie A, B matrice patratice din M,,(R) cu proprietatile ca exista o
coloana nenula x € M,, ;(R) astfel incat Az = 0si o coloanay € M,, 1(R)
astfel incat Ay = Bx.

Daca A; este matricea obtinuta prin inlocuirea in A a coloanei i, a;

prin coloana %, b; din B, sa se arate ca
det A; +---+detAd, =0

unde det A; este determinantul matricei A;.
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5.3 Analiza si ecuatii diferentiale

1. Demonstrati ca oricare ar fin € N, n > 2 si numerele strict pozitive
T1,To, ..., T, CU Ty + Xo+ ...+, =1, avem

n

> <3
=1+ k(2i+ad+ .. +ap) 4

iar constanta din dreapta este cea mai mica cu aceasta proprietate.
(Concursul Traian Lalescu, Bucuresti 2009)

2. Fie E o submultime nevida a intervalului (0, +00) care indeplinegte

conditiile
(i) g € E oricare ar fix € F.
(ii) \/xQ—i—iy2 € E, oricare ar fi z,y € E.
Se cer:

a) Sa se dea un exemplu de multime E # (0,00) care indeplinegte

conditiile (i) si (ii).
b) S& se arate ci E = [0,00); (E este inchiderea topologica a lui E).
(Concursul Traian Lalescu, Bucuresti 2008)

3. Fie U C R? o submultime deschisi care contine discul unitate

inchis D si f : U — R o functie de clasia C' cu proprietatea ca :

of . |Of
—(P)| <1 —(P)| <1, VP e D.
B )‘_ si ay()_,\fe
Sa se arate ca daca {M;, Ms, ..., M,} este o multime de puncte din

D cu centrul de greutate in O atunci pentru orice punct P € D este

adevarata inegalitatea:

n

‘f(P) — S )

k=1

<2

(Concursul Traian Lalescu, Bucuresti 2008)
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4. Sa se justifice faptul ca

. 1
Jrnz_;(x—n a:—l—n)

defineste o functie continua f : (0,1) — R.

—_

E%

a) Daca functia continua F : [0, 1] — R verifica

F<§> L F <”"2H> — 2F(z)

pentru oricare x € [0, 1], atunci F' este constanta.

b) Sa se demonstreze egalitatea

= 1
mweotg(mx) +Z<x—n x+n>

pentru orice z € R\ Z.

(Concursul Traian Lalescu, Bucuregti 2010)

5. Fie f, € C[0,1] (n > 1) un gir de functii concave. Presupunem ca
(fn) converge simplu la 0. Sa se arate ca sirul (f,,) este uniform convergent
pe [0, 1].

(Concursul Traian Lalescu, Bucuresti 2010)

6. Fie f :]0,00) — [0,00) o functie continua cu proprietatea

/000 f(x)dr < oc.

a) Sa se arate ca daca f este uniform continua, atunci este marginita.
b) Aratati, dand un contraexemplu, ca reciproca afirmatiei a) este

falsa.
(Concursul Traian Lalescu, Constanta 2011)

7. Fie D = (0,00) x (0,00), u € CY(D) si € > 0 fixat.
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a) Sa se arate ca

0 0
25, @9) Ty () = ulwy), Y(e,y) € D
dacd si numai daca exista ¢ € C'(0, 00) astfel ca

u(z,y) = xp (y) , V(z,y) € D.

T
b) Sa se arate ca daca

ou ou

- = _ <
roete) g (o)~ ue)| < e Wa) € D

atunci existd o unicd functie ¢ € C*(0, 00) astfel ca
‘U(:ﬂ,y) — Ty (g)) <e V(z,y) €D.
x

(Concursul Traian Lalescu, Constanta 2011)

8. Fie ) x, o serie cu termeni strict pozitivi i z, — 0, iar

n
Sp = E T
k=0

Sa se arate ca E x, este convergenta daca si numai daca girul {s,}

este convergent (cu {z} se noteaza partea fractionala a numarului real
(Concursul Traian Lalescu, Constanta 2003)
9. Fie (z,), un sir monoton crescator i divergent de numere reale
Ty — Tpn_1\ "
strict pozitive gi @ < 1. Aratati ca seria ) (nnl> este diver-
n=1 T
genta.
Concursul Traian Lalescu, Bucuresti 2009)
10. Fie F multimea functiilor f : [0,1] — [0,1] cu proprietatea ca
exista douad multimi nevide si disjuncte incat [0,1] = AU B, f(A) C B
si f(B) C A.
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Sa se studieze dacd F' contine functii continue, functii primitivabile,

functii cu proprietatea lui Darboux.
(Concursul Traian Lalescu, Constanta 2003)
11. S& se gaseasca toate functiile continue f : [0,1] — R cu propri-

_Zf(;;)

n=1

etatea

pentru orice z € [0, 1].
(Concursul Traian Lalescu, Craiova 2002)

12. Fie functia
() /°° t-Int Qo1
Tr) = T, X :
1 (1+)
i) Sa se arate ca [ este convexa, descrescatoare gi derivabila.
ii) Sa se calculeze li\ni f(z) st lim f(z).
(Concursul Traian Lalescu, Constanta 2003)

13. Fie ¢ : [0,00) — [0, 00) o functie continua si integrabila pe [0, co)
i) Sa se demonstreze ca daca x : [0,00) — R este o solutie marginita

a ecuatiei 7 + ¢(t) - © = 0 atunci

lim 2'(t) = 0.

t—00
ii) Sa se demonstreze ca ecuatia 2” +¢(t)-x = 0 are cel putin o solutie
nemarginita.
(Concursul Traian Lalescu, Constanta 2003)

14. a) Daca f : R? — R este o functie diferentiabila (Fréchet) in
origine, atunci:

1 of
x £(0,0)|zy = = 0,0) + -=(0,0
cr—>0T>0 7’3//cz+y<1”.7:>0 y>0 17 (@)= (0, 0)ley = 6 ( ) Gy( |-

AL ZU Y
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b) Folosind, eventual, afirmatia de la punctul anterior sa se calculeze

1
lim % Px 4+ Qy

cr—0,r>0 ’[“3

unde T, este triunghiul orientat pozitiv determinat de punctele
(0,0), (r,0) si (0,r) iar P,Q : R*> — R sunt doud functii de clasi C?
care au proprietatea ca

90 P

%(0,0) = a—y(0,0).

(Concursul Traian Lalescu, Craiova 2002)

15. Daca f,g sunt functii continue definite pentru x > 0, cu valori

reale, se defineste operatia * In modul urmator:
(f*g)( / f)g(z —t)dt.

a) Pentru ce valori o € R are sens f(z) x z~*7

b) Pentru ce valori o, 5 € R are sens
(f(x) % 2™%) % 207

c) Sa se arate ca exisa valori reale pentru « i 3 astfel incat (f(x) %
1) %P = Af(x)  217%7F i se cere si se determine constanta reald
A.

d) Poate fi utilizat punctul ¢) pentru a se rezolva ecuatia integrala

I,

o *—1

= g(z)

f fiind functie continua necunoscuta iar ¢ fiind o functie data?
(Concursul Traian Lalescu, 1973)
16. Fie D,, o multime din R™(n > 1) cu proprietatea: daca x,y €

Dy, x = (x1,...,2,),y = (Y1, . .,Yn) atunci intreg segmentul care uneste
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aceste doua puncte este in intregime cuprins in D,,. Fie f o functie definita
in D,,, de dou# ori diferentiabila, iar d°f > 0 in D,,. S& se arate ci pentru
orice z,y € D, avem

ST )< ) - S,

Cl(L’j

c) flxz+t(y —x)) < f(z) +t(f(y) = f(x)),t €[0,1].
(Concursul Traian Lalescu, 1973)

17. Fie u = u(r, z,y, z) o functie definita pentru (z,y,z) € Dgir >0

un parametru, admitand n derivate continue in raport cu toate variabilele

sale. Sa se arate ca daca u(r, x,y, 2 Zr Sp(z,y, z) atunci si functiile
S,,p = 0,q admit n derivate partiale contmue in D. S& se arate ca daca
S, este functie omogena de grad p (adica S,(tz,ty,tz) = t7S,(x,vy, 2))
d?s, d*S, dS,
+ =L+
dx? dy? dz?

d%u .
@+ + o Z‘W o(7.y:2)

unde 7? = 2? + y* + 2. Sa se determine a,,.

care este astfel incat

= 0, atunci avem

(Concursul Traian Lalescu, 1973)

18. a) Fie s,, un gir de numere pozitive cu urméatoarea proprietate:
Sp T Sp+1 2 qszp\v/n € N7

unde ¢ > 0 nu depinde de n. Sa se demonstreze ca sirul cu termenul
general a,, = ns, este marginit.
b) Fie f : R — R o functie diferentiabila astfel incat f’ satisface

conditia Lipschitz: exista L > 0 cu proprietatea ca:
(W) = f(2)] < |y — =]
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pentru orice numere reale y, z. Se considera girul

1
Tyl = Tp — Ef'(xn),xo e R.

Sa se arate ca
-1
c) Se presupune ca f satisface conditia de la punctul b). Sa se arate
ca daca f este convexa sgi exista a = min{f(z)|xz € R}, atunci sirul
b, = n(f(x,) — a) este marginit. (se folosesc rezultatele de la punctele
anterioare).

d) Fie f : [1,2] — [0,00) o functie integrabila pentru care

x 3 _
/ Far <t . L v e,
1

Sa se demonstreze c& ff ft)dt <
(Concursul Traian Lalescu, 1973)

S 0 ot g
19. Fie y(x) = / Lﬂ(m)dt st z(x) = / Mdt.
0 0 Vit

a) Sd se arate cd y, 2 : R — Rsica y, 2 € CH(R).
b) Sa se gaseasca un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I pe care

vy, z 1l verifica.

(Concursul Traian Lalescu, 1977)

1—-=2
20. idera f i = .
Se considera functia f(z) T,
a) Sa se arate ca f(D) = D, unde D = {z € C,|z] < 1, Rez > 0}.
b) Sa se calculeze fc ctg fZT )dz unde cercul C este dat de ecuatia
z

|z + 1] = V2.
c) Sa se gaseasca locul geometric al punctelor z € C' care verifica

[F(2)] = |2l
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o0
. v . .o n 13 7 3
d) Se considera seria de functii E (e —1). Sa se arate ca seria

n=1
converge uniform pe orice compact K inclus in multimea {z||z| < 1} si

sa se generalizeze (inlocuind pe g(z) = €* cu o functie mai generald).
(Concursul Traian Lalescu, 1977)

21. Se considera ecuatia diferentiala

y" + A(z)y' + B(x)y =0, (5.1)

unde A, B € C°(R).
a) Ce conditii trebuie sa indeplineasca functiile A, B pentru ca printr-

o schimbare de variabila de forma x = f(t), ecuatia transformata sa fie

liniara cu coeficienti constanti.
2
B(z) = iar f, sinusul

b) Sa se arate ca A(x) = 1 T
x x

hiperbolic verifica conditiile de la primul punct si apoi sa se integreze

ecuatia
(1+2%)y" +zy — k*y = 0.

c) Fie ¢ # 0 o solutie a ecuatiei (1) si Z, = {z € R|¢(x) = 0}. Sa se
arate cd pentru orice numere reale a, b, intersectia multimilor [a,b] si Zy
este o multime finita.

d) Daca ¢1,¢2 sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (1) si
T1, Lo sunt zerouri consecutive ale solutiei ¢ atunci intersectia multimilor

(w1, 2) §i Zy, contine un singur element.
(Concursul Traian Lalescu, 1977)

22. Fie P(z1,29,...x,) un polinom cu coeficienti reali astfel incat
functia polinomiala asociata (definita pe R™ ) este marginita inferior. Sa

se arate ca P igi atinge aceasta margine inferioara.

(Concursul Traian Lalescu, Bucuregti 1989)
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Solutii la Capitolul 1

Universitatea Politehnica Bucuresti

1. a) Fie D o dreapta in R3. Fixidm un punct a € D si un vector
director v # 0 al dreptei D. Atunci D = {a + tv|t € R}. Avem f(v) # 0

(céci f este aplicatie injectiva) si se verifica prin dubla incluziune ca

f(D) =A{f(a) +tf(v)|t € R}.

b) Raportul respectiv este egal cu |det f|. Se poate folosi faptul ca
1
daca T = A1A2A3A4, atunci vol T = 6|(A1A27 A1A3, A1A4)‘

2. a) Verificari directe.
b) Rezulta ¢, = 27\, si o combinatie liniara finita de ¢,-uri este nula

<= toti coeficientii sunt nuli.
c) f€F; fla) = E;\pe*im = E;\,peim si f(z) = Z)\peim.
p p p

deoarece functiile {¢P*} formeaza un sistem liniar independent, rezulta

ca, f = f Ap = S\,I,, oricare p.

d) Evident, u si v sunt aplicatii C-liniare; u este izomorfism, avand

inversa w = u~!, definita prin

() s
p p
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Dar v nu este izomorfism, deoarece nucleul ei ker v = {ae™|a € C} este

nenul.

3. a) Daca 1 <r < p, atunci

P(r)=1+ Z(—l)’“r(r —1. kfr k=D _ g4 cyy =0

Deoarece grad P = p, rezulta ca P are radacinile simple 1,2,...,p.

b) Asadar,

I:A'zp:(_1>k+l<A_[)"'(A_(k_1>[)

k!
k=1

deci A are inversa. Ca atare, det A # 0 si toate valorile proprii ale lui A
sunt nenule. Pe de alta parte, P(A) = 0 deci P este divizibil cu polinomul

minimal al matricei A.
c¢) A are toate valorile proprii simple deci A este diagonalizabila.

4. a) Centrele sferelor sunt C1(0,0,0) si Co(1,1,0) deci C1Cy =7+ 7.

Planele cerute au ecuatia comuna x +y+ A =0cu A € R.

b) Cele doua sfere au aceeasi raza. Fie M (z,y, z) un punct in spatiu.
Punctul M apartine cilindrului din enunt « exista un punct N(a, b, c)
cu a® + b? + ¢® = 4 astfel incat MN||C,Cy si MN este tangenta la una
din sfere. Ecuatiile dreptei M N sunt

r—a y—b z-—c

11 0 !

decia=z—t,b=y—t, c=zgiecuatia (x —t)* +(y—t)*+22—4=0
trebuie sa aiba solutii duble deci discriminantul nul. Ecuatia cilindrului
vafi (z+y)?—2@%+y?+22—-4)=0.
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5. a) Verificari directe.

b) Avem d(x,,0) = |arctgn| < g pentru orice n > 0 deci sirul (z,,)

este marginit. Apoi

1
d(Tptp, Tn) = arctg < arctg —
n

p
1+n(n+p)
si (z,,) rezulta sir Cauchy (caci Ve > 0 exista N (e) astfel incat arctg% <e
pentru orice n > N(g)). Daca sirul (z,) ar fi convergent in R, ar exista
a € R astfel incat d(z,,a) — 0 pentru n — oo, adica |arctgn —arctga| —
0 deci arctg a = z, absurd.

c) ¢ este o distanta si luam din nou x,, = n. Atunci

1 1 1
S en) = | o~ ol <7
deci (x,) este gir Cauchy. Daca z,, — a in R, adica il 0, ar
rezulta é = 0; absurd.
6. a) Verificari directe.
b ==y () -2 (5)
n=1 n=1 n=1
In general, pentru la| < 1, avem i:la” = 1ia si ni_o:lna" = ﬁ;

1
inlocuind a = 5 se va obtine (z,y) = 3.

(z,y) —1n O 4
¢)cos = ——— . Dar (z,y) = 6 "=, {(r,x)=-¢(y,y) =
)cond = Tl D @) = 67 = 5 (ma) = 3 )

n=1
9 2v/6
= deci cos = \5[
7. a) Verificari directe; apoi T'(sin) = —m cos si T'(cos) = 7sin.

b)geImT — 3f €V, g(x) = ¢1 + casinzx + ¢3 cos z, unde
= / f)ydt, co= f(t)costdt, c3= f(t)sintdt
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deci ImT este generat de 1, sin, cos si dimIm7T = 3. Apoi kerT = (Im7)*.
Cum fy = cos2x, f3 = sin2x, f1 = cos 3z, ... sunt ortogonale pe ImT, ele

apartin lui ker 7" si fiind liniar independente, rezulta ca dimker T' = oc.

c) Ay = 0 este valoare proprie pentru 7. Daca A # 0 ar fi o alta

valoare proprie, ar exista f # 0 astfel incat T f = A\ f deci
¢1+ cosinz + cgcosx = Af(x),

de unde )
flz) = X(Cl + cosinx + ¢z cos )

si respectiv relatiile

2
Cl<1—;\T>:0, 02_§C3:O, C3—§02:0.

Acest sistem are solutii nenule doar pentru A = 27.

or  wx, .. . O O — 2x0; .
8. — = == deci r? - v; = x; deci _— = —————— etc. Prin calcul
oxy, r T r
direct,

aUz‘ 2821)1‘ 8Ui
2vu; + 4dxy, O, +r axi =0, Ek:xk = —v;

gi insumand, r?Awv; + 2(n — 2)v; = 0, etc.

. " . 1 1 .
9. a) Notam f, = ] deci || f,]] = ol Avem Zn' = e deci ;fn
n>0 n>
este AC. Daca ar fi C, atunci suma ei in spatiul C[%,u care este f(z) = €%,

ar trebui sa fie polinomiala; absurd. De fapt P nu este spatiu Banach.

b) Fie (s,) sirul sumelor partiale ale seriei anterioare deci ||s,|| < e;

z—1

atunci t, = —s, apartine la B; cum t, — e in C[% 1 rezulta ca girul
(t,) este Cauchy in P. Dar acest sir nu are nici un subsir convergent.
Faptul ca o multime inchisa gi marginita este compacta are loc in R",

n > 1 (dar nu i in spatiul C[%,l])'

x
¢) Luam f,(z) = —=. Avem f,, — 0, dar f] nu tinde la zero, pentru

vn

n — oQ.
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10. a) Notand y = sin 20°, rezultd c& sin 60° = 3y — 4y> deci 4y> —

V3

3y + - = 0 i se aplica girul lui Rolle.
i 1
b) Fie f(z) = M pentru z € (0, E] Deci f(7) < ———=~
nsinx 2 nsin (7)
2n
entru x € [l E}
P an) 2l
Fie g(x) = el este crescatoare pe (0, g), g(%) < g(%), deci
1 2 1
f(x)§7w§f<1—£, D<e< =
n sin (—) 3 3
2n
c¢) Pentru n = 1 este evident. Pentru n > 2 luam a = 21
n

11. a) P4(X) = det(A — X1I,); Pa(—=1) # 0 < det(A+1,) # 0 «
A + I, este inversabila.

b) Verificare directa.

¢) Fied : R” — R, d(A) = det(I,, + A); d este aplicatie continua
deci d~'({0}) este inchisa.
1 2

12. a) A = si z, = A" - zy pentru orice n > 0. Apoi
11

A se diagonalizeazi: are valorile proprii Ay = 1 +v2, Ao = 1 — /2 i
T1AT = diag (A, \2) deci A" = T - diag (A}, \3)T~!, unde
Vi3 L (1 e
T = i Tl =—
1 -1 22\ 1 2
b) Punctele 2, = (z,,y,) din R? sunt situate pe curba |22 —2y?| = 1,
care este reuniunea a doua hiperbole etc.

c) Se considera perechea (1,1), apoi A™(1,1)T.

h) — h
13. Asadar, fl+ })L f(@) = A(x) + a(a}:l,) pentru orice h # 0.
h
Dar M — 0 pentru h — 0 deci functia f este derivabila si f'(z) =

h
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A(x) pentru orice z € R. Ramane sa aratam ca A(zx) este derivabila, cu
A'(x) = 0, pentru orice z € R. Inlocuind z cu z — h in relatia din enunt,
se obtine

f(x)— f(x—h)=A(x—h)-h+alx —h,h)

i inlocuind h cu —h,
f(x) — f(x+h)=A(x+h) - (—h)+alx+ h,—h).
Adunand aceasta relatie cu cea din enunt, rezulta
0=A(z)-h+alx,h) — A(x+h) - h+a(x+ h,—h)

deci
0= Al +h)—Al®)  alz,h)  alz+h,—h)
B h h? h?

pentru orice h # 0 i orice x etc.

14. a) A este subgrup aditiv al lui R. Fie Ve > 0 fixat si un interval
deschis (a,b) de lungime €. Aratam ca acest interval contine punct din A.
Daca z,y € Asin € Z, atunci n|x —y| € A. Fie (a,) un sir convergent cu
toti a,, € A. Atunci exista N astfel incat 0 < |ay — ay41| < € si notand
a = lay —anq1], n = [a/a], rezulta na < a < (n+ 1)a = na+a <
na+¢e =na+b—a < b deci intervalul (a,b) contine elementul (n+ 1)a

al multimii A.

b) Fie A = {2mm + 2n|m,n € Z}; A contine sirul injectiv a, =
2nm — 2[n7] si a, € [0,2] pentru orice n > 0. Cum [0, 2] este compact,
sirul (a,) are un subsir convergent. Conform a), rezulta ca A este densa
in R. Atunci B = {sinz|z € A} rezulta densa in [—1,1] (intr-adevar,
Vu € [—1,1], alegem 2 € R cu a = sinz. Dar z = lim o, cu o, € A deci
u= T}Ln;osinan sl sinay, € B). Dar B = {sin 2n|nn€ﬂlo\ol}

c) Evident maximul respectiv este < 2; egalitatea Inseamna
sinz = cosmx = 1, absurd (caci 7 ¢ Q). Pentru partea secunda, avem

de aratat ca exista un sir x,, > 0 astfel incat sin z,, + cos 7z, are limita 2.
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Dar multimea {sin2n} este densa in [—1, 1] deci exista un gir de numere
naturale r, astfel incat sin2r, — 1 deci sin 2r,, + cos 271, — 2 (de fapt

cos 2mr, = 1).

15. a) Fie Q matricea asociata lui ¢ in baza canonica a lui R" deci
qlz) = XT-Q-X = (AX)T-Q-AX, deunde AT-Q-A = Q. Pentrun = 2
i q(z) = 22 + 23, rezulta Q = I, si conditia devine AT - A = I,. Deci A
este o matrice ortogonala. Pentru ¢(z) = 23 — 3, rezulta Q = diag(1, —1)

etc.

b) Evident, I,, € G(q); G(q) este grup < YA € G(q), det A # 0 [Daca
det A # 0, atunci exista A71 gi A™! € G(q); in relatia q(2') = q(Ax’)
punem 2/ = A~z deci q(A™'x) = ¢(x), pentru orice x etc.]. Daca forma
patratica ¢ are valori proprii nenule (¢ nedegenerati), atunci din relatia
AT . Q- A= Q, rezulta (det A)?-det Q = det Q si daca det Q # 0, atunci
det A = +1 si G(q) este grup.

x

16. a) Notand F(z) = / f(t)dt pentru z € [0,1], functia F' este
0
deri-vabila si F'(z) = f(z). Atunci

o1
lim —
z—0

/z f(t)dt = lim Fl@) % 1y F'(z) = £(0).

x z—0

1 [ 1
Deci, daca z,, 0, atunci lim — t)dt=f(0) si lua n=—
eci, daca z,, — 0, atunci nl—{{oloxn/o f(#) f(0) si ludm NG

Limita din enunt este egala cu f(0).

In(1+ z)

c) Deoarece lim = 1, integrala are aceeasi natura cu

z—0 €x

1
1

/ —de deci este D.
0 T

In(1+ ) 1 1
3 a2 2z

o — 1\
Z (_?_;E; functia f este continua pe [0, 1]. Notam
n

n=0
1 [t 1 1
Y= — - - — dr.
a \/ﬁ/wa<x2 QI—i—f(:Jc))a:
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Atunci

I A T N |
oo = fin 22 [ (- gy a0 =
1 11 ! 1
= lim —=(———-Inx) + -, etc.

17. a) Verificari directe.

b) Presupunem ca
Moz +k)+ ...+ ez +Ek,) =0

cuky > ko> ... > k,, pentru orice z € R. Alegem x astfel incat p(xy+
k1) =0,...,0(xo+k,—1) = 0si p(zo+k,) # 0. Atunci A\, - p(xo+k,) =0
deci \,, = 0 etc.

c) Fie g = f' cu f € D deci / g(x)dz = f|*, = 0. Apoi, fie

g € D cu / g(z)dx = 0. Dar g = 0 in afara unui interval [a,b]. Fie

o0
T

flx) = / g(t)dt deci f' = g si f se anuleaza in afara intervalului [a, b]

etc.

18. a) Conform teoremei Hamilton-Cayley, exista «, 3 € R astfel
incat A? = oA 4 I,. Atunci prin inductie dupa n > 0 se arata ca A"
este combinatie liniard de A, I,. Cum A este inversabila rezulta g # 0
i notand B = A71 rezultd A = al, + SA™! deci A™! este combinatie

liniara de A, I si prin inductie, A~™ are aceeasi proprietate pentrun > 1.

b) A1, A2 sunt solutiile (reale) ale ecuatiei A2 — (a1; + ag)\ + 8 = 0,

unde ¢ = det A = ajja — a3y > 0. Atunci
(A — /\2)2 = (A + )\2)2 —4M g =

= (a11 + an)?® — 4(anas — aiy) = (a11 — axn)’® + 4al, > 4al,.
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c) Fie Ay > X\ > 0 i D = diag (A, \2). Exista T ortogonala astfel
incat T'AT = D. Punand z = T -y, rezulta 27 -2 = y* -y si 2T -
A-z=y"-D-y= X \y}+ \yi Avem de determinat max(y} + y3) cu

1

legdtura A1y} + Aoy2 = 1 gi minimul respectiv. Punem y; = —— cost,

1 Al
Yo = ——=sint (¢t € R) etc. Extremele cerute sunt

VA \F \F
19. a) 1 — 22y + y* > 0. Curba y? — 22y + 1 = 0 este o hiperbola

situata in regiunea |z| > 1 etc.

b) f(z,y) = (1 + (y* — 2xy)) /2 si pentru |y? — 2zy| < 1,

flzy) =1+ (—;) (y* —2zy) + 21, (—;) <—; — 1) (y* = 2xy)* + . ..

¢) Rezulta E = 0, dupa calcule. Derivam aceasta relatie in raport cu

y de n ori gi facem y = 0. Va rezulta

an+1f nf n 1f
gyt (,0) —@n+ 1)8y (2.0 + 8y (0 =0
si o
ay" (SC,O) =nl- pn(x)

In final, (n+ Dpps1(z) = (20 + Dap,(2) + np,i(w) = 0.
20. a) Raspunsul este afirmativ.

b) Ker f este multimea matricilor simetrice din M3(R). Apoi Im f =

multimea matricilor 0 g ), a € R; dimker f =3, dimIm f = 1.
—

c¢) Daca A este o valoare proprie, atunci exista un vector coloana nenul
X astfel incat X — X7 = AX deci X7 = (1 — A\)X. Evident \ # 1 si

singura valoare proprie este A = 0.
21. a) Fie B = {ey,...,e,} baza canonica in R". Atunci w; =

g aiper, 1 < i < n. Fie u € R"™ un vector oarecare, u = g bje;.
k=1
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Avem u 1 u; < E ;b = 0. Conform ipotezei, acest sistem liniar in

k
bi,...,b, are numai solutia nula (by = 0,Vk). Dar atunci det(a;x) # 0
deci vectorii uq, ..., u, sunt liniar independenti in R". Fiind in numar

cat dimensiunea spatiului, ei formeaza baza in R™.

b) Matricea componentelor vectorilor vy, ..., v, este de tip Vander-
monde. Determinantul corespunzator este un produs de factori de forma
aP —ad cup>jsicum a # 0si|al # 1, rezulti cd determinantul este
nenul, deci vectorii vy, ..., v, sunt liniar independenti, deci baza in R"™.

2. a) Vom arata ca f este diferentiabila in (0,0) si ca df(0,0) este
aplicatia nula R? — R. Pentru aceasta, avem de aratat ci

flz,y) — f(0,0) =0

lim = 0.
(z,y)—(0,0) \ x2 + 12
Dar 0 < Az 9l < a2+ y? si apoi f(0,0) = 0 si afirmatia este
Var+y?
evidenta.

b) Daca f(tz,ty) = t*- f(z,y) pentru orice z,y € R si orice ¢ ad-

misibil, se spune ca f este omogena de grad « si are loc relatia lui Euler

xg + y% — = af. In cazul problemei, mg + yﬂ = 2f ¢i in plus,
ox oy ox oy
of of

—% — z—= = 0 in punctele lui R?. Facem schimbarea de variabile inde-
Yy
pendente (z,y) — (u,v) definitd prin u = z* + y?, v = y. Atunci

of _of ou, of v _, 01
or Ou Or  Ov or  ou

! of _0f u 9f dv_, df Of

0w ay o oy You v

Atunci xa—f = 0 deci g‘f =0si f = ¢(u) cu p functie arbitrara; agadar,
v v

f=p(@?+y?) deci u - ¢'(u) = p(u). Atunci p(u) = Cu cu C constanta

arbitrard si in final, f(z,y) = C(2? + 4?).
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23. a) Avem a, > 0. Se cunoagte formula lui Stirling: n! ~ n" -
e "y/2mn (se scrie (a,) ~ (b,) daca lim n _ 1). Atunci a,, = o

n—oo by, e - n!
1 . . 1
deci lim a,, = lim
V2t n—o0 n—oo /2N

sunt s, =Ina; —Ina,y; deci lim s, = oo, seria fiind divergenta.
n—oo

= (. Sumele partiale ale seriei din enunt,

ay, 1 1\" .
o1+ > < 1 pentrun > 1 deci sirul (a,,) este
n

b) Evident,

n
descrescator, cu limita zero. Seria este C', conform criteriului lui Leibniz.

¥ sin nx . C .
24. a) Notam u,(r) = ———; acestea sunt functii derivabile si seria
n
, cos N cosnx
derivatelor E u(z) = E 5— este UC pe R (deoarece H | <
n n
n>1 n>1

1 : - o . : :
— pentru n > 1 si aplicam criteriul lui Weierstrass). Deoarece seria

n
Z uy () este de asemenea UC pe R, rezulta ca suma ei f este o functie
n>1
derivabila pe R.

b) lim f,(z) = cosz, Vo € R deci f, — cos PC pe R. Daca

n—oo

convergenta ar fi UC | ar rezulta ca functia "cos” este polinomiala, ceea
ce este absurd (caci polinoamele neconstante nu sunt periodice!). Asadar,

convergenta din enunt nu este UC.

25. a) Verificari directe. Pentru A € M,(R), tr A = "urma” lui A4,
deci suma elementelor de pe diagonala principala.
b
b) Se determina A = ¢ g astfel incat tr (AT - C) = 0 si tr (AT
c
C?) = 0 i se obtine un sistem liniar in a, b, ¢, d.

c) Este cunoscuta teorema lui Riesz: daca V este un spatiu Hilbert
si f:V — R este o aplicatie R-liniara, atunci exista si este unic un
vector ay € V astfel incat Vo € V, f(z) = (as,z). Daca V este un
spatiu euclidian (finit dimensional cu produs scalar), aceasta se poate
demonstra direct. Aplicand acest fapt pentru V' = My(R), exista B € M
astfel incat f(M) = (B, M) = tr (BT - M) si luam A = B”.
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26. a) Sirul este definit printr-o relatie de recurenta intr-un pas.

Cautand termenul general sub forma a, = c-r" +d - 2", rezulta r = —3,
1

d = 51 deci a, = ¢+ (=3)" + 52"; dar ay = : deci ¢ = R gl In final,

a, = 5(2” + (=3)"), n > 0. Raza de convergenta ceruta este
: : 2" + (=3)"
n1_>Holo Gni1 n1—>nolo 2t 4 (=3)ntl 3

b) Suma respectiva este

lem,. \p 1 N 11
Se) =5 2 (Gay" 452 (3 = 2oy g gy
=0 n=0

n=

1
pentru |z| < 3

27. a) In deschisul R2\ {(0,0)}, functia este elementarii deci de clas

C®. In origine, functia nu este continua, caci luand sirurile

/ / 1 7
(mn7yn) <n7 ’I’l2) ’ (xnvyn) <n7 >
/!

convergente in  R? catre (0,0) avem f(z),1.,) = 375 si falh yl) =
= n* — oo, pentru n — co. Ramane si aratam ci exista

0 0) — /(0,0
i(O,O):limf(x’) 10,0 _
ax x—0 T
si
0 0,y) — £(0,0
OF (0,0) — 1y 100 =100 _
ay y—0 Y
b) Pentru orice versor s = (a,b) din R?, a> + b*> = 1 avem
0.0y g L) =FO _p Fltath)
ds t—0 t t—0 t
t4a4 . t2 . b2 . ta4b2

=0.

= lim = 11m
t—0 t(t%a® + t4b*)  t—0 aBt* + b
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Raspunsul la intrebarea pusa este negativ.

. : r .
28. a) Daca x 7& 0, se considera seria E e evident convergenta; cum
n
n>1

1 1 1 . .
0< 3T S 5 rezulta ca gi seria din enunt este convergenta in
ntrz?+17 22 n

R\ {0}.

b) Definim f*(0) = 0. Evident, f este continua in R* (ca suma a unei
serii UC de functii continue). Apoi, pentru orice sir =, — 0 (x, € R¥)
avem f(x,) = f(2,) — 0= f(0) deci f este continui in R.

x? o 2
1 sunt derivabile si u, (z) = m;
seria Z ul(z) este UC pe orice interval care nu contine originea

n>0
(aplicand criteriul lui Weierstrass). Atunci f este derivabila pe R*, iar
af —0 =1

— = =limz- —_— =
dr -0 x z—0 - niz? 41
n—=

c¢) Functiile u,(z) =

29. a) Un punct oarecare pe parabola (P) este M (u,u?) si un punct
oarecare pe dreapta (D) este N(v,v — 2). Determinarea distantei cerute
revine la minimul functiei f(u,v) = (u—v)?+ (u® —v+2)2. Altd metoda:
se considera tangenta (T) la parabola, paralela cu (D) deci y = x + A si

ecuatia 22 = x + ) trebuie sa aiba solutii duble deci A = 7 Trebuie

1
atunci determinata distanta dintre dreptele y =z —2 i y = x — —. Este
suficient de calculat distanta de la origine la cele doua drepte.

_9 _ _
b) Ecuatiile dreptei (D) in R? vor fi r = y : 0_z 5 0

vor fi (x —2)2 +9® + 2% = A\, z + y = p. Acestia trebuie si se sprijine
pe curba (P) : y = 22, 2 = 0. Rezultd (z —2)?2 + 2t =\, x + 22 =

i conditia de sprijin se obtine elimindnd z. Rezulta o relatie de forma

si paralelii

F(A\, p) =0, in care inlocuim
A=(z =27+’ +25iu=2+y.
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30. a) Verificari directe.

b) Ker f ={P € E|P(X +1) = P(X)}. Pentru P € E, gradul lui P
este cel mult n(n > 2) deci P(X) = apX"+a; X" ' +.. .+ a,, cuay # 0.
Conditia P(X 4 1) = P(X) devine
ao(X+1)"+ar (X+D)" 4. 4an_1 (X +1D)+a, = acX"+a X" . . +a,.
Egaland coeficientii lui X!, rezulta ao - C! + a; = a; deci ag = 0; ab-
surd. Singurele polinoame acceptabile sunt constantele reale (polinoame
de grad zero) deci Ker f = R. Apoi dimImf = dimF — dimKer f = n. Se
observa ca Im f = {P(X + 1) — P(X)|gr P < n} = R,,-1[X], mul{imea

polinoamelor de grad cel mult n — 1.

¢) Avem
f(Qr) = Qr(X +1) = Qu(X) =k Qe
deci
d(X*) = T7Hf(Qr) = T (kQp-1) = kT (Qp-1) = kX,

adica derivata lui X*. Deci d este operatorul de derivare etc. Acesta nu
este diagonalizabil (are A = 0 ca valoare proprie cu multiplicitatea n, iar

subspatiul propriu corespunzator are dimensiunea n — 1).

31. a) Fie f(z) = m Atunci I; = 2miRez(f, 7). Dar
, _ 1 ' 1 ' 1
Rt = (60" ) | = (p) | =

sil, = % Apoi

I, = // (2% + y*)dxdy = // (2% + y*)dady
D 22 +y2—2y=0

si trecand la coordonate polare,

T 2cos 6
12:/ d@/ pPdp  etc.
0 0
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32. a) Verificari directe; functiile 1, x, 22, ... restranse la [—1, 1] sunt

liniar independente.

) In cazul normei || - ||, se aplici proprietitile produsului scalar
(f, 9 / f(z)g(x)dz (relatia din enunt are loc in orice spatiu pre-
hilbertian i se numesgte ”identitatea paralelogramului”). Relatia nu are
loc si pentru norma || - ||oo; de exemplu, luam f =1si g = .

¢) Se recomanda trasarea graficului lui f,,;n > 1. Se considera functia
f:[-1,1] = R, f(zx) =0 pentru z € [-1,1] \ {0} cu f(0) = 1. Avem

an - fHoo = Sup ‘fn(x) - f(x)| =1,

z€[—1,1]
deci desi f, — f PC pe [—1, 1], convergenta nu este uniforma, deci nu
are loc In spatiul £ inzestrat cu norma || - ||o. Apoi

0

1 1/n
1[5 = /1(fn($)_f(ff))2d$ = / (1+nx)2dx+/0 (1—nx)*dr = 3

~1/n
(dupa calcul) deci f, — f In norma || - [|z.

d) Daca normele ar fi echivalente, ar exista « > 0 astfel incat
| flle < al|f]]2 pentru orice f € E. Dar conform c) ar rezulta ca ||f, —
flloo < a-||fo — fl]2, adica 1 < a - % pentru orice n > 1. Absurd.

33. a) lim 2? - e VP =0 s f(0,y) =0, deci f continua in punctul

(0,y).
b) Avem
of (2,0 = f(0,0) a?
8:5( )_:}cli% x—0 _}:Ii%x_o
9 0,0) = 1 L0V SO0y 020
oy y—0 y—0 y—0 y
deci

@.9) f(a,y) = £(0,0) = 8£(0,0)z — 8£(0,0)y  42¢ 2=
alz,y) = = .
y /.I2 +y2 $2 +y2
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12.67@/2/12

N

2 /.2 2 N
Deoarece eV /%" > % + 1 rezulta

Se observa ca |a(z,y)| =

722 22 72 72 22
£E2 +y2

(6] .T, - = S S _— =
a(,9)| Vaz+yr a2ty T a2y T e
pentru z — 0, y — 0, deci f este diferentiabila Frechét in (0, 0).
flay) = [0y _ wle v

2| =0,

of T B . .
c¢) Deoarece 35(0,y) = glcli% . = lim ——— = 0, si,
similar,
0 0,y)— f(O 0-0
9 0,a) = 1 1OV =0 0] _ ) — 0,
oy y—a y—a y—ay —a

rezulta imediat continuitatea ceruta.
d) Rezultd g = e7r? gi gradg = —2e¢ 7.
34. a) Raza de convergenta p a seriei este p = } =1.
b) Distingem cazurile:
e dacd a < 0 atunci M = (—1,1);
e daca 0 < a < 1 atunci M = [—1,1);
e daca a > 1 atunci M = [-1,1].

¢) Avem cazurile:
e daca § > 0 atunci M = [—1,1);
e daca § <0 atunci M = (—1,1).

d)Domeniul maxim de definitie este [—1,1) si f(z) = —In(1 — z).

0
35. a) f(v1(y,2),y,2) = 0. Derivand in raport cu z, obtinem or .

0
of af(a b, c) '
Opr [ OF o e P00 _ Oy Oy Oy
o "oy 0, deci oy~ 0f 2y (b,c) = a7 . . Analog,
aix aix(aﬂ 70)
rezulta
f of
83 ~3 (a,b,c) B0 , _@(a’b’ c)
F IR DR L Al DR
O (a.b,e) O (a.b.c)



de unde, prin inmultirea celor trei egalitati, rezulta relatia

91 39220 2923, -
ay (b,C) az (a,c) am (CL,b) - L.

b) Avem F(z,a,b) = 27 + ax + b. Conditiile teoremei functiilor im-
plicite sunt verificate, rezulta ca exista Uy o vecinatate a punctului (1, —2)
si Vo o vecinatate a punctului ‘1 gi o unica functie ¢ : Uy — V; astfel
incat (1,-2) =1, F(p(a,b),a,b) =0, VY(a,b) € Uy, ¢ € C1(Uy, Vp),
x = p(a,b).

¢) Din relatia F(¢(a,b),a,b) = 0, prin derivare in raport cu x rezulta

OF D oF o
%(m, a, b)%(a, b) + %(x, a,b) = 0, deci obtinem
oF
aﬁ( b) = —%(x, a5) _ . —p(ab)
9a " = oF b TS +a  T¢S(a,b) +a’

oF
%) B —%(% a,b) -1 -1

gF(La’b) TS +a  T¢S(a,b) +a
T

d) F(x,1,-2) =0 < 2"+2—2 = 0. Notand g(z) = 2" +x—2 obtinem

g (z) = 72%+1 > 0, Vz € R; ¢ fiind continua si strict crescitoare , rezulta

ca ecuatia g(z) = 0 are solutie unica si se observa ca aceasta este x = 1.

e) Folosim metoda contractiei: Se observa ca ecuatia se rescrie sub

2.
forma z(z° + 0.99) = 2.03, d;c(i)gx = 336+003,99' Atunci functia g :
[1.004,1.008] — R, g(z) = m este o contractie. Prima iteratie

folosind valoarea initiala xo = 1.004, este x1 = g(xq) ~ 1.0078.

of of 1 ,
36. a) Avem T Pk P vl deci

1

m(l"f‘y—mo — %),

df (o, yo) (@ — 20,y — Yo) =
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o*f _ *f _ Pf _0f 2ty

or2 oxdy  Oydxr  O0y2 1+ (z+y)??*

deci

—2(&1 + &)
[T+ (&1 + &)?

Atunci, pentru (zo,y0) = (0,0), rezulta f(z,y) =0+ 2 +y + Ry, unde

_ —2(& + &)
T+ (6 + &)

P f(&1,&) (T — x0,y — Y0)* =

P(:r—l—y—m —10)%

(x+y)27 51 € (.T,O), 52 € (y7 0)

si
2(x +y)* 2, o
T,y —r—y| = + & <24y, Voe,y e R.
’ 1
b =<tt7)dt,’:t L
o) = [ (arete(t) + ). o 0) = averee) + 75
1 (o)
D — —1)" 2n :
ar s nzo( )z, deci
1 i p2ntl
arctg(z) —/ dr = Z(—l)" :
1422 s 2n+1
Rezulta
/( ) i( 1) ) p2ntl
g(z)= — ”(x"+ );
— 2n+1
e x2n+1 x2n+2
= —1 n .
o(r) = 2_(=1) <2n-|—1 * (2n+1)(2n+2)>

n=0
c¢) Aproximarea corecta se realizeaza cu primii 5 termeni ai sumei.

37. a) Relatia din enunt se rescrie
42 —dr 422+ 1=08 (2 -2+ 202 + (2 4+ 1)* =4,

de unde rezultd (z +1)2 <4 2<2+1<2& -3<:<1&z¢€
[_3a1]'
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b) Aducem ecuatia cuadricei la forma canonica (redusa)

_22 2 12
(a:—2)2+2y2+(z+1)2=4<:>($4)+y2+(zz Ly

deci efectuand translatia de reper Oxyz — OXY Z data de relatiile

X=xz-2, Y=y Z=z+1,

Xz vyr 72
se obtine in noile coordonate ecuatia redusa T + 5 + Vi 1, ecuatia
unui elipsoid de rotatie cu axa de rotatie OY'.
c) Fie £+ 2y — z+a = 0 un plan paralel cu « + 2y — z = 0. Impunem

conditia ca sistemul ce descrie intersectia cuadricei cu planul
(-2 42+ (z+1)2=4, 24+2y—2—a=0

s& aiba solutie unica. Substituim y =
3224 2(2a—2x+4)+312—2ax—8x+2+a? = 0. Solutia z este unica in cazul

in care discriminantul ecuatiei este nul: 8z% — 4z(a +5) + 2(a — 1)? = 0.

a+z_$ A~ . . . .
“==* in prima ecuatie si obtinem

Anularea discriminantului conduce la relatiile:
A'=0s4(a+5)*~16(a—1)* =0« 3(T—a)(a+1) =0 < a € {-1,7}.

Distingem cazurile:

i)a=—1 atunciz = =¢ = 1; 2 = 0, y = —1, deci punctul (1, —-1,0).
ii) @ = 7, atunci z = :—‘112. =3; 2z = *712 = —2; y = 1, deci punctul
(3,1,-2).

38. a) Fie A valoare proprie pentru A. Atunci

_ lAXT] [l X

AX = AX — [|[AX][ = Al [IX]] = [Al = < = lIA]l.
[1X1 X
4
Alegem ||A|| = ||A||s = max {Z y%—y} = max{11,17,23,23} = 23, si
j=1

obtinem |A| < 23.
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b) A este autoadjuncta. (evident).

c) A este pozitiv definita deoarece minorii principali ai matricei A
sunt strict pozitivi.

39. Curba de intersectie este un cerc, intersectia unui cilindru (z%+
xy~+y? = 3) cu planul x+y+2z = 0. O parametrizare a acestui cerc este:
y=2sint, x=+/3cost—sint, z=—/3cost—sint, t € [0,2n],
deci a(t) = (v/3cost —sint, 2sint, —/3cost —sint).

Deci elementele Frenet sunt versorii Frenet

— a Qa — 2
T=—=— —(\[Slnt—&—cost)z—k—costj—i— (V/3sint—cost)k,
la'lf  v6 V6 V6 V6
— a’ x a” 3~ - =
B=—-"2 _MNoiii4+k
CEC R

_ 1 - 2 - 1 -
N=BxT=—(sint —V3cost)i — —=sintj + —(v3cost + sint k;
\@( ) g int \/6< )

l[a xa"|| 6 1. forsi 0(
= — —= g1 torsiunea 7 — care se
o Vo)) V6

obtine prin calcul direct, sau observand ca « este curba plana inclusa in

Curbura k =

planul z + y + z = 0). Formulele Frenet se scriu

dT _ 1 -

7 v \f\/é )

dN _ _ _

E = —kUT+ TUB = —T,
B _

E:T'I}N:O,

unde v = ||@'|| = /6.
Cautam valoarea parametrului ¢ asociata punctului A. Din relatia

(1,1,—2) = (V3cost —sint, 2sint, —v/3 cost — sint),

o U N
rezulta t = r Atunci 1n acest punct avem elementele Frenet:

1 1- - -1 1. 2. V3 o
Ta=—i+—j, Ny= —1— —j + —k, By T+j+k)y,
{A Y Y Y LY R B )}
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ka=—,7T4=0
A 5
g _ > 1y xQn B o (_1)77,(332)77,
40. 5(@) = Z(_)2n—|—2_z n+1
n=1 n=1
1 (o)
Dar 5z nz_()(—l)"m", |z| < 1; prin integrare obtinem
1 i ot it "
dr =S (-1)"— = —1)"
[rizae= Sy = e
In(1+2) & I o 9 . <
deci — = ;(—1) T T |z| < 1. Substituim = — z* si rezulta
In(1 + 2?) f:( 1y zn 1+ 5(z) — S(z) In(1 + 22) )
z? e n+1 x? ’

Atunci, integrand prin parti, avem:

* n(1 + ¢2
/1 S(t)dt—/l (tQ)dt—x+1—

T 1 1
———2tdt — 1=
1+/1 tt2 41 v

T
1

1
= In(t* +1)

1
= —=In(2® +1)+In2+ 2arctgt| —x+1=
x

1
= —=1In(2* + 1) + In2 + 2arctgr — g —z+1
x

41. Fie Ay, ..., A\, € K valorile proprii ale matricei A. Asadar, A se
diagonalizeaza deci existd T' € M, (R) nesingulars astfel incat 7' AT =
D, unde D = diag (A,...,\,). Ecuatia X? = D are solutii, de
exemplu X; = diag (v/A1,..., v ). Notand Xo =T - X - T, rezulti

X2=(TX\T)V?=T-D-T'=A
deci X, este solutie a ecuatiei X2 = A.
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Lucrand pe celule 1-dimensionale (A), A > 0, membrul drept al relatiei

din enunt devine

=V

0

2 > 22 1
/\/ 22+ N7t = == —arct
i ( ) - & A

u VA

si aceasta este solutie a ecuatiei 22 = \.

3n+1
x
42. Se considera seria de puteri cu x € R). Raza de
e 327 (e ey
y . |3n+4 . <
convergenta este R = lim = 1. Deoarece seria data este conver-
n—oo |3n 4+ 1

genta (conform criteriului lui Leibniz), se poate aplica teorema lui Tauber

sl suma seriei data este lim S(x), unde S(x) este suma seriei de puteri
r——1

1 d
anterioare. Dar S'(x) = ZSU?’" 1 deci S(z) = _/ 3 - 1 +C
—x xT° —
n>0

ete.
43. Notam o = 22 — y? deci

B B 5?2
% = f'() -2z, a*Z = (@) (—2y), 371; =2f'(a) + f"(a) - 42

0?u
Y 4 2 pn )
=2 () + 4 /()
 Pu Q%u , Y .
Relatia pye + 0 0 devine (2% + y?) - f"(a) = 0 si in R?\ {(0,0)},

rezulta f’(a) = 0 adica f'(a) = C si f(a) = Chao + Cy cu Cy,Cy
constante reale arbitrare. Deci f(x,y) = C1(2® + y?) + Cs.

44. a) Daca p(X) = aX? + bX + ¢, atunci, dupa calcul,

f(aX?+bX +c) = 3aX2+(2a+3b)X+b+3c+5—;, Kerf =0, Imf=1V.

31 2
b) MP =10 3 2
003
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c)A = 3, etc.

45. Pentru orice n > 1 si pentru p > 1, se scrie
ftp) (z) — ) (z) = f(n+p)(x) — f(n+p71)(x) + f(nﬂzfl)(x)_

—FOED @) 4 fD () — (a)

deci Vx € R,
1 1 1
(n+p) () _ £(n) < =
|f (x)—f (w)’*(n+p)2+(n+p—1)2+'”+n2'
1 1 1
Darﬁgm—%pentruk22deci
1 1 P 1

n n+p:n(n+p) n

)

pentru orice p > 1. Atunci sirul (f™), n > 1 este UC pe R (conform
criteriului general Cauchy). Fie f(x) = lim f™(z). Atunci f(0) = 7 si
in plus,

(@) = (lim f®(x))" = lim fO*(2) = f(2)
deci f(z) = Ce®, cu C constanta. Facand x = 0, rezulta C' = 7 si in final,

f(z) =Te".
46. a) ¢ este periodica de perioada 1. Apoi

1 2 n
zn:/+/ +...+/ .
0 1 n—1

k1 1
/ o(z) cos 2mnads "= / o(k+1t) - cos2mn(k + t)dt =
k 0

Dar

1 1
= / o(t) - cos 2mn(k + t)dt = / t cos 2mntdt = 0
0 0

deci I,, = 0, pentru orice n € N.
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b) folx +1) =
k=

kcp(km) = fa(x), V. Este

,_.

x>
Il

—

11
suficient de studiat UC pe intervalul J = [—2,2]. Pentru p < ¢ ¢

x € J, avem
| 11
0< fo(x) = folz) = Z ?W(kx)ﬁ Z ok <3

1
A§ada1“, ||fq — fp” < m etc.

c) Pentrua € R\ Q,

lim f(z) = lim lim f,(z) = lim lim f,(z) = le fula) = f(a).

Tr—a T—a n—o0 n—oo r—a

47. a) Fie A € C o valoare proprie comuna. Deci exista vectori-coloana
nenuli u, v astfel incat Au = \u, Bv = \v deci A*u = Nu, Bfv = Mw
pentru orice k > 1. Atunci A7 = 1, \29%® = 1 de unde \ = 1.

b) Este suficient de aratat ca P, @ nu au radacini comune. Daca ar
exista @ € C cu P(a) =0, Q(a) = 0, atunci |of = 151 o+ 1| =1, de

1 3 o .
unde o = -3 + i£ sia+1=e*5 deci (o + 1)2007 = 7069 = 471,
Apoi (a + 1) =1 deci +(a + 1) = 1. Contradictie.
c¢) Asadar, (A + I3)x = —Bux, deci

—B?r = B(A+ I)r = (A + I3)Bx = —(A + I3)%z, ete.

d) Daca A+ B + I3 nu ar fi inversabila, atunci ar exista = # 0 astfel
incat (A + B + I3)x = 0 deci conform c), (A + [3)?°%z = By = ¢
deci ((A + I3)*% — I3)z = 0. Dar (A*7 — [3)z = 0. Cum P,(Q sunt
relativ prime, atunci conform teoremei lui Bezont ar exista polinaome
U,V astfel incat PU + QV = 1 deci P(A) - U(A) + Q(A) - V(A) = L.
Asadar,

(A2 — I3) - U(A) 4 (A + L)% — L) - V(A) = L.
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Inmultind la dreapta cu vectorul coloana x, rezulta atunci ca x = 0, ceea

ce este o contradictie.
48. a) Avem f/(z) = 2" - ((n+ 1)Inx + 1). Functia f,, are un minim
. Din tabloul de

absolut pe (0,1), atins in punctul x, = exp n
n

variatie al lui f, rezulta ca Va € (0,1), inf f,(x) = fn(x,) sisup fu(z) =
0. ’

b) Functia ¢ : (0,1) — R, ¢(x) = zlnz este marginita si
fn(x) == 2™ p(x). Convergenta uniforma a lui (f,,) este echivalenta cu
convergenta uniforma a girului (z™), n > 0. Se stie ca sirul de functii (z")
nu este UC pe (0,1), dar este UC pe orice subinterval compact continut
n (0,1).

Alta metoda consta in calculul sumelor partiale

n+2

an =14 Inz,

1 1
BT deci notand s(x) = Ty
—x

pentru x € (0,1). Apoi lim s,(z) = 1 ,
n—oo —x

sirul s,, converge punctual catre s pe (0,1) i ca atare, seria Z fn este
n>0
PC, cu suma s. Pentru studiul UC, se calculeaza

l|sn — s|| = sup |sn(z) —s(x)| ete.
z€(0,1)

49. Sistemul g =0, % =0, g = (0 nu are solutii deci nu exista

ox oy 0z
puncte critice in Io( . Maximul functiei continue f pe compactul K va fi
atins numai pe frontiera lui K. Pe fetele ”laterale” rezulta max f = 1 si
pe planul x +y+2z = 1, rezultd f(z,y,2) = /2 +1—12— 2+ 2%, Maximul
cerut este " dupa calcule.

0 . A este inversabila daca si numai dacd det A # 0. Dar det A este

produsul radacinilor complexe ale polinomului sdu caracteristic Pa (A) =
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det (A — M) € C[)], deci daca prin absurd A neinversabila, atunci det A
= 0 — P4 (\) admite radacina reala A\ = 0, ceea ce contrazice ipoteza.
Rezulta A inversabila.

Polinomul caracteristic al matricii A are doar radacini complexe con-
jugate de forma A, A € C\R. Daci P4 (\) = H A=X) (A=), n=

. k=1
2m, atunci

Pyt (A1) =det (A1 = A7) = det (AA™Y) det (AA™" = ) A" =

=A"det (A7")det [A(AAT" —1)] = A" det (A7) det (A — AI).

Cum A = 0 nu este radacina a lui P4(\), pentru orice radéina A a lui

P4 (M), rezultd Py—1 (A™') = 0. Deci polinomul caracteristic al matricii

A~! are drept radacini inversele radacinilor matricii A, deci de forma %

51. a) Folosim

_x—sinz . l—cosz . 2sin®(%) 1
lim—— =lim— =lim ———=~ = — #£0
z—0 €T z—0 3z? z—0 3x2 6
. a, — sin a, 1
— lim | ———| = -,
n—0o0 a3 6

deoarece lim a,, = 0. Din criteriul comparatiei la limita, rezulta ca seriile
respective au aceeasi natura.
b) Conform punctului a), deoarece Z |a,|® este convergenta, rezulta
n>1
ca Z |a, — sina,| este convergenta, deci Z (an, — sina,,) este absolut
n>1 n>1
convergenta, deci Z(an —sina,) este convergenta.
n>1
Daca am presupune ca Z Gy S1 Z sin a,, nu au aceeagi natura, atunci
n>1 n>1
Z (an, — sina,,) este divergenta, ceea ce este fals, deci Z Gy S1 Z sin a,,
n>1 n>1 n>1
au aceeasi natura.
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c) Fie a, = \/T;‘ﬁ Observam ca lim a, = 0,a, # 0 iar a, < =

n—oo 2

implica sin a,, > 0, deci

3 (=1 sin <n?+1>‘ = sina,.

n>1 >

3

Deoarece seria Zai = Z n73 < Zi?, este convergenta,
n>1 no1 (n3+1)2 n>1 2
din criteriul de comparatie cu inegalitati, rezulta ca Zai este con-
n>1
vergenta si conform punctului b), Zsinan are aceeagi natura cu
n>1

n .. VmiTl . vn3
a,. Avem an, = ———— i lim = lim —— =

: no 1 . ) 1
1 # 0, deci Z\/TT si ;\/ﬁ au aceeasi natura. Dar Zﬁ

n>1 n>1

este divergenta — E a, este divergenta — E sina, este divergenta
n>1 n>1

_ n
— seria Z (=1)" ' sin <> nu este absolut convergenta. Pen-

vnd +1

tru convergenta simpla, se observa ca argumentul sinusului din seria

Z(fl)”flsin (n) satisface 0 < —— < 1 < E, deci
~ vnd+1 vnd+1 2

n
sin | ———— | este sir descrescator si poate fi folosit criteriul lui Leib-
(\/n3 + 1>
nitz.
52. a) Fie (z},),, (z}), € L. Atunci aduniid egalitatile de mai jos si
inmultind prima egalitate cu A, obtinem:

5) 1 5) 1
/ o / ’ "o " "
Lpt1 = 6xn - gmn—lxn—i-l - 6xn - gx:r—l

ot

1
(xln+1 + JUIrILH) =~ ;’L + fﬁ) - g(xlnq + xff’b*l)
5
() = 2 ) = <0 y)
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pentru orice A\. Rezulta (z), + ') € L, (Az],) € L, deci L este subspatiu

vectorial.
b) Avem

5 1 5 1 1 1 1 /5 2 1

7un uni—f.i_f e _— — = un
6 6" 6 2n 6 2n 1 om1\12 12 on+1 1
5 1 5 1 1 1 1 /5 2 1
71}”_71}”_:7.7—7. = B — :7:@71 y
6 6" 6 30 6 31 3n-1\18 18 3n+l 1

deci (uy),,, (vn), € L.
¢) u, v sunt liniar independenti ca vectori in S.

In cazul nostru, relatia z, = + 32 , n > 1 se rescrie pentru n €

{1,2},

=1 =0&3a+20=069a+40=0<«

w|l
©\Q

a+ a
2 4

1
<:>a:—4ﬁ:9—>zn:(—4) 937

53. a) Avem P : z+2y+2z = 0; fie M(a,b,c) si M’ = prpM. Ecuatiile
_ —b _
perpendicularei din M pe planul P sunt: a: 1 @a_9Y 5 _Z 5 €_ t.

Atunci

M(z,y,2): r=a+ty=2t+bz=2t+cx+2y+22=0

St=(—a—2b—2c)/9% = (8a — 2b—2¢) /9y =

= (5b — 2a — 4¢)/9z = (5¢ — 2a — 4b) /9.

—9h—92 —2a—4 —2a—4
Prin urmare f(a,b,c) = a gb 07 50 9a C, o¢ 9a b) si,

evident, f este liniar’a.
Kerf este {v; = (1,2,2)}si Imf este {vy = (2,1,0),v3 = (2,0,1)}.

b) Aflam valorile proprii §i obtinem A; = 9, (my, =1), Ay = 1,
(my, = 1), A3 =8, (my, = 1). Se verifica ugor ca f este diagonalizabila.
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c) Fie P: Ax + By + Cz = 0 un plan care trece prin origine; aflam
proiectia unui punct M(a, b, c) pe planul P. Dreapta perpendiculara pe

P ce contine punctul M are ecuatiile

r=At+a y=Bt+b z=Ct+ec,

deci proiectia cautata {(a,b,c)} = PN D corespunde valorii ¢ care satis-

face ecuatia

A(At +a) + B(Bt +b) + C(Ct+¢) =0 <

—Aa — Bb—Cc
A2+ B2+

t(A?+ B>+ C* = -Aa—Bb—Ccet=
Inlocuind , obtinem

(a.b )_((BQ+02)CLBZJCC (A2 +CH b — Aa— Cec
o= A2+ B24C? A2 + B2+ (2 ’

(A2 + B?)c— Bb— Aa
A2 4 B% 4 C? >’

deci o aplicatie liniara de matrice.

54. a) Fie {i, j, k} o baza ortonormata in V3. Notand o = ||u —i||* +
llv = jl|* + ||w — k||?, avem de demonstrat implicatia o < 1 = familia
F = {u,v,w} este liniar independenta. Presupunem prin absurd ca desi
o < 1, familia F este liniar dependenta, deci exista o combinatie liniara
nula au + fv + ~yw = 0 In care cel putin unul dintre coeficientii «, 3,y

este nenul, o® + 3? + 4% > 0. Atunci avem
alu—1)+ B —j)+v(w—k) = —(ai+ 35 + k).

Aplicand acestei relatii norma din R? si folosind faptul ca baza

{i,J, k} este ortonormata,
la(u = i)+ B(v —j) +y(w = k)| = || = (@i + Bj + k)| = o® + 52 +7*.
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Utilizand apoi succesiv inegalitatea triunghiului, inegalitatea Cauchy-

Schwartz pentru produsul scalar canonic din R? si ipoteza o < 1, rezulta

o + 02+ 97 = |lo(u — i) + B(v — j) +7(w — k)| <
< laf - flu =il + 18] - [lv = 4l + 7] - [[w = K]

< (lal* + 181" + [71*) - (e = all* + v = 411" + [lw — kI*)
=o(a®+ 7 +9%) <o’ + 5+ 77,
deci s-a obtinut o contradictie. Prin urmare familia F' este liniar inde-
pendenta.
b) Notdm ¢; = cos(a,i), ¢ = COS(@), c3 = cos(c/,7<:). Avem ¢ €
[-1,1], Vk € 1,3, deci folosind ipoteza, rezult:

5 1
§<C1+02+63§2+63—>03>§.

Admitem prin absurd ca familia F' = {a, b, ¢} este liniar dependenta.
Fie 7 subspatiul vectorial generat de F', asimilat cu un plan care contine
originea. Fie ' = pryi. Avem (i,7) < (i,a), deci cos(i, ') > cos(i,a) = c1.
Notand cu n versorul normal la 7, avem cos(ﬁ’) = sin(ﬁ,\i) sic <

sin(n, i) "2 s1. Analog rezulti relaiile omologe

ey < Sin(ﬁj) 5y, 03 < Sin(;,\k) 2 s

Avem astfel s; + sy + 53 > ¢ + ¢+ ¢3 > 2.
Notam

—

k= cos(?{,\z')7 ko = cos.(ﬁ)7 k3 = cos(n, k),

Din faptul ca n este versor, rezulta k% + k3 + k3 = 1. Folosind relatiile
s34+ k7 =1, Vj € {1,2,3}, rezulta s7+s3+ 53 =3 — (k] + k3 +k3) =24

Losi+1os+ 15 <VI2H 12+ 12 /st + 53+ 53 = V3. V2= V0.
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Obtinem V6 > 51455455 > g, de unde v6 > g = 2v6 > 5 < 24 > 25,
contradictie.

55. Se observa ca implicatia inversa este imediata. Pentru a demon-
stra implicatia directd, presupunem adevaratd egalitatea AB = BA.
Notand cu Ay, -+, A, cele n valori proprii distincte ale matricii A si respec-
tiv cu fi,- - -, fn generatorii celor n subspatii proprii S,...,.S, asociate,
se observa ca ipoteza AB = BA implica A(Bfy) = BAfy, = B(MAefx) =
Me(Bfi), deci Bfy € Sk. Dar S, = L(fx), deci exista py astfel incat
Bfy = urfr. Deci {f1,- -+, fn} este baza diagonalizatoare atat pentru A,
cat si pentru B. Notam cu C' matricea diagonalizatoare C' = [f1,- - -, f,]
si avem matricele diagonale asociate A = C~TAC = diag(\y,- - -, \n) si
B=C"'BC = diag(py, - -« i)

Se constata ca, deoarece valorile proprii Aq,- - -, A, sunt distincte,
determinantul Vandermonde care are pe linii vectorii vy, = (AF, -+ \F),
k €{0,...,n—1} este nenul, deci vectorii {vy, ..., v,_1} formeaza o baza
. Prin urmare, pentru w = (g, -+, pt,), exista scalarii ag, -+, a1, astfel ca
w = gy~ +a,_1v,_1 §i deci B =aol,+ a1 A+asA2+--+a, AVt =
P(/Nl) Inmultind aceastd relatie cu C' la stanga si cu C~! la dreapta si
folosind egalitatea CA*C~! = (CAC™)* Vk € {0,---,n — 1}, rezulti
B = P(A).

56. a) R — lim —— — 0.

=00 Y/ Jan|

b) Integrand prin parti, obtinem

1 1
a, = / 2" dx = —/ "(e™")dr = — (x”e_’”
0 0

1
deci a,, = —— + na,_1. Prin calcul direct, ag = / e Ydr =
e

0 e
observa ca a, > 0, Vn, deoarece integrandul este functie pozitiva continua

neidentic nuld, deci 0 < a,, Vn # 0. Obtinem

an:n!ao—é(lJrnJrn(n—1)+n(n—1)(n—2)+~-+n(n—1)-~-3-2)
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RPN U NS NS SN B W
ST\ T - 1) o )"

n!
- - en 5
"o~ 6,)
unde
0 TRE AR S L
n = J— J— . e - J— — e
2 (n—=1)!  nl!
Dar e — 0, este eroarea dintre suma seriei Taylor asociata functiei f(z) =
(n+1)
e’ x € [0, 1], deci este restul Lagrange in z = 1, dat de R = m =
n !

i “€0,1. Dar 0 < 2* < 1 L R % ed
— . Dar x - — ———, deci
(n+ 1)V ’ - - m+1)! =~ (n+ 1)

]. 1 n—oo
—<a, < —— — 0, deci lim a, = 0. Prin trecere la limita in
e(n+1) n+1 n—00

. 9 1 - 1 .
relatia de recurenta a, = — +n - a,_1, rezult’a lim na,_; = —, deci
e e

_ . I 1
lima ! — lim M1n—1 _n—i— /e

1=1,
n—oo @, n—oo (n 4 1)ay, n 1/6

si deci raza de convergenta este R = 1. ¢) Orice sir de numere reale

{Zy}n>1 este convergent d.n.d. este sir Cauchy,

Ve > 0,3n € N*, al Vni,ng >n, |, — x| <e.

1 1
Darpentruxn:1+§+---—|—favem
n

1
(F)e = 5> 0, ai. Vn € N*, (I)n; = n—1,ny = 2n > n, cu proprietatea

1 1

44— > ¢
n+1 2n

1 1
o —

1
n 2n 2

|LL‘n2 - l‘n1| = ‘

n termeni
deci sirul nu este gir Cauchy, deci nu este convergent. Fiind gir crescator

1 1
cu termeni pozitivi, rezulta lim a, = lim (1 + 3 + -+ ) = 00, deci
n

n . 1 1
L = lim | 222 :hm‘l—l—/(nﬂ):l»
[07% Qp,
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deci R = % = 1. Distingem trei cazuri: (i) pentru x = 1, seria numerica
n

are termenul general b, = E —, si este serie divergenta deoarece lim b,, =
n
k=1

lim a,, = oo # 0, deci seria de puteri diverge; (ii) pentru z = —1, seria de
n

1
puteri devine S(—1) = Z(—l)" Z —; termenul general al acestei serii,
n

n>1 k=1
n

1
b, = (—1)" Z — produce sirul sumelor partiale, format din subsirurile
n
bay, — +00 §i b1 — —o0, deci b, #— 0, prin urmare pentru
r = —1 seria de puteri nu este convergenta;

(iii) pentru |z| < 1, folosim indicatia din enunt. Are loc egalitatea

1+1+ -|-1 " Zn:xk "=k de unde
— .« .. _— I f— 7'$ un
2 n k:lk ’
S(x)zz 1_~_1+..._~_l "t = Zﬁ . an
o 2 n N n ’

n>1 n>1 n>1
1—2" T "

Dar 2" = lim z - = iar — = —1In(1 — z), deci
Z nLoo 1—=x 1—2a’ Z n ( )’ !
n>1 n>1

zIn(l —z

suma seriei este S(z) = —1().

—x

—¢2

a) Se observa ca functia ¢(t) = t*" e~ este impard, deci pentru

x>0 avem/ t)dt =0, deci f,(x) = f.(—2), ¥z € R. Cuschimbarea

de variabild v = t?, unde t € (—oo,z|, §i apoi integrand prin parti,

obtinem
2
]- x un —Uu 1 > n_ —u
fn(:c)—m/oo >e du:—ﬂ ., ue "du
1 n —u|™ d> n—1_-u $2n6712
=5 (—u e 9624-71/3E2 u" e du) i + fo1(x),
) xQne z? ) R )
deci f,(z) = — o] + fn-1(x). b) Integrand in relatia de recurenty
n!
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1
unde a, = / fo(x), avem egalitatea a, = —b, + a,_1, unde b, =
0

_ 2
11'2”6 T
' dx.
0 2'n

Sumaénd relatiile obtinute din relatia de recurenta prin inlocuirea n —

1,2,3,..., avem

L " (o)
—a0—2/0 e -(—l—i—z ] dz.

n=0

vy . 2 . v
Se observa ca suma tinde pentru n — oo la €, deci rezulta

1 /1
lim an:ao—/ e*”cz-(—l—ke”ﬁ) dr =
0

n—oo 2

1 [ 11!
—&0—2/0 (1—6”2)dm—a0—2+2/0 e du.

S Y L [t e
ag = — te”Vdt | de = —= e " dx,
0 O' —00 2 0

deci lim a,, = ——.
n—oo 2

58. a) Fie \ o valoare proprie a matricei A si v € R3\{0} un vector

propriu asociat valorii proprii A. Atunci avem
Av =) v, A%v=A Av= N Av =\, A% = \w.
Folosind relatia din ipoteza aplicata vectorului v, obtinem
Av=Av— Nv=X e (N -Nv=0.

Dar v # 0, deci A*> — A = 0, si singurele valori proprii sunt radacinile
ecuatiei A(A2 — 1) = 0, deci X € {0, £1}.
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b) Deoarece matricea are valori proprii reale, ea este jordanizabila. Fie
C' matricea modala (diagonalizatoare) care are pe coloane coordonatele
unei baze formate din vectori proprii gi eventual vectori principali ai
matricei A.

Atunci J = C71AC are forma canonica Jordan si se observa ca
JP=(CAC™)? =CA’Ct =CAC™ = J,

deci J3 = J. Distingem trei cazuri:

(i) daca valorile proprii sunt distincte {—1, 0, 1}; atunci, acestea fiind
simple (de multiplicitate unu), matricea este diagonalizabila;

(ii) daca una dintre valorile proprii este dubla gi prin absurd A nu este
diagonalizabila, atunci J contine doua celule Jordan, una dintre acestea
avand ordinul 2; in acest caz J = D + N unde D este matrice diagonala

cu proprietatea D? = D Atunci
JP=J& (D+NP?=D+N & (3D? — I5)N = Os.

Dar matricea 3D? contine pe diagonald numerele 0 sau 3, deci (3D? — I3)
este o matrice diagonala inversabila si deci N = O3, contradictie;

(iii) daca A admite o unica valoare proprie tripla A € {£1,0}, atunci
J con’tine o singura celula Jordan; in acest caz J = D+ N unde D = A3
este matrice diagonald cu proprietatea D3 = D, iar N este o matrice
nenuld nilpotenta de ordinul trei (N3 = 0).

Atunci
J=Je (D+N)P=D+N & (3D*—I;)N +3DN? = Os.

Dar (3D% — I3) = (3X2 — 1)I3 "2 M este o matrice diagonald inversabild
si deci N = —3M'DN? unde matricea din stanga este nilpotenta de
ordin trei, iar cea din dreapta este fie nilpotenta de ordin doi (pentru
A € {#1}), fie nuld (in cazul A\ = 0), deci contradictie. In concluzie, in

toate cele trei cazuri, A este matrice diagonalizabila.
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Universitatea Gheorghe Asachi - Iasi

1. Presupunem c& f este crescitoare. Fie I un interval x, 2’ € f~1(1)
cuz < 2’5 exista deci y,y' € I cuy <y astfel ca f(z) =y, f(z') =1y
Pentru a arata c& f~1(I) este un interval, fie 2” € [x,2'], din z < 2" < 2
rezulta f(xz) < f(2”) < f(a2') si deoarece I este interval, avem f(z”) € I,
deci 2 € f71(I).

Reciproc. Presupunem ca f nu este monotona. Exista deci x1, o, cu
Ty < xo astfel ca f(x1) > f(z2) §1 x5 < x4 astfel ca f(x3) < f(x4).
Comparand cele 4 valori ale functiei se poate obtine urmatoarea conditie
echivalenta. Exista x1 < xo < x3 astfel ca f(z1) < f(x2) si f(z3) < f(xg).
Fie a = min(f(z1), f(x3)) i b = f(z2). Atunci rezulta ca f~[a, b) nu este

interval, deoarece x1,z3 € f~'{a,b), dar 2 & f~*[a,b).

2. Fie functia f : (0,00) — R, f(z) = elnz — z, care admite punctul
e punct de maxim si deoarece f(e) = 0 rezulta ca f(z) < 0,Vx > 0, deci
elnz < z. In particular, dacd z = 7 deducem ci f(m) < f(e), de unde
¢ < er.

3. a) Putem scrie

2 2006 _ 2007 1 — 27
n

Tpyr =2p(l—ap+a, — -4, —x )—mnli.
'ITL

Demonstram prin inductie ca x,, € (0,1). Din ipoteza etapa de verificare
este indeplinita. Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru n, adica
z, € (0,1). Avem

Ln

<1

xn+1§ 1+.I'
n

In mod evident rezulti Tnt1 > 0.

Aratam ca x,, este gir descrescator.

S .CC2007 _ .CC2008 —

2 3
anrl_xn:_mn—’—mn_” n n
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2007
o 14+

2005 | .2006
+a;,") =~
"1l4az,

2
—z;(l—xp+-- - — .
Observam ca x,,1—x, < 0 si deci girul este descrescator, deci convergent.

Fie [ limita sa. Inlocuind in relatia de recurenta deducem

1 — 2008
l=l—,
1+1
deci [ = 0.
b) Comparam cu seria
— 1
n=0 ne

Calculam limita raportului dintre termenii seriilor
o

(6%
lim Lo _ lim a
1 1
n—oo — n—oo —_—
n Tn

Apoi folosind teorema Stolz- Cesaro.

.o n+1—n . 1
lim —— = lim ——— =
n—00 - = n—o0 - =
Tn41 In Tn41 Tn
2008 2008
1 vl —2%) 1=z

= lim im ———— =
n—oo 1 + 72007

= lim
Tfan, n—oo 1 + 2, — 1 + 22008

n—oo 7_7;”(173;%003) —
Rezulta atunci ca
xO{

n—oeo ——
no

si seria data este convergenta daca si numai daca « > 1.
4. Observam ca girul are termeni pozitivi gi logaritmam relatia de
recurenta. Notam y, = Inx, si obtinem
Yn+2 = Ynt1 — 2yn = 0.

Rezolvand ecuatia cu recurente (cautand solutii de forma y, = a")

obtinem ecuatia (caracteristica) a* — a — 2 = 0. Deci
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Y = C12" + Cy(—1)"

Conditiile initiale devin yy = In1 = 0 §i y; = In1/2. Folosind aceste
conditii deducem

In2 In 2
Ci=——, Co=—.
1 3 3 2 3
Atunci obtinem
In2 n n
Yn = 7((—1) -2"),
iar girul x,, este
2L
Ty ( n %) =2 3

Rezulta ca sirul z,, are limita 0.

5. a) Se arata prin inductie ca sirul a, € (0,1). Daca x € (0,1) are
loc inegalitatea 2* < x + 1, de unde deducem ca a,.1 < a,. Deci girul
este convergent, iar limita este 0.

b) Folosim criteriul raportului
a 29 —1
lim —* = lim

n—oo (A n—oo A,

=In2<1,
deci seria este convergenta.

6. Scriem sub forma matriceala

Tn . 2/5 3/5 Tp—1
yn |\ 4/5 1/5 Yno1 |

1 0

Matricea A admite forma diagonala D =
0 —2/5

) unde matricea

1 3

de schimbare de baza este C = ( ) A

). Are loc CDC~! = A si
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4

A" = CD"C', unde C' = —1/7( _1 -3 ) Efectuénd calculele

avel

x, =1/7(4a+ 3b+ 3(a — b)(—2/5)") .

Yo = 1/7 (da + 3b — 4(a — b)(—2/5)")

Din conditia ca seriile sunt convergente, urmeaza in mod necesar ca 4a +
3b = 0 si calculand suma seriilor geometrice se constata ca raportul cerut
este -3/4.

7. a) Are loc descompunerea termenului general

1—k 13 N 2
k3 +6k2+11k+6 k+1 k+2 k+3

1
de unde rezulta ca girul este convergent la rt

8. Are loc urmatoare majorare, daca folosim inegalitatea mediilor

1
4 4 ——
Vva,  [ay < + n2a
ne  \/ n2 = 2
Folosind criteriul comparatiei si observand ca pentru o > 1/2 seria ar-

monica generalizata converge, rezulta afirmatia dorita.

9. Pentru a € R fixat functia |z — a| este convexa. Daca fixam
T, X3, -+, Tp, functia este o suma de functii convexe, deci convexa (in
x1). Valoarea maxima se atinge atunci in extremitati adica {0, 1}. Analog
z; € {0,1}. Presupunem ca p numere sunt 0 i n — p sunt 1. Suma este

. . c A n
p(n — p) si ca functie de p are maxim in p = 5
2
o o . . oo n
Daca n este numar par, atunci p € N si are valoarea maxima —.
o o . . A n+1l .
Daca n este numéar impar functia are maxim in p = —— acesta

; n?—1
este .
4
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10. Din f”(0) = a # 0 rezulta ca f’ este strict monotona intr-o
vecinatate a originii si f'(z) # 0, daca * # 0. Din f'(x) # 0 rezulta
analog ca f(z) # 0 dacd x # 0 si deci fractia este corect definita. Daca
x # 0 functia g este

(f)? —2ff"
9(x) = S
20"V F
Din formula lui Taylor aplicatd functiilor f, f/, f” deducem dezvoltarile
limitate

fla) = ng + gx3 +o(a®)

f(z) =azx + gasQ + o(z?)
f"(x) =a+bx+o(x)
unde o(f) este functia h (definitd intr—o vecinatate a lui 0), care are
proprietatea ca 91012% ﬁi) =
Inlocuim in expresia lui g:

(az + 22% + o(2?))? — 2(%2% + 223 + o(2?))(a + bx + o(x))
2(ax + Sa% + 0(952))2\/%:162 + 223 + o(a?)

g(z) =

care dupa efectuarea calculelor devine

—%ax3 + o(z?)

202|z|(a + Lo + o(2))%4 /% + Lz + o(x)

lim g(x) = V2 lim g(x) = V2
A 6ar/a’ a0 T 6a/a

—\/§b
3ar/a

11. Daca x = a sau x = b relatia este evidenta.

Deducem ca

iar saltul este

176



Definim functia b : [a,b] = R

Functia h este continua pe [a, b], derivabila pentru x € (a,b) iar

) = =W =GR Iy, ¢ o

Deci pentru orice z € (a, b) exista & € (x,b) astfel ca

h(z) = h(b) = h'(&)(z = b)  (x).

Aplicam dezvoltarea functiei f in y € (a,b) cu rest Lgrange exista

& € (a,y) astfel ca

@) = 1) + = )7 )+ S ).

Fie z € (a,b) si & € (x,b) care verifica (?77). Fie & € (a,&;) ales
pentru y = &;. Astfel avem

f@)—f(a f(b)—f(a)
h(z) — h(b) @ _ 18-

W& = r—b E— r—b -
(f(z) = f(a) = L9190 (3 — q)
(x —a)(z —b) ’

Dar, daca folosim (*)

(& —a)f'(&) = (f(&) — fla) _ ["(&)
(&1 —a) 2

de unde deducem afirmatia problemei.

h/(fl) =

12. a) Din definitie, rezulta ca orice sir din multimea S are propri-
n

etatea 0 < x; < 1; deci are loc 0 < 27 < zy, de unde lirf in <
k

T—1+00
=1
n
lim g Tk
T—+00
k=1
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b) Fie a € (0,1) astfel si sirul x;, = (1 — a)a*"! apartine multimii S.

= 1 —a)? 1—
Atunci ; ri = (1 — Zg . Pentru o € (0, 1), punand conditia oo = T Z,

rezulta ca alegdnd a = obtinem girul cautat.

13. Observam ca daca luam ¢t = 0 in conditia din definitie, avem

f(0) = 0.

a) Calculam derivata functiei cu definitia

f’(x) — 1lim flx+1t)— f(x) — lim e” f(t) Jretf<l‘) — f(x)

t—0 t t—0 t

Aplicand ’Hopital, limita anteriora este
e f'(0) + f(z) =€ + f(a).

b) Derivata functiei g rezulta imediat 0 si cum g(0) = f(0) = 0
deducem ca g(z) =0, Vz € R.
c¢) Din afirmatia precedenta rezulta f(x) = ze®.

14. a) Aplicam teorema lui Lagrange pe intervalul [n, n+ 1] si rezulta
ci existd £ € (n,n+ 1) astfel ca F(n+1) — F(n) = F'(€) > F'(n) = ¢
b) Folosim inegalitatea precedenta si avem
Fn+1)—F(n) > e”
F(n)—F(n—1) > eV’

F(1) - F(0) > 1

de unde dupa sumare deducem afirmatia.

c¢) Aplicam regula lui 'Hopital gi avem

flx) I 2xe”

r——+00 mF(JJ) - r—+00 F(ZL‘) + IL‘Gw2

2

Y

F(z) _o

deoarece lim
r—+o00 ret
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d) Aplicand succesiv regula lui I'Hopital limitei

L F(z)InF
lim ln(F(LT))ff(( 7 = lim F(z)In F(z)

Tr—-+00 r—+00 :Ef (QL‘)

1
se obtine limita 7

15. Din inegalitatea mediilor obtinem ca 5n—4 > n? de unde deducem
can € {1,2,3,4}. Analizand cele 4 cazuri obtinem

n=1 p=1

n=3, (p1,p2,p3) = (2,3,6) si toate permutarile.

n=4, (p1,p2,p3;pa) = (4,4,4,4)

1 1
16. Pentru a = 1 avem din ipoteza 7 < VT deci b > —. Deoarece b

VT

2
este numar intreg, rezulta b > 1. Conditia ce trebuie aratata este 7 < VT,

care revine la inegalitatea evidenta b > 1 > W

a’>+1
a

Presupunem ca a > 1. Trebuie aratat ca < /7b. Prin ridicare

la patrat relatia este echivalenta cu
1
2 2
a +2+§<7b. (%)
Din ipoteza a? < 7b?, iar a® € Z, rezulta cd a® + 1 poate fi cel mult 7b%.
Daca a? + 1 < 7b%, atunci a? + 2 poate fi cel mult 7b%. Aratdm ci
a?+1# T2, a®+2# 70 (%)

Daci a = Tk +r, r € {0,41,+2,4+3} atunci 72 € {-3,0,1,2} i se
observa ci a® + 1 si a®> + 2 nu au restul 0.

Deoarece am demonstrat (**) urmeaza ci a? + 2 < 7b? si prin

adaugarea numarului subunitar — inegalitatea se pastreaza. Deci (*)
a

este adevarata.
17. Fie M multimea celor 10 numere. Fie
s:P*(M)=P\{0} - N, s(A)= suma elementelor lui A.
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Se observa ca suma ia valori in multimea [0, 1000] N IN. Pe de alta parte

P*(M) are 2'° — 1 = 1023 elemente; deci s nu este injectiva.

18. Vom folosi succesiv cunoscuta inegalitate a?+b?+c? > ab+ac+bc

si obtinem
P04y 20> (o) + (2 () 2 (aye) (4 2 ) >
> (2y2)'((y2)” + (y2)* + (2y)?) = (2y2)°(z +y + 2).
19. Daca adunam si scadem relatiile obtinem
g =g+ 103622/2 + 5y4
3 = 5zt + 102%° + y*.

Daca inmul{im prima ecuatie cu x a doua cu y §i adunam apoi scadem
relatiile deducem
{ 3=(x+y)

l=(z—y)°

de unde solutia este

= (V31 y=3(B-1)

20. Vom arata ca polinomul p este de grad 1. Observam ca polinomul
p are proprietatile:

p nu poate fi un polinom constant: daca p(x) = ¢, Vo € C atunci pe
de o parte p(0) = ¢ implica ¢ € R; pe de alta parte p(i) = ¢ € R ar
conduce la 7 € R, ceea ce duce la o contradictie.

Aratam mai intai ca p are toate radacinile reale: intr-adevar daca

a € C este o radacina, p(a) = 0 € R si ipoteza implica o € R. Astfel

p() = a, [ [ (o — )



cuzg € R. Fiex € R\ {x1,29,...,2,}; prin ipoteza p(x) € R. Ceilalti
factori fiind nenuli, urmeaza a,, € R. Adica p are toti coeficientii reali.

Presupunem a,, > 0. Daca p ar fi de grad par, atunci wgrinoop(x) =
+o00. Urmeaza ca m = inf{p(x)|z € R} > —oo. Consideram polinomul
q(z) = p(x) — m + 1. Polinomul ¢ satisface si el ipoteza ¢(z) € R daca
si numai daca x € R. Dar ¢ nu are nici o radacina reala i se obtine o
contradictie.

Sa analizam cazul p este de grad impar. Avem lim p(z) = +o00. Notand
M = sup{p(z)|x € R} < 400, urmeaza ca polinomul ¢(x) = p(x)—M —1

are exact o radacina reala. Deci ¢ este de grad 1 i la fel va fi p.

21. Se observa ca

A=al, + [GE,,
or dach seri 1 1 n —o bt
lar dacCa ScCriem = — — OoDtllnem
B+a B Bla+p)
— 1
B=—+—/—1I,4+-F,.
Bla+ ) 3

Calculam determinantul lui A prin transformari elementare si avem

det(A) = (—=1)""(a + nB)a™ 1.

Inlocuind « cu ﬁ(a_ij-éﬁ) si B cu ; obtinem
det(B o'

Deci A este inversabila daca si numai daca «a #£ 0 si a + Sn # 0. B este

inversabila daca gi numai daca o # 0 si (n — 1) + fn # 0.
22. Aplicand determinantul obtinem

det(AB) # 0.
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Presupunem ca det(B) # 0 si deducem
I, — BA= B(I, — AB)B.

Rezulta
det(I,, — BA) = det Bdet(I,, — AB)det B~' =

= det(l, — AB) = det(21,,) = 2".

23. Din inegalitatea mediilor deducem

T+ T, Z2NYT ... Ty

si

Prin inmultire, gasim prima afirmatie.

Pentru a doua, fie a; = s — x;. Rezulta

Zai =(n—1)s.

Urmeaza sa aplicam prima inegalitate pentru numerele a; si obtinem

- (1 1) )
Zai —+--+—2n
i=1 a1 On

de unde deducem imediat

_|_

1 1
(n—l)s( +-- >Zn2
5— 1 s — 1y,

24. Presupunem ca matricea A este inversabila si amplificim prima

relatie cu A™! la stanga si cu A la deapta. Obtinem
BA=AT'B%A3 4+ I,,.
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Dar daca folosim si a doua relatie obtinem
BA=—-A"'B°+1,.
Pentru a demonstra relatia din enunt, este suficient sa aratam ca
—A7'B® = A?B?.

Aceasta rezulta adevarata daca o amplificam la dreapta cu A si folosim

a doua relatie din enunt,.

25. a) Afirmatia rezulta prin inductie. Pentru k& = 1 este definitia.
Apoi

AB* — B*'A = (AB — BA)B" + B(AB* — B*A) =
=CB"+kBB"'C = CB* + kB*C = (1 + k)B*C.
b) Din punctul a), rezulta ca pentru orice polinom ¢ are loc
Aq(B) — q(B)A = ¢ (B)C. (1)

unde ¢’ este derivata polinomului. Dacd in particular luam polinomul
caracteristic, p si folosim p(B) = 0 rezulta O, = Ap(B) — p(B)A =
P (B)C de unde

O, =p'(B)C. (2)

Aplicdm 1 pentru p’ si avem
Ap'(B) —p/(B)A=p"(B)C

de unde prin inmultire prin C' si folosind relatia 2 deducem O, =
p"(B)C?. Prin inductie deducem

pM(B)C" = Oy,
de unde obtinem, in particular, relatia n!C™ = O,
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26. a) Scriem relatia din enunt sub forma
AB —-2A—-3B+61, =61,
care este echivalenta cu
(A—3I,)(B—21,) =6I,.
Daca aplicam determinantul peste produs obtinem
det(A — 31,,) det(B — 21,,) = 6".

Rezulta ca matricele A — 31, si B — 21, au determinantul nenul, deci au
rangul n.

b) Scriind relatia din enunt sub forma
(A—-3I1,)B=2A

deducem
det(A — 31,,) det(B) = det(2A4) = 2" det(A).

Din
rangA = rang((A — 31,,) B) < min(rang(A — 31,,), rangB) = rang(B)
rezulta rang(A) < rang(B). Analog din
A(B —21,) = 3B
deducem
rang(B) < min(rang(A), rang(B — 21,,)) = rang(A).

27. a) Din relatia 2 = rang(AB) < min{rang(A),rang(B)} si din

faptul ca rang(A) < 2,rang(B) < 2, deducem ca rang(A) = rang(B) = 2.
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b) Fie A valoare proprie a matricei BA, corespunzatoare vectorului

propriu z # 0. Atunci are loc
BAx = \z. (3)

Deoarece rang(A) = 2 si @ # 0, rezultd ci Az # 0. Inmultim * cu
matricea A si obtinem A(BAz) = AAx, deci \ este valoare proprie pentru
AB.

Matricea BA are valorile proprii 5437, deci acestea sunt valori proprii
si pentru AB; deoarece rang(A) = 2, deducem ca A = 0 este de asemenea

valoare proprie pentru AB, cu ordinul de multiplicitate 2.

28. a) A simetricdi = A diagonalizabila = 3 o baza ortonormata

(v1,v9,...,v,) formata din vectori proprii ai matricei A. Atunci

n

VxER”:x:Z<CC,Ui>Ui7

i=1

Ar = A (i T, v;) 1) i (x,v;) Av; = i (@, v;) N,
i=1 i=1

=1

2T Az = (x, Ax) Z/\ 7, v 2 v = zn:/\i<x’vi>2

)\12 x,U;) <Z/\ T, v;) <)\va1
=1

Dar Z (z,v;)* = ||z]|*, de unde rezults ca

i=1
M |z))? < (@, Az) < A, |||, Vo € R™

b) Forma patraticd «7 (ATA) z = |Az|* > 0, deci toate autovalorile
A; sunt > 0. La fel, toate autovalorile u; sunt > 0. In plus, avem si

inegalitatile
Mlzll® < lAzl* < Aallzll*s g fll* < || Bll* < pa ll2]|*, Var € R
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Fie v un vector propriu pentru AB, corespunzator autovalorii reale p,
adica (AB)v = pv, v # . Avem

I(AB) v||* = [ A(Bv)|* < Au [ Boll” < Augea J0lI”

care implica p2 ||[v]|*> < Aupn [|0]|7, deci p? < Apjin. Aseméanitor, se giiseste
si inegalitatea A\;pu; < p2.

c¢) Intradevar, in acest caz AB este simetrica, deci are toate autoval-

orile p; reale, ATA = A% BT B = B?, cu valorile proprii A?, u2, i = 1,n.
Dar \; si 5, ¢ = 1,7 nu mai sunt, in general, numerotate in ordinea

crescatoare. Putem scrie si altfel

(min [Aif) (min []) < |p;| < (max|A]) (max |pa]), 5 =1, n.

29. a) Se stie ca daca P este polinomul caracteristic este
P(\) = det(X — M) = A? — tr(X)\ + det(X)
si P(—1) = P(—1) revine la tr(X) = 0.
b) Din conditia det(A%Y 4+ ) = det(4%"'° — I,) si punctul

a), deducem tr(A?°1%) = 0, iar din teorema Cayley Hamilton avem
A2 = —det(A)l, si A*0 = —det'"(A)l,. Urmeaza tr(A210)
—2det'"(A) = 0, de unde det(A) =0 si A2 = O,.

30. a) Prin adunarea tuturor liniilor la prima, deducem
PA)=0B+a—-N1—-a—-N\—(a—1)%.

b) Daca a = —1 gasim faptul cd A = 2 este radacina cu ordinul
de multiplicitate 3, iar cealalta radacina este A = —2. Spatiul vectorilor
proprii corespunzator valorii propriid = —2 este {(a+03, «, 3,7), o, 3,7 €
R}.

31. a) Se observa ca transformarea liniara duce o matrice oarecare
intr-una simetrica, deci nu poate fi surjectiva si cum spatiul este de di-

mensiune finita, rezultd ca nu poate fi nici injectiva.
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b) Matricea in baza data este

[N BN V)
O = = O
SO = = O
N OO O

¢) Valorile proprii sunt A = 2, cu ordinul de multiplicitate 3 gi A = 0.
Pentru A = 2 valorile proprii sunt {(«, 3, 3,7),a, 5,7 € R}, iar pentru
A = 0, valorile proprii sunt {(0,3, —3,0),«, 3,7 € R}.

d) Se poate arata prin inductie ca puterea n a matricei M este

20 0 0
0 20t 277t 0
0 2n71 2n71 0
0 0 0o 2

M" =

32. Un punct A € (P) are forma A(«, 3, —f), «,5 € R, iar B € (D)
este de forma B(vy,y— 1,1 —~), 7 € R. Vectorul AB este de forma

AB=(y—a)i +(y=B-17 +0—7+8)k.

Din ipoteza rezulta

y—a =2
y—B-1=-1
l—v+p8=1

Sistemul compatibil nedeterminat are solutia « = v — 2,6 = ~; deci
punctul A are coordonatele A(y — 2,7, —7). Locul geometric cerut este
dreapta

r+2 y z
11

33. Fie a, numarul maxim de puncte cu proprietatea din enung si fie

M, = {Ay, Ay, ..., A,, } punctele corespunzatoare. Notam sfera unitate
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Sn—1 = {(x1, 22, ..., 2,)| Zazi = 1.}. Daca X,Y € S,_4, din conditia

k=1
n

d(X,)Y) = Z(:ck —y)? > 2, deducem ca Zxkyk < 0.(**)

k=1 k=1
Daca X = A;(—1,0,...,0) este unul dintre puncte, pentru orice Y €

Sn—1, din conditia (**) deducem c& y; > 0. Fie X,Y € M, \ {A}, de
forma X = (x1,Ta,...,%y), Y = (y1,Y9,---,7,); din 77 §1 faptul ca

x1 > 0, y1 > 0 rezulta z1y; + Zxkyk < 0. Obtinem deci Zxkyk <0
k=2 k=2

. - Tk / f/c
gi de asemenea Zx%y; < 0,unde 7}, = ——, Y, = ——.
o V2o (T)? V2o(U)?
Urmeaza ca (xh,...,20), (Ya, - .- Yn_1) € Sn—2. Deducem ca a,, < 1+a,_q
si deoarece a; = 2 rezulta ca a, < 1+n. Aratam ca a, = n+1, construind
o multime de n + 1 elemente care satisface conditia problemei. Acestea

sunt

1
A]:(—1;07...7O)7A2: (n,_01,0,..-,0>

1 1
A3: <7 7017_02707"'7())
nn—1

1 1 1
Ay =1 —, , ,—c3,0,...,0]) ...
4 <n n—lc1 n—ZCQ € >

1 1 1 1
An,1 = (, C1, Co, Cg,...,—Cng,())

nn—1 " "n—2"n-3

A 1 1 1 1 1
n— | C1, C2, €3,y 5Cn—2, —Cn—
nn—1"n-2%"n-3"° 9 2 !

1 1 1 1 1
AnJrl = (7 C1, Ca, C3,..., 7Cn—2, Cnl)

nn—1 " "n—2"n-3 2

unde

1 1
Ck:\/(1+)(1—),k:l,...,n—l.
n
Din relatiile
1 n 1
- —C 5 — C _ —
nz  (n+1)2" (n—Fk2"% n—k4+1"%!




si

P S I N S S
I I cee C C =
n2  (n+1)2" (n—k)2* "+
n 1 n
deducem Zxkyk =——<0gi in = 1. Distanta dintre oricare din
n
k=1 k=1

/ 1
aceste puncte este V21/1+ — > /2.
n
Observam ca pentru n = 2 punctele formeaza un triunghi echilateral,

iar pentru n = 3 un tetraedru regulat.

34. Notam n numarul de cercuri, cu r; respectiv d; raza respectiv

diametrul cercului 7. Din ipoteza avem conditia

SIZQTFTiIWZdi

unde d; este un diametru, care evident este mai mic decat 1. Rezulta ca
8 < nmw

deci n > 3, iar Y d; > 22,5. Dacd doua dintre cercuri sunt secante,
rezulta ca unind de exemplu mijlocul coardei comune cu centrul celui de
al treilea cerc, avem o directie si totodata o infinitate de drepte paralele
cu ea, care intersecteaza cele 3 cercuri.

Cazul cel mai general este al cercurilor care nu au puncte comune.
Deoarece suma diametrelor este mai mare decat 2 proiectand diametrele
pe o latura a patratului acoperim de doua ori latura, iar restul diametrelor
se proiecteaza pe segmente ce se vor suprapune peste segmentele din cele
doua giruri anterioare. Deci exista cel putin 3 diametre ale caror proiectii

se suprapun si care dau solutia problemei.

35. Folosind teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic format
cu centrul cercului dat si jumatatea coardei, rezulta ca centrul cercului

concentric este de v/10. Atunci aria coroanei circulare este 9.
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Universitatea Tehnica de Constructii

Bucuresti
1. a) Deoarece avem 2/ = 1 — ch? t —sh®t = —2 sh’t, 3/ =2sh t;
2" = —4shtcht, y” =2cht, seobtine imediat raza de curbura in M

! / § B
[(2)2+ (¥)%*  (4sh' + 4sh%): 2 ch [sht|
= = C S .
lz"y" — 2"y 4 chtsh®t

R =

b) Ecuatia tangentei in M la curba este:

r —t + shtcht y — 2cht
—2 sh’t ~ 2sht

)

iar ecuatia normalei in M
(x —t+shtcht)(—2sh’)+(y—2cht)2sht=0.

¢) Pentru y = 0 in cele doud ecuatii de mai sus, se obtin punctele

T (t+shtcht,0), respectiv N (t —shtcht— 2%, 0) §i prin urmare

avemn: 9
— ., n2¢

HMTH —2 ¥ i HMNH g &

| sht]

—) . v . v
Cum HM CH = R relatia ceruta este verificata.

. t .
2. Deoarece avem =’ =1 — cost, y =sint, 2/ = 2 cos 5 5e obtine

imediat elementul de arc

d t
@ _ \/1 — 2cost 4 cos?t + sin®t + 4 cos? — = 2.
dt 5
; = | a7
Notand cu M = 7'(t) un punct curent al curbei (C) avem o
s

—
1dr»" . .
———gi prin urmare:

2 dt
d27"_1d27“_1 int. cost Lt
7 Tl dE 1 sint, cost, 51112 )
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Daca N este punctul corespunzator lui M de pe noua curba vom avea:
MN =4k 7', unde k este curbura curbei (C) in punctul M iar 7 este
versorul normalei principale in M.

In continuare vom nota prin 7 vectorul de pozitie al punctului N si

utilizand prima formula a lui Frenet se obtine:

= 7 ot
pt)= T(t)+4 F t,1,351n§ .
Asadar, noua curba este situata in planul de ecuatie: y = 1, care este

chiar planul osculator in orice punct al sa wu.

3. a) Inlocuind z = 4 — y in prima ecuatie a curbei (C) se obtine:
22 + 2(y — 2)? = 8 i prin urmare se poate folosi, pentru ¢t € [0, 27],
parametrizarea
x =22 cos t
y=2+2sint

z=2—2sin t

b) Pentru punctul M (0,4,0) se obtine t = g si cum avem:

' =—2V2 sin t 2’ = —2v2 cos t x=2v2 sin ¢
yl:2cost ) y”:—QSint , y=—2cost ,
2= -2 cos t 2" =2 sin t z=2 cos t

ecuatiile tangentei la (C) in punctul M sunt de forma: y = 4, z = 0.

Ecuatia planului osculator in M este:

x y—4 z
-2v2 0 0]=0
0 -2 2

adica y+ z = 4. Prin urmare ecuatiile binormalei la curba (C) in punctul

Msunt: z =0,y — z=4.
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¢) Deoarece A = 0, B = C' = 41/2 se obtine imediat curbura in M
Vv32+32 8 1
(8)2 16v2  2v2

, lar torsiunea in M este

-2/2 0 0
T=— — = 0.
il 0 2 2 0
22 0 0

Curba C este de fapt un cerc in spatiu, cu raza 2v/2 si torsiunea nul.

— —
4. a) Vomnota?zcu?—l—ag?—&-agk,?:017+027+62k si

— - - = . A . o .
v =x1t +yj + zk;tinand seama de ipoteza se obtine:

. —
pentru orice v € Vi,

b) Pentru a determina matricea asociata lui 7' in raport cu baza
P e
canonica { i, j, k} vom calcula

—
T(i)=(cosa—ajcy,—ascy, —ascy),

) = (—ajca, cosa — agcy, —ascs),
) = (—ayc3, —ascs, cos a — azcs);

atunci ecuatia caracteristica atasata lui T este

cosa — aic; — A —a1Cy —@1C3 — G1Cy
—a9Cy COS Qv — Ay — A —ayC3 =0.
—asCy —a3Csy cosSa — a3Cz — A
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Tinand seama cd ajc; + agcy + azcz3 = cosa se obtine in final:
A3 — 2 XNcosa + A cos?a = 0; asadar valorile proprii ale lui 7' sunt
A =0, Ag = A3 =cosa.

Pentru a gasi subspatiul propriu asociat lui A = 0 trebuie rezolvat

sistemul urmator:

(cosa — arcy) © —ajcy y —ayca 2 =10
—agc) T+ (cosa — agey) y —ages 2z =0

—azc; x —azes y + (cosa — ages) 2z =0;

pentru cos a # 0 se obtine, de exemplu

V—{yﬁ) |y €R, agsé()}
a2

IR . . e —
adica o multime de vectori coliniari cu « .
Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A = cosa este de

forma
C1T + C2y

U:{(x,y,— )ycﬁéo}.

¢) Pentru o = (2k + 1)%)]@ € Z valorile proprii ale lui 7 sunt
A =X =X3=0 gicum dimU = 2 rezulta ca transformarea liniara T'
nu este diagonalizabila.
5. a) Ecuatia caracteristica atagata este
1—X 0 0
0 1-X 0 0
0 0o 1-X =2
1 0 -2 5=
sau A (A —6)(A — 1)> = 0 ; atunci valorile proprii ale lui 7' sunt
Al = X =1, A3 = 0, \y = 6. Pentru a determina subspatiul propriu

asociat lui A = 1 trebuie rezolvat sistemul
t=20
r—22=0
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si se obtine V' = {(2 z,y,2,0) | ,y € R}. Subspatiul propriu asociat lui
A =0 este {(— 2,0,2z,z) |r € R}, iar cel corespunzator valorii proprii
A =06 este de forma {(z,0,-2z,52)| x € R}.

b) Deoarece A = 1 este radacina dubla a polinomului caracteris-
tic atagat lui T gi dimV = 2 rezult a ca transformarea liniara T este

diagonalizabila; forma diagonala ceruta este

1000

1
D_ 0 0 0
0 00O
000G

Vom alege in subspatiile proprii determinate mai sus urmatorii vectori

ortogonali doi cate doi:
U1 = (2a Oa 17 O)v Vg = (07 1707 O)a U3 = (_17 Oa 27 ]-)a Vg = (17 0; _2a 5)7

dupa normarea lor se obtine baza ortonormata cautata

1
7(27 07 17 0)7 (07 17 07 O) 7<_17 07 27 1)

1 1
{\/5 V6 ' V30

¢) Folosind formula:

@Qﬂjﬁ.

D=C'tAC

unde

20 -1 1

1
c_ 0 0

1 0 -2

0 0 1 5
obtinem:

1 00 0

AQOOQ _ C O 1 O 0 Cfl
0 0O 0
O 0 O 62002
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6. a) Daca M (a,b,c) € A atunci

a?+ b =c?
a?+ b+ (c—2)2=3
Ecuatiile dreptei determinate de originea O si de punctul M (a,b,c)

sunt
r Yy =z

a b ¢

Putem presupune ca a # 0. cazul a = 0 se trateaza separat. Introducand
bx cx A y 2 12 2 :

y = —, 2 = — in a doua relatie si tinand seama ca a~+ b~ = ¢” se obtine
a a

ecuatia:
2¢2 c
—23:2 —4-2+1=0
a a

a(2 +/2) b(2++2) . 2++2

cu solutiile x = ;atunci y = e $E=—5 adica
c c
ceea ce trebuia demonstrat.
2442
b) Cele doua cercuri sunt situate in planele de ecuatii z = 2\[;
2 2 2—42
centrele lor sunt punctele C1(0, 0, +2\[) si C5(0,0, 2\[), iar razele
22

2
, respectiv Ry = 5

7.a) Pentru a utiliza metoda transformarilor ortogonale se considera

sunt Ry =

matricea asociata formei patratice Qin raport cu baza canonica a lui R*

S = O
_ o O O

0
0
1
0

o O O =

0

atunci ecuatia caracteristica atasata este:

-2 1 0 0
1 =X 0 0

=0
0 0 =X 1

0O 0 1 =X
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adica M —2X? + 1 = (A2 — 1)2 = 0. Solutiile ei sunt \; = Ay = 1,

A3 = Ay = —1 si deci obtinem urmatoarea forma canonica a lui Q:

unde X = 2'vy + y'vy + Z'vg + w'vy, iar {v1, ve, v3,v4} este baza ceruta.
Subspatiul propriu asociat lui A = 1 este {(z,z, z, z)}, iar cel core-
spunzator lui A = —1 este {(x, —x, z, —2)}; atunci se pot alege vectorii
v; = (1,1,0,0), va = (0,0,1,1), v3 = (1,—1,0,0), vy = (0,0,1,—1) care
formeaza baza ortogonala ceruta.
Altd metoda. Pentru a reduce forma péatraticad () la forma canonica

vom folosi metoda lui Gauss si anume notand:
r=a+b y=a—-5b, z=c+d, u=c—d

rezultd Q =2a?2—-2b%2+2c?-2d2%

b) Se obtine imediat v = (1,1,1,1) = vy + vs.

¢) Deoarece F' este pozitiv definita avem F(z+ Ay, z+Ay) > 0 pentru
orice x, y € V i orice A € R; dar

F(x+ My, o+ \y) = F(x,2) + 20F(x,y) + N F(y,y)
deoarece forma biliniara F' este simetrica. Prin urmare avem
NF(y,y) + 2\F(x,y) + F(z,r) > 0 pentru orice A € R;
de unde rezulta ca discriminantul trinomului precedent este:

(F(z,9))* — F(x,2)F(y,y) < 0 pentru orice x,y € V.

8. a) Sistemul omogen este

r+y=0
z4+w=0
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si atunci avem:
S={(z,—z,z,—2)|r,z€ R

Se obtine imediat atat o baza ortonormata a lui S:

(0,0,1, —1)}

1 1

{\/5(1,—1,070)7 NG

cat si complementul sdu ortogonal S care este de forma
SL = {($,$,Z,Z) ’ T,z € R

b) Deoarece nucleul lui T este tocmai subspatiul S din R* avem ci
def ' = dim Ker T = 2 si deci T nu este izomorfism. Pe de alta parte,

vom aplica teorema rang-defect pentru a calcula
rang T = dimR* —def T =4 -2 =2.

c¢) Ecuatia caracteristica atasata este

1—A 1 0
1 1-X2 0
=0,
0 0 1—2A
0 0 1 1—2A

adicd A\2(\ — 2)? = 0, iar solutiile ei (valorile proprii ale lui T') sunt:
AM=X=0,A3=N\=2.

Atunci subspatiul propriu asociat lui A = 0 este chiar S, iar subspatiul
propriu corespunzator valorii proprii A = 2 este tocmai S*.

Cum A =0 g1 A = 2 sunt radacini duble ale polinomului caracteristic
atasat lui 7', iar dim S = dim S+ = 2 rezulta ci transformarea liniara T

este diagonalizabila; forma diagonala ceruta este

0

o O O
o O o O
S NN O O
OO O
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9. a) Baza ceruta este B = {1, cosz, sinz } sideci dimg V = 3.

b) Deoarece avem
T (1) =cosz+sinx, T (cosz) =1+sinz, T (sinz) =1+sinz

matricea asociata lui 1" in raport cu baza B este de forma:

A=

_ —= O
_ o
S ==

¢) Avem urméatoarea ecuatie caracteristica atagata:

-2 1 1
1 =X 1 |=0,
1 1 =X

adicd A* — 3\ — 2 = 0; solutiile acestei ecuatii (i.e. valorile proprii ale lui
T) sunt /\1 = )\2 = —1, )\3 = 2.

Subspatiul propriu asociat lui A = —1 este de forma
Uy={a+bcosz—(a+b)sinz|abeR

iar cel corespunzator valorii proprii A = 2 este Uy = { a + acosz +
asinz|a € R

Deoarece matricea A este simetrica rezulta ca transformarea liniara
T este diagonalizabila; pentru a determina baza ortonormata ceruta se
alege intai din subspatiul U, functia 1 + cosx + sinz si dupa normarea

1
in raport cu produsul scalar dat se obtine v; = 2—(1 + cosx + sin z).
™

In subspatiul propriu U; vom alege functiile g = cosx — sinz, h =
1+ cosx — 2sin x si utilizand procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt
avem

f=14cosx —2sinz + A(cosz — sinz);

3
din conditia (f, g) = 0 se obtine A = —3 sideci k =2f = 2—cosz—sin x.
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Dupéa normarea functiilor ¢ si k£ in raport cu produsul scalar dat avem

1
(cosz —sinx), vg = (2 —cosx —sinx).

1
V2w V107

Vg =

10. a) Ecuatia caracteristica atagata matricei A este de forma:

1—-A 1 0
1 1-X 0 =0,
0 0 -A

adicd A3 — 4\ — 4\ = 0; solutiile acestei ecuatii (i.e. valorile proprii ale
lui A) sunt Al = O, A2 = )\3 = 2.
Subspatiul propriu asociat lui A\ = 0 este V = {(z, —x,0)}, iar cel

corespunzator valorii proprii A = 2 este de forma U : {(x,z, z) |2,z € R}

b) Cum A = 2 este radacina dubla a polinomului caracteristic atagat
lui A ¢i dimU = 2 rezultd ca matricea A este diagonalizabila.

In subspatiile proprii de mai sus se pot alege urmatorii vectori ortog-
onali doi cate doi: (1,—1,0), (1,1,0), (0,0,1), iar dupa normarea lor se

obtine matricea ortogonala ceruta gi anume

R
V2 V2
Sy
V2 V2
0 0 1

c) Forma patratica g este definita astfel:
9(z,y,2) = a® +y* +22° + 20y = (z +y)* +22°

si deci este pozitiv definita; forma canonicéa a lui g, obtinuta prin metoda

transformarilor ortogonale, este g = 2X? + 2Y2.
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11. a) Cum matricea asociata lui 7' in raport cu baza canonica a lui
R? este

se obtine urmatoarea ecuatie caracteristica:

1—2A 1 1
1 1—A 1 =0,
1 1 1—A

adicd A3 — 3\2 = 0. Solutiile acestei ecuatii (i.e. valorile proprii ale lui
T) sunt: A\; = Ay = 0, A3 = 3; subspatiul propriu corespunzator valorii
proprii A = 3 este {(x,z,x)}, iar cel asociat lui A = 0 este {(z,y, —x —
y)lz,y € R}.

b) Deoarece transformarea liniara 7' este simetrica ea este diagonal-
izabila.

In cele doua subspatii proprii determinate anterior se pot alege

urmatorii vectori ortogonali doi cate doi:
v = (1,1,1), vy = (1,0, —1), v3 = (1,—2,1);

dupa normarea lor se obtine baza ortonormata ceruta

1 1 1
{\/3(1,1,1), 5(1,0,—1), \@(17—271)}.

c¢) Pentru ca matricea

14+m 1 1
1 14+m 1
1 1 14+m

sa fie pozitiv definita este necesar gi suficient ca urmatorii determinanti:

14+m 1

A1:1+m,A2:
1 14+m

=m?4+2m, Az = det A = m?*(m+3)
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sa fie pozitivi; se obtin conditiile: m > —1, m € (—o0, —2) U (0, +00) si
respectiv m > —3, de unde rezulta in final m > 0.

12. a) Vom scrie intai ecuatiile dreptei care trece prin M (a,b,c) si
este perpendiculara pe planul (P)z —a = y — b = z — ¢; coordonatele
proiectiei punctului M pe planul (P) se obtin din sistemul:

r—a=y—b=z—c
rT+y+z2=0

20 —b—c —a+2b—c —a—b+2¢c
r=———— Yy= =, =\
3 3 3
Deci expresia lui T este
2a—b—c —a +2b —¢c —a — b + 2¢
3 ’ 3 ’ 3

§i anume:

T(a,b,c) = (
si se verifica imediat ca este o transformare liniara (exercitiu util pentru
cititor).

b) Deoarece matricea asociata lui 7' in raport cu baza canonica a lui
R3 este de forma

2 1 1
3 3 3
A |12 1|
3 3 3
1 1 2
3 3 3

adicd A* — 6 A\? + 9\ = 0. Solutiile acestei ecuatii (valorile proprii ale lui

T) sunt: A\; = 0, Ay = A3 = 3; subspatiul propriu corespunzator valorii
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proprii A = 0 este {(x,z,x)}, iar cel asociat lui A = 3 este de forma

{(xvya - — y) | T,y € R}
c¢) Deoarece avem

3 0
Al 0 |=] -3
6 3
si apoi
0 0
Al =3 | =] -3 |,
3 3

rezultd cd 72°7(3,0,6) = (0, -3, 3).

T
X - < y ) 7
U v
atunci avem

01X+X01:uv+y:1::u+y:v+v.
10 10 Ty vou T+v y+u

Pentru a determina nucleul lui 7" vom considera sistemul

u+y=20
r+v=0
Se obtine imediat ca

KerT:{< vy )\ LyeR}

si deci def (T') = dim Ker T = 2 deoarece se poate alege o baza formata

(o) (5
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Pentru a determina Im7T vom aplica T elementelor bazei canonice a lui

M5(R) si anume:
T(1 o>:<o 1)7 T<01>:<10>’
00 10 00 0 1
T(o 0>:<1 0)7 T(o 0>:<0 1);
10 0 1 0 1 10

rezulta ca ImT este generat de matricile
10 01
01)’ 10
si deci rang T = dim (Im7") = 2.

b) Matricea asociata lui T" este de forma

O R = O
= o O =
= o O =
S R = O

si se obtine urméitoarea ecuatie caracteristica atagata: A\ — 4\

= 0.

Solutiile acestei ecuatii (i.e. valorile proprii ale lui T') sunt: Ay = Ay =

0, A3 = 2, \y = —2; subspatiul propriu corespunzator valorii pro-

prii A = 0 este {(z,y,—y,—z)| z,y € R}, cel asociat lui A = 2 este

{(z,z,z,2)| x € R}, iar cel corespunzator valorii proprii A = —2 este de

forma urmatoare: {(—z,z,z,—x)| r € R}

¢) Deoarece matricea asociata lui 7' in raport cu baza canonica a este

simetrica transformarea liniara T este diagonalizabila, iar forma diago-

nala ceruta este

000 O
000 O
002 0
000 -2
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In subspatiile proprii determinate anterior vom alege urmatorii vectori

ortogonali doi cate doi:
vy =(1,0,0,—-1), vy = (0,1,-1,0), v3 = (1,1,1,1), vg = (—1,1,1, —1);

dupa normarea lor se obtine baza ortonormata cautata

1 1 1 1
—(1,0,0,—1), —(0,1,—1,0), =(1,1,1,1), =(—=1,1,1,—1)%.
{J5000-0, o010, Jaan. )}

14. a) Din ipoteza avem

- -
] 1

T(i)=20 4+ %k, T(j) =

— = — — — —
J+k, T(k)=1+mj+2k
si atunci obtinem

—
i

7(

de unde rezulta m = 7.

b) Pentru m = 1 ecuatia caracteristica atasata lui T este

adicad A3 — 6% + 9\ — 4 = 0. Solutiile acestei ecuatii (valorile proprii
ale lui T') sunt: A\; = Ay = 1, A3 = 4; subspatiul propriu corespunzator
valorii proprii A = 4 este {(z,z, )}, iar cel asociat lui A = 1 este de

forma {(l’,’y, —T = y) ‘ T,y € R‘}

c¢) Pentrum = 1 transformarea liniara 7" este diagonalizabila deoarece

matricea A este simetrica; ea are urmaéatoarea forméa diagonal&

[
o = O
- O O
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in cele doua subspatii proprii determinate anterior se pot alege urmatorii

vectori ortogonali doi cate doi:
U1 = (17171)7 U2:(1707_1)a U3 = (17_27 1)7

iar dupa normarea lor se obtine baza ortonormata ceruta

1 1 1
{¢§LLD,\EOQFJL ¢&L—ZD}

15. a) Din matricea asociata formei patratice () in raport cu baza

canonica a lui R?

A—2 -1 2
Ag=1 -1 rx-2 -2 |,
2 -2 A+1

se calculeaza determinantii:

A—2 -1

Ar=)—2 Ay =
1 3 2 _1 N_ 2

=X\ —4\+3,

Az =det Ag = X* —3\% — 9\ + 11.

Pentru ca forma patratica @ sa fie pozitiv definita este necesar si
suficient ca A; > 0, Ay > 0, Az > 0; se obtin conditiile: A > 2, A €
(—o0, 1) U (3, +00) si respectiv A € (1 —/3,1) U (1 4+ /3, +00). In final
rezulta A > 3.

b) Pentru A = 3 se obtine urmatoarea ecuatie caracteristica:

adicd a® —6a?=0;avem oy = as =0, a3 = 6 si deci forma canonica

cautata este Q = 6 w?.
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c¢) Subspatiile proprii asociate lui @« = 6 gi @« = 0 sunt de forma
{(z,—x,2 x)} si respectiv {(y — 2z,y,2)}; se pot alege vectorii v; =
(1,—-1,2) si respectiv vy = (—1,1,1), v3 = (1,1,0) care sunt ortogonali
doi cate doi. Dupa normarea acestor vectori se obtine baza ortonormata

alcatuita din
= (L -1,2), = (1, 1,1), ug

NG Ve (1,1,0).

1
V2
16. a) 7(0,1,0) = T7(1,1,0) = 7(1,0,0) = (1, —1,0). Avem de aseme-

nea
T(0,0,1) =T(1,1,1) — T(1,1,0) = (-2, -3,1)

si atunci matricea asociata lui 7" in raport cu baza canonica a lui R? este

de forma:
2 1 =2

A= 3 -1 -3
-1 0 1

b) Pentru a determina Ker T trebuie rezolvat sistemul

22+ y—22=0
3Jz—y—32=0
- T+ z2=0

si obtinem: x = z, y = 0. Asadar Ker 7' = {(z,0,x)} si deci T' nu este

injectiva.
¢) O baza in Im 7" este formata din tripletele (2,3, —1) si (1,—1,0);
prin urmare rang 7' = dim (Im 7") = 2. Vom obtine acelasi rezultat

folosind teorema rang-defect.

17. a) Folosind proprietatile produsului mixt se verifica cu usurinta
ca T este o transformare liniara.

b) Dupa calcule se obtine: T(?) = o7, ?, ?)77 T(7>
3@, 6, )T, T(E) =T, b,e) k.

) =
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c) Este suficient a arata ca transformarea liniara 7" este injectiva daca
gi numai dacd afy # 0; dar din egalitatea vectoriala

T(@)=a(W, 0, 0)T+ 8, 7. )b +7(a, b, 0)T =0

rezulta
N
(T, 0, F) =A@, T, ) =1(T, 5, W) =0
., =

.. — . v v .
deoarece vectorii ‘@, b, ¢ nu sunt coplanari. Daca doua dintre pro-

. . o o = T = L=
dusele mixte de mai sus sunt nule rezulta ca vectorii ‘@', b, ¢ si « sunt

. . . . v — - o .
coplanari ceea ce contrazice ipoteza; agadar obtinem ca v = 0 daca si

numai daca a7y # 0, adica ceea ce trebuia demonstrat.

18. a) Cu componentele tripletelor date se formeaza matricea

1 1 1
M=11 0 -1 ];
1 -1 0

deoarece rang M = 3 rezulta ca vy, vy §i v3 sunt liniar independenti. Cum
dim R? = 3 rezulta ca vy, vs si v3 formeaza o baza a lui R?.

b) Din egalitatea vectoriala

1 1
A 1 =M1
1 1

rezulta b’ =1, @’ + ¢ =2, respective=1,a+b=2 (2).
Din relatiile (1) si (2) obtinem cu usurintda =a' =b=0=c=¢ =

1, iar in continuare A\; = 3, Ay = A3 = 0.
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c) Avem

1 3
A 1 1=13
1 3

19. a) Matricea asociatd lui T 1in raport cu baza canonica a lui R3

este de forma:

3 -1 2
A= -1 3 2
2 2 0

si atunci ecuatia caracteristica asociata

33— —1 2
-1 3-X 2 |=0
2 2 -2

are solutiile A\ = Ay =4, A3 = —2.

Rezolvand sistemul urmator

drx—y+22=0
—r+5y+22=0
z+ y+ z2=0

se obtine subspatiul propriu asociat valorii A3 = —2 si anume
{(x,2,—2 x) |z € R. In mod analog pentru A\ = 4 rezulti subspatiul
propriu {(z,2 z — z,z) | z,z € R.

b) Deoarece matricea A este simetrica transformarea liniara T este

diagonalizabila; forma diagonala este

0
0
-2

[ s R
O = O

Doi vectori ai bazei ortogonale de obtin cu usurinta §i anume v; =
(1,1,-2), v = (1,1,1); pentru a determina al treilea vector se poate
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folosi procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt sau se alege vy X vo =

(1,—1,0). Asadar baza ortonormata ceruta este

{1(11—2)1
VT VB

¢) Vom nota cu B matricea

(1,1,1) (1,—1,0)}.

1
V2

-1 -1 2
A-4dl3=| -1 -1 2
2 2 -4

si se observa imediat ca B™ = (—6)"B; atunci avem

-1 -1 2
(A—4L)" = (—=6)" [ =1 -1 2
2 2 —4

20. a) Pentru inceput vom scrie ecuatia planului care contine punctul
M si are ca normala dreapta (d) : 3(x — 3) + 2y + z — 1 = 0; intersectia
acestui plan cu dreapta (d) este tocmai proiectia lui M pe dreapta (d),

iar coordonatele sale se obtin din urmatorul sistem:

3r+2y+2=10
r=3z—-38
y=2z—14
sianume x =1,y =2,z = 3.
Tinand seama ca proiectia lui M pe dreapta (d) este mijlocul seg-

mentului M N, unde N este simetricul lui M fata de dreapta (d), se obtin

imediat coordonatele punctului N : z = —1,y =4,z = 5.

b) Sistemul urmator:

y=z=x—1
y=3r—9
z=2—-x
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este incompatibil, de unde rezulta ca cele doua drepte nu sunt concurente.

c) Se considera planele (P;) si (/%) determinate de punctul M si
dreapta (d;), respectiv de punctul M si dreapta (ds); intersectia planelor
(P1) si (P2) este tocmai dreapta cautata.

Ecuatia planului (P;) este data de:

r—3 y z—1
-2 0 -1 |=0,
1 1 1

iar cea a planului (P,) este:

r—3 y z—1
0o 0 -2 |=0
1 3 -1

Atunci ecuatiile dreptei cautate sunt:
r+y—2z2=1
3r—y=09.

Alta solutie. Fie M;(t,t—1,t—1) un punct arbitrar situat pe dreapta
(dy), respectiv. Ma(u,3u — 9,2 — u) situat pe (dz); din conditia de col-
iniaritate a punctelor M, My, M,:

IM — vy Ym —Ymy  EAM T A,

TMy — LMy Ynm, — Ynn ZMy — ZM

: : 7. o < .
se obtin ¢t = 4 gi u = —, iar dreapta cautata trece prin punctele M, My,
3
Ms.
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Universitatea Tehnica Cluj-Napoca

1. Din A* = 0, rezulta ca matricea A — z1I, este inversabila pentru

orice x # 0. Intr-adevir
(A=) (A" +2AF2 4o 4 2870 = AR — 2F T, = —2F,

deci

1
(A—aol,) = _—SE}C(A’C + AN 2R

Atunci det(A + x1,,) # 0, x # 0. Dezvoltand determinantul obtinem:

f(z) = det(A+zl,) = 2" + (Xn: a”-) Y

i=1 i<j

Wij g | n—1 g

ajj g5
Dar singurul polinom de grad n cu unica radacina x = 0 este az™ deci

n
det(A + xI,,) = 2™ si identificand coeficientii obtinem Z ay; = 0si
i=1

D @i a5 —ag-a;) =0 &> (ai; - aj; — ag; - az;) = 0 &

i<j i#]
_ 2 =0
Qi * Qg5 = )y — ) Gij-aj; =0
] i#]
2 n n
( E aii) — E Qjj * Aj; = 0< E Qjj * Qj; = 0.
t,j=1 1,j=1

p
2.a) f(z) >0,VzeR= f(x)=ap H(a: —xp)(x — Ty), cu ap > 0.
k=1
det[f(A)] = ap [ ] det(A — ax1,) det (A — 1) =
k=1
p
= af [ |det(A — 2, L,)|* > 0
k=1
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b) Fie A = xl,, f(A) = f(2)I,, det[f(A)] = (f(z))" > 0 deci
f(z) > 0 pentru n impar.

Pentru n par, fie

_ 0 0]
0 =z 0 0
A=
0O ... «~ 0

| 0 ... 0 vy |

det[f(A)] = (f())" " fly) > 0= f(z)f(y) >0, z,y €R.

3. Din teorema Cayley-Hamilton avem:
A" — s AV (=1 s, A+ (—1)"(det A) I, = 0.

Egaland urmele matricelor din egalitate anterioara si tinand cont ca
Tr(A+ B) =Tr(A)+ Tr(B) obtinem:

Tr(A™) — s;Tr(A™ ) 4+ 4+ (=1)"" s, 1 Tr(A) + (—=1)" -ndet A= 0

si din ipoteza rezulta (—1)" - n - det A = 0 sau det A = 0.
4. Conditiile date se scriu in functie de valorile proprii Ay,..., A, ale

matricei A, astfel:
MA -+ X =0, A4+ + X =0,... AN A =0
si
AT+ 4+ A =n,
sistem care datorita relatiilor lui Newton, determina unic valorile proprii.
Se observa ca radacinile de ordin n ale unitatii Ay = e1,...,\, = &,
verifica sistemul, deci ecuatia caracteristica a matricei A este \* —1 =0,

care conform Teoremei Cayley-Hamilton, este anulata de A, deci A™ —
I,=0.

212



5. Din conditiile problemei rezulta ca rangA = n — 1, deci sistemul
A-X =0cuX € M,;(R) are solutiile de forma X = aX,; cu o € R,
Xo #0.Din A- A, =det(A- I,,) = 0 rezulta ca toate coloanele matricei
reciproce sunt proportionale cu vectorul Xj.

Vom arata ca sistemele AY = 0, A%2Y = 0,...,A*Y = 0,... sunt
echivalente gi atunci cum primul sistem are rangul (n — 1) rezulta ca
toate au rangul (n — 1).

Daca A%Y = 0 atunci A-(A-Y) = 0deci A-Y = a-X| care este un sis-
tem neomogen compatibil, deci determinantul sau caracteristic este nul.
Daca A,,, este minorul nenul din matricea A atunci determinantul carac-
teristic este A, = det[A;, ..., A,_1,aX(] si cum Xy = GA,., 0 # 0 unde
Aiq, ..., A,_1, A, sunt coloanele matricei A si Ay, ..., A, coloanele ma-
tricei reciproce A,. Dezvoltand ultimul determinant dupa ultima coloana
A,=af(A2, +A2 +- -+ A2 ) deci A, =0 a=0& A Y =0.

Analog din A¥*!.Y = 0 rezulta A*-Y =0, k € N*.

6. Daca A € C este valoare proprie si X vector propriu, avem:

AX=XX X#£0& ) apzp=Arg, i =1n
k=1

n
E Qi Tk
k=1

= Al - [l =

n
< Z ||
k=1

n
<> ae - ma foi| = max oy
—1 k=1,n k=1,n

= [N max |zx| < max |z = |A] < 1.

7. Sa notam Py p(x) = det(A + 2B) € C[X]. Avem
Pap(r) = Pop(z),Vo € {a € C| a™*' =1}

Cum egalitatea anterioara are loc in in (n + 1) puncte distincte, rezulta
Py = Pep. Din Py p(0) = P p(0) rezulta det A = det C.
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Avem: .
Py p(x) = a"det (a:A + B)

pentru z nenul, deci
1 1
det (A + B) = det (C + D>
x x

si trecand la limita cand z tinde la infinit rezulta det B = det D.

8. Avem:
(I-A)I+A+  + A =T A =]

deci
(I-A " =T+A+A% ... A1

Daca p este impar, p = 2k + 1 avem:
T+A)I—A+A — 4 A = [ AP =]

deci

(I+A) P =T—A+A*— ... A%

Daca p este par p = 2k, A?* = 0 = A%+ = ( si avem analog

(I+A) T P=T—A4+ A% — ... — AL

9. Avem:
(A—iB)(A+iB) = A2+ B2+i(A-B—B-A) = (ctg%—l—i) (A-B—B-A)
Dar det(A —iB)(A+iB) = |det(A —iB)]? € R =
T T A"
det [(cth —i—z) (AB — BA)] ER& <cth +2> eER&
cos%+isin%GR@sinE:O@@€W~Z@nEk~Z

k k
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01
0

Pentru n = 2 luam A =

A*+B*=0, AB—BA=

1 0
inversabila.
0 -1

10. a) Rezulta din proprietatile produsului vectorial.
b) Fie u,v doi vectori ortogonali pe a@. Avem
cos(A(m), A(D)) = (@xw)-(@axv) [(@xu)xalv _

Claxal-|jaxo|| a2uv

le*n— (@u)alv  w-v _
- — = = cos(u, D).

c) Daca @ L @ atunci ||A(@)| = |ja x @|| = ||z

d) Fie baza formata din ey, e, e3. Trebuie sa avem @ X &5 = 0 de
unde rezulta ca ey este coliniar cu a. Luam €; = a. Mali trebuie sa avem
a X e; = e3, de unde rezulta ca €3 este vector ortogonal pe @ iar &3 un

vector ortogonal pe @ si €.

11. Din ImT C KerT rezulta T o T = 0. Daca Mp este matricea

a
lui 7' in baza canonica atunci M2 = 0. Pentru My = J obtinem
c

relatiile a® +bc = 0, b(a+d) =0, c(a+d) =0, d* +bc = 0 < a*+bc = 0,

bla+d) =0, cla+d) =0, (a —d)(a+d) =0. Daca a + d # 0 atunci

b=c=0,a=d=0.Pentrua+d=0, a’>+bc=0, deci d = —a si daca
2

b # 0 rezulta ¢ = —%, iar daca b=0,a=0,d =0, c € R. Am obtinut

matricele

Pentru matricele M. avem KerT, = {(z,y)| ¢z = 0} §i Im7,. =
{(0,cx)| = € R}. Conditia KerT, = ImT. este indeplinita pentru orice
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¢ # 0 s atunci KerT, = Im7, = {(0,z)] « € R} (axa Oz). Pentru

matricele M, ; avem
a2
KerTyy, = § (2.y)] az +by =0, ~Z-o —ay =04 =

={(z,y)| ax +by =0} =11, a€R, beR"

In concluzie T'(z,y) = (0, cz), ¢ # 0 sau

T(z,y) = (aa: + by, —%(aﬂc + by)) , a€R, beR"
sunt endomorfismele pentru care Ker 7' = Im T. In R3 nu existd astfel
de endomorfisme caci relatia dim R?* = dim Ker 7'+ dim Im 7" nu poate

avea loc.

12. a) Presupunem ca 7" este un endomorfism al lui V' care are aceeasi
matrice in orice baza a spatiului. S& notam cu A matricea lui T in bazele

e gl f,iar cu B matricea schimbarii de baza. Avem AB = BA. Obtinem:

A0 ...00
A o x ... 0 Aek.
0 0 ... A

Pentru orice z € V avem T'(x) = Az = Az. Deci endomorfismele
cautate sunt T'(x) = Az, A € K.

b) Fie e, € doua baze in V; g, g doua baze in W, B; matricea de trecere
de la baza e la € gi By matricea de trecere de la baza g la g. Daca T este
o transformare liniara din V in W gi A este matricea transformarii (in
orice baza) atunci avem: By A = AB; de unde rezulta ca A este matricea

nula, singurul endomorfism este T' = 0.

13.2) Din TP = O rezultd c& 1y — TP = (1y = T)(ly + T+ 1% + -+ -+
TP Yy =1y. Deci St =1y +T +T?*+--- + TP L,
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b) Sa consideram combinatia liniara
agxo + CL1T((L’0) + -+ CLp_lTp_l(l'o) =0

cu scalarii in K.

Aplicam succesiv operatorul 1" acestei relatii si avem

CL()T((E()) + CL1T2($0) +---+ CLp_QTpil(.To) =0

aoTp_2($o) + alTp_l(f,Uo) =0
aoTp71($o) =0

Din ultima relatie, deoarece TP~ () # 0, rezulta ag = 0, din celelalte

rezulta a; = 0,...,a,-1 = 0.

14. Fie T'(f) = Af, [ # 0. Rezulta f € Ker T' daca A\ = 0, respectiv
f€ImT daca A # 0.
Avem

21

T(f) )= [ f(y)dy + sin(pa) / " cos(qy) f(g)dy+

0

+ cos(pr) /0 ﬂsin(qy)f(y)dy;*'

Im 7" C Span {1,sin(px),cos(px)}. Sirurile de functii f,(z) = sinnz,
n € N*, n # g si g.(z) = cosnz, n € N*, n # ¢ liniar independente sunt
in nucleul lui 7' (sunt vectorii proprii pentru valoarea proprie A = 0).
Daca A #0, f € Im T, fie f(z) = a + bsin(pz) + ccos(pzx).
Daca p # q, T(f)(z) = 27wa deci T(f) = \f &

2ma = Aa + Absin(pz) + Accos(px), Vo € [0, 27]

= A=2nm,b=c=0, a € R deci, vectorii proprii sunt functiile constante

f = a ¢ singura valoare proprie nenuld A = 2.
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Dacap =q, T(f)(x) = 2mra+mesin(px) +wbcos(pr) sidin T(f) = A f

obtinem sistemul

2ra = \a
e = Ab
b = Ac

in care cautam solutiile nebanale.
Obtinem A; =27, b=c=0deci f(z) =a, \a =7, a =0, b = c deci
f(z) = b(cos(pz) + sin(pz)), A3 = —m, a =0, b = —c deci

f(z) = blcos(pz) — sin(pz)).

15. Fie f(z) = det(A — xI) polinomul caracteristic al matricii A.
Cum f are gradul 5 si coeficienti reali, rezulta ca are cel putin o radacina
reald. Fie \ o radacina reald a Iui f. Atunci \> = 1, deci A = 1. Prin
urmare f(1) =det(A—1)=0.

16. Fie V1, V5 subspatii de dimensiune p ale lui V. Avem T'(V;) C V7,
T(Va) C Vasi T(ViNVy) C ViNVa, deci T invariaza toate subspatiile de
dim ¢ < p, in particular subspatiile de dimesiune 1.

FieVi={a-z1|a€e K}, Vo ={a-xs| a € K}, x1 #0, x9 # 0.

TWV) CVi=T(x)=ay -z, T(Va) C Vo= T(x2) = ag - x.
Fie V3 = {a(x; + 22)| a € K}, T(V3) C V3 =
T(Il + $2) = ag(xl + 332) = T(.Tl) + T(l’g) = a3x1 + azxrs &

(ay — ag)zy + (ag — az)ry =0
si daca x1,zy sunt independenti a; = as = az = a. Deci T'(x) = axz,
reV.
17. Notam cu A multimea din enunt si fie s =a; + ...+ a,. Are loc
relatia

a a a a
e _ k R LS BT S

S T Qg+ Qpy1 t+ Gy S S
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si insumand relatiile de mai sus obtinem

1<Z <n-—2.

ag + g1 + k42

Aratam ca inf A = 1 ¢i supA = n — 2. Pentru aceasta fie ¢ > 0,
ar = ¢, 1 <k <n. Avem

Ja) = Z ap + Qg1 + Qg2

k=1
- # N N qn—2 N qn—l N qn
- 2 3 e n—2 n—1 n n—1 n n 2
qg+q°+gq q +q +4q q +q"+q q"+qg+gq
_ (n B ) 1 qn—2 qn—l

2 + + .
l+qg+q¢* ¢ t+q2+1 ¢ l4+qg+1
Cum lin% fl@g) =n—2si lirll f(q) = 1 rezulta ca sup A =n — 2 si
q— q—T00
infA=1

18. Consideram functia f : [1,00) — R,

1
ft)=(t+=x)In <1+t>’ t>1.
Evident a, = ¢/, n > 1. Avem

F(#) =1n <1 + 1) - ttﬂ

t (1+1)
v tRr—1)4x
J) = 2(14t)?

1
Daca x > — rezulta f”(t) > 0 pentru orice t > 1, deci f" este strict
crescatoare pe [1,00). Cum tlim f'(t) = 0 rezulta f'(t) <0, t > 1, deci f
—00
este descrescatoare pe [1,00). Rezulta ca (an),>1 este un sir descrescator

pentru x > 3 Daca x < 2 atunci ecuatia f”(t) = 0 are radacina

ty =

x
5 si f"(t) <0 pentru t > tg. Rezulta ca [’ este descrescatoare
— 2z
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pe [to, +00) si cum tlim f'(t) = 0 avem f'(t) > 0 pentru ¢t > t,. Prin

urmare girul (a,) este crescator pentru n > to. Cel mai mic numar pentru

1
care (a,)n>1 este descrescator este r = 7
1 1 1
19. E,..—FE,= et —
&) B S ) T
- 1 14 1 n 1 n n 1 - 1 n—+ 2
(n+1)! n+2 (n+2)? 7 (n42)m! (n+1)! n+1

Fixand n gi facand m — oo obtinem

1 n+2< 1
(n+1)! n+1 n-nl

e_EnS

b) S{?Lpresupunemcéue:]3 €Q,p,geN, ¢g#0. Avem 0 <e—E, <
q

1 1
L inmultind cu ¢! obtinem 0 < p(q — 1)! — ¢!E, < —, contradictie,
-q! q
pentru ca (p(q — 1)! — ¢'E,) € Z.
c¢) Din punctul a) rezultd ca pentru orice n > 1 exista 6, € (0,1)

astfel ca
O,

n-nl’

e=5L,+
deci

2
[nle] = [n!En + ] =nlE,,
n

prin urmare

lim (nle — [nle]) = 0.

20. Avem a, 1 — 1 = a,(a, — 1),

S SRR (S B
an(an —1) @y —1 an—1  ap api1—1

1 1 1

n  ap—1  apy—1
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Suma partiala este

Sy =

k=1

1 1 1

ar a1 —1 Ay —1°

Se arata prin inductie ca sirul (a,), este crescator si tinde la oo.
Obtinem lim S, = 1.

n—oo

21. Aplicam criteriul Raabe-Duhamel

a
. a . Ton+2
lim n " —1)=limn ) g
n—oo an-{-l n—oo xZn-‘rl

r a
1+— ] -1
. nr < M 1+ (2n+ 1)r> a

= lim . = _
n—oo 1 + (2n 4 1)r _ 2

1+ (2n+ 1)r

)

unde 7 este ratia progresiei.
Pentru a > 2 seria este convergenta, iar pentru a < 2 seria este
divergenta.

Pentru a = 2 avem

2
T1X3...Tap—1
AQp = |\ —————
ToXy...Top

Lok L2k+1
<

Din inegalitatile evidente , 1 <k <n-—1, obtinem
T2k+1 T2k+2

prin inmultire

ToXyg ...Toap—2 < T3y ...Tap—1
r3x5...Tap—1 Ty - - - Topt2
L.

o0
o v Ty 1 o .
Rezulta ca a,, > — - — si cum E — = 00, deducem ca seria este
x

T2 Ton o1 L2n

divergenta.

22. a) Prin inductie se arata ca a, > 0, pentru orice n € N*. Din
inegalitatea In(1 + z) < z rezulta ca sirul (a,), este descrescator si, fiind
marginit inferior de zero, este convergent. Daca lim a, = [ din relatia

n—oo

de recurenta rezulta [ = In(1 + 1) cu singura solutie [ = 0.
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o0 o0
< . . 1
b) Comparam seria E a, cu seria E —. Avem
n

n=1 n=1
ae T T atee T~ atee 1T 1
n an py1  Gp
. Qg . a, In(1+ a,) . xln(l+2)
= lim ———— = lim ————— = —_—
n—00 Ay — Apyy  n—o a, —In(l+a,) =0z —In(l+ z)
len(l + ) . .
. x . .
=lim—>*+*—=lm——— =lim ———
z—»Ox—ln(l—kgj) z—>01;—]n(1 +gj) z—0 1_ 1
1+2
= 1inr(1)2(1 +2) =2 € (0,00),
deci seriile au aceeasi natura (divergente).
c¢) Aplicam criteriul comparatiei comparand cu seria Z — - Avem:
n=1
2
lim —* = lim (na,)* =4 € (0,00)
n?

deci ambele serii sunt convergente.

23. Din definitia lui f(n) avem:
Sty = n st Symy — f(ln) <n
din care rezulta:
OgSf(n)—n<L_
f(n)
Se stie ca T}LII(}O(Sf(n) —In f(n)) = ¢ (constanta lui Euler), deci

Jingo(n— In f(n)) = nh_)rgo(n—k l-Inf(n+1)) =c,

prin urmare



sau
lim ————= =e.
n—oo  f(n)
24. Fie h : [a,b] — R, h(z) = f(z) — z. Avem h(a) = f(a) —a >0
sl cum h este continua exista un interval I C [a,b] astfel ca h(zx) > 0
pentru orice z € I. Fie aq,...,a, € I, in progresie aritmetica, astfel ca
h(a;) > 0. Analog h(b) = f(b) — b < 0, deci exista un interval J C [a, D]
astfel ca h(x) < 0 pentru orice z € J. Alegem by, ...,b, € J in progresie
aritmetica cu h(b;) <0, 1 <i < n. Fie acum g : [0,1] — R,

g(t) =Y h((1 = t)a; + thy).
i=1
Avem ¢(0) < 0, g(1) > 0, gi cum g este continua, exista ¢ty € (0,1)
astfel ca g(ty) = 0. Se arata ca ¢; = (1 — tg)a; + tob;, i = 1,2,...,n sunt

in progresie aritmetica.

1
25. Pentru orice intreg pozitiv n rezulta ca exista ., o <z, < —
n
astfel incat f'(x,) = 0, conform teoremei lui Rolle. Atunci
F1(0) = lim f(z,) = 0.
De asemenea exista Y, T,+1 < yp, < z, astfel incat f’(y,) = 0.

Rezultd f7(0) = 0. Se arata ca f™(0) = 0 pentru orice n € N*. Se
presupune ca exista z astfel incat f(z) # 0. Din formula lui Mac Laurin

obtinem
_ :L,n+1 (nt1) 0
F@) = Gy )
6 € (0,1), deci
|x|n+l
@) < M

pentru orice n € N*. Trecand la limita pentru n — oo se obtine | f(z)| < 0

ceea ce contrazice f(x) # 0.
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26. Sa notam

Evident avem

De asemenea avem:

Cz—a Ce — G fOt(c,) — O (a)
r—a [0 D(c,) — [ (a) r—a
+ 1! n
L @) - T - /@
= () — fD(a) T—a
_ 1 (n+ DI(f(2) = Tu(x)) — "D (a) (@ — a)"*
- f(”H)(Cx) _ f(n+1)(a) ’ (z — a)"+? )
Cx—Q
T # a.
Facand x — a si aplicand de (n + 1) ori regula lui 'Hospital avem:
L Cp—a 1  (n4+ DI () — (n+ DI (@) 1
am r—a f(”+2)(a)':}clg}b (n+2)!(x —a) n+2

f(z,0) — £(0,0) = lim — = 0 si analog
T z—0

f;(O, 0) =0.
Demonstram ca f este diferentiabila in (0,0) si 7= df (0,0) = 0. Avem
lim f(a:,y)—f(0,0)—T(:c—O,y—O)

(,5)—(0,0) VvVt +y?

- 1m .
(iE,y)H(0,0) x2 _|_ y2 xz + yQ

27.a) f1(0,0) = hn%

_ oy ) —9(0)  zy 2ty
(z,y)—(0,0) Y \/m z2 + 2
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Ty % —y? B

=4'(0)- lim . =0,
g(0) (@y)—(00) /22 4+ 2 22 + >
deoarece
' vy 2y || z? —y? 1wl < 1ol
Vai+y? 2yt ety |24y
. ) N——
<1 =1
pentru (z,y) # (0,0).
b) Avem
x? —9? 4xy?
/ o /
fx(xvy) =Yg (.%'y) 2 4 yg g(l‘y) (.’13'2 4 yg)g
si
2 — 92 42y
fg/;(xvy) = 'rg/(zy)xg 42 - g(l’y) (1‘2 +y2)2
Obtinem
_ f2(0,y) = f(0,0) . —yg'(0)
si
[y, 0) = £3(0,0) - 2g/(0
7,0.0) = (£)10,0) = tim PP HED i, SO g

28. Fie z(z,y) = w(z + ay,x + By). Avem
2 = wiul, + w, vl = w, + w,

r_ ’o / /
2, = Wy, + wyv, = aw, + fuw,

no " li 1 ’ " ! 1 ! " 1" "
Zg2 = Wyally + Wy Uy + Wy Uy + Wy2Uy = Wy2 + 2wuv + W2

no__ " / " / " /! "o __ 7 " "
Zgy = WUy, + W, Uy + Wy Uy, + WiV, = awys + (o + Bwy, + Pw,s
"o 2,1

s = awld, + wll) + Bl + o)) = 0wl + 20wl + Pl
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Inlocuind in ecuatia data se obtine
(a+ 2ba+ ca®)w!ls + (2a+ 2b(a+ B) + ca®)w!l, + (a +2b3 + cf?)w! = 0.

Rezulta ca « gi § trebuie sa fie radacini ale ecuatiei

cy? +2by +a = 0.
Pentru aceste valori ecuatia devine wi,, = 0 cu solutia
w(u,v) = p(u) +P(v)
unde ¢, 1) sunt functii arbitrare de clasa C?. Solutia ecuatiei date este
z(z,y) = o(x + 1Y) + Y(z + 72y).

. o0 d 1
29.In 1 = / * facem substitutia z = —. Obtinem
o (1+22)(1+z2) t

Y i O 0 e O
]—/0 (1+t2)(1+ta)_/0 eSO

_/“ dt _/m dt
o 182 )y (L)1 +te)

deci o g

T

o 1+£ 2
T
Rezulta [ = —.
ezulta 1

30. Fie I = / f(x)dz, I € R. Avem:

0

. f — / f(t) L (x/oxf(t)dt>/

T—00 0 T—00 T—00 x/

:xhj)lo (:cf(a:)+/o f(:l:)dx) :I+£Lrgoxf($)
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de unde obtinem lim zf(z) = 0.

Tr—00

1 aret 1
31. [ := / O 1y = / arctgz - (In(1 4 z))'dx
0 0

1+x
1/11n(1+x)dx:7rln2/lln(l—l-:z‘)dx
4
0 0

= arctgz - In(1 + x) . LT a2 a2

. "In(1
In J:= / de facem substitutia = = tgt obtinand
0

/4
J:/ In(1 + tgt)dt.
0

Punand % — t = u obtinem:

m/4 T m/4 1—tgu T
-/ m(1 t())d:/ In (1 du="1n2-J.
J /0 n +g4 U U ; n +1—|—tgu u=ln J.

Prin urmare J = %IHZ sil = %mz

32. Avem:
x Y z t
+ + + =
z+y+z+t z+y+z+t z+y+z+t z+y+z+1

flz,y, z,t) >

Y z t
+ + +
r+y v+y z+t z+t

pentru orice z,y, z,t € (0,00).

f($7y72)t)< :2

Aratam In continuare ca
inff=1 i supf=2

Intr-adevar

L fzy, 2t =

+ ~1
24+t 2+t

. y ot
1 Y, 2, t) ==+ - =2,
im  f(z,y,2,1) T

z—0,2—0
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Cum f este continud pe mulfimea conexa (0, 00)* rezulta cd multimea
valorilor lui f este intervalul deschis I = (1,2).

33. Fie @y, Uy, uz versorii vectorilor VA, VB, VC si
m:a-ﬂh ﬁ:b'ﬂg7 W:C'Ug.
Volumul tetraedrului VABC' se exprima folosind produsul mixt
1 _ _ _ 1 _
V(VABC) = 6\(a Uy, b U, c-u3)| = 6@[)0’(”1,“27”3)‘.

Dacd VM = a - Uy, VN = 3 Uy, VP = v - Us, ecuatia planului (M N P)
este

x Yy oz
—4+=4+-=1
a [y
Lo a b c . .
sidin G (3, 3 3) € (M NP) rezulta legatura
a b ¢
—+-+-=3
a B 7
iar )
V(VMNP) = éaﬁ’}/’(ﬂhﬂg,agﬂ.
Avem

V(VABC)  abc

V(VMNP) aBy

Trebuie aratat ca daca «, 8,7, a, b, ¢ sunt pozitive si

o be_g
a [y
atunci 1
2 <.
afBy
Din
a b ¢
sje. bea B 0y
a B v~ 3



deci

abc
<1

apy ~
Observatie. Daca prin centrul de greutate al tetraedrului VABC se
duce un plan ce taie muchiile VA, VB, VC in Ay, By, Cy atunci

V(AB,Cy) < gV(VABC).

34. Daca notam
AB=b, AC=c¢, AD=d,
AM =ab, BM = ¢, CM =~d
un punct din planul (M N P) are vectorul de pozitie de forma:
F=xab+yBc+2yd cu xz+y+z=1

Conditia din enunt se scrie

l—a 1- 1-— 1 1 1
Il ke R WL SR S Y
a g ¥ a f
oy 1 1 1 )
Dacaluam x = —,y = —, z = —, x+y+ 2z = 1 deci punctul de vector
4o 43 4
de pozitie: B B
_ b+c+d
T = —
4

se afla in planul (M N P). Punctul fix este centrul de greutate al tetrae-

drului.

35. Alegem un reper cu originea in G, intersectia medianelor din

Ay, Ay, ..., As, i notam
GAL =@, GAy =ay,...,GAgy = Goy §1 GAzpy1 = Gong1

§i cu By, Bs, ..., Boy, Ba,y1 mijloacele laturilor opuse véarfurilor Aj,

Ag, ..., Agn, Aopy1. Conditia ca punctele Ay, G, By, sunt coliniare se scrie:

1 _
ag X §(an+k +Apirs1) =0, k=1,2n.
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Obtinem sistemul de relatii:

(1) : @ X (Apg1 + Any2) =0,
(2): @ X (@i +Tpas) =0, ...,
(n): @, X (@2n + G2ny1) =0,
(n+1): Guiq X (Gop1 +a1) =0,
(n+2): Guo X (@ +a) =0,...,
(2n) : @y, X (@, +a,) = 0.

Daca adunam toate aceste relatii si reducem doi cate doi termeni

ramane
@y X Topi1 + Any1 X Q2pp1 = 0 S Topi1 X (A + Gpir) = 0,

deci punctele Ay, 41, G si Bg,y1 sunt coliniare.

36.

k=1

n n n
=Y a2 T) =T ap— 27> T
k=1 k=1 k=1

=7 —2F-To= (T —To)* —Tg = MA; — 5.

> a(MA; =) = > anl(Fe —7)° = 7)

b) Din a) rezulta

n n
g ap - MAZ = g Ty — To+ MA] = a?
k=1 k=1

n
= MA) =a® — Zak?i + 75 = C' = constant
k=1

In functie de valoarea lui C locul geometric este:
o sferd daca C' > 0
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e punct daca C' =0
e multimea vida daca C' < 0.
¢) Minimul se atinge In M = Ay si este

n

2 2
Srnin = E agTy, — Tp.

k=1

37. a) Pentru a exista o astfel de sfera de centru M (u,v,w) si raza
A > 0 va trebui ca distanta de la M la fiecare plan din familie sa fie A,

deci

2ucost + 2usint — w

V5

2ucost + 2usint + (—w F v/5A) = 0, pentru orice t € [0, 27) =

= £\, pentru orice t € [0,27) <

u=v=0s w= 5\

Deci o astfel de sfera este de exemplu de centru My(0,0,5) si raza

Ry = /5.
b) Pentru A € [0,00) = M € Oz, deci locul geometric este axa Oz.

c) Fie sfera de la punctul a)
ot P4 (2 — VN2 =\

si o dreapta ce trece prin origine de ecuatii

r=tX
d: ¢ y=tY
z=t4

Punand conditia ca ca dreapta (d) sa taie sfera (o) intr-un singur punct
rezulta ca ecuatia (X)%+ (tY)? + (tZ — /5)? = A? are o singura solutie
SA=04X?4+4Y2 - 272 =0.
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Solutii la Capitolul 2

1977- subiecte anul 1
a) Banal.

1
b) Conform a), arctgf‘ . Se aplica criteriul lui Weierstrass,
n

1
apoi seria derivatelor Z 5 este UC pe R, deci S(z) este derivabila,
n>1
oo

1 1
. Atunci lim S'(z)=)» lim ——— =0

22 + n? r—00 z—o00 2 + n?

Vr e R, S'(z) :Z

n>1

,_.

2. Aplicam formula cresterilor finite pentru f (m) 2arctg,/x pe in-
tervalul [k, k + 1]; rezulta

1 1
M—km < 2(arctgVk + 1 — arctgVk) < m

si insumand aceste relatii pentru 1 < k < n,

n

1
—<2arct n+1—*<
;(/ﬂ+2)\/k+1 & Z

Este suficient s& facem n — oo.

k+1)\/%

1
3. Direct fo(x) = —ie*’ﬁ. Apoi integram prin parti si f,(z) —
2n

fo1(z) = —%e(”z). Se dau valori n = 1,2, .... si se aduni relatiile
n!

obtinute. In final, se observa ca

n 2k
fula)] = 56 S T < Ll el =
" 2° ! '

Folosind teorema de convergenta dominata , limita din enunt devine
1 1
n 1 1
/ lim ];()dm:/ de = Z.
g n—oox?+1 0 222 +1 8
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1978-subiecte anul I

1. a) Conform ipotezei, pentru n = N, avem ay(l — cay) > ay1.
Daca am avea an,; > %, ar rezulta ca an(l — cay) > %, adica
can(l — cay) > 1, absurd. Asadar, ayy1 < % si afirmatia din enunf

este demonstrata pentru n = N.

N+1
Folosim inductia matematica. Avem de aratat ca ayi1 < (_:_1),
n C
dacan > N, a,(1—ca,) > apy1 sia, < . In caz contrar, ar rezulta
ne
N+1 N+1
ca any1 > ;, deci cani1 > + . Notand z = ca,, ar rezulta
(n+1)° 1
1 N+1 N
cax < i siz(l—x) > Lk Atunci < x— 2 < x, deci
Ty LN Y N
n— n—
11—z < si ca atare , (1 —z) < < ; absurd.
1 n n+1l n+1

b) Evident t,, > 0 pentru orice n. Daca seria Z b,, este convergenta,
n>1
atunci sirul (¢,) este evident marginit.

Reciproc, presupunem ca exista M > 0 astfel incat by + by + ... +

b, —nb, < M, pentru n > 1. Pentru m dat, cum b, \, 0, putem alege n
1
astfel incat b, < ibm’ deci

M>b+by+ ...+ by —mby +bpy1 + bpio+...0, — (n—m)b, >

1
> m(by, — by) > §mbm.

Atunci by +by+...b,, < M +mb,, <3M, pentrum = 1,2, ..., deci seria
Z b, este convergenta.

n>1
¢) limita comutd cu suma seriei ( conform teoremei lui Lebesgue de

convergenta dominata).

2. a) Avem f'(z) = (1 — 2> 2, f'(2) = 2(1 — 2?)3? si (1 —
2?)f"(x) — xf'(x) = 0. Se deriveazd aceasta relatie de n — 2 ori, aplicand

formula lui Leibnitz.
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Pentru n > 2, rezulta ca f((0) = (n — 2)2f®=2(0). Pentru n par,
fM(0) = 0; apoi f/(0) = 1si fE+D(0)=12-32.52...- (2k + 1)2

1
b) Integrala are aceeasi natura cu / deci este convergenta.
0

dx
VI—a
2
Valoarea ei este %

3. a) Proiectia lui v pe planul 2Oy are reprezentarea parametrica
x=tcost, y=tsint;

se obtine o spirald. Curba este situatd pe conul 22 + y? = 22, 2 > 0

T
b) Punctul din enunt se obtine pentru t = 1 si se considera dreptele

tangente respective.

c¢) Parametrizarea conului este 7 = ucost i +usintj +uk sicele
m

o . ™ .
doua generatoare corespund valorilor t = 3 sit=—.

4

Pentru portiunea ceruta, parametrii parcurg multimea

M = {(u.t)|g <t <7

Elementul de arie pe con este do = v/2dudt (do = VEG — F2dudv), deci

aria ceruta va fi _ .
i
A= / dt/ V2udu  ete.
z 0

1979-subiecte anul I

0 <u<t}.

1. Rezulta f(zr) = —1 daca x <0, f(z) =2x — 1 pentru 0 < = < 1 i
f(z) =1 daca x > 1 etc.

2. Integrala este dublu improprie si se descompune in / +
(0,1]

[1,00)
. In(l+= L . . . dx

Cum lim g = 1, prima mtegrala are aceeasl natura cu /
z—0 x 0.1] xa—l

si este convergenta pentru a — 1 < 1. Cealalta integrala este convergenta
pentru a > 1. Deci 1 < a < 2.
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3 . R .o
Pentru a = o folosim integrarea prin parti gi determinam valoarea
2.

1
3. Notam o¢(z) = (z +¢)Iln <1 + x)’ respectiv - a, = o(f(x));
1

b = =
min 2

4. Valorile proprii ale matricei asociate formei patratice sunt 2,5,8.
5. Avem )
—
T = 7(6t7 - e_t7 +V2k),

et + et

— 1 - i PN
V= (27 427 =26 —eHk),
T e @7 2T VA )

si

Binormala in punctul curent are ecuatiile

:c—et_t—e’t_z—t\/i

—e—t - et - \/ﬁ

2t

i aceasta dreapta intersecteaza Ox «— e % = t. Aceasta ecuatie are o

singura solutie to € (0, 1).

6. Exercitiu standard.
1980-subiecte anul I

1. M(rcost,rsint); dreapta CD are ecuatia 2xcost + ysint = 2r.
Se deriveaza aceasta ecuatie in raport cu t si se elimina parametrul ¢.

fnfé@urétoarea cerutd are ecuatia 4r? + y? = 472 etc.
2. a) Folosind regula lui Laplace, det B = (ad — 37)*(detA))?.
1 JA7L —pATt

b) Bl = ———
) ad — By —NATT qAt
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c¢) Generalizarea se face pentru A € M, (R) nesingulara si B de ordin
2n; detB = (ad — ($7)*(detA))? etc.

3. a) Dezvoltarea Mac Laurin a functiei ” arcsin” este

arcsint =t + Z 2”n' 2n—|— 0 )tQ"H, te[-1,1]

si se integreaza arcsint — ¢ pe intervalul [0, 1/2].

Inzx

b) Integrala este convergenta (caci li;ri = —1, finit) si pentru
x

— T

*]
0<a<l, hn(l)xl 1T . Pentru 0 < a < 8 < 1, avem
AN — T
B . B8
(o, B) :/a 1rixxdq::z;)/a z" In zdx;

> gt

integrand prin parti si tindnd cont ca In(l — z) = — | pentru

n

n=0

|z| < 1, rezulta

I(a, ) = —InzIn(1 — 2)

0 /Bn+1 X qntl
nz n+1)2 +nz_0 n+1)2

Atunci

I= a*}é%lﬂl I(a,B) = (llur(l)lnaln(l —a) — él/rr} IngIn(l — 5)—
> ﬁn—&-l ' > ot
—1i 1 —.
/31—>H} (n—i—l) +a%;(n+l)2
n+1

(7;;71)2 este UC pe [—1, 1];

Primele doua limite sunt nule, iar seria g

n=0
00

1 =1
rezulta ca I = — E W Se stie ca E = =—
n n
n=1
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1980-subiecte anul II

t
1. Facem schimbarea de variabila z = 37 Atunci

32 1 32 4 32
. \4[/ 2301 — )3 — \4[8(5, 4y _ V2
0

33/~ 18v/3
2. a) Cautam solutii de forma y(z) = Zakxk; Identificand
k=0

coeficientii, obtinem a,(n? —3n +2) = 0, de unde n = 1 sau n = 2.

Solutia ecuatiei este y(z) = ag + a1z + agx?, iar 2a¢ + mwa; + 72ay = 0,
2

rezulta solutia generald y(x) = ao <x2 — W) + ay (LL‘ - z).

2 2

b) Solutiile particulare care verifica cele doua conditii impuse sunt

(2) (7T 1:) (2) w2 LT 1,

r)=z|=—= r)=——+—x+ -x°.
Ui 2 ) 6 6 6

Q 2
-2 2 g , daca < i = 0, daca

c) f(x) - + ; — sinnacosn, dacd lz] < asi f(x) aca

a<lz| <. -

d) Se foloseste egalitatea lui Parseval.

e) Se ia @ = z n egalitatea demonstrata la punctul d).

1981-subiecte anul I

1. Verificari directe. Apoi f(e1,e1) = —Aj; ( complementul algebric
al lui @y In matricea A = (a;;)), f(e1,e2) = —Aj, ete.
Matricea ceruta este tocmai —A*, unde A* este adjuncta lui A.

Se generalizeaza la R*.
2. Problema standard.

3. Punand cosz = t, rezulta

2 1
/ U () sinzdr = —.
0

n3
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1
—, €
n?+1
4. a) Aratdm cd f~! nu este continud in punctul (1,0). Fie

Apoi, daca x € [0, 7], atunci |u,(x)]] < te.

2 = (cos(2m — %),sin(%r - %)) ~ (1,0).

Atunci f71(z,) = 27 — ! si f71(1,0) =0.
n

b) f~! intoarce inchisii in inchisi, inchis in compact este compact, etc.

5. a) >1
.a) o —
4

b) In general,

/ T dzle m+1’pim+1 ’
o (L4an)p n n n
< dx 1 12 27
deci | 2 —Ip(-,2) ="
em/o Sl 3 (3’3) 3v3

1981-subiecte anul II

1. a) Notam cu Y(p) imaginea lui y prin transformarea Laplace

si aplicim transformarea ecuatiei diferentiale. Obtinem —2pY(p) —

2
p?Y'(p) +2pY (p) = —, de unde, separand variabilele si integrand, gasim
p

Y(p) = ot + C. Conditia ca solutia sa fie marginita in vecinatatea
p
originii conduce la determinarea constantei C' = 0. Functia original este
3

x

imediata, y(z) = —.

yz) = 5

b) Ecuatia este de tip Euler, determinarea solutiei este standard, iar
solutia este cea de la punctul a).

2. Cu schimbarea de variabild e = z, integrala devine

/ 2 (22— 1)
1= 5 .
|z]=1 2(22’ — 5Z -+ 2)
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Folosind teorema reziduurilor, rezulta

NP2 -1) 1w

[=2miR Ly m
RS B 2) 2 o

3. a) Folosind rezultatul problemei 2, rezulta imediat

flx) = Z 2n1+1 sinnx.

n>1

b) evident.
4. Coeficientii seriei Laurent sunt dati de formula

1 e3(z—v7)

21 |z|=r Zn+1

Jn () dz,

unde r > 0, care este o integrald cu parametru. Derivand in raport cu

variabila x, obtinem

1 e3(x—V?2) 1 e3(z—v7)
2J (z) = — - dr— T
n(x) 2mi /|Z7" FAls : 21 |z|=r ZnJrl =
de unde relatia 1) este verificata.
1982-subiecte anul I
D(u,v,w) . T _ Yy _ z _ .
=2 =0. A Z= gt 2 =gt Z=pt d
D(r.7.2) poi y f(u), ~ g (v), . (w), deci

fHwg ™ (w)h™H(w) = 1.
2. 1(r) = / + / . Prima integrala este convergenta pentru orice
(0,1] [1,00)

arctgx
r > 0, deoarece lim BT _ 1.

z—0

o0
Cea de-a doua integrala se compara cu / dx si este de aseme-
0

1422
nea convergenta pentru r > 0.

Se calculeaza I'(r) si se deduce I(r) = gln(l +7).
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2T
3. a) Introducand produsul scalar (f,g) = / f(t)g(t)dt, functiile

0
din B formeaza un sistem ortogonal, deci liniar independent.

b) Matricea ceruta este M,” € Ms(R) = diag(C, Cy), unde

ol el ol
52
|
S

22 2 22
4. Curba v este intersectia elipsoidului — + =— 4+ — =

a?  2a%2  a?

2z + 2z = a. Curbura minima ceruta este ——

av2’

5. Problema standard. Valorile cerute sunt m < 0 ( caci cuadrica este

1 cu planul

un hiperboloid cu o panza sau un con ).

1982-subiecte anul II

1. Impunem conditia ca u(x,y) sa fie armonica. Avem:

du , ot , xr  Ou , ot , y? —a?
- i ot 2o = . :
0?u " z\° 1 9% (y? — 22)? 2z°
i 4= "t)-2. =, — ="(t) 22— "2 ") —
o =04 (D) +owe2s, i o g 2

2 | 2
unde ¢ = = +y . Atunci
)
/ 2 4 42)2 24 .2
Au:oisp/(t).qu.w.@/(t):o
Y Y
z? +y?

= (1) +24/(t) = 0
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. C C
deci In /() = —2In(t) + nCy — In(/(1)) = In ( t21> ~ =2,
asadar p(t) = —— + O

Daca ¢(t) # —% + Oy, C1,Cy € R, atunci u(z,y) nu este armonica,
C

deci nu se poate construi f. Daca ¢(t) = —71 + Cy, atunci f(z) =

gz - zgz Pentru y = 0, avem f'(z) = % — f(x) = —ﬁ + Cs;
C
inlocuind z cu z, obtinem f(z) = 71 + Cs.
2. z = 0 este punct singular esem;ial al functiei f(z) = j_ 3632 Dar
z
1 X k+1 1 X _k+1 @ k
e 3222'1%31 B) =32 V'
S k=0 (1+3) k=0 k=0
i 1
de unde Rez(f,0) =3 (e 3 — 1+ 9)

2 = —3 este pol de ordinul inti al functiei i Rez(f, —3) = —3¢ 5.
Integrala este egala cu —167i/3.

3.) (-1 / e f(t)dt = /O h F®Y (—nrteat.

n>1 n>1

Dar E (—1)"e ™ este o serie geometrica convergentd, cu suma seriei
n>1

;, de unde rezulta imediat rezultatul cerut.
1+ et ) )
Pentru aplicatie, G(p) = W, de unde g(t) = Ete_%t. Folosind

formula demonstrata anterior, rezulta rezultatul cerut.

4.Cautand solutii de forma wu(z,t) = X(z)T(t) si impunand prima
conditie, se determina

u(z,t) = o s’ Z(An cosnt + By, sin nt)e_%"z’”z.

n>1
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Din cea de-a doua conditie,

11
JREEY L
2 Jo 5 —3cost

1 27 eint 1
A, +iB, = ~ dt = .
T TF/O 5_3cost | 2.3n

Rezulta solutia problemei

1 1
u(z,t) = e 2’7 [Z + Z —, cosnt - e 2|

1983-subiecte anul I

1. Avem ¢’ = g 5i g(0) = 1; g(x) = €”, etc.

2. a) Sirul (ncos? nx),>1 este nemdrginit (caci, daca ncos®nz < M,
ar rezulta lim cos®nz = 0, deci lim sin®nz = 1 si lim cos2nz = —1,
n—oo n—oo n—oo

de unde lim cos®2nz = 1, absurd).

n—:o0

b) Luam f,(z) = —=sinnz.

NG

3. a) Se calculeaza A2, A%, A* = I, deci A% = I, A*+1 = A etc.

b) valorile proprii pentru A sunt : 1,—1,4, —i si pentru B sunt

P(1), P(—1), P(i), P(—1); vectorii proprii sunt aceeasi pentru A si B.

4. Verificari directe

1 ..
5. iléll) | fo(2)] = m 1 ilg | fa(z)] = 0.
Suma seriei este f(x) = fxlnx, pentru x € (0,1) si f(x) = 0,

pentru x = 0 sau x = 1.
Cum f nu este continua, dar f, sunt, rezulta o convergenti neuni-

forma .
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1983-subiecte anul II

1. a) Calculam

2w n

, z
n+tb, = — Wy = —— dz.
n 10 T Jo (z)e™de 70 Jzjm1 A2 = (14 M%)z + A :

Folosim teorema reziduurilor pentru calculul integralei complexe.

Distingem doua cazuri:

2\
1) Daca |A| < 1, atunci a,, + ib, = —;
) Daca || , atunci a,, + ¢ Y
2) Daci || > 1, atunci a, + ib 2
aca atunci a, + ib, = ———.
’ An(A2 — 1)
Seria Fourier ciutata este f(z) 1+ 2 = COSNT
eria Fourier cautata este f(x) = =
A2 —1 A2 —1 A

n=1
2. Se vor analiza cele trei cazuri :

1) 1 —2® > 0 (cazul hiperbolic); schimbarea de variabile este
2

& =y +arcsinx, n =y — arcsin x; forma canonica este =0
0&0n
2) 1 — 2% < 0 ( cazul eliptic); schimbarea de variabile este £ = v,
02 o2
n = In|z + v2? — 1|; forma canonica este AL 0;
0¢?  on?

3) x = £1; ecuatia este degenerata.

1984-subiecte anul I

2n+1
1. Cum Z(—l)k = —1, rezulta K(z,t) = 1+ (2n+ 1)sinz cost —
k=1

2T
coszsint §i g(x) = A+ Bceosz + Csinz , unde A = f)ydt, B =
0
2 2T
- f(t)sintdt, C = (2n+1) / f(t) costdt. Evident g depinde liniar

0 0
de A, B, C si de f. ImT are baza {1,cosz,sinz} si dimensiunea 3.

Evident A = 0 nu este valoare proprie pentru 77 sa gasim A € R, A # 0
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1
astfel incat sa existe f #0 cu T'f = \f , adica f(z) = X(A + Bcosx +

2w
2
C'sinx). Atunci A = / (A+ Bcost + Csint)dt, deci A(1 — 77?) =0.
2m 0 Cr
Apoi B = —/ (A4 Bcost + Csint)sintdt, deci B = T siC =
" 2n + 1
(2n+1) / (A+Bcost+C'sint) costdt, de unde C' = Br. Singura
0
valoare proprie este A = 2.
2. Un calcul usor arata ca
e’ —e¥ . ) -
fla,y) = , dacdxzFy i flz,x) =€
r—=y
Functia f este continui pe R?, etc.
2
3. a) Notam a,, = 77@; raza de convergenta este R = lim =
2n—1 n—00 | Qp41

1. Pentru z = £1, seria este divergenta (termenul general nu converge la
0). Asadar, M = (—1,1).
2
Notam suma cu S(x), deci S'(z) = Z 2nz®" % = p 2 nx®", pentru
n>1 n>1

z € (—1,1)\{0}. Dar Zna” =

= (a—1)

pentru a € (—1,1), etc.

b) Avemf(z) = h(x) — % /01’ h(t)dt , deci

(@) = gla) — h(z) = —% /0 h(t)dt — / fff)dt
si, ca atare,
Fla) = g'(a) = W(a) = = [ Bt = hia) + L fla) =0,

pentru orice z € (0, a).
4. a) Inlocuind y = 0, rezulti 22 = o2 §i 22 = 4 — a”.

Daca a = 0, punctele de intersectie sunt (0,0, £2).
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Daci 4 —a? < 0, nu existd puncte de intersectie si pentru o € (—2,2)

exista 4 puncte de intersectie.

b) Cilindrul proiectant al curbei ', pe planul xOz este
C ={M(zx,y,z)|3P(a,b,c) € T, cu ]\ﬁHT}

Asadar,
2 2 2

c . a
+—=4+—=1 s = =

2 2 2
b = @
crh=an gty 0

1
22 . ’
— = 1 ecuatla
1 S

2 b2
Se elimina b din relatiile 22 + b* = o?, % + 9 +
2 2 _ 2 2

T L et
— = etcC.
9 L

c¢) Curba I'; are ecuatiile parametrice

cilindrului este % +

4 9

gi trebuie calculata curbura pentru ¢ = 0. Calcul direct.

. cos’t  sin?t\1/2
T =cost, Yy =sint, 2:2(1— )

2008-subiecte anul I, Profil mecanic

1. a) Sfera are centrul O(0,0,0). Dreapta (D) care trece prin O si
este perpendiculara pe (H) taie planul in centrul P al cercului. Atunci

(Pr=()NH):eT==2 s+y+:-3=0&P=(111)
Raza sferei este R = /9 = 3, iar distanta de la 0 la (H) este d =
|0+0+0— 3
VE+ 2+ 12
de sectiune (C) este r = VR? — d? = /9 — 3 = /6.

= /3, deci folosind teorema lui Pitagora, raza cercului

b) O asemenea sfera are centrul pe drepta (D), deci centrul acesteia
este un punct M(¢,t,t) € (D). Conditia d(M, (H))? + r? = R? se rescrie

t4+t+t—3\°
(%) +6=R2= R=/6+3(t—1)
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Prin urmare, ecuatiile sferelor din enunt sunt:

(=t +@y—t)2+(z—-t)*=3(t—-1°+6,tcR.

c¢) Conditia R = 6 se rescrie:
6=16+3t—1210=(t—1)2<tc {t,=1+V10}.

Exista doua solutii:

(z—t)*+(y—t)+(z—t)’ =6, k=1,2.

a 0
2. Alegem X = | 0 «a 0 |;prin calcul direct, obtinem X?.
0 0 ~

Relatia din enunt conduce la sistemul
o +an+b=0, af+py+af=0, ~*+ay+b=0,

{—a:l:\/aQ—élb} {—a:l:\/aQ—élb}
aE 0 V€5 —

, Bla+~y+a)=0.

—a++va?—4b —a —+va?—4b
— 7

Alegem o = ap = 5 U e— i obtinem
a 0 @
a+v+a=0,8€R, deci familia infinitd de solutii | 0 oy 0 |
0 0 7
5 €R.
: 2xy . 1
3. Avem lim ——— # 0, deoarece alegand z,, =y, = — — 0 pentru
S8ty n

1

. . 2 . . . v oA
n — 00, obtinem lim —“- = 1, deci functia f nu este continua in (0,0).
n—oo —
2

Calculam derivatele partiale ale functiei in origine si constatam ca

ambele sunt 0.
Pentru (z,y) # (0,0), obtinem

of _20*—a%) Of 2(*—y’r)

or T W By @R
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Nefiind continué in origine, rezulta f nu este diferentiabila in origine.
b) Avem

2 t t\" 3 (2sintcosi\” 3
In:/ [f <sin,cos >] dt:/ (SIHQCOSQ> dt:/ (sint)" dt.
0 2 2 0 1 0

Daca n = 2k + 1, atunci
2 2
Lp1 = / (sint)?* 1 dt = / (1 — cos®t)*sint dt.
0 0

1
Cu schimbarea de variabila cost = y, obtinem Iy, 1 = / (1 —y*)*dy,
0

iar cu schimbarea de variabila y? = u, rezultd

! pl 1 I 1 (1
[2k+1:A (1—u) 2u_2du:2/0 u 2(l—u)du == §B (2,k+1> =

1 k! 1 Kl2k+! k12k
2 ULl L 2k + I (2k4+ 1)

™

2
Daca n = 2k, atunci Iy, = / (sint)?* dt. Cu schimbarea de variabila
0

1
sint = y (decit = arcsiny i dt = dy), obtinem Iy, = / Y2k (1—
0

1
N

yg)_% dy, iar cu schimbarea de variabild y? = u , rezultd

lim ——— = 0, de unde g(z) = 0, Vo € R. Notam h(z) = ——

n—oo ZE4 —+ n2

Pentru a determina sup,cgh(z), calculam h'(z) =
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h'(x) =0« x € {0,£+/n}. Din tabelul de variatie al functiei h rezulta:
1

supgerh(z) = h(—/n) = h(y/n) = o 0 pentru n — oo, deci sirul de

functii {g,} converge uniform la g.

n n

Q@
4.Termenul general al seriei E 67 a, 3 € Restea, = G 1
sin nP sin =
n

Aplicand criteriul raportului, obtlnem

+1 in L
. ans . o’ n sin X
li = lim — =
n—oo | @, n—ce | (n + 1)8 smn—Jrl a
1 1
. n = Sln% ey
- ]a|nh_)r£10 n+1 L gin - = lal.
n n+1

Distingem urmatoarele cazuri:

i) Daca |a| < 1 — serie convergenta (absolut convergenta).
ii) Daca |a| > 1 — serie divergenta.

iii) Daca |a| = 1 — avem subcazurile:

0 _1)
iii.1) Pentru a = —1 seria devine Zu Daca 8 > 0 — se-

n sin
rie convergenta (criteriul lui Leibnitz); dacs 8 < 0 — serie divergenta,

(—1)"

deoarece nu exista limita lim

(criteriul de necesitate); 1iii.2) Pentru a = 1, seria se rescrie
oo
E ST Aplicam criteriul logaritmic si obtinem:
— nfsin
In(n” sin +) . In(sin 1)
[ = lim =+ lim
n—00 In n—00 In
Dar
. 1 1.(1
Y In(sin %) i ST 08 ( xz) i % 1
A PP 1 TG I\ ") T
P S1n P X

deci Il = f — 1. Daca § — 1 > 1 atunci seria este convergenta. Daca

0 — 1 < 1 atunci seria este divergenta.
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2008-subiecte anul I, Profil electric

1
1. a) Demonstram ca [z] + [334—2] = [2z], Vz € R. Distingem
cazurile: .
i)z e [/{, k+ 2] relatia devine k + k = 2k, (adevarat).

1
i)z e |k+ 2 k + 1| relatia devine k + (k + 1) = 2k + 1 (adevarat).
Rezulta f(z) =0, Vo € R.

b) Fie
Sul) = g%fm) - _ [xgﬂﬂ - [zkxﬂ ;] B
=2 (gl - lml) = 2 (5] - lw)):
doct 8,(2) = o] = [ ] Avnei Jim 8,0 = i (1= [57]).

Cum f nu este functie continua, seria S, (x) nu este uniform convergenta.

2. Avem
V={Me M,(C)|3IA, € M,(C),

M = AB — BA} = {[A, B] | A, B € M,(C)}.

Dar Tr(AB) = Tr(BA) deci pentru orice matrice M de forma M =
AB—BA eV, avem Tr(M) = Tr(AB— BA) = 0. Rezulta V. C W, unde

W = {A[Tr(A) = 0} = {A = (ay)ij=17 | @nn = —(a1+- -+ an101)}

Fiind descrisa de o ecuatie omogena, submultimea W C M, (C) este
subspatiu vectorial, iar o baza a lui W este B = {E;; | i # j;i,j €
ILn}U{F,|i=1,n—1}cu

Eiy = {(mu)lmy = 8,61}, F = {(my)|mya = 656F — 61,64}
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Deci dimV = dimW = cardB = (n* —n) +n—1=n%—1.

3. a) Forma polara A asociata lui ¢ se obtine prin dedublare:

1
Az, y) = 191 + 2w2y2 + 323y + §(m1y2 + y122)+

1 1
+§(x1y3 + x3y1) + 5(9521/3 + x312),

pentru orice x = (z1,%2,23), ¥ = (y1,%2,y3) € R3. Verificim pentru A
propietatiile produsului scalar:

i) Pozitivitate:
Az, z) = 23 + 23 + xg + L1294+ T1T + ToTs + T35 + 2:c§ =

1
= 5((% +22)% 4 (z1 + 23)° + (22 + 73)%) + 23 + 225 > 0;

= A(z,z) =0;

ii) Simetrie: A(z,y) = A(y,x), Yo,y € R? (evident);

iii) Omogenitate in primul argument: A(A\z,y) = NA(z,y), Yo,y €
R? VA € R (evident);

iv) Aditivitate in primul argument:

1
Al +2,y) = (21 + ZT1)y1 + 2(22 + T2) Yo + (23 + T3) Y3 + 5[@1 +T1)ys+

1
+(x3+'f3)y1]+§{(x1+x1)y2+(x2+i’2)yl] = A({L'?y)-i-A(.f, y)7 V%f?y € R3~

In concluzie, A este un produs scalar, si avem ||z]| = \/A(z,x), Vo €

R3. Prin urmare,
lleal| = VA(er,e1) = 1, [eal| = \/Alez, e2) = V2,

les]| = / Ales, e3) = \/37

N A(el,eg) . 1 _@
ledll - fle2l]  1-v2 2
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4. Fie g(x / |f'(t)|dt, deci g(0) =0 si ¢'(x) = |f'(x)|. Apoi

7)) = | / ")t < / 1Pt = g(x),
deci

/ |f(x !d:c</“g(x)g'(x)dx:;gz(a):;</a " '()\dt>2
S;/oldt /'f )t = /If ).

2008-subiecte anul IT
*u  0*u

a) Au= — + — = 0. In concluzie u este aplicatie armonica.

oxr?  Oy?
b) Functia cautata este de forma f(z,y) = u(z,y)+i-v(z,y). Notand

z = x + 1y si folosind faptul ca f este olomorfa, obtinem:

f'(z) = @—@— 20 +e"cosy — 1 2y — " sin
dr 0y 22+’ Y x4+ y? V)

Pentru y = 0, obtinem f(x) = %+ e’ deci f(z) = 2lnz + e* + C.
Efectuand substitutia  — z rezulta f(z) = 2Inz + € + C. Din conditia
f(1) = e, obtinem e + C' = e deci C' = 0. Prin urmare functia olomorfa
ceruta este f(z) =2Inz + e*.

¢) Obtinem

B f(z)—2Inz e*
e e

Se observa ca: z = 0 este pol de ordin 2 iar z = —i este pol de gradul 1.
1 1|1 5 1 V5
Deoarece 5~ 0‘ =5 '2 —(=i)| = \2[, avem R € (0,400)\ {2, \2[}
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11 ) 5
Distingem trei cazuri: R < 33 < R < \2[; R > \2[ Notand
e® .
g(Z) == m, Obl;lnem

i) Daca R < 3 conform teoremei fundamentale Cauchy, rezulta I = 0.

1 )
ii) Daca 5 < R < \zf, atunci I = 2miRez(g,0). Obtinem

/ . .
L g € ez ti—d) o ,
RGZ(ga O) — ,1ZI—>I% (Z 22<z—~—1>> = il_}l’% W = 1—2 — I = 27T'L(1—Z)

5
iii) Daca R > \2[, atunci I = 2mi(Rez(g,0) + Rez(g, —i)). Avem

Rez(g,0) =1 —1,
Rez(g, —i) = lim (2 + i) o = o = ¢~ 1+ isinl
ez(g,—i) = lim (2 +i)——==—=¢€ '=—cosl +isinl.
g’ z2——1 2;2(2: —|— Z) —1

Deci I =2mi(l —i—cos1+isinl) = 27mi[l —cos1 +i(sinl —1)].

27 : inT

sinz - e .

2.1 = / sdx. Pentru |z| = 1, putem scrie z = €'*,
o (13—15cosx)

2+1 221
,sinx =
2z

I / z;lezn % B (_2)/ (22 _ 1)2” "
~ Ji=1 (13— 15cosz)? iz =1 (522 — 26z +5)2

(22 —1)2"
(522 — 26z + 5)?

pentru g. Cum doar z5 = — se afla ’in interiorul drumului, calculam doar

deci cosx =

si dz = zidx. Obtinem

1
Fie g(2) = . Rezulté cd z; = 5 gi 20 = R sunt sigularitati

Otf =

1
reziduul lui g In 2o = R (pol de gradul 2). Rezulta

-n +nmi
T = (~2)2ri - .
C2mig e = 5o

3. Aplicam transformata Laplace ecuatiei diferentiale gi obtinem
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pQX(p)—1—2pX(p)+X(p)—%HX( )=

Fie G(p) = %)36”5 Dar p = 1 este pol de gradul 3 pentru G, deci

1 p-ert 1" 1
Rez(G,1) = o lim [(p - 1)33] = §et(t2 +2t).

1
Rezulta z(t) = §<zt(t2 + 2t).

4. Folosim transformarea Laplace.

1 —1 1 1 1
Avem X(p) = ————F——— = — - + 5 , lar
p+DP-2) 3 p+1 3 p-2
z(t) = Rez(X (p)e’, 1) + Rez(X (p)e®, 2) =
= lim1 (p+1) X(p)e” + di lirr% (p+2) X(p)e® =
p—— p—
—t 2t
= lim =g+l e = = 5
1 1,
si deci z(t) = ~t 4 —e® inmutitd cu treapta unitate.
Analog se obglne y(t) = z(t), iar
1 1 1 2 1 1 2
Z - - - . D tzf_t 72t
W)= 53 513 p_z W3¢ T3¢
2009-subiecte anul I, Profil mecanic
a) Avem:
— (0 3. s YL
8f(0 y)—hm f(l',y) f( 7y) :hmx COSxQ —
ox z—0 T z—0 x
0 0 h) — f(0 0-0
= lim 2 cos.i —f(O y) = lim fO.y+h) f(’y):limiz().
x—0 fE a h—0 h h—0 h
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b) Fie yo € R, arbitrar, fixat pentru demonstratie. Fie

of of

oley) = f(l"ay)—f(ovyo)—%(0790)%—@(0;%)'@—%) _
2%+ (Y — yo)?
x3-cos%—0—0—0 x3-cos%
Ply—w) V- w)
Cum

lim a(z,y) =0,

Yy—yo
rezulta ca f este diferentiabila Frechét in punctul (0, yo).

0
¢) Avem —f = 32?%cos E + 2y sm ,x # 0, deci hm —— nu exista

Ox x? 00z 5
(sin(oo) nu existd). In concluzie 5g MU este continua in (0,y). Dar a—f =
€z Y
0 0 0
- sml deci lim o _ = lim —zsin % = 0 = —f((),y), deci of este
2 z—0 8y z—0 2 83/ 81/
——
finit

functie continua in (0, y).

dg 0g O
d) Obtinem succesiv grad g = —g,—g,—g ; Prin calcul direct,
dx’ Oy’ 0z
rezulta
0 af o0 1 1 1
99 _0for = [3r cos — — sin —(—2) 2 =
dr  Ordx 72 r 222 + 2 + 22
1 1 x
= [3(2® + ¥ + 2°) cos 55— + 2si ,
By s T e
dg Of or 9 9 o 1
— 3 -
dy  Ordy =Bl +y +Z)Cosz2+y2+zz+
1
+2sin 5 3 3 Y ,
T2yt + 2t a4 2+ 22
dg _Ofor 9 9 o 1
— 3 -
9z Oroz =Bty +Z)Cosa:2+y2+z2+
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1
+2sin ] : )
:p2+y2+z2 ~’332+y2+22

in punctul (z,y, z) # (0,0,0). Se observa usor ca gradg(0,0,0) = (0,0, 0).

2. a) Efectuam schimbarea de variabila t = x + s. Atunci

2 (% ia? 2 [T 2 e L
f(x):62/ e 2 ds=ez ez BT T ds = ez *ds.
0 0 0

Faptul ca 0 < zf(z) este trivial.
2 [ 2 22 2 2 [ 2
b) f’(x)—xe2/ 6_2dt+e2(—e2)—x62/ e zdt—1=

xf(z) — 1. :
c) Evident, din a) si b).

d) f(o):/oooefdt:/()we‘(é)zdt:\/z.

3. a) Evident f(x,y,z) = (4 + 6y, 3z — by, 3z — 6y + z).

4 3 3
b) Cum f(x) = Az, A=| 6 -5 —6 , rezulta f"(z) = A" -z,
0 0 1

ceea ce conduce la determinarea numarului natural n si a numerelor reale

ai, ..., a, cu proprietatea
an-A”—Fan,l-A”*l—l—...—l—al-A—|—a0-13:().

Cum Py(z) = —X3 + 39 - A — 38, rezultd, din teorema Cayley-Hamilton,
A3 4+39-A—-38-I3=0.Decin =3sia3 = —1,a0 = 0,a; = 39 si
ag = —38.

c) Din f(u) = u, daca u = (z,y,%), rezulta + = y = 0. Atunci
U=1{(0,0,2)|z € R}.

4. Sy 2+ P+ 22— 4(A+1)2—2(3X = 2)y +2(A—5)z — 14X +33 = 0.

a) Sy: (x—22—=2)2+ (y—3A+2)?+ (2 — A +5)* — 14)? = 0. Rezulta
cd, pentru A # 0, Sy : (centru (2A+2, 3\ —2, A —5), raza |A|v/14). Pentru
A =0, avem (z —2)?+ (y+2)?+ (2 —5)* = 0 = a este punctul (2, —2,5).
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b) Centrul sferelor este (2A + 2, 3\ — 2, A —5) = (x,y, z), de unde
dreapta ceruta este:
r—2 y+2 z+5
2~ 3 1
c¢) Punctul (2, —2,5) este punctul comun sferelor Sy. Planul tangent
la sferele Sy este 20 + 3y — 2z + 7 = 0.

= A

2009-subiecte anul I, Profil electric

) Fie f(z Zanx x €[0,1). Atunci f'(z) = Znan:r“*l7
n>0 n>0
€ [0,1). Cum a,, > 0, rezulta f'(z) > 0, Yz € [0,1). Pentru k fixat,
k
3 "< f(z) < i b <
k € N, avem Cagoanl‘ < f(x) < L,Vx €[0,1), de unde glclir%zoanx <
- k

L. Rezulta ca sirul sumelor partiale s;(z) = Zan este marginit, seria

n=0

Z a, este convergenta .
n=0

Pe de alta parte, f(z Zanx < Zan,Vx € [0,1), de unde

n>0 n>0

lim < Z a, . Rezulta ca Z a, = L.
e/ n>0 n>0

b) Exemplu: Z(—l)"z".

n=0

. a) Observam ca fi(x / fo(t)dt, iar

- [ = [ [ wtan) ae -
[ (/ o)y ) de =

- @t)/a fo(y)dt . +/a fo(t)dt:/a (z — 1) fo(t)dt




Se poate demonstra prin inductie ca

1

Jn(x) = = /ax(x — )" fo(t)dt,n > 1.

Atunci
| fu(@)| = \/ x—t)"" folt dtr_( — )/(x—t)”_ | folt)|dt.

Cum fo(t) este continua pe compactul [a,b], exista M > 0, astfel incat
|fo(t)| < M,Vt € [a,b]. Deci

M @ M —(z—t)"\ [
@ < Gy [ e = 2 ( ) -
(n—=1"J, (n—1)! n t=a
M M
:H(x—a) <;(b—a)
Cum Z 7_'@ este evident convergenta, din Criteriul lui Weirstrass

n>0
rezulta ca Z fn(z) este absolut si uniform convergenta pe [a, b].
n>1

b) Avem

i () + fla) + o fole)) = i [ [ fo(eyies

+/a (z —t) fo(t)dt + ... + (nil),/a (z — )" fo(t)dt] =

b
= lim [l—i-(m—t)—i—...—i-(f_t))]fo()
:/ nlggo {1+(m—t)+...+%] fo(t)dt =

= / ’ e fo(t)dt = e” / b e fo(t)dt

3. Cum P; sunt sunt toate pe aceeasi circumferinta, presupunem ca

ele sunt toate pe un cerc. Atunci PyP,PP; (i < j) este un patrulater
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inscriptibil si din teorema lui Ptolemeu, rezulta ca ajoa;;+a1ja:0 = ay;ag;,
i< .

Cum (a;;) este matrice antisimetrica, putem scrie aj2a;; = [ag;a1; +
a1;a24,] i, j = 1,n. Daca A; este linia ¢ din matricea A, avem ca a2 4; =
asi Ay + a1;As, i = 1,n, ceea ce conduce la concluzia ci rang(A) < 2.
Intrucat A nu este matrice identic nulg si este antisimetrica, rezulta ca
rang(A) > 2, deci rang(A) = 2.

Fie f : R* — R", f(z) = az. Avem Kerf = {z € R" | Az =
0}, dim(Kerf) = n — 2. De asemenea, Imf = {y € R" | Az = y},
dim(Im f) = 2.

4. Din ipoteza Az = 0 pentru x # 0; rezulta rang(A) < n. Daca
rang(A) < n — 1 atunci rang(4;) < n — 1, deci det A; = 0 pentru ¢ =

1,n. Presupunem rang(A) = n — 1. Fard a pierde generalitatea putem
n—1

presupune ci a, = g aa;, cua; € Rsiz = (ay,...,a,1,—1)T, de

i=1
n—1

unde B, = Z a;b; — b, = Ay, pentru y € M, ;(R). Scriind matricele pe
i=1
coloane, calculam

n—1 n—1
det Al = det <61’(12 Q1 Z Oéi(li> = Z Q; (b1|CL2 . an_l\ai) =
i=1 i=1

= 1 det (bl‘ag e an,llal) = det (CLJGQ . an,l\ — O[lbl) .
Deci

n—1 n—1
Z det Az = det <a1]a2 . an,l\ — Z Oézbz>
i=1

i=1
si

n n—1
Z det A; = det (a1|agvan_1|bn — Z aibi> )

i=1 i=1
Ultima coloana este —A,, deci o combinatie liniara a coloanelor

n
ai,...,ay_1, de unde concluzia: Z det A; = 0.

i=1
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2009-subiecte anul II, Profil mecanic
1. a) Rescriem ecuatia sub forma de sistem diferential de ordinul intai,
=y, Y=z Z+Q2a—1)z+(a®+3)y+ (a*+3a)r=1.

Studiem stabilitatea sistemului X’ = AX.

Polinomul caracteristic al matricei A este
Py(\) = —X* = X%(2a — 1) — A(a® + 3) — (a* + 3a),
iar ecuatia caracteristica
Py(\) =0 N+ 2(2a—1) + Aa®>+3) +a®> +3a=0.

Observdm c& A\; = —a este solutie, iar Ay 3 sunt solutiile ecuatiei A\? +
(a —1)A 4+ 3 + a = 0. Conditia de stabilitate impune —a < 0, a — 1 > 0,
34 a >0, de unde a > 1.
b) Daca a = 1, ecuatia devine a” + 2" + 42’ + 4o = 1. Aplicam
transformarea Laplace si obtinem (p + 1)(p* + 4)L[x] = ]1), de unde
1 A B Cp+ D

L] = == .
< pp+1)(p* +4) p+p+1 p?+4

Aducem la acelagi numitor si identificand coeficientii numaératorilor,

1 1 1 1
rezulta A = T B = — C = T D= —x rezulta
1 1 1 1
fl?(t) = Z — 5€7t — % COS(Qt) — E S1n(2t)
. : . eF e
2. a) Folosind formulele Euler, ecuatia devine ———— = —, de unde

2 4

) ) 5 )
e+ e = 5 Notam e = t si obtinem 2t?> — 5t + 2 = 0, cu solutiile

1
t1 =28ty = 3 Multimea solutiilor ecuatiei este {+iln2+2k7 | k € Z}.
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b)

1 T 1 . 1 2"
n + by ——— Mt = = dz =
In 10 / 5—dcost © T /Z|_1 i(—222+52—2) -

1 z"
e 27d2

Gy = si b, =0,n > 0. Rezulta

3.2n-1
1
=3 + Z nm cos(nt), t € (—m,m).
n>1
c) Folosim teorema reziduurilor pentru calculul integralei complexe.
1
Functia g(z) = —————— admite ca puncte singulare toate solutiile
55 —4cosz
ecuatiei cosz = —, care au fost determinate la punctul a), si anume

z=2kn+iln2, k € Z (poli de ordinul I).
Vom lua in calcul doar acele puncte singulare aflate in interiorul dome-

niului |z — 4| < 1, si anume z = 71n2. Atunci

/ dz 2
=1 D —4cosz 3

3. a) ”=" Daca (a,b) este punct de echilibru, atunci ¢(t) = (a,b)
este solutie a sistemului, de unde 0 = f(a,b) si 0 = g(a, b).

7<" Daca f(a,b) =0 i g(a,b) = 0 — (a,b) solutie a sistemului, de
unde (a, b) este echilibru.

b) Presupunem ca existd doua orbite ¢ §i o cu Imgp; = Imeps care
nu sunt disjuncte. Rezulta ca exista tq,ty astfel Inc’qt ¢1(t1) = @a(ta).
Fie T = ty — t;. Atunci o(t) = ot + T') este o solutie a sistemului i
cum (t1) = pa(ta) = @i1(t1), din Teorema fundamentald Cauchy, rezulta
© = 1. Pe de alta parte, po(t + 1) = p1(t), Vt — cele doua orbite ¢y si
(9 coincid.

c¢) Sistemul este echivalent cu x” + z = 0. Polinomul caracteristic

asociat 72 + 1 = 0 are radacinile » = =i, deci solutia ecuatiei este
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x = Cicost + Cysint, C1o € R. Dar o/ = y, deci y = —Cysint +
Cycost, Cr2 € R.

4. a) Vom calcula I}, = /

e

f(2)

2k

dz. Avem

f(z)  ap+arz+ ...+ a,z"

zk 2k

1 1 1 ek
=ao: — tar 5 qr—Fapt+ ... t+ay- 2T,
z z z

de unde, din Teorema reziduurilor, I, = 2mi - ap_1. Calculam

Jk — / f(eit)efik:tdt;

folosind substitutia e = z, rezulta

d 1 1
Jp = Fz)-2 " 72:,. f}gizdzz,_.[Hl:,'.gm'.ak:%mk.
|z|=1 12 2 |z]=1 z (3 /)

1 s
b) Demonstram intai ca f(a:)de = —i/ f(e™2efdt. Fie
. |z| = 1, Imz > 0. Atunci, Conform teoremei fundamentale Cauchy,

avem/f dz+/ f(z)*dx = 0, de unde

—/f(Z)QdZ =" —/07r Fet)iettdt = —z‘/oﬁ Fley2-cidt.

Demonstram ca / f(z)%dr < 27 Z a;,. Observam ca
k=0

/ flx da:</ f(z ——i/oﬂf(eit)Qeitdt.
[ s
/0 () <

Atunci <

—i/ f(e“)Qeitdt‘ si obtinem
0

(eit)Qeitdt'S/ ‘f(eit)Qeit|dt:
0
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—_ " it2d " 1t Qd.
/Olf(e)!t</_ﬂf(e ) 2t

Deoarece
[F(e)]? = fe™)- f(e) <Z ae’ ) : (Z apeipt) = Z apaye P,
p=0 k,p=0
rezulta
1 T ')
/ f(x)*dx S/ Z aga,e™ P | dt = Z akap/ Hk=p) gt
’ T \kp=0 k,p=0

Daca k = p, atunci / etk P gt = / 1dt = 27. Daca k # p, atunci

—T us

™ it(k— u
/ eit(k_p)dt _ .6 t p) _ .
- i(k=p)|_, i(k —p)

eﬂ-i(kfp) — efﬂ-i(k*p)

2 .
T sin(m(k —p)) = 0.

1 n
In concluzie, / f(z)%dr < 27 Z az.
0 k=0

2009-subiecte anul 11, Profil electric

1. Identic cu subiectul 1) de la profil mecanic.

2.a) Daca f : D — C este olomorfa si D este disc deschis in C, rezulta

f analitica. Fie zy centrul discului D si f(z) = Z an,(z—2p)" dezvoltarea
n=0

0 _ n+1
lui f in jurul lui zq. Fie F(z) = Z an(zi))l ;cum F'(z Z an(z
n
n=0

20)" = f(2), rezulta ca F este o primitiva a lui f. Fie F §1 G doua
primitive a lui f pe discul D — F'(2) = f(2) §1 G'(z) = f(2),Vz € D —
(F —G)'(2) =0,Vz € D. Cum D este conex, avem F' — G = constant.
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b) Fie v : [a,b] — D,~(a) = 21 si y(b) = 22 arc simplu orientat in D.

Daca F este o primitiva a lui f, atunci
b b
/ f(2)dz = / F(2)dz = / F'(5(8)) v(t)dt = F(y(8))[" =
Yy Y a

= F(y(b)) — F(v(a)) = F(22) — F(21).

¢) Avem

a+1b = *COSZ|02+l:*COS(§+Z')+1:

5+ 1 4 o—i(5+0) e—1HE 4 o1-i%

~ —eMcos§ +ising) +el(cos T —ising) L
- 5 —

1 -1
_iel—e) 26 )+1:1+ish1,

de unde a = 1,b = shl.

3. Seria Fourier atagata functiei f este determinata la profilul mecanic

1 1 1
- punctul 2b), f(z) = 3 + 3 ; mcos(nx),:c € [—m, .
Cum -
1 1 1
‘32711 COS(TL.Z) = m| COS(nl‘)‘ S 3. on—1

. 1 S . :
si E gl este convergenta, din criteriul Weierstrass, rezulta ca seria
n>1
Fourier este uniform si absolut convergenta pe R. Obtinem

dx 1
YT —0.
/Z|_3 5—dcosz <4 sn(in2) | dsimn(—iln 2)>

Nota. Ecuatia 5 — 4cosz = 0 este rezolvata la punctul 2a) - profilul

mecanic.
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2010-subiecte anul I, Profil mecanic

La) 2lzy] < Va2 +y? = 2wyl < 22 + 42 = (lz] + |y))? > 0,
V(z,y) # (0,0)(A). . .

a 1 .

O 7 7 s

2.0y[t~2 lim ——0. Rezults
/$2_’_y2 \[|er\ \/>’ |y‘ x,y—>0—> g

ca limof(x,y) = 0= f(0,0), deci f este continua in origine.
T, y—

c¢) Obtinem

0 (0,0) = :lclin x =0

0 0 0,0

0 y—0 Y

d) Pentru a =4 si b = 1, avem
—n|(z+1)" n
S (n) e =
Notam a 71 Sa observam ca lim n 1, de unde raza de
n = . v =1 Z
n2/mif 1 n=0 g

convergen‘gé este 1, deci z+1 € (=1,1),z € (—2,0). Daca x = —2, avem

—1)" (convergenta cu criteriul Leibnitz).

Z W
0o
Daca 0 E — E ! ta, si di
aca r = U, avem — convergenta, s1 din
n= TL4 =1 n2

criteriul comparatiei, rezulta convergenta. In concluzie

Zm

multimea de convergenta este [ 2,0].

2. Consideram integrala I(y) = / e dx, y > 0.
0

oo

a) Avem [I(y) = / e dr = (cu functia I"), deci I(y) este

ol

0
convergenta, pentru orice y € [0, +00).

b) Derivand in raport cu parametrul y, rezulta
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de unde

e Y\2 2 e AV !
I'(y)+4I(y) = / e~ (et (2 — x‘Z) dr = 2/ e~ (@) (1 + 9) de =
0 0 r

e y / > v /
— 2/ e (14 2) dot 2/ e (14 2) o =
0 T/ x a X/ x

= —2/ e du + 2/ e du = 0,
at+? a+Z

unde s-a folosit substitutia o+ = u. Rezultd ci I'(y) = —4I(y), Yy > 0.
x

I'(y) y / I'(y) /
c) Deoarece = —4, rezulta dy=—4 [ dy = Inl(y) =
) T0y) T ™ y ()

—4y+InC, deci I(y) = C-e~, (V)y > 0. Dar I(0) = / AN
0

ol

C ﬁ, deci I(y) = vr e,
2 2
3. a) Verificarea ca T este lineara este triviala.

KerT = {z € R* | T(z) = 0} =

= {r € R%| (229 — 23, =271 + 223,71 — 279) = 0} =
={(2a,a,2a) | « € R}

ImT = {y € R* | T'(z) =y} = {y = (Y1, y2,y3) € R®;| 2y1+y2+2y3 = 0}.

b) Proprietatea cerutd reprezinta un caz particular al problemei
omologe de la profilul electric, pentru vectorul a = —2i — j — 2k =
(=2, —1, —2). In acest caz, matricea asociati lui T : Vs — Vi, T(v) = axv
relativ la baza canonica {i, 7, k}, coincide cu cea din enuntul problemei
date.
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c)Avem A= -2 0 2 |[.Atunci
1 -2 0
1 2 -1 ) 5 0 5
L+A=| -2 1 2 |, (13+A)*1:E 4 20
1 -2 1 3 4 5
Rezulta
0 0 1
4 3
e=135 75"
3 4
S 20
5 b

Valorile proprii ale matricii ) sunt solutiile ecuatiei caracteristice

det(Q — M) =0 =503 =3\ + 3\ +5=0,

deci (1 = A\)(5BA?+8A+5) =0= \; = 1, \y3 € C. Deci singura valoare

a
proprie reala este A = 1. Fie v = b vector propriu corespunzator
c
valorii proprii A = 1, deci
-1 0 1
48 Cb‘ 8 ,_a
) ) . ’ 9’
3 4 c
- - -1
5 5
1
1
acR v=a 3 , a€C.
1
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4.71:2m+ 1z + (3 —-4m)y+32—-2=0.

a) Vectorul normal la plan are componentele n = (2m+ 1,3 — 4m, 3).

Conditia ca planul 7 sa contina Oz si sa fie perpendicular pe 7 este
echivalenta cu conditiile O(0,0,0) € 7y, m||i = (1,0,0), m||n, deci

73y — 2(3—4m) = 0.

Analog obtinem 7y : 3z — z(2m+1) =0, w3 : (3—4m)x —y(2m+1) = 0.

b) Se observa ca vectorii n; = (0,3,4m—3) siny = (3,0, —2m—1) care
sunt normali respectiv la planele 7 §i 79, sunt necoliniari, deci planele m;
si o sunt concurente dupa o dreapta A. De asemenea, notand cu eg, eq, €3
expresiile care anulate dau respectiv ecuatiile planelor mq, 7, 73, se ob-

¢ —(2m+1) 3—4m
servacaer —— + €9

= e3, deci w3 apartine fasciculului
de plane determinat de m; si o, deci contine dreapta A,. Rezulta ca
o si 3 sunt plane concurente dupa dreapta A.

¢) Eliminand parametrul m din ecuatiile dreptei A (ecuatiile planelor
w1 §1 m), rezultda ecuatia planului in care se afla continutd aceasta

dreapta, atunci cand m variaza:

3y—3z 3rx—=z
4z 2z

= 6x — 3y — 5z =0.

2010-subiecte anul I, Profil electric

1. Daca f este si derivabila, atunci

)=2-\/f \})7 1=/ f(z) = (z+c)

Dar f(0) =0 = f(z) = 2%, deci toate solutiile problemei sunt

o ] 0, e (-00,0]
file) =27, folr) = { 2 re (0, 50),
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2. Are loc dezvoltarea in serie Taylor f(z Z
n=0

x
a) Notam I,, = / e 't"dt. Integram prin parti si obtinem relatia de
0
recurenta I, = —e *z" +nl,_1, de unde

I, =—e“(2" +nz" '+ ... +n!) +n!

—x

Alegerea lui f(z) este determinata de / e"f(t)dt = _77 deci
0

z 1 — 2
/ e ' f(t)dt = 26 si derivand, e f(z) = 2%, de unde f(z) = e~7.
0

b) Se alege f(z) = e si inlocuind in relatia de la punctul a) se
obtine imediat relatia ceruta.

3. a) Folosind proprietatile produsului vectorial, avem
T(171+172) =dax (171+172) =ax _‘1+6X 2 :T(Ul)+T(172),

T(k¥) = @ x (k7)) = k(@ x 7) = kT(5), Vk € R,

de unde T este aplicatie liniara.

Ker T'= {A\d@ | A € R} (multimea vectorilor colieari cu @). Fie ¢ =
(7). Atun(:ly—axv deci ImT" = {y|yJ_a}

b) Fie 0, = (Ul,Ug) 0y = (T’Ul,TU2> unde v, = TU, = @ X Uy,
k € {1,2}. Folosind faptul ca unghiul format de doi vectori nu depinde
de lungimile vectorilor, ca T este aplictie liniara si ca produsul vectorial

este biliniar, putem presupune ca vectorii iy, s sunt versori.
In plus, deocarece avem TwW = ||d|| <|| a X w) i transformarea

liniara de scalare omogena de factor ||@|| conserva unghiurile, putem pre-

supune ca a este versor. In aceste conditii, not’qnd ¢, = Cos(uk, a), k €
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{1, 2}, folosind bilinearitatea produsului scalar si egalitatea @ x (a x W) =

(@)@ — (@, @), avem
(T'Ul, T’UQ) = <016 — ’Jh ng — ﬁ2> = <U1, ﬁ2> — C1Co.

Analog, folosind proprietatea de rulare a produsului mixt gi antisimetria

produsului vectorial, avem

<171,’l72> = <E[ X _’1,6 X ’lIQ) = —<1117026— ’17:2>
Ua) = (T'01, T'Us). Folosind relatia (a, TW) = (d@,d x @) =0 =

si deci (
fr—— N o N S N - . S S
Vi € Vs, rezulta ||T0|| = ||@x k|| = ||@]|-]|0k||-sin(@, Tig) =

@, % =

_)17
™
2
Cl
(T, TW) (i, )
||T171||‘||T172|| ||171||H172||

cos By = = cos by,

deci transformarea 7' conserva unghiurile (este conforma).
¢) Fie S(7) liniard cu proprietatea S(7) L @, deci S(7) x 7@ =0, V& €
V3. Fie A matricea unica, A € M5(R) cu proprietatea S(v)) = Av. Notam

A = (a); j—13- Impunand conditia de ortogonalitate, obtinem

2 2
A21V1U3 + A22U2V3 + A23V5 — 3101V — A32V5 — A33U2U3 = 0,
2 2
a11V1U3 + A12V2V3 + a13V5 — A310] — A32V1V2 — az3v1v3 = 0,

2 2 3
a11U1U2+a12’U2+a13’l}2?}3—a21?]1—CLQQUl’l)Q—CL23’l)1’l)3 = O, Yo = (Ul, ’1)2,’1)3) cR°.
Alegand v = (1,0,0),v = (0,0,1),7 = (0,1,0), obtinem

agr =asz =0, ap=az =0, a3 =a3 =0

si inlocuind, obtine a1 = az = azg = A € R. Deci S(¥) = A\, A € R.

4. Fie {vy,vg, ..., 041} vectori proprii. Cum oricare n dintre ei sunt
liniari independenti, rezulta ca al (n+ 1)-lea vector este liniar dependent

de ceilalti n alesi.
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Exista deci aq, ..., a, € R, nu toti nuli, a.l. v,41 = aqvy +...+a,vp,.
Presupunem ca oy # 0. Pe de alta parte, T'(v1) = Aoy, ..., T (v01) =

Ani1Una1, unde Aq, ..., A,q1 sunt valori proprii, deci
Oél()\l - >\n+1) = 0, Oég()\g - )\n+1) == 0, N Oén()\n - )\n-i-l) =0
Dar aq # 0, deci A} = A, 1. Cum acelagi rationament se poate repeta pe
orice combinatie a celor n + 1 vectori, rezulta Ay = Ao =--- = A\ji1 = A
Deci T'= A, unde I este aplicatia identica.
2010-subiecte anul 11

a) inmuh_;im ecuatia diferentiala cu ¢. Obtinem ecuatia Bessel

2" (t) + ta' (t) + 2z (t) = 0,

© t 2n
cu v =0, a carei solutie este z(t) = C' - Jy(t) = CZ ) .
n=0
Impunand conditia initiala z(0) = 1, rezulta C' = 1, de unde solutia
L & (_1)71 t2n
unica x(t) = Z T
n=0 9
b) Folosim transformarea Laplace. L|z| = —L|y| = ———— 3
e R [T
L[z] = — Rezultd solutia x = 2(e* — ), y = 2(e! — €%t) si 2 = €*.

2. Notam 2 = t(x,y).
x
Cum u si v sunt functii armonice, impunem Au + Av =0 —

1 [y? 1

x
Impértinand la =, obtinem (2 + 1)¢"(t) + 2t¢/(t) = 0, de unde @(t) =
Charctg(t) + Ca, C1 9 € R. Folosind relatiile Cauchy-Riemann, obtinem:

Ou  Ou —y ou Ju x

-7 i S A
oz 0y Ya2 g2 oy Ox Yy
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ou Cyz—y . ou Ci-x—y

de unde 2 si i Sy S Atunci
, ou Ou C) z+4y CL x—y
()= —iz—=— —i— .
or Oy 2 x2+y? 2 22+ y?
-1 i1 4 N
_ o) — g T -
Pentru y = 0 avem f'(x) = 5 - 5 5 (1 +z)$, de unde

flz) = —%(1+i)lnx+03, C3 € R, deci f(z) = —%(14—@') In(z) + Cs,
C3 € C. Impunand conditiile initiale, obtinem C3 = 0 gi C; = 2i. Rezulta
f(z) = (1 —i)In(z).

3. Aplicam transformarea Laplace ecuatiei integrale; obtinem

pL[z] — 2L[z]L[cos t] = L[t]L[sint],

1 e Pt
—————. Consideram functia G(p) = ———.
pp*—1) ®) pip*—1)

Pentru G, p = 0 este pol triplu, iar p = 41 sunt poli simpli. Atunci

de unde L[z] =

t?+2
5

r = Rez(G,0) + Rez(G, 1) + Rez(G, —1) = cht

4. f: [-m, 7] — R. Seria Fourier trigonometrica a lui f este

Qo

: + Z [a,, cos(nzx) + b, sin(nz)].

n>1

1 (7 2 ,
Calculam a,, + b, = — / _ov T e dx. Folosind schimbarea de

m)_ .5+ 4sinx
- 1 (2’2 + 1)2 . Zn72
variabila e z, obtinem a, +1 4m Ji 21 222 + 5iz — 2

(22 4+1)2- 22
222 + biz — 2

dz.

Cazul I. Daca n > 2, atunci functia g(z) = admite

o . —i ,
doua puncte singulare: z; = — si 20 = —21.

Cum |2z3] =2 > 1, rezulta ca

o (=23 n—2)r . (n—2)7
an—i-zbn—W- cos 5 + 7sin 5 ,
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de unde, pentru n > 2, avem

(—1)"2.3 ‘ (n—2)m

—_— n_2. —_—
cos ) bn:( D L (n 2)7T.

Sin

Ay —

2n+3 2 2n+3 2
2 1 2
Cazul II. Pentru n = 1, avem functia g(z) = (" + ) , lar
. 2(222 + biz — 2)
21 =0, 20 = %Z, z3 = —2¢ sunt poli simpli ai functiei g.

Cum z3 nu este in interiorul domeniului |z| < 1, rezulta ca

, v (-1 3 T -1 =

2\ 2 8 2 8 16’
deundea1:0§iblzz—6. 2 2
1
Cazul III. Pentru n = 0 avem.g(z) = 22(2i§ _:_5; —3) pentru care
z1 = 0 este pol dublu, iar zo = %Z, z3 = —2i sunt poli simpli. Atunci

b 1 (=5t n 3i T =i 1

a bp = = [ —— = . — ==

CTT T\ T4) 2 2

1 Lo o .. y
de unde ag = 1 Rezulta seria Fourier trigonometrica ceruta.

2011 - subiecte anul I, Profil mecanic

1 00
La)Avem M, = | ¢ 1 0} deunde Ker(T,) =0si Tm(T,) =
@ a 1
R? ’

b) A =1 tripla. Pentru a # 0, matricea M, nu este diagonalizabila.
—1
¢) (M) — M.,

d) lim S, = eXp(Ma), etc.

n—0o0

2. Standard.
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3. Standard.

1 11
4. a) Raza de convergenta este 3 si multimea de convergenta [—3, 3] .
Derivata sumei S(z) este o progresie geometrica, avand primul termen

6z si ratia —3z?, deci S’'(z) = 1+6:;2, de unde S(z) = jgarctg(x\/g).
T

b) Seria este uniform convergenta pe orice interval [—r, 7], cu 0 < r <

2011- subiecte anul I, Profil electric

1. a) Pentru orice t € R, avem

(t B t0)2 "

g(t) = g(to) + (t —to)g'(to) + 5 9 (),

cu £ situat intre #g si ¢.

b) Deoarece |f(z)| < 1si|f"(x)| < 1, pentru orice z, rezulta g(t) > 0,

deci
(t —to)?
2 )
pentru orice t. rezulta ¢'(to)? — 2g(tp) < 0, deci ¢'(tg)* < 2, pentru orice
to fixat.
Asadar,|¢'(to)| < V2 si ca atare, |f/(x)| < /2, pentru orice z € R.

0 < g(to) + (t — to)g (to) +

. a . .o . N .o .
3. Fie A = matricea asociatd lui 7" In baza canonica a lui
c

R?, deci T'(z,y) = (ax + by, cx + dy), pentru orice z,y € R.

In primul caz, rezulti ci z(azx + by) + y(cx + dy) = 0, pentru orice
z,y € R. In particular gi pentru x = 1,y = 0 (respectiv z = 0,y = 1)
si rezulta a = 0,d = 0, deci (b + ¢)zy = 0, pentru orice z,y € R, adica
b+ c¢=0. Asadar T'(z,y) = (by, —bzx), cu b € R, arbitrar.

In cazul secund, rezulti (ax 4 by)Z + (cx +dy)y = 0, cu a,b, ¢, d € C.
Punand z = 1,y = 0 (respectiv z = 0,y = 1) ca mai sus, rezulta

bTy + cxy = 0, pentru orice z,y € C, deci b =0,c = 0.
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Ca atare, S = 0.

2011- subiecte anul II

U
1. a) Functia u este armonica, deci Au = 0. dar Frie 0 in fiecarec
p

2 1 2
punct, deci ZQZ :20.- N@otém t = tgh, deci gz = u'(t)m si ZQZ
sin

+ ' (t) e Rezultd u” (t)(t*+1)+u/(t)2t = 0 si integrand

u// (t)

cos? 460
de doua ori, u(t) = @ @ atare, u(t) = Carctgt + Cy, deci u =

C0 + . Folosind relatiile Cauchy-Riemann, obtinem v = —C'In p + Cy

si f(2) =u+iv cu Cy,Cy constante reale arbitrare).

b) Integrandul, pentru a # 0, are z = 0 pol simplu si z = a punct

esential izolat;
1 1 1 1
r1 = Rez(f,0) = —exp <—> sira = Rez(f,a) = ——exp <—>
a a a a
folosind dezvoltarea in serie Lalirent. .
Dacd r < a, atunci I = 2mi—exp —), iar daca r > a, I = 0.
a a

ot
73d2 =0.

Daca a = 0, atunci I = /
z

|z[=r

2. Problema standard.
3. Folosind inversa Transformatei Fourier prin sinus, se obtine

Qte~
p— a/2 .

o(t)

1 :
4. a) ag = — se calculeaza separat. Se calculeaza apoi
T

(=D"(1 —in)

(In 7 71+ n?)

Y

de unde, pentru n > 1, rezulta a, si b,.
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b) Pentru calcularea sumei S; se ia = 0 in dezvoltarea de la punctul

a) si se obtine S = —1.

2shm
Folosind formula Parseval, se obtine Sy = mchm — 3
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Solutii la Capitolul 3

ANALIZA MATEMATICA

L 8) a, = 2n—1)1  1-3.20-1)  (2n-DI
VT Gnroll T 2.4 (n)@nt2) | (@)
(2n+ 1)1
(2n +2)IV
~ 1 @+ R
Sn—;ak—Z m, JLH;OSn—Z—nZ_;an.
ba, - M2 _(nr2-per a2
Tl T m+2)l ) (mr2)l
= f(n)— f(n+1), unde f(n) = RS
Avem
n 2 on+1
Se=Ym=f)—ft ) =2 - P
— 2l (n+2)!
si lim S, =1.
¢) Avem
" (a+1).. . (a+ , atn
" ). (b+n)  "btn

din care rezulta

an-1(a+n) =a,(b+n)
salu
an-1(a+n)=ayf(a+n+1)+(b—a—1)],
deci

an_1(a+n)—ay(a+n+1)=(b—a—1)a,.
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Suma primilor termeni ai seriei este

= Y= g U= 1) = flo) =

k=1
1 1
_b—a—1(f(0)*f(”)):m(ao'afan(a+n+1)):
— 1 a* (@a+2)...(a+n+1)
b—a—l(b A (N B ey )
Deci
i —44Ji44“_a jm(a+%“(a+n+n
s RSy (R Y B ()

Ultima limita o determinam astfel:

(a+2)...(a+n+1)
b+1)...(b+n)

1

[ (EEECE RS (ST
a—+ 2 a+2 a+n+1
1
<b—a—1 b—a-—1 b—a—1
a+2 + a—+3 +'”+a+n+1
1 1
Th_a—1 1 I I
a+2 a+3 ”'+a+n+1

o

care are limita zero caci seria E

este divergenta (comparand-o cu

a
n=2

seria armonica). Deci

2

vt "bb—a—1)
d) Este cunoscuta identitatea:
[ﬁ ﬂ _d—[d, acR.
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Avem

_a+2”_a a
U=\ Tgnet | T [éﬁ]'_ [2n+1}’

Sn = Zak = la] - [Q:Jrl]

g - [a], daca a >0
" [a] +1, daci a<0.

e) Avem identitatea tgr = ctgr — 2ctg2x si

_1ta 1( 9 a)_
Un = 90890 = ou \“Eon on-1) =

1 a 1 a

= _—ctg— — t .
2nc g2n 2nflc g2n71

S, = Zak = —ctg— — ctga,

1
on 1
lim S, = 2 = —ctga + —.
n—o0 n— o0 to— a
g2n
f) Avem identitatea
tg2 tex + arctg—
arctg2r = arctgr + arctg———
g g et
din care .
arctgm = arctg2" ™! — arctg2".
S, =Y (arctg2"™ — arctg2¥) = arctg2"*! — arctgl = arctg2™"!
k=0
T T W
lim S, =~ - T="
niho 2 4 4
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g) Avem identitatea:

b
arcthH— , daca ab <1
1—ab
arctga + arctgh =
b
7r+arctgi, daca ab>1
1—ab
ay = Arctg5— — angl—l—n?—n—Q

(n+1)—(n—2)
1+ (n+1)(n-2)

Sy = Z(arctg(k +1) —arctg(k — 2)) =

= arctg = arctg(n + 1) — arctg(n — 2).

= arctg(n + 1) + arctgn + arctg(n — 1) — arctgl — arctg2 — arctg3.

lim S, = 3% - g — (arctg2 + arctg3) =

_371' T n ; 243 _371' +7T_7T
Ty Ty T T3 ) T T T T T

h) Consideram seria de puteri

> $4k+1 x4k+2 £L'4k+3 x4k+4
/() _; <4k:+1 RVTs R 4k+4>

3

care are raza de convergentd R = 1. Avem

(o)
Z gt gD k2 dke3)
k=0

Z 1—|—$ 4k+2 Z 1 —i—.’L" (x )2k+1)
k=0 k=0
(1+x) i = Lo
— 14 22



Integrand relatia de mai sus rezulta:

f0) = [ e si 1) =0,

Avem

1 1
/ . :;daz = arctgr + 3 In(1 +2%) +c

si din f(0) = 0 rezulta ¢ = 0, deci
1 2
f(z) = arctge + 5 In(1 4 z7)

Seria de puteri este convergenta gi in @ = 1, deci suma seriei date este

T 1

S=f(1)=-—=1In2.
i) Sirul cu termenul general
_ln2+ln3+ Inn  In’n
Ty TS n 2

este convergent i notam limita sa cu [. Avem:

2n Ink
_ k _
S =) _(F1)' 5 =
k=1
_ It 2 W3 nd o m@e-1) 2
1 2 3 4 on—1 om
(i m2 b3 d o @e-1) l@2o))
N 1 2 3 4 on—1 on
In2 1In4 In(2n)
23 [ T E =
+ (2 T + omn >

1 1 In 2)?
= —Zop +2, +In2(14+-+---+——1Inn _ (In2)
2 n 2

In 2)? In2
lim Sgn:—l‘l‘l'f‘lnz'C—M:lHQ <C—I;)

n—oo 2
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1 1
unde ¢ = lim (1 + -4+ 4+ ——1In n> este constanta lui Euler.
n

n—00 2

- 2 1 1
i) Ariitim ci seria 3 (<1)"? 14+ =4+~ ) este produsul
j) Ara amcaserlanZI( ) n+1< +2+ +n) este produsu

1
Cauchy al seriei Z(—l)”fl— cu ea insasi. Termenul general al produsu-
n

n=1
lui este ) ) .
L= (1)t e
e =(=1) (1-n+2(n—1)+ +n-1>
dar
1 1 1+ 1
kn+1—k) n+1\k n—-k+1)’
deci 5 ) .
L= (=1)" T =gt —].
e = )714—1<+2+ +n>
1 1
1+§—|—---+*
Deoarece seria produs este o serie alternanta iar sirul I L
n

este descrescator spre zero, conform criteriului lui Leibniz, seria produs

este convergenta si atunci suma ei este

k) Avem
an*+bn+c=an(n—1)+pBn+v, neN.

Prin identificare gasim a = a, § = a+ b, v = ¢ si atunci

o0

;“”“’”“: ; Z% ,+Czn'
[oe] o0 o0 1
=2 n:l ;n'
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=ae+ (a+be+ce=(2a+b+c)e

1) Avem

1
Sn+1:Sn+an+1:Sn+7_\/§~

S

Ramaéane sa studiem convergenta sirului S, dat de recurenta:
Snt1=f(Sy), n>1si 5 =1,

1
unde f(z) =z + - — V2.
x
Daca sirul este convergent, limita sa [ verifica ecuatia: [ = f(l) care are

unica solutie | = —. Functia f este descrescatoare pe |0, 1[, iar functia

V2

1 1
o f este descrescatoare pe intervalul |—,1| si (fo f)(z) € |—,1
fof pe intervaul | =11 51 (70 o) € |1

ﬁ’ 1} , termenii impari ai girului (S,,),, sunt monotoni de-

screscatori iar cei pari sunt monotoni crescatori, ambele subsiruri fiind

1
pentru x € [

1
convergente la —.
g NG
2. a)

Avem:
Ant1 n+1 . Qpg
= m

- 9
(07% a+n-+1 n—oo  Qy

:]~7

deci criteriul raportului este ineficient. Aplicam criteriul Raabe-Duhamel.

Avem:

. an . an
lim n — 1] = lim =aq
n— oo an+1 n—oo N —|— 1

Pentru a > 1 seria este convergenta, iar pentru a < 1 seria este

o)
divergenta. Pentru a = 1 seria este g care este divergenta (seria
n=1

n+
armonica).

b) Avem

. Oy . (n+1la o«
lim = lim —%— = —
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Pentru a < 4 seria este convergenta, iar pentru a > 4 seria este
divergenta (criteriul raportului). Pentru a = 4 aplicam criteriul Raabe-
Duhamel.

Avem:

. an : 2n+1 1
lim n —1)=limn —-1)=—=<1,
n—oo Api1 n—oo 2n—|—2 2

deci seria este divergenta. (Pentru a = 4 girul (a,), este crescator, deci

nu este convergent la zero.)

c¢) Aplicam criteriul condensarii

o

00 0 . 2n
> an ~ ;2 an = z; 2°(nIn2)lnnin(ln2)

n=3

1 =1
"~ In2Inln?2 X; nlnn’

n=

Acum aplicam din nou criteriul condensarii

1 2n 1
annn ~ ZQ”IHZ" - annZ

care este divergenta.

1 n+1 1 n
d) Pentru diferenta (1 + ) — (1 + > aplicam teorema lui
n+1 n

1 x
Lagrange functiei f(x) = <1 + ) pe intervalul [n,n + 1] si obtinem
T

1\ 1\" 1\« 1 1
1+ —(1+=) =(1+=) (Wm(1+—)- :
n+1 n Cn Cn cn, +1

cu ¢, — 00.

Avem:
1 1 1+)In(l+¢t) —t
lim 22 (In{1+=) — zlim(+>n(+) _
T—00 i T + 1 t—0 tQ(l + t)
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I+In(l+6) -1 1
= ]11Im = —
t—0 2t 2

oo

Aplicam criteriul de comparatie folosind seria Z — gl avem
n

n=1

. 1 n+1 1 n
lima—:hmn2 1+ —(1+ = =

n

Y

N

deci cele doua serii au aceeasi natura (divergente).

e) Avem

. 104204 4o 1
lim = .
n—oo natl a+1
[o.0]
Aplicam criteriul comparatiei, comparand cu seria Z —— i atunci
na+1

n=1

seriile au aceeagi natura. Pentru a > 0 seria este convergenta, iar pentru

a < 0 seria este divergenta.
f) a, = sin(rvn? + 1) =sin(r(vn? +1—n) + nw) =
= (=1)"sinm(vn?+1—n)

Sirul v/n? + 1—n este descrescator spre zero, deci sinw(v/n? + 1—n) >
0. Seria este alternanta iar girul sin7(v/n? + 1 — n) este descrescator la

zero. Conform criteriului lui Leibniz , seria este convergenta.

o0
. . . 1 . . o
g) Fie a,, = asinn+bcosn si b, = —. Seria E a, este marginita iar
n
n=1
sirul b,, este descrescator la zero, conform criteriului lui Abel rezulta ca

seria data este convergenta.

3. (G. Polya) Definim numerele cy,ca,...,¢,,... prin relatiile

¢1¢y ... ¢y = (n+ 1) pentru orice n € N*. Avem

o0
aicy - azcy ... ancy (2)

n+1 -

00
vairas ...y, = E
n=1

n=1
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> aicy + asco + - - + aycy, > 1 n (%)
< = _ <
I T e el PR )
B D{TVT) EEE ) o
n(n+1) n n+1
k=1 n=k k=1 n=k
= SN 0 T L R 1T\ (o)
= mag =Y alGh = a (14)
k=1 k=1 k=1
< Z age = GZ ag
k=1 k=1

In (%) s-a folosit inegalitatea mediilor.
In (%) s-a folosit egalitatea:

S (350) -2 (52

k
N 1
In (% * *) s-a folosit faptul ca sgirul e = <1 + k) este crescator cu
limita e, deci e, < e, k € N.

4. Putem presupune ca 1 = 1 si aratam prin inductie ca:

\/2—1—82\/24— s —28111( 61622k Ek)

Notam a,, :51\/24—52 24t e,V2 si avem:

ay :Elﬁ:2sing% = \@zZSinE

ai—2+52\/2+53\/2+---+5n 2=
. ™ " E9€3...Ek
—2+281n<222kl)—

k=2
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. ™ ™ - E1€2 ... &k
:2+2bln <_2+222k1> -

k=1

™ - E1€2...Ek
=2 —2cos (22%1) =

k=1

o .o [ T " E1€9 ...k
= 4sin <Qsz>,

k=1

deci

- . m - E1€2...Ek
an—Qsm (22%)

k=1

Trecand la limita rezulta:
. . . ™ - E1€9...Ek
7}1—{20 a, = 2sin <2 gl Z’f)

Observatie. In particular pentru ¢, = 1, n € N* rezultd

™
\/2+\/2+~.+\@_2cos2n+1.

5. a) Prin inductie se arata ca a, > 0, n € N* si din inegalitatea

In(1+4x) < x rezulta ca sirul (a,), este descrescator (si marginit de zero)

deci convergent. Daca lim a, = [ atunci din relatia de recurenta rezulta

n—:00

I =In(1+1) cu singura solugle [=0.

b) Comparam seria g a, cu seria g . Avem

n=1 n= l
I a"—l' n_l_ n+l—-n
oo 1 nmoe 1T amee 1 1T
n Qn, An+1 Qn,
T e ST 1 In(1+ a,) _ lim zln(l+x)

n—00 Ay — Apyy oo a, —In(l+a,) =0z —In(l+z) -
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In(1
22 n(l+ x) . .
e~0x —In(l+2) z-0z—1In(l+z) 20 1 1

1+

= 111%2(1 +2) =2 € (0,00),

deci seriile au aceeasi natura (divergente).
o0

c¢) Aplicam criteriul comparatiei comparand cu seria E — - Avem:
n

n=1
2
lim T” = lim (na,)* = 4 € (0, 00)
n?

deci ambele serii sunt convergente.

6. Fie [ = lim na,, | > 0. Daca presupunem [ > 0, atunci avem

n—oo

n]i_}ngoaTn:l>O

Qp,

L . 1 . < . :
deci seriile g Gy 1 E — au aceeasi natura, deci ambele divergente.
n

7. Daca luam a,, = cosn si b, = —, sirul sumelor partiale ale seriei
n

(o]

E a,, este marginit, iar sirul (b,,), este descrescator la zero, deci conform
n=1

criteriului lui Abel seria este convergenta.

| cosn

o0
Pentru seria valorilor absolute g , consideram functia

n=1
f(xz) =|cosx|+ |cos(x+1)|, f:R—1]0,00),
care este continua si are un minim diferit de zero, deci f(x) > m >
0, V2 € R (isi atinge minimul pe intervalul [0, 27]). Avem:

|cos1| |cos2| |cos3| |cos4] |cos(2n —1)| | cos2n| -
1 2 3 4 2n —1 2n
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cos 1|+ |cos2 cos 3| + | cos4 cos(2n — 1)| 4+ | cos2n

 leos1|+[cos?| | Jcos3+[cosd] ,  [cos(2n—1)| +[cos2n]
2 4 2n
smymy o]
-2 4 om 2 2 n)’

deci sirul sumelor partiale are limita 4oo.

oo o0 oo
8. Seria Z Spa” este produsul Cauchy al seriilor Z a” ¢ Z apa”,

n=0 n=0 n=0

ambele convergente, iar suma primei serii este ] .
—a
9. Avemm inegalitatile

aj+ar+--+a, < (1+a)(14az)...(1+ay)

(14 a)(1+as)...(1+a,) < entort—tan,

(e*>1+x, 2 >0).

10. Prin absurd presupunem ca

o] e
> 0= TeQ
n=0 q
fnmul@im cu ¢! ¢i obtinem
Doy T | g dlEn
(g=Dt-p=) "+ > nl
n=0 n=q+1
len
Cum prima suma este numar intreg rezulta ca Z q - ar fi numar
n=q+1
intreg.
Avem:
q'En Z 1 1
< + St =
S A (E (s A rES e

288



1 1 q+2 3
= . = S .
g+1 ;_ 1 (¢g+1)2 ~ 4
q+2
Ramaéne de aratat doar ca suma nu poate fi egala cu zero.

Dar:

N eng! 1 = ¢! 1 1
Z |q 2 g+1 g' - 1 1 20
n=q+1 G q n=q+2 G 9+ q(q+1)

Observatie. In particular rezulta ca e € Q.

11. Functia f este diferentiabila in (x¢,yo) daca si numai daca exista

ox

derivatele partiale ——(xq, yo), a—(xo, Yo) si in plus
Y

f(@,y) — fzo,yo) — %(moayo)(fﬂ —xp) — gi(mo’ Y0)(y — yo)
(x —20)? + (y — v0)?

lim
(@y)—(z0,30) v

=0.

Functia f are derivate partiale continue pe multimea R?—{(0,b)| b € R},
deci este diferentiabila in aceste puncte. Raméane de studiat diferentiabi-
litatea in punctele de forma (0,b), b € R.

In (0,0) avem:

g(oj 0) = lim f(x7 0) - f(O, 0)

Ox x—0 x =0,
oy y—0 Y
si|f(z,y)| < |2]*, deci
hm |f(x7y)| _ hm |ZE| ’l,|a71 S

(@9)—00) \/T2 + 32 (@)—00) /3% + y?
< lim |z|* ' =0,
(2,5)—(0.0)

deci exista diferentiala in (0,0) si este egala cu zero.

289



In (0,b) cu b # 0,

g f(m,b)—f((),b)

BRT BT a—1 . 2 _
8x(0’b)_glgli% . —}CILI(I)(L‘ Smx—()
of
Z0.b) =
o (0.) =0
lar
of of
—_ _ L _ L _ — < a
o) = £0.8) = 0.0 = 0w - 0)| = el <l
si
(@y)—=(00) \/22 + (y — b)2 — (@w)—=00) \/a? + (y — b)?

< lim |z|*' =0, deci df(0,b) = 0.
< (w)ﬁ(o’o)! | If(0,b)

12. Sa presupunem ca f, este continua in (zg,yo). Pentru orice
(z,y) € VN D avem:

f(z,y) = f(zo,0) = f(z,y) — f(wo,y) + f(20,y) — f(20,Y0)-
Conform teoremei lui Lagrange exista ¢; intre xq gi x astfel ca
f(@,y) = f(@o.y) = (x — x0) fr(c1,9)-
Cum f, (zo,y0) exista rezulta ca

lim f(xo, y) - f(l’m Yo)
Yy—Yo Y—1%Y

- f;(l"o,yo) =0

deci
f(@o,y) — f(wo,90) = (¥ — o) (f, (20, o) + wa(wo, y))

cu lim wy(xg,y) = 0.
Y=o
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Din continuitatea lui f. in (zg, yo) rezulta ca

f:)lc(clvy) - f:}lc(x07 yO) + wl(x)y)

cu lim  w(z,y) =0.
(z:y)—(z0,50)
Rezulta ca are loc relatia

[, y) — f(xo,90) = (& — 20) fr(x0,90) + (¥ — Y0) [, (w0, o)+

Fwi(z,y)(x — 20) + walxo, y) (¥ — Yo)

pentru (x,y) € VN D, ceea ce arata ca f este diferentiabild in (xq, yo).

0)— f(0,0 0
13. a) f(0,0) = 1irr(1J f(z, )xf(’ ) = lir%; = 0 si analog

f;(0,0) = 0. Demonstram ca f este diferentiabila in (0,0) si T =
df(0,0) = 0. Avem

b @) = F0.0) = T@—0.y = 0) _

(2.9)—(0,0) \/m
glzy) 22—y _
(@9)=00) /22 + 32 %+ y?

oy ey —9(0)  wy 2ty
(z,y)—>(0,0) xy \/m (L’2 + y2

2y 22 — 2 B

=4'(0 lim . —0,
g ( ) (z,9)—(0,0) \/‘W 22 + 12
deoarece
| Ty x2_y2 ’.Z" m2_y2’|<"
' - ' yl <yl
2 2 x2 492 2 3 |22 142
Vi +y? Y Va2 +y? Y
<1 <1
pentru (z,y) # (0,0).
b) Avem
22 — 2 dzy?
! _ / L=y
fol®,9) = v (zy) 22 4 y? (@) (22 4+ y?)?



si
2 _ y2 4x2y
22 + 32 B g(acy) (xQ + y2)2'

fo(x,y) = xg'(zy)
Obtinem

F1.(0,0) = (/1),,(0,0) = lim 2220 = SO0 _

y—0 Yy
—ud'(0
~ Iy yz():_g,(o)
si
(2,0) = £10,0) . axg(0)
(0.0 = (£),(0.0) = tim PEOZHOD 290 _ i)

14. Fie z(z,y) = w(z + ay,x + By). Avem
2 = whul, + wivl, = wl, + w,

A VA ’ /
2, = Wy, + w,v, = aw, + Suw,

"

o "o "
Zp2 = WUy, + W

" ! 1" ! " "
uvVz + Wy Uy + Wy2Uy = Wy2 + 2wuv + W2

"o " !/ " !/ " ! n oo " " "
Zyy = Wyl + Wy Uy + Wi Uy, + W2V = awle + (a + Blwy, + By

"o "o, "o, "o, no0rN 2.1 " 2, .1
2,2 = oWy, +wy,vy) + B(wy,uy, +wihv,) = @ wys + 2aBwy, + 87w

Inlocuind in ecuatia data se obtine
(a+2ba + ca®)wll + (2a+ 2b(a+ B) + ca®)wll, + (a+ 208 + B> wl =
Rezulta ca « si § trebuie sa fie radacini ale ecuatiei
cy? +2by +a =0.
Pentru aceste valori ecuatia devine w!/, = 0 cu solutia
w(u,v) = p(u) +P(v)
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unde ¢, 1) sunt functii arbitrare de clasa C?2. Solutie ecuatiei date este

z(x,y) = p(xz +ny) + Y(x + 1y).

15. a) Se obtine Af = 4ug”(u) + 4¢'(u), u(z,y) = 2* + y. Notand
¢'(u) = (u) se obtine u)’(u) + ¥ (u) = 0 ceea ce se scrie (u)(u)) =0
de unde rezulti ci wih(u) = Cy, C; € R. Deci ¢'(u) = — cu solutia

u

o(u) =CiInfu|+Cy, Cy eR.
Prin urmare
f(xay) = Cl ln(xz + y2) + 027 ((E,y) € R2 \ {(070)}

b) Procedeu analog. Se obtine f(z,y) = C;(y? — 22) + C.

z? + y y
) Af=—13 @ (u) + 2;@’(16) =0, u(z,y) = —.

Se obtine ecuatia

(1 +u®)y) (u) + 2up(u) = 0, P(u) = ¢'(u) =

(1)) =0 = v(w) =

o(u) = Charctgu + Cy, C1,C5 € R.

Deci f(z,y) = C’laurctgg + Cy, x #£0.
x

16.( Berkeley, 1991)

Din continuitata lui f si din relatia ||f(z)]| < ||z, = € B,  # 0,,
rezulta ca f(0,) = 0,. Daca exista k € N astfel ca x; = 0,, rezulta ca
T, = 0, pentru orice m > k, deci lim z,, = 0,. Sa presupunem ca
xy, # 0, pentru orice k € N. e

Fie (tm)m>o sirul de numere reale dat prin t,, = ||z,|, m > 0. Din
relatia || f(zm)]| < [|zm| rezultd ca (tm,)m>o este strict descrescator si

fiind marginit inferior de 0 este convergent.
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Fie lim t,, = t. Vom arata ca t = 0. S& presupunem ca ¢t > 0. Sirul

m—0o0

(Zm)m>o fiind marginit are un subsir convergent (z,,,);>0,

lim z,,, =z, =z € B.

J—0

Avem ||z|| = lim ||z, || = ¢, deci || f(z)| < t. Din continuitatea lui
—00
f obtinem f(x) = ]1580 f(Xm,) = jlijgo Tpmy41 §1 || Tm; 41| > t pentru orice

j € N, contradictie.

17. (Berkeley, 1993)
Fie x =rcost, y =rsint, r >0,t € [0, g} . Inegalitatea este echiva-

lenta cu
< er(cos t+sint)—2

2
4
Fie 1n continuare r fixat. Avem

r(cost+sint)—2

6( r 251n(t+§)—2 Z r—2'

=e e
r2
Inegalitatea are loc dacd aratdm cd e" =2 > R

T‘2

Fie f:]0,00) = R, f(r)=¢"2— E Avem

1

f =l s )= o

Ecuatia f”(r) = 0 are solutia unica rg = 2 — In2. Cum f’ este strict

descrescatoare pe [0, 7] si strict crescatoare pe [rg, +00),

In2—-1
-2 <0, lim f'(r) = +o0

2 T—00

F0)=e?>0, f(ro)

rezulta ca ecuatia f'(r) = 0 are doua radacini € [0,7¢) si 2 = 2 €
(rg, +00). Tinand seama de semnul lui f’ rezulta ca min f(r) = 0 = f(2).

In inegalitatea initiald egalitatea are loc in punctele (0,2), (2,0).
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18. (Putnam, 1967)

Fie g: B — R, g(z,y) = f(z,y) + 2(2* + y*) pentru orice (x,y) € B.
Pentru (z,y) cu proprietatea z* + y? = 1 avem g(z,y) > 1 iar ¢(0,0) =
f(0,0) < 1. Cum g este continua pe compactul B ea este marginita si isi
atinge marginile pe B. Atunci g este constanta sau 1gi atinge minimul intr-

un punct interior (xg,yo) a lui B. Daca g este constanta atunci evident

fl@y) =1-2(2"+y%)

si
of > af 2
(ax(%y)> + (ay(x,y) = 16(z* + %) < 16.
Daca ¢ isi atinge minimul in (zg, yo) atunci
0 0
67!;(9507?90) = £<x0’y0) =0
iar

of
ox

of

ay( 0»90)

Jdg

(0, %0) = I (1’0,3/0) drg = —4xy
g
By (3307y0) dyo = —4yo.

Obtinem
0 70 2
(8;0(950,%0 + (8‘5(330,3/0)> = 4(x2 +y2) < 16.

19. Fie M (z,y, z) un punct variabil pe elipsoid. Distanta de la punctul
M la planul (P) se determina din relatia
(3z +4y + 122 — 288)*  (3x 4 4y + 12z — 288)?
32 4 42 4 122 B 169 '

Avem de determinat minimul global al functiei

d* (M, (P)) =

2
f(x,y,2) = (3z + 4y + 122 — 288)? cu legdtura ;676 +9*+22—1=0. Fie

lagrangeanul
L(z,y,z) = (3z + 4y + 12z — 288)° +)\( +y +22—1).
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Cum (F) este compacta, f isi atinge minimul §i maximul pe (E) iar
punctele de minim sau maxim ale lui f sunt puncte stationare ale lui L.
( L, =6(3x+4y+12z—288)+% =0
L, = 8(3r + 4y + 122 — 288) + 2\y = 0
L =243z + 4y + 122 — 288) + 2Az =0

2

L;:%+y2+z2—1:o

T ~
Din primele trei ecuatii obtinem — = y = —. Inlocuind in ultima ecuatie

z
3
. 1 3\ . 1 3 y
avem solutiile [ 9, 3’3 si—9, ~3 73/ Deoarece cunoastem ca val-
oarea minima este atinsa in unul dintre acestea, este suficient sa com-

1 1
param cele doua valori f <9, g :) =251%4i f <—9, 3 —2) = 3252,

13
deci (9, 3’ 8) este punctul de minim.

20. D = {(z,y) € R* | (x — 3)? + (y — 4)* < 1} este o multime
compacta, f € C(D), deci existda max f, min f, conform Teoremei lui
Weierstrass.

Pe int D functia f are punctul stationar (0,0) care este evident punct
de minim local.

Determinam extremele pe frontiera lui D, deci pentru punctele de pe

cercul (z — 3)? + (y — 4)? = 1. Lagrangeanul lui f este
Lz, y; ) =22+ 92 + M(z —3)* + (y —4)* - 1).

Punctele stationare ale lui L se obtin din sistemul

3\
L, =2x+2\z—-3)=0 YT
L, =2y+2\y—4)=0 e 9, = 4\
1+ A

Ly=(x =32+ (y—-4)°-1=0,



Rezulta, inlocuind z, y in ultima ecuatie a sistemului,

12 16 18 24
)\ = 4 = — = —_— 5 )\ e = —_— = —.
1 y & 5 y Y 5 ) 31 2 67 x 57 Yy 5
2 16 18 24
Comparand valorile f(g, €> = 16, f(g, E) =36, f(0,0) =0 se vede
18 24
ca (E’ g) este un punct de maxim global iar (0, 0) unul de minim global.

21. Avem f(x,y) = 42° — 4y, f}(x,y) = 4y> —4x. Punctele stationare
se obtin din sistemul 23 —y = 0, y* — x = 0, cu solutiile (0,0), (1, 1),
(—1,-1).

Diferentiala de ordinul al doilea este

d*f(z,y) = 122°d2? — 8dxdy + 122dy>.

Avem d?f(0,0) = —8dady, care este o forma patraticd nedefinita,
deci (0,0) nu este punct de extrem local.

Pe de alta parte d®f(1,1) = d*f(—1, —1) = 12dz* — 8dzdy + 12dy?
este o forma patratica pozitiv definita, deci (1,1) si (—1, —1) sunt puncte
de minim local.

Extreme globale. Cum lim f(z,x) = lim (22* — 42%) = oo rezulta ca f
nu admite maxim globgfo\ofom arata C%ﬁ(oi 1) si (—1,—1) sunt puncte de
minim global si min f = f(1,1) = f(—1,—-1) = —2.

Consideram familia de multimi compacte (D,),~1,
D, = {(z,y) € R* | max{z|, |y|} < r}.

D, este un patrat cu centrul in (0,0), cu laturile de lungime 2r, paralel
cu axele de coordonate. Determinam extremele lui f pe D,.. Cum D, este
compacta si f este continua pe D, exista max f si min f pe D, conform
Teoremei lui Weierstrass. Pe intD, se obtin punctele stationare (0,0),

(1,1), (=1, —1), dintre care (1,1), (=1, —1) sunt puncte de minim local.
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Determinam extremele pe frontiera lui D,., deci pentru punctele (z, y)
cu proprietatea |z| =7, —r <y <rsauly|=r, —r <z <r.

Consideram doar cazul y = r, —r < z < r. Atunci f(z,r) = 2* +
rd —dar =: g(x), x € [—r,r] este privita ca o functie de o variabila reala.
Avem ¢'(z) = 42® — 4r, radicina ecuatiei ¢'(x) = 0 fiind z = /r. Avem
g(/r) =1t =3rYr, g(r) =2r* —4r? g(—r) = 2r' + 42

Inegalitatile g(r) > f(1,1) = =2 i g(—r) > f(1,1) = —2 sunt evi-
dente. Aratam ca avem de asemenea g(+/7) > f(1,1). Inegalitatea este
echivalenti cu 7* — 3r¢/r + 2 > 0. Notand v/r4 = s, s > 1 obtinem
s3—3s+2>0, adicd (s — 1)%(s +2) > 0 care este evident pentru s > 1.

Analog se trateaza cazurile y = —r, |z| = r. In concluzie avem

min f = f(1,1) = —2.

22. Scriem ecuatiile parametrice ale elipsei: x = 3cost, y = 2sint,
t € [0,2rx]. Patratul distantei dintre punctul M si un punct arbitrar
P(3cost,2sint) de pe elipsa este

f(t) = (3cost — 4)? + (2sint — 6)°.

Pentru a minimiza aceasta functie, trebuie sa rezolvam ecuatia f’(t) = 0,

adica

—b5costsint + 12sint — 12 cost. (4)

1
— 522. Inlocuind aceasta

DN —

Notand z = sint — cost, avem sintcost =

1
in (4), obtinem ecuatia 5(2% — 1) 4+ 24z = 0, cu solutiile 2; = —, 29 =
—5. Valoarea —5 nu este convenabila, deoarece cost,sint € [—1,1]. Din

1
sint = = +cost si (4) rezulta ecuatia 25 cos? t +5cost — 12 = 0. Solutiile

cost = —— 1
sunt: g , cu punctul corespunzator A(——,——) pe elipsa,
sint = —— 5 5
5

298



cost = 9 8
si , cu punctul B<5’ 3) Derivata a doua

sint =

Ol | o

f"(t) = —5cos®t + 5sin®t + 12 cost + 12sint

este negativd pentru punctul A si pozitiva pentru B. De aici rezulta ca

punctul de pe elipsa situat la distanta minima de M este B.
23. Evident M # () deoarece (0,0) € M. Fie
F(z,y) = ax® + bry + cy® + dz® + ex’y + foy* + gy°

pentru (z,y) € R? Vom arita cd F admite un extrem local in punctul
(0,0). Avem

F!(2,y) = 2ax + by + 3dx* + 2exy + fy?

_ 2 2
Fy(x,y) = br + 2cy + ex” + 2 fxy + 3gy”.

Evident (0,0) este punct stationar al lui F.
Pe de alta parte f5(0,0) = 2a, f;,(0,0) = bsi f}2(0,0) = 2c, deci:

d?£(0,0)(h, k) = 2ah® + bhk + 2ck*,  (h, k) € R2.

Conditia b? —4ac < 0 implicd si a # 0, deci (0, 0) este punct de extrem

local al lui F. Atunci exista o bila B(0,r) astfel ca
F(z,y) > 0sau F(z,y) <01in B(a,r)\ {(0,0)}.
In concluzie D = B(a,r) \ {(0,0)}.

24. a) Aplicam a doua teorema de medie functiilor f(x) =z, g(x) =

1 €
In(1+ ), f,g : [0,1] — R. Avem /len(l + z)dx = (lnl)/xdaer
0 0

1
In2 In2

(ln2)/:cdx— 7(1 —- &) < -

3
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b) Fie f(z) = —sinz, g(z) = T2 f,9:10,27] — R. Atunci

2 I3 2m

./ ﬁnxdx::gm)/k—smxﬁhr+9@W)/k_sm$yM7:(jsmxdx+

1+ 22

0 0 3
2 4 9 27
1 . m sinx
e /smxdm: m(l—casf), de unde /l—i—xQd ‘ <2
¢ 0

25. a) Pentru n = 0 obtinem I, = g Pentru n = 1 obtinem [; = 1.

Fie n > 2. Luand f(z) = sin" 'z si ¢(z) = sinz cu formula de inte-
grare prin parti obtinem formula de recurenta [, = n;.[n_g. Folosind
n
2n — ! 2n)!!
formula mai sus obtinuta gasim I, = (?2”)”) g si lopyr = (251_77_)1)”
b) Avem evident inegalitatile
sin® ™z < sin®* z < sin* 'z, Ve €]0,7/2

de unde rezulta imediat
(2n)! 2n-1It 7 - (2n —2)!1
(2n 4+ ! (2n)!! 2 (2n — )N

™
s an<§<bn.

¢) Sirul (a,)nen~ este crescator, iar sirul (b,),en+ este descrescator.

Din punctul b) avem

(2n)!! 1 T

2
2n~—])H} 2(2n+1)  4n

0<m—%=h

Rezulta ca lim (bn — an) =0 = lim b, = lim q, = g

d) Inegalitatile de la punctul d) se deduc imediat din inegalitatile

punctului b).
e) Fie



Din punctul d) avem ca u,, > v,.

Deoarece seria E v, este divergenta, rezulta ca si seria g U, este
n>1 n>1
divergenta.

26. a) Avem

; ool / o T

:/f(x)[1+1g(x) + 11(;2$)]dx:0/af(x)dx.

0
1 1

22 9 1

1 0
Alta formulare

—a

a

Daca g(x) - g(—x) = 1 atunci [ = /

—a

T+ g(2) dx nu depinde de g.

27. a) Avem

/a f(a)da = /O F()dz + / f(x)dz.

0
In integrala I; = / f(z)dx daca facem schimbarea de variabila x =

1
—t obtinem I, = /f(—t)dt.
0
b) Afirmatia rezulta ugor din i) daca se tine seama caa

(1) f(z), daca f este functie para
—x) =
—f(z), daca f este functie impara
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¢) Folosind punctul 7) obtinem:

w/4 w/4

(14 e*)cosx v (1+e*)cosz (l4+e*)cosx e

—7/4 0

w/4

1 1 1—sinx
COoS & 2 1+sinx

0

/4
=In(1+V2).

0

d) Daca facem schimbarea de variabila x =t + g obtinem

1/2 1
V2—= 5 — 1

2I_gda:—/ dt.
/ V2—z++x—1le P /%—t—l- /%+t€2t

Folosind acum punctul a) al problemei obtinem

1/2
I= / dt = 1
2
0
Observatie

Putem propune si alte integrale (ca de exemplu

] =

1 a
1 1, .
/ AT e) @@+ 1) dr sau /arccos <§(a:3 —Bx)) dz, unde a €]0, 2})

-1 —a

| o1

. o . n:e o v
28. Consideram sirul (a,)p>1, an = T N > 1. Demonstram ca
> P

sirul (an)n>1 este descrescator. Avem




Din dezvoltarile in serie de puteri

2 23
In(1 =r——+—-——...
n(l+z)=ux 2+3
lz| <1

I’

obtinem
1 1 1
lnlti =2z <1+3x2+5x4+...>, |z] < 1.
Punand x = n € N* in relatia de mai sus avem

2n+1’

LD PN S DR Ll L.
n — n —_ et —_ — e
2 n 3 2n+12 5 (2n+ 1)t

de unde deducem

1 1 1 1 1
1 Nm(1et) <1t
<<”+2>n< +n>< +3<(2n+1)2+(2n+1)4+ >

1< +1 1 +1 <1+ !
n+=|ln{n+— —
2 n 12n(n+1)’
1

N\""
e < 1 + E < e 12n(n+1)7

< 612n(1z+1) (1)

1<
Ap41

Rezulta ca (a,),>1 este descrescator si fiind marginit inferior este

convergent. Fie lim a, = a. Din relatia (1) obtinem

n—oo

__1 1
ape 12n < Qpt1€ 12(n+1)7 n 2 1,

.. 1 9 . ..
deci sirul (ane™ 17 ),>; este crescator si are limita a.

Prin urmare are loc relatia

1
a<a,<awn, Vn>1
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deci exista 6, € (0,1) astfel ca
on
a, =aen, n>1. (2)
Demonstram In continuare ca a = v/2m.

Din formula lui Wallis rezulta ca sirul (by,),>1

1 2.4...2n 1 22n(n))?

- . 3
vn 1-3...2n—=1) +/n  (2n)! (3)
este convergent si are limita /7.

Din relatia (2) obtinem

n!:a(ﬁ)n\/ﬁ-eﬁ, 6, € (0,1) (4)

by

e
2 n 2n
(2n)! =a <6n> V2n - e%, 62, € (0,1)

care inlocuite in (3) conduc la

a 9771_9271
bn = ——e6n 24n

V2
Rezultd ci a = lim v/2b, = v/27. Inlocuind in (4) obtinem

n Qn
n! =+v2nm (ﬁ> .
e 12n

29. Fie h(z) = f(z) — f(b), © € [a,b]. Functia h este monoton de-
screscatoare si h(z) > 0, V x € [a,b]. Atunci rezulta ca exista ¢ € [a, b

astfel ca , .
/ g(x)h(x)d:r—h(a)/ g(x)dx

[ s@) @) - s = (@) = 1) [ gta)d

Prin urmare

/ f(@)g(x)dz = f(b) / g(2)dz + (f(a) — F(B) / " g(a)d =
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@) [ oteyis 50 [ oo

30. Fie f(z) =1In(z?* —2acosz + 1), z € [0, 7| si fie
n—1
m km

Avem evident lim [,,(a) = I(a).

n—oo

Pe de alta parte avem

T, a®—1

n—1
k
I(a) = %Zln <a2 —2acos%-|— 1) = %ln(a— 1)+ 5111 I
k=0

Dacd |a|] < 1 avem lim a®" = 0, deci I(a) = 0. Daci |a| > 1 avem

1—a™2 2n—2
+

a2 mln |al

I,(a) = %ln(a — 1)+ %ln

de unde obtinem lim I,(a) = 27 In|al.

31. Se cauta o functie de forma f(z) = ax + b, a,b € R, care verifica

relatiile din enunt. Prin identificare se obtine f(x) = 6z — 2. Avem

1 1
/ (f(z) — (62 — 2))*dx = / fA(x)dx — 4> 0.
0 0
Egalitatea se obtine pentru f(z) = 6x — 2.

32. a) Integrand prin parti avem

1 [2
I,= —/ cos™ x(cosnz) dx
0

n

n 3
= ——cos" zcosnx
n

1 (2
- — ncos™ !z sin x cos nxdx
nJo

o

1 .
= — - cos" " xsinx cos nxdr.
n 0
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Adunand aceasta relatie cu cea initiala obtinem

1 w/2 w/2
2, = —+ / cos" x sin naxdx — / cos™ !z sin x cos nadx
n 0 0

/2
=—+ / cos" ! z(sinnx cos x — cos nx sin x)dx
0

I 1
=—+ / cos" ' wsin(n — V)adr = — + I,,_;.
n o Jo n

1
b) Relatia 21, = — + I,,_; se scrie sub forma echivalenta
n

2n—1
TQ:T4%4+71,nZL

Insumand relatiile anterioare de la 1 la n se obtine relatia ceruta.

33. Integrand prin parti obtinem:

1= [ st = o1 - [arie =g - [er

Elimindnd f(1) din relatiile anterioare rezulta

- /Ol(x — ) (x)dz.

Inegalitatea Cauchy-Schwartz conduce la

1= (/01(37 - xg)f'(x)dx>2 < /Ol(x — 2%)%dx /Ol(f’(x))de.

1 1 1
Cum / (z — 2°)%dr = — rezulta / (f'(z))*dz > 30.
0 30 0
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Egalitatea are loc pentru f'(z) = A(x — 2%), de unde obtinem

2 3
fla) = (x—x) +u, ApeER.
2 3
2 A e : 3
Inlocuind in relatiile din enunt obtinem A = 30, A = —3

34. Consideram functia

F(t) = </Otf(z)dx>2 - z/ot v f(z)dz.

F) =240 [ fae =250 =200 | (1) = 1)dz <0

Avem

Rezulta ca F' este descrescatoare, deci

adica

</01 f(x)d:c>2 < 2/01 2 f(2)da.
35.03/01 (f’(x)—f(lx)>2dx

- /01“ (@))da - 2/01 Faylat / Ty

< 2—21nf(m));:2—21n;§(1)§ —0
Rezulta
Fla) - f(lx) —0, Vel

(f*(z) =2 fle)=22+c¢ [fl@)=v2x+c c>0
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gi revenind la f(1) = f(0) - e rezultd ¢ = 51 sl
€2 _

2
36. Fie f € M. Are loc relatia

/01(1 — ) f"(x)dr = (1 - x)f’(a:)‘(l) + /01 F(@)de = —1.

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwartz obtinem:

(/ - 0" (a)ds

de unde rezulta ca

2

< [-wpar [@ra W

/ (f(@)2de > 3

In (1) egalitatea are loc pentru f”(z) = A(1 — ), A € R. Punénd

conditia ca f € M rezulta

f(z) = 1(JU?’ —32? +27), x€][0,1].

2
ag + bo .
37. a) Avem a; = 5 b1 = v agby de unde obtinem

bo < by < a1 <ag
Prin inductie se demonstreaza ca
bp<by < - <b,<a,<a,_1<--<ag

de unde rezulta ca (a,)n>0, (by)n>0 sunt monotone si marginite.

n—1+ by
Fie lim a, = {4, lim b, =I5, l1,l5 € R. Din relatia a,, = %‘M’
prin trecere la limita, obtinem l; = Iy =: u(a,b).
b) Facem schimbarea de variabila
) 2asint f e [0 7r] (1)
sinx = -
a+b+ (a—0b)sin’t’ "2

308



obtinem
a+b— (a—b)sin’t
[a+ b+ (a — b)sin? ]2

Din relatia (1) se obtine

cos xdr = 2a os tdt.

V(a+b)2—(a—0b)2sin’t

cost
a+b+ (a—0b)sin’t

COST =

de unde rezulta

(a+b)—(a—b)sin2t. dt

dxr = 2a .
a+b+ (a—b)sin’t V(a4 0)2 — (a — b)?sin’t

Avem de asemenea

a+b—(a—0b)sin’t
a+b+ (a—0b)sin’t

\/a2c052x+bQSin2:U:a

si in continuare

dx dt

Va2cos?x + b2 sin® x \/<a+b

2
) cos?t 4 absin®t

a+b

si by = Vab rezulti

Tinand seama ca a; =

w/2 dt
G(a,b :/
(@) o +/a2cos?t + b2sin®t

Aplicand In mod repetat rationamentul anterior, obtinem:

m/2 dt
G(a,b)—/ , Vn>0.
0 yJ/aZcos?t + b2 sin’t

¢) Au loc relatiile

s T
— < @G b) < — > 1
2a, — (a,b) < 2b,,’ "=
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de unde facand n — oo obtinem

G(a,b) =

2(a,b)’
. b—a
38. Flexn—a—i—ki 0 <k<n.Avem

n

Z / T @)de =3 (@ — ) (@)

=1

Fie F' o primitiva a functiei f. Atunci

tn = S (Flanss) — Flan) = 3 (st — 20 (o)
k=0 k=1
Fx, +Z (r141) — Flan) ~ (s — 20 F (1)~ 2 ).

Aplicand formula lui Taylor functiei F' pe intervalul [z, z411] rezulta

ca exista & € (g, Tpy1) astfel ca

o = Plan) = Flao) + 3 12 gy 0=

2
k=1
. . b—a
Tinand seama ca n = —— avem
Lk+1 — Lk
F(m) = Fw) | b—ax .
= (b~ )0 P — 1) 1'(6) — (b — a)0).
T1 — To 2

k:l
De asemenea

i L (@1) = F(xo)

= F'(xo) = f(x0) = f(a)

si
n—1 b
lim Y (o~ 20 (&) = [ 7@t = 1(0) - 1@,
k=1 “
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Prin urmare

lim nu, = (b—a)f(a) +

n—o0 2

_a—b

1
39. Integrand prin parti se gaseste a = —1, b = 7 Rezulta ca
T

n 1 T 1 n
Sp = Z 2 = / <2x2 — 1:) Zcos kxdx.
k=1 0 T k=1

Avem
. (2n+ 1)z x
n Sin — SIn —
Z coskr = 2 2
1 2sin —
) T T
sin <n:1: + 5) — sin 5 1/, x
— s = (sm nwctg— + cosn — 1>
2sin ) 2 2

Fie functiile f,g:[0,7] — R,

f(z) = %xQ —x

o(z) = { f(x)cth7 z € (0,7]
—2, =0

Se aratd usor ca g este de clasia C1[0, 7). Se obtine

Sp = % (/Owg(x) sin nxdzr + /OTr f(z) cosnxdr — /07r <217r$2 — x) dx()

Pentru functia h € C'[a, b] avem

b b
/ h(z)sinnzdr = lim [ h(z)cosnzdr = 0.

40.
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a+T
a) Fie g : R — R, g(a) = / f(z)dzx. Avem ¢'(a) = 0 de unde
rezulta g(a) = g(0). ’

b) / e = / e+ / e

+T

+ / " e —n / T p@)de = n /O " fw)de.

+(n-1)T

2003
Aplicatie. / arcsin(sin x)dz
0
L 20037
= / arcsin(sin x)dz + / arcsin(sin x)dz
0 ™

T 7+1001-27
= / arcsin(sin x)dx + / arcsin(sin x)dx
0 T

T 2T
= / arcsin(sin x)dx + 1001 / arcsin(sin z)dz
0 0

—/ arcsin(sina:)dx+1001/ arcsin(sin x)dz
0

—T

T w/2 T 2
= / arcsin(sin x)dr = / xdx + / (m —2)dx = .
0 0 /2 4

41. Pentru inceput presupunem g > 0. Notam:

me=  nf  fz), Mi= sw  f(z),
e[k T (k+1) L] ve[kL,(k+1) L]

ke{0,1,...,n—1}. Avem:

[ s@atnnae =1 [ 5 (L) gtta

1 il kT gy 1t (k+1)T
[ () ewa= 1 n [ e

k=0 k=0

3|
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1 n—1 T 1 T T n—1
- an/ ottt =7 [ o0t 3

R ;/OTg(t)dt/OTf(t)dt

deoarece fi, € [my, My], k € {0,1,...,n—1}.
In cazul in care functia g nu este pozitiva, fiind integrabila, exista o
constanta M > 0 astfel incat g + M > 0.

Conform celor deja demonstrate, avem:

T
li t t M — M dt
tim [ pe) om0 + / )+ / 0
de unde .
li = — t)dt t)dt
| f / /0 f(t)
42. F(1) =0,

F(a) = fu(2) fo(x) / " fofudt + o) fi(2) / s

—fl(l")le(w) /f fafs — f2(33)f4($) /j Jifa
F'(1)=0

F'(1) = (flfs)//1 +fifofsfs+ (f2f4)// +fafafifs —

1

— (ufs) / fofi+ (fofa) / Fofs— (Fifa) / Fofs = (fofs) / Af

F"(2) = (fufo)" /1 Cfofit (o) (o) +

Sofs) fafa + (fofa) (Fifs) — (fufs) (fafs) — (frfa) (fofs)
= [(fif2)(fsf0)) = [(fif)(fofs)] =0
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43. Inegalitatea este echivalenta cu

1 oploplopl
////(F(x,y,z,t))dedydzdtZO
o Jo Jo Jo

unde

F(‘Tayvzvt) :f(x,y)+f(z,t)—f(x,t)—f(z,y), I,y,Z,tE [071}

44. Avem

F@)  T@ e e F@) (@)
=P TR = R
ef (@) (@) + F@) (@) = 2(F (@) |: (f(2))?
f@) @) (@)
T T U
o @Y g wfw @) e
(f@)) =0T T e e @

Revenind: d%c = 1, deci f(z) = do, d € (0, 00).

45. Fie G(t) = 2 /O F@)dz — (F(1)?
G(0)=0, G'(t)=2f(t)(1—f(t) >0

Fie H(t) = </ f(x > Y3dz, t € [0,1]. Avem:



Rezulta H(t) > 0, deci H(1) > 0, q.e.d.
Egalitatea are loc numai pentru f(t)G(t) = H'(t) =0,V t € [0,1].
Obtinem f(z) ==z

46. Vom calcula

lim/ftxdx—hm tf()

t—o00

—hmw—hmf()

t—o00 t t—o00

F(t) = /tf(u)du, t € [0,1].

47. Sa observam ca

unde

Facand substitutia 1 — 22 = \/u obtinem

1

1 _ o 1 1
B(a,a) = 521 /u V2(1 — )2 Ydu = 22a_1B(§,a>.
0
Deci
(a) _ I'(a)
['(2a) 22-1T(a+1/2)
48. Cum

r oo
(7’) — /yrley(erﬂ)dy
0



o

r
si (5) = /x51ex(y+“)dfc gasim
(y +a)
0
i 5~ 16—0413 it ° L ) (@15)
$57 T — 67y T 7&1‘d dz —

/ (x + By / (/ Y y>

0 0 0

oo

_ /yr eyﬁ(/xslez(y+a)dx> dy o /
/ J (y + a)®

0

(Se arata in prealabil ca permutarea integralelor este permisa).

1 1

49. Observam ca /ln [D(1 —2)]|de = /ln [D(z)]da.
Deci . ’ . '
2/1n[ ( )]dx:/ln [D(z)D(1 — 2)]dzx =
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ALGEBRA

1. a) Indicam o familie infinita de functii liniar independente din V/,
anume fi(z) = 2%(z — 1)(z — €) pentru k > 0. Apoi B = {z%(z — 1)(z —
e)|0 < k <n — 2} formeaza o baza pentru W.

b) Facand o schimbare de variabild independenta z = €', rezulta ca

y'(z) =gt)e b siy"(t) = (4(t) — y(t))e . Ecuatia devine § + Ay = 0 si
dupa discutie, rezultd A = n?z?

w.

, cun € N*. Nu exista solutii nenule in

2. det(A + 2B) = det(A) + - -+ + z"detB = P(x).
Avem

P(1)+ P(e) + -+ + P(e"") = n[detA + detB]
deoarece sumele 1 4+ &F + e + ... 4 e Vk qunt 0, k =1, n — 1.
3. a) Daca Z ary + - -+ ape|* = 0 atunci a, + - - - + ap, = 0 pentru

k=1
orice k = 1,n, deci suma elementelor de pe fiecare coloana a matricei A

este zero. Daca adunam toate liniile matricei A la prima linie, obtinem o

linie egala cu zero, deci detA = 0.

b) by = Z < g, aik) = Z |aik’2
k=1

i=1 ik=1

> lawl> =0=ayx = 0,4,k =T,n, deci A=0.
=1
4. Avem:
(A+iB)(A—iB)=A*+B*+i(B-A—A-B)=(n—i)(A-B—B-A)
Trecand la determinanti avem:
|det(A +iB)|* = (1 —i)"det(A- B — B - A)
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deci
(m—i)"det(A-B—B-A)eR;(mr—i)" € Rsaudet(A-B—B-A)=0

Dar (1t —i)" € R & Clnr — C373 + C2x% — .. = 0 dar 7 fiind

transcendent, el nu este solutie a unei ecuatii cu coeficienti intregi, deci

(1 —i)" ¢ R = det(A + B?) = r"det(A- B — B- A) = 0.

5. Din teorema lui Hamilton rezulta
A" — i AV 4 (1) (detA) ] = 0
Egalitatea de pe pozitia (i,7) da

() _ slagl*l) +-- sn,lagil) + (—1)"detA = 0 = detA = 0.

2

6. Daca A, A,..., A, sunt valorile proprii ale matricei
A, atunci A2)X2,.... A2 sunt valorile proprii ale matricei A?
AR AP sunt valorile proprii ale matricei A" si

atunci conditiile devin:
AM+X+--+ X, =0
M+AN+-+X=0
D Y Y

Daca A1, Ag, ..., A, sunt valorile proprii distincte, de multiplicitati

ki, ks, ..., k, atunci primele p relatii din sistem devin:

ki + kodo + -+ kA, =0
kid? + EoAs + -+ EpA2 =0

FiA] 4 ko AS + - 4+ kAL = 0
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Relatiile arata ca (k1Ar, kae, ..., kp),) este solutie a unui sistem de
ecuatii liniare omogen, al carui determinant este un determinant Vander-
monde

V(A Ao Ap) #0,
decikl)\l:kz)\gz---:kp)\p:Osau)\l:Agz---:)\p:O.

In concluzie matricea A are toate valorile proprii nule. Polinomul car-
acteristic al matricei A este fa(z) = 2" si din teorema Cayley-Hamilton

rezulta A™ = 0.

7. Daca prin absurd ar exista k € N* astfel ca A¥ = 0 atunci & > n
si alegem k& minim cu aceast# proprietate, deci A¥~! #£ 0.

Scriem teorema Cayley-Hamilton sub forma
aol, + a1 A+ agA? + -+ a, A"+ AT =0 (1)

Inmultimd cu A% §i rezultd ag A = 0 cu A*1 £ 0 deci ag = 0.

Inmultim cu A*2 gi rezultd a; A% = 0 deci a; = 0.

Continuam inmultind succesiv cu AF=3, A¥=4 . A" i obtinem pe
rand as = 0, a3 = 0,..., a,—1 = 0. Recitind relatia (1) rezulta A" =0

(contradictie).

8. Daca A¥ = 0, matricea A — 21, este inversabila pentru orice z # 0.

Intr-adevar
(A=) (A" 4 2AF2 . 428 = AF — 2P, = —aPI,

deci

1
(A — Z‘In)71 = W(Ak + $Ak71 —+ -+ xkln)

Atunci det(A + zI,) # 0, x # 0. Dar dezvoltand determinantul

obtinem:

f(z) = det(A+zl,) = 2" + (Xn: a”) Ty

i=1 i<j

Qij -
Tt

a; j
Aj;  Qgj
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Dar singurul polinom de grad n cu singura radacina x = 0 este az"

deci det(A + xI,,) = 2" si identificand coeficientii obtinem Z a; =0 si

i=1
> (i - aj; —ay-az) = 0=y (a5 a;; — ai; - aj;) =0 =
i<j i#j
9 n
2
E Qi - Aj5 = E Ay — E aij~aji:():> (E aii> — E aij-aji:O:>
(2% i#£j 1,5=1
n
E CLij . CLji = O
2,7=1

9. Vom demonstra prin inductie dupa n € N.
Pentru n = 1 avem detA; + det(—A;) = detA; + (—1)*detA; =
QthAl.

Presupunem relatia adevarata pentru n = 1, p si demonstram pentru

n=p+ 1
D det(dAy + Ay -k Ay Apy) =

= det[(£A; £ Ay - £ Ay) + Ay ]+
+) det[(A; £ Ayt k A) — App] =

=2 [det(A; £ Ay £+ £ A,) + detd, ] =

P p+1
=2 (21’ > detd; + 2pdetAp+1> =277 " det Ay

k=1 k=1
Observatie. Am folosit faptul ca daca A, B € M,,9)(C) atunci:

det(A + B) + det(A — B) = 2[detA + detB].

(det

app £ b1 ap £ o

= det
a12 £ bia  age £ bay
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b by b
11 Q12 © det 11 12 '
ba1  as ba1 b

(A—iB)(A+iB) = A2+ B2 +i(A-B—B-A) = (ctg% +z) (A-B—B-A)

+ [ det ayp bio
as by

10. Avem:

Dar det(A —iB)(A+iB) = |det(A —iB)|? € R
T . T . n
det [(ctg% + z) (AB — BA)} ceR& <ctgz + z) €R,

nwt .. nmw . onm nmw
COS?—FZSIH?ERSIH?—O@?EW'Z@HEk'Z

OI,B:OO
10

0
1 0
inversabila.
0 -1

Pentru n =2 luam A =

A*+B*=0, AB—BA=

11.a) A =a" - b—1= A -a'=a"-b-a'—a' =a"-1—a" =0.

Dar rangul matricei A? = a’-b— I este (n—1) si atunci toate solutiile
sistemului A - X = 0 sunt de forma X = « - a’. Dar rangul matricei A
este pe de o parte < n — 1 (detA? = 0 = detA = 0) si pe de alta parte
rangA > rangA? = n — 1. Deci rangA = n — 1 gi sistemul A - X = 0
are solutiile X = a - a’, deci A-a' = 0. Din A? = o' - b — I rezulta

(AP =" - a — I i in acelasi mod rezulta A" -b* =0 saub- A = 0.

b) Se verifica (A% +a' - b)(a' - b — AP7F) = I,,.

I 0
12. Fie A = . Avem:

0 Ty
a4t an) = fla) + -+ flzn)
Luand zy =--- =z, =0, f(0) =0.
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Luand 23 = -+ =z, =0, f(x1+x2) = f(x1)+ f(x2), deci f(z) = ax,

a € C.
13. f = 0 verifica relatia. Daca exista a € C astfel ca f(a) # 0, fie:
T 0
A=
0 T,

Avem:

detf(A) = f(z1)f(x2) ... f(za) = f(detA) = f(zr122... 22)

1
Luvand 21 = —, 29 =2z, 23 =--- =2, = a,
T

fla?) = f (1) 7))

xr

Dacd f(z) = ag + a1z + - - - + ax® obtinem f(x) = azz* si revenind
la prima relatie: f(x) = ax®, " = « care verifica:

det(aA®) = a"(detA)* = a(detA)*.

Deci polinoamele au forma: f(x) = ax®, cu a” = a.

14. Se calculeaza produsul elementelor matricei A in doua moduri:

rezultd (—1)™ = (=1)" & (=1)™"" =1 < m + n este par.
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Deci daca m + n este impar nu exista matrice cu proprietatea din

enunt.
Daca m+n este par vom arata ca exista o bijectie intre multimea ma-
tricelor de tip (m—1,n—1) cu elemente din {£1} si multimea matricelor

de tip (m,n) cu proprietatea ceruta.
[blj]z T,m—1 17 bz] 6 {:l:l}

Fie B =
j=1n—1
Definim matricea A = [a;;] -t astfel
j=Tn
aij = by, pentrui =Tm —1, j=Tn—1

n—1

iy = — Haij’ pentruz=1,m —1
Jj=1
m—1

Umj = — H a;j, pentru j = 1,n —1
i=1
n n
Amn = — H amj = (—1) H Qij = — H ain = (1) H Q4
j=I,n—1 i=L,m—1 i=1,m—1 i=L,m—1
J

care verifica proprietatea Ceruta
Evident si invers, dintr-o matrice A de tip (m,n) cu proprietatea

cerutd, prin eliminarea unei linii si coloane obtinem o matrice A
Deci numarul elementelor este 2=~ (numarul functiilor definite
—1)(n — 1) elemente cu valori in multimea {41}

pe o multime cu (m

15.a) f(z) >0, z € R, f(x) = Haj—xk (x — Tg)

P
= SH det(A — ¢ l,)det(A — x1,)

b) Fie A = al,, f(A) = f(z)I,, det[f(A)] =

0 pentru n impar.

(f(x))™ > 0 deci f(z) >
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Pentru n par, fie

0 0
0 =z 0 O
o 0 ... =z O
L 00 ... 0 wy |
det[f(A)] = (f(=))" ' f(y) 2 0= f(z)f(y) > 0, z,y € R.
16. Conditiile date se scriu in functie de valorile proprii Ay, ..., A, ale

matricei A, astfel:
M+ X =0, N+ +A=0,... . A+ AT =0

si

AT+ + A =1,
sistem care datorita relatiilor lui Newton, determina unic valorile proprii.
Se observa ca radacinile de ordin n ale unitatii Ay = e1,...,\, = €,
verifica sistemul, deci ecuatia caracteristica a matricei A este A" —1 =0,
care datorita Teoremei Cayley-Hamilton, este anulata de A, deci A™ —
I, =0.

17. Conditia ca suma elementelor de pe fiecare linie sa fie egala cu 1
1

1
este A-E =FE, unde F =
1
a) E este vector propriu pentru A i A = 1 este valoare proprie, deci
det(A—1)=
D)A-E—E 1nductle )
c)A-E=E= A1 EF=E.
d) A-E=FE = P(A)-E = P(1) - E = suma elementelor de pe

fiecare linie a matricei P(A) este P(1).
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Observatie.

o Daca si suma elementelor de pe fiecare coloana este 1 atunci E*- A =
E' gi are loc a), b), ¢), d).

o Daca sumele pe linii si coloane sunt 1 atunci acelasgi lucru se
intampla pentru A* si A=1 iar in P(A) sumele sunt P(1).

o Daca sumele pe linii si coloane sunt 1 atunci suma tuturor ele-

mentelor matricei A¥ este n pentru orice k.

18. Daca \ € C este valoare proprie si X vector propriu, avem:

AX=XX X#£0& ) aprp=Ar;, i =1n
k=1

n n
< Z |z = Zaik(il’k) <
=1 =1

= Al [l =

n
E Qi Tk
k=1

n
<) ai - max |zg| = max |z
1 =1,n k=1n

= |\ max |zx| < max |z = [N < 1.

Observatie. A - [1] = [1], A = 1 este valoare proprie, iar X =

[1,...,1]" este vector propriu.
19. Polinomul minimal al matricei A divide polinomul P € Q[X],
Pla) = 2* 1= (¢ — )(x+ D(a® + 1)(at + 1)

Dacd A* # I3 atunci polinomul caracteristic al matricei A ar avea ca
radacing una din radacinile ecuatiei z* + 1 = 0, iar polinomul z* + 1 este
ireductibil in Q[X] deci am avea divizibilitatea (z* + 1)|m, ceea ce este

imposibil cici grma < 3 i gr(z* +1) = 4.
20. Daca X este solutie a ecuatiei AX = X B, atunci
A*X = XB*, pentru orice k € N
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rezulta
P(A)- X = X - P(B) pentru orice polinom P € Clx]
Daca luam P = f4 atunci X f4(B) =0 <
X (B=Aulp)...(B=Napn) =0

Dar matricele (B — A4;1,,) sunt nesingulare deci f4(B) este nesingu-

lara, rezulta
X - fa(B)(fa(B))™' =0sau X = 0.

Pentru punctul b) observam ca ecuatia AX — X B = 0 reprezinta un
sistem omogen de (m + n) ecuatii liniare cu (m + n) necunoscute ce are
doar soltia banala, deci determinantul sistemului este nenul si atunci si
sistemele neomogene au solutie unica.

Alta solutie. Consideram aplicatiile 71 5 : M, 1, (C) — M, 1 (C)
Ti(X)=A-X, TyX)=X-B

si avem Ty o To = T o 17 (comuta) rezulta ca valorile proprii pentru
Ty, — Ty sunt diferente de valori proprii Ay — pp, adica toate nenule.
Observam ca A; este valoare proprie pentru 77 daca si numai daca A\;
este valoare proprie pentru A (coloanele matricei X sunt vectori proprii
pentru matricea A). Daca T'= T; — T3 nu are valoare proprie pe A = 0
atunci T" este injectiv deci T'(X) =0= X = 0.

21. |A\4| < 1, pentru orice Ay € Spec(A) = A¥ — 0. Analog B* —
0= A*.B* -0 (AB)F - 0= |\ap| < 1.

22. Avem
a0 = 30 (S ) =)= 3k
i,j=1 i=1 \j=1 k=1
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n
Observatie. Suma g a;j - a;; nu se modifica la schimbarea matricei
i,j=1
A cu o matrice asemenea.

23. Forma Jordan verificd aceeasi relatie J5 = —1I,,, la fel si fiecare
celuld Jordan. Valorile proprii verifica relatia \> = —1 deci A € {—i,i} si
polinomul caracteristic fiind real, ele se cupleaza in perechi, deci sunt in

numar par. Dacd forma Jordan nu ar fi diagonala atunci J3 # —1,,, deci

—il 0
Ja = Lk ;
0 Z[k

forma Jordan este

a carel forma reala este

24. Daci prin absurd det(A — I) # 0 atunci din A — [ = 0 &
(A—D)(A*+ A3+ A2+ A+1) = 0 rezulta A'+ A3+ A%+ A+1 = 0. Daca
A este o valoare proprie atunci ea verifica ecuatia x* + 2% + 22+ 2+1 =0
care are doar radacini complexe x1,T; si T2, Tz. Polinomul caracteristic
fiind cu coeficienti reali de grad impar trebuie sa aiba cel putin o radacina

reala (aceasta nu poate fi decat \ = 1).

25. Solutia 1. Privita in M,,(C), A este antihermitiana si are valori
proprii imaginare, de forma b;, b € R.. Valorile proprii nenule se cupleaza
in perechi b; si —b;, se obtin un numar par de valori proprii nenule, iar
matricea A in M,,(C) are forma canonica diagonala, rangul fiind numarul

elementelor nenule de pe diagonala, adica un numar par.
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Observatie. Forma canonica reala este

0 —b
by 0

by 0

Ja =

0

Solutia 2. Daca rangA = n si A, = [a;j]; ;_7 este minorul nenul
care da rangul atunci det(Al) = det(A,) & det(—A,) = det(A,) <
(—1)"detA, = detA, si detA, #0 = (—1)> =1 = r = par.

26. Avem
0 0 1 0
1
.0
- 0 0 -

Singura valoare proprie este A = 0 si pentru vectorii proprii avem
sistemul:
(g —

234:0

0=0

cu solutia generala X = [«, 3,0,...,0]".
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Cu vectorul X; = [1,0,...,0]" construim vectorul principal X}

verificand sistemul:

xr3 =
x4 =0
z, =0
0=0
L 0=0
Deci X} =[0,0,1,...,0]".
Cu acestea construim vectorul X5 = 1[0,0,0,0,1,...,0]" (vectorii

construiti au cate un 1 pe pozitii impare). Analog pornind de la vec-
torul propriu X = [0,1,0,...,0]" construim vectorii principali care vor

avea cate un 1 pe pozitiile pare. Deci matricea de pasaj va fi

1 0 o 0 0 1
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
P=|0 0 0 0 1
0o 0 1 0 0
[0 0 0 0 0 ]
si
J =g
Jn:
T3]

care are doua celule Jordan de dimensiuni ® fiecare daci n este par sau
una de dimensiuni k£ + 1 si alta de dimensiuni k£ daca n = 2k + 1.

Observatie. J? va avea in forma canonicd Jordan 3 celule de dimen-
siune k daca n = 3k, doua de dimensiune k si una de dimensiune k + 1
daca n = 3k+1 si doua de dimensiune k£ + 1 si una de dimensiune k daca
n =2k + 2.
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27. Valorile proprii ale lui A sunt radacini ale ecuatiei A2 +2\+5 = 0,
A12 = —2 %+ ¢. Dar polinomul caracteristic f4(\) € R[)], deci daca A\
este valoare proprie pentru A atunci gi Ay este valoare proprie, de acelagi
ordin de multiplicitate rezulta

faA) = (=1)"(N2 + 2\ +5)F = grfs = 2k = n = par.

Exemplu de matrice:

2 —13

2 —13

Observatie. Alta solutie:
(A+20)? = ~1 = (det(A+21))* = (=1)" = (=1)" > 0 = n par.

28. a) Fie Ay, ..., \, valorile proprii distincte ale lui A i Xy,...,X,
vectorii proprii corespunzatori. Subspatiile V, = {X]| A- X = M X} =
{a- X}| a € C} sunt de dimensiune 1. Daca B € C'(A) atunci A(BX}) =
B(AX}y) = M\(BXy) deci BXy € Vi, sau BXy, = oy Xy, oy € C, deci X,
este vector propriu pentru B.

Observatie. In baza X1, ..., X, matricele din C(A) au forma diag-

onala.
A1 0

b) Din observatia anterioara C(A) = , A € C deci

0 Ak
C(A) este spatiu vectorial de dimensiune n. E suficient sa aratam ca
matricele I, A, ..., A"~! sunt liniar independente.
Dacad a1l 4+ agA+ -+ a, A" ' =0« P(A) =0 atunci P(A) - X} =
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P()\k)Xk = 0 deci P(/\k) = 0, k= l,n ~

1 )\1 )\?71 a1 0
1ox oA az | | 0
D VD ap 0

si cum matricea din dreapta este o matrice Vandermonde de numere

distincte rezulta a; = -+ = a,, = 0.

29. Fie A o valoare proprie pentru A si V), = {z| Az = Az} subspatiu
propriu corespunzator valorii proprii A. A fiind diagonalizabila, ordinul
de multiplicitate al valorii proprii A coincide cu dimV). Fie x # 0, vector
propriu din V). Avem A(BX) = BAX = A(BX) deci BX € V). Prin
urmare subspatiul V) este invariant al lui B. Considerand By, restrictia
lui B la V) din faptul ca B este diagonalizabil rezulta ca exista o baza
formata din vectori proprii pentru B in V). Acesti vectori evident, ca sunt
vectori proprii si pentru A. Se procedeazd in acest mod pentru toate
valorile proprii ale matricei A, rezultand o baza a lui V formata din
vectorii proprii ai lui A gi B.

Observatie. Matricea P care are pe coloane acesti vectori proprii
reduce matricele A si B la formele diagonale J4 = P7'AP si Jp =
P1BP.

30. a) P(z) = det(B+xzl,) = 2" —s12" '+ -+(1)"s, unde sy, . . ., S,
sunt sumele Viete ale radacinilor polinomului P € R[X]. E suficient sa
aratam ca P nu are radacini strict pozitive.

Prin absurd fie zp > 0 o radacina < det(B + x¢l) = 0 < sistemul
(B 4 z0l,)X = 0 are o solutie nebanala X # 0 deci

BX = —10X = X'BX = —20X'X &

Zbijxixj = —x (Z xf) < 0.
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b) Fie B = A'- A. Avem

(Z bija:ixj> = X'A'AX = (AX)'(AX) = zn:yf >0
i=1

si din a = det(B + xl,) > 0, V x € [0,00) si pentru 2 = 0 = detB >
0 < detA*A > 0.

31. a) X - Xt y” Yij = szkxjkv i Zazla]l

= Z bijyij = Z <Z($¢kail)(ﬂfjkaﬂ)>

ig=1 ki \ iy

n
= (auzig+ -+ auzar)’ =0
k=1

faX XY =0e> aura=0,Vkl=Tns

=1

Zafixikzo, VEil=ITne A" X=0

i=1

detA' £0= A'X =0 < X = 0.

b) Avem:
fa(aX +bY) = afa(X) +bfa(Y)

si
fa(X") = fa(X), fa(Z-2") >0
giluim Z = X + 2", z e R =

falX - X'+ 2(X Y +(X-Y)) + 22V Y)
= fa(X - X+ 22f4(X - V) +22f4(Y" - Y) >0, VzER
= [fa(X - Y)P = fa(X - X fa(Y"-Y) <0

332



N 1
Observatie. In cazurile particulare A = I, si A = [\f] se obtine
n

fa(X) =TrX si fa(X) = S(X) (suma tuturor elementelor matricei X)

care deci verifica b).

Observatie. f4(X) = Z c?j, C=A""X.

ij=1
31. det[M — \I,,] = A_”"‘ B —
B |A-)I,
| A-B-X,|B-A-), | | (A-B)-)L] 0 B
a B AN, | B [(A+B) =M, |

= (A= B) = M,| - [(A+ B) = M| = fa—p(A) fasB().
32.a) AX +4Y) = (a+ib)(X +1iY), b # 0, X +4Y # 0. Daca
presupunem X = cY, ¢ € R, rezulta

Alc+9)Y = (a+1ib)(c+1)Y =

A-c-Y=(ac—bY siA-Y = (a+be)Y,

deci ac — b = ac + bc? sau ¢ = —1, contradictie cu ¢ € R.
b) f(A)(X +1iY) = f(a+ib)(X +1iY) &

{fM%X—ﬂWX

-y =y Y

33. A" =pP.-J5-P ' =P-Jy- P! = J§ = J4 si aceasta pentru

orice celula Jordan, relatie posibila doar pentru celule de dimensiuni 1.

34. a) Fie Aq,..., A, valorile proprii distincte ale lui A g1 X,...,X,
vectorii proprii corespunzatori. Subspatiile V, = {X]| A- X = X} =
{a- X}| a € C} sunt de dimensiune 1. Daca B € C(A) atunci A(BX},) =
B(AXy) = \(BXy) deci BXy, € Vi sau BXy, = ap Xy, ap € C, deci X,

este vector propriu pentru B.
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Observatie. In baza X1, ..., X, matricele din C'(A) au formi diag-

onala.

A1 0
b) Din observatia anterioara C'(A) = , Ap € C deci
0 Ak
C(A) este spatiu vectorial de dimensiune n. E suficient sa aratam ca
matricele I, A, ..., A""! sunt liniar independente.
Dacd a1l 4+ agA+ -+ a, A" =0« P(A) =0 atunci P(A) - X} =
P X, =0deci P(\g) =0, k=1,n<

D VIR Vi a 0
1 )\2 . /\721_1 as . 0
1 A\, ... )\2_1 an 0

si cum matricea din dreapta este o matrice Vandermonde de numere

distincte rezulta a; = --- = a,, = 0.

35. Polinomul P(z) = a? — 1 anuleaza pe A (P(A) = 0), deci valorile
proprii verifica ecuatia A —1 = 0. Din det(A —I,,) # 0 rezulta A # 1 deci
fiecare valoare proprie este radicind a polinomului g(z) = 2P~! + 272 +
.-+ 4+ x 4+ 1 care este ireductibil peste Q. Daca polinomul caracteristic
are ca valoare proprie o radacind a lui g, le are pe toate (de acelasi
ordin de multiplicitate), si nu mai are altele, deci fa(r) = £(g(z))*, deci
n=k(p—1).

36. a) Verificarea identitatii: T'(cu+pv) = o' (u)+8T (v)cuu, v € R?
o lasam pe seama cititorului, iar 7'(1,1,1) = (0,4, 1).
b) Pentru a determina nucleul transformarii liniare T trebuie rezolvat

urmatorul sistem omogen:

r4+y—22=0
r+2y+2=0
204+ 2y —32=0
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si se obtine cu ugurinta cd x =y = z = 0. Atunci KerT = {(0,0,0)} si deci
transformarea liniara T este injectiva ceea ce implica: T este izomorfism.
c) Transformarea liniara inversd 7! are ca matrice asociatd (in raport

cu baza canonicd a lui R? ) tocmai inversa matricei asociate lui T:

11 -2
Ar=11 2 1
2 2 =3

si se obtine (folosind, de exemplu, metoda lui Gauss)

-8 -1 5
Ap-1 = 5 1 =3
-2 0 1
Asadar expresia lui T 'este data de:

T(t,u,v) = (=8t — u+ 5v, 5t + u — 3v, =2t +v).

37. a) Deoarece se poate scrie

g(x,y,z):(x+y—z)2+(y+z)2—|—z2

rezulta ca ¢ este o forma patratica pozitiv definita si deci o putem folosi

pentru a inzestra R? cu urmatorul produs scalar:
(X,Y)g = 2151 + 2 2oy + 3 w3y3 + 21y + Toys — T1Y3 — T3y

unde X = (‘%‘17 X2, ‘%‘3)7 Y = (y17 Y2, 93)
b) Se alege B = {e1, e, €3} o bazi ortonormata a lui R? (relativ la
produsul scalar definit anterior) in raport cu care forma patratica g are

forma canonica normala
9 (X) = (21)* + (22)* + (23)°
iar forma patratica f are urmatoarea forma canonica:
f (X)) = M(@1)? + Ao @2)® + Ag(a3)°
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unde X = xi1e; + x9es + x3es, iar coeficientii lui f  sunt radacinile
ecuatiei
det(Af — /\Ag) =0. (1)

Deoarece in raport cu baza canonica a lui R® matricele asociate lui f si

g sunt de forma

1

1 3 1 1 -1
A= L 0 5, A= 1 2 0
-1 3 6 -1 0 3

2

. . 5
se obtin urmatoarele solutii pentru ecuatia (1): Ay =1, Ag = =, A3 =
2
9 e y . - . .
——  (verificarile sunt lasate In seama cititorului silitor !). Prin urmare

rezulta urmatoarea forma canonica pentru forma patratica f

F 0= @)+ 2w = 3 ()

In continuare, se gaseste pentru valoarea proprie A\; = 1 vectorul
propriu asociat v; = (1,0,0) si similar se obtin vectorii vy = (1,0, 1),
vy = (3, —2,1); dupa normarea acestor vectori rezulta urmatoarea trans-

formare ortogonala:
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GEOMETRIE

1. Deoarece:
T, =CoSV; Y, =sinv; z,=lzr, =—usinv; y, =ucosv; z, =1,
se obtine: E = cos?v +sinv+1=2; F =1, G = u?+ 1 si deci
I(du, dv) = Edu® + 2Fdudv + Gdv? = 2du® + 2dudv + (u? + 1)dv?.

b) Coordonatele curbilinii ale punctului M se determina din sistemul:

ucosv =1
usinv =0
ut+v=1

obtinandu-se: u =1, v = 0.

Atunci ecuatia planului tangent este

z—1 y z—-1
1 0 1 =0
0 1 1

adica: z +y — 2z = 0.
c) Pentru curba (CY) : u
pentru curba (Cy) se obtine (2u + 1)du + e~6v = 0; tinand seama de

u? 4+ u+1=e" rezulta:

=¢e' avem du = e’dv = wudv, iar

2u+1

u— -t s
YT T a1

Vom folosi formula:

E dudu + F(dudv + dv éu) + G dv év
VEdu? + 2Fdudv + GdvVEdu?2 + 2F6udv + Gov?

cos(Cy, Cy) =
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si vom evalua numaratorul in conditiile problemei:
Edudu + F(duév + dvéu) + G dv v =

(u? +1)(2u + 1)
w2 +u+1

u(2u + 1)

ou dv =
w2 +u+1 wav

=2ududv +[1— | du dv —

:2mﬁ+wwﬂj—u@u+n+wﬂ+u+1—uﬁ+ngu+n6um]:0
w+u+1

Asadar cele doua curbe de pe suprafata (S) sunt ortogonale.

2. a) Deoarece avem:

1
ecuatiile tangentei la curba in punctul M < i ) sunt de forma
+

m\»—-

s+l _y—3 _
1 -1

[

b) Deoarece 2" = 0, y” = 1; 2" =t ecuatia planului osculator intr-un

punct curent al curbei este:

t2 t3
T —t y—; Z—E
1 t ﬁ =0 (1)
2
0 1 t

t3
adicad t2x — 2ty + 2z — 3= 0.

Atunci conditia ca planele osculatoare in puncte de abscise 7 si to sa

fie perpendiculare este
(titg)? +4 tity +4=0
sau (1t +2)? = 0 adici ceea ce trebuia demonstrat.
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2
c) Din (1) se obtin imediat: A = %, B

formula curburii

t, C =1gi aplicand

(A4 B2+ (Y3
(z'2 4y 2+ 22)2
in conditiile problemei ( ¢ = —1 ) rezulta:
. (L+1+1) 4
——— .
1+1+52 9

3. a) Introducéand in formula torsiunii unei curbe
l,/ y/ Z/
:LJI y/l ZU
" "

T y Z///
A+ By C?

datele problemei:

P =624+2t, y=2t -2, Z=32+1

' =12t+2, y =2, 2 =6t
x///:12’ y//zo’ 2/26

se obtine T = 0, ceea ce inseamna ca (C') este o curba plana.
b) Se pune conditia ca =z, y, 2

sa verifice ecuatia generala a
planuluid x + B y + C z + D = 0 si se obtine identitatea:(24 + C) 3 +

(A+ B) t*+ (C —2B) t+ D — C = 0 din care rezulta relatiile

Asadar ecuatia planului curbei este x —y — 2z — 2 = 0.

4. a) Vom nota cu « unghiul format de tangenta intr-un punct
oarecare al curbei (C) cu axa Oz si tinand seama ca

7' =e" (a cost —sint), y =e™ (a sint +cost), 2 =ae”
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se obtine:
a e _ a
et 2a2+1  V2a2+1
b) Se observa ca a?+4y* = e = 2?; asadar curba (C) este situata

pe conul de ecuatie 2?2 + 3% = 2.

COS =

¢) Deoarece avem:

2" = e (a* cost —2asint — cost),

"= (a® sint +2acost —sint) , 2 = a* e

se obtine cu usurintd in t=0:A=—-a?>; B=—a; C= a*+1.
Atunci curbura in t =0 este data de

L (@' +a’+a*+2a>+1)7  (2a* +3a>+1)2
V2a? +1(2a% + 1) V2a® +1(2a2 4 1)

5. a) Distanta ceruta se calculeaza astfel:

At -1+ 2t +1)+(t+2)* 9
(12 4+ 1) 241

si este maxima pentru ¢ = 0, respectiv minima pentru ¢t = oo ; deci

d* =

se obtin punctele M (—2,1,2) si respectiv originea O a sistemului de

coordonate.
b) Deoarece

. 2 —2t—1 . t24+t—1 .t —4t+1
R RS VR BCESEE

ecuatiile tangentei la curba in punctul M (—2,1,2) sunt

@12 " (el

r+2 y—1 =z-2
2 2 1

c¢) Pentru ca tangenta la curba s fie perpendiculars pe vectorul v’
trebuie ca 2 ' + 2 ¢y + 2 = 0, adica

A =2t —1) =4 +t—1)—t? -4t +1=0
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sau 9 —9 ¢ =0, de unde t = +1. Deci punctele ciutate pe curba (C)
sunt A (07 g, 3) si B <—27 —%, ;)
6. a) Avem
=1, y,=0, z,=cos(u+v)x,=0, y,=1, 2z, =cos(u+v)
si atunci forma intai fundamentala asociata lui (S) este:
I (du,dv) = (14-cos*(u+v)) du®+2 cos*(u+v) du dv+(14cos?(u+v)) dv?.

Ecuatia planului tangent in punctul O este data de

S = R
— o «w

z
1|=0 adica z4+y—2=0.
1

b) Ecuatiile normalei la (S) in punctul O sunt

x Yy z
11 -1

-1
i notdnd cu « unghiul cerut se obtine cosa = —.
S g t NG
c) Pecurba (C)) avem du = — dv, iar pe (C3): du = dv ; inlocuind

in formula

E du du + F(dudv + dv éu) + G dv év

cos(Ch, Cy) =
(C1, C2) VEdZ + 2Fdudv + GdvJEOWZ + 2Foudv + Gov?

se obtine la numarator:
(1 + cos?(u +v)) du du + cos®(u + v) (du du — du Su)—

—(1+ cos*(u+v)) du du=0

si deci curbele sunt ortogonale.
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7. a) Deoarece avem:

1
Ty = 2(u—0), Yy, =2u, z, = VT = —2(u—v), y,=—6v, z, = iu—Qv
se obtin cu ugurinta parametri directori ai normalei la (S) intr-un punct

oarecare al sau

l=2u (%u —20) + 3v* = (u — v)(u — 3v),
m=—(u—v)(u—3v), n=4>u—v)(u— 3v).

Atunci versorul normalei este:
1 - =

e . . -
n=——=(t— 7 +4k).
3 \/5( )
b) Pentru ca normala suprafetei are directia constanta rezulta ca (.5)
este un plan perpendicular pe 7 ; tinand seama ci originea O apartine

suprafetei ecuatia ceruta este de forma x —y+4 z = 0.

c) Avem
CCuu:27 Yu uw =

2 0 L
Tyv= "4, Yuov =V, Zuv=735,
Y 2
xvv:2ayvv:*6azvv:*

si folosind formula:

xv y”U Z”U
xu u u u ZU u
L= !
A+ B2+

rezulta
2u—v) 2u 5
—2(u—v) —6v §—2v
2 2 0
b= AL By C? -0

analog se obtine M = N = 0, ceea ce trebuia demonstrat.
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8. a) Introducand z =0 in ecuatiile curbei (C') se obtin imediat

ecuatiile proiectiei sale pe planul zOy:

2 +29y2-8y=0
{ 0
z=0.

b) Tinand seama ca (C') este intersectia unei sfere cu un plan vom

indica urmatoarea parametrizare:

x = 2v/2cost
y=2—2 sint
z =242 sint.

¢) Folosind parametrizarea data anterior se obtine:

d7r .
= (— 2v/2sint , —2cost ,2cost)

sit= g pentru punctul M (0,0,4). Atunci versorul tangentei la curba

(C) in punctul M este 7T = T
Deoarece

d2r

e

(— 2v/2cost , 2sint , —2sint),

versorul normalei principale la curba (C) in punctul M este 7 =

V2

— = — — =
(j — k) ; in sfarsit, versorul binormalei in M este § = - (7 +k).
Pe de alta parte avem A =0, B = C = —4y/2 si deci curbura in

punctul M este egala cu

[

(64): V2

T8V’ 4

Daca nu beneficiem de parametrizarea curbei (C') se poate aplica

teorema functiilor implicite sistemului (1) si anume:

2x4+2yy +222 =0
y +2 =0
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se obtine cu usurinta 3/(0) = 2/(0) = 0, de unde 7 = 7, etc.

9. a) Se considera punctul mobil B (0,3,0) si punctele fixe
I (a,b,0), J (0,c¢,d) ; atunci dreapta care contine punctele B si [

are urmatoarele ecuatii:

z2=0
(b—-pB)z—ay+aB=0,

iar dreapta determinata de B si J este data de

z=0
(c—=p)z—dy+dp=0.

b) Dreapta (BI) intersecteaza axa Oz in punctul A de coordonate

a
T = ib’ y =z =0, iar dreapta (B.J) se intersecteaza cu axa Oz in
dpj : o .
punctul C (0,0, e ; atunci dreapta determinatda de A i C are
—c
ecuatiile:

y=20
dx (f—b)4+az(f—c)—adp=0.

Daca scriem a doua ecuatie de mai sus sub forma
bd x+acz—f(dx+az—ad) =0, unde § este arbitrar

se obtin cu ugurinta coordonatele punctului fix K si anume:

ac bd
b—c

c¢) Verificarea faptului ca punctele I, J, K sunt coliniare o lasam

ca exercitiu .

10. a) Deoarece parametrii directori ai dreptei (d) sunt [ =0, m =

1, n = —1 ecuatia planului cerut este y — 2z =0.
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b) Pentru inceput vom determina coordonatele proiectiei punctului

M pe dreapta (d) rezolvand sistemul:

20 —y—2=2
r+2y+2z2=-1
y—z=0;
. 2 . : . -
se obtin: z = 5 y = z = ——. Atunci coordonatele simetricului lui M
1 4
fata de dreapta (d) sunt: z = D Y=E="¢.

¢) Conditia geometrica ca cele trei plane sa se intersecteze dupa o

dreapta este echivalenta cu conditia ca urmatorul sistem

20 —y—2=2
r+2y+2z=-1
THTy+72=—m;

sa fie compatibil nedeterminat; atunci se impune ca:

2 -1 2
1 2 -1 |=0
1 7 —m

si se obtine m = 5.

11. a) Dreptele (d;) si (dy) nu sunt concurente deoarece sistemul

r=y—1=2-2
r=y, z=1
este incompatibil; ele nu sunt nici paralele caci au parametri directori
(1,1,0), respectiv (1,1,1).
V6
b) cos( (dy),(d3)) = 5
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c¢) Se considera M (t,t+1,t+2) si Ms(u,u, 1) doua puncte arbitrare
situate pe (d;), respectiv pe (dy); atunci parametrii directori ai dreptei

determinate de aceste puncte sunt
l=t—u, m=t—u+1, n=t+1.

Vom determina ¢ si u din conditia de perpendicularitate pe planul

(P):

t—u t+1
=t— 1l=——
2 R —
obtinand ¢ = 0, u = 2. Asadar dreapta cautata (M; M,) are

urmatoarele ecuatii:

r—2 z—1
-1

12. a) Dreptele (dy) si (d2) sunt oarecare in spatiu; lasam verificarea

In seama cititorului.

b) Se considera Mq(t,2t+3,3¢t+5) si My(u,u+1,4 u+8) doua
puncte arbitrare situate pe (d;), respectiv pe (dy); atunci parametri

directori ai dreptei determinate de aceste puncte sunt:
l=t—u, m=2t—u+2, n=3t—4u-—3.
Ei sunt proportionali cu parametri directori ai dreptei (d):

t—u 2t—u+2 3t—4u-—3
T 2 2
relatii din care obtinem ¢ = —1, v = —2. Prin urmare dreapta determi-
nata de punctele M; (—1,1,2) si

M (—2,—1,0) are urmatoarele ecuatii:

r+1 y—1 =2-2

1 2 2
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¢) Cum punctele de intersectie ale acestei drepte cu (dy) si (dz)

sunt M; si M, distanta dintre ele este:
d =vV1+4+4=3.

13. a) Planele (P;) si (FP) nu sunt paralele deoarece vectorii lor
normali sunt ny = ¢ +2 5 — k, respectiv ng =1 — j.

b) Din sistemul

r4+2y—2==6
y=2x +1
z=2zx—1

se obtin coordonatele punctului M = (d)N(P): z=1, y=3, z = 1.

c) Dreapta cautata este paralela cu (P;)N(P,) siare deci ca vector
. — = 7 = ¥ < 5
director ni xny = i + j +3k ; pe de alta parte aceasta dreapta trece

prin punctul M (1,3,1) si de aceea are urmatoarele ecuatii:

14. a) Dreptele (d;) si (dy) sunt oarecare; lasam verificarea in

seama cititorului.

b) Dreapta cautata este paralela cu (D) = (P)N(yOz) si deci are ca
parametri directori 0, 2, —1 ; se considera in continuare M; (¢, t—7,3 —t)
si Ma(u,3u+1,3u—1) doud puncte arbitrare situate pe (dy), respectiv
pe (d2) sidin conditiile ca dreapta (M;M,) sa fie paralela cu (D)
t—3u—8 4-3u-—t

2 -1

t=u,

se obtine imediat ca t =wu = 0.
Asadar, M;(0, —7,3) si M(0,1,—1), iar ecuatiile dreptei cautate
sunt
r=0,y+22z+1=0.

c) Distantele de la punctele M; si M, la planul (P) sunt date de
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e e A B

15. a) Dreptele (d;) si (dy) sunt oarecare; lasam verificarea in seama

cititorului.

b) Dreapta (d3) este inclusa in planul (P) deoarece x +x — 1 —
2z+1=0.

c) Fie My(t ,t + 1,t — 1) un punct arbitrar situat pe dreapta (d);

atunci planul determinat de M; si (dz) este dat de ecuatia:
x (11t —4) =5t y—23t—4) 2—5t+8=0

sl se intersecteaza cu dreapta (dz) in punctul Mj de coordonate

2 t+2 . N
T = ﬁ, y = Pt z = —a Prin urmare dreapta determinata de
punctele M; si Mj se sprijina de dreptele (dy), (da) si (d3); pentru ca

sa fie paralela cu planul (P) trebuie ca parametri ei directori

12 — 3t 2 —t—4 12 — 4t
m=——-:—,n=
t—2

l:
t—2"7 t—2

sa satisfaca relatiei:

t2—3t+t2—t—4 t2—4t_0
t—2 t—2 t—2

de unde se obtine t = —2.

Atunci ecuatiile dreptei cautate sunt

r+2 y+1 z+3
5 1 6
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MATEMATICI SPECIALE

1. a) Fie Y, (s) = L{ya(t)}. Atunci sYi(s) — 1 + aYi(s) = 0, de
unde Y(s) = e

. solutia este y;(t) = e *'u(t), unde u(t) este treapta
a

unitate.
b) sYu(s) = aY,i(s) — aYu(s) = Y, = Y, dec YV, =
an! ot U
Y = , de unde y,(t) = " e ().

(s+a) 1! (s+a)r (n —1)!

¢) Se recomanda schimbarea de variabila independents v/t = 7, t =
72. se va obtine solutia yo(t) = sin(2v/%).

2. a) Daca f(z1) = f(z2), pentru 21,2, € A,, atunci (2'1’:7—711)2 -

z
2 deci (21 — 22)(2122 — 1) = 0. Dar relatia z12o = 1 nu poate

)
(ZQ + 1)2
avea loc deoarece ar rezulta |z||22| = 1, adica produsul a doua numere

pozitive subunitare ar fi egal cu 1. Agadar, z; = 2».
Apoi, daci |z| = 1, atunci z = €, 0 € [0, 27], deci

et 1 1 1

T 14200 20 e 24l 24 2 cos(0) - 4cos?(8)’

f(2)

adica f(z) este real gi mai mare sau egal cu T Atunci imaginea discului

unitate este C\[5, o0].

b) In general,
zZdz = (x — iy)(dx + idy) = xdx + ydy + i(xdy — ydx)
gi pentru o curba jordaniand (C') de clasa C!, avem
/ zdz = 0+ Z'/ xdy — ydx = 2iAria(IntC').
(@ (@)

349



Aplicand acest rezultat, avem

w=f(z)
2iAriaf(A,) = / wdw = ) f (2)dz.
OA,)

a) Asadar, AT = —A i
dip

i 20174 + 201l 4 2137y = 2070 = 227 Aw,

unde x este vectorul solutie coloana.
Dar 27 Az este un vector 1-dimensional, deci

2T Ar = (27 Ax)T = 2T ATy = 2" Az

si ca atare, 27 Ax = 0.

In concluzie, % = 0, deci ¥(x1,x9,23) = C, constant in lungul
oricarei solutii.

In plus, retinem ca orice solutie xz(t) se identifica prin punctul
(z1(t), z2(t), x3(t)) care verifica relatia z1(¢)* + z2(¢)? + x3(t)* = C, adica
este situat pe o sfera din R3. Curbele-solutii fiind situate pe sfere, sunt
marginite.

b) Se observa ca daca (z1(t), z2(t), z3(t)) este o solutie, atunci

d
s

deci solutia este situata intr-un plan de ecuatie x; + x9 + x3 = const..

x1(t) + xo(t) + x3(t)) = 0,

a) Singularitatile sunt 0 si 0o, esentiale, izolate. Apoi

1/z - 1 - 1 - 1 s
f(z—eze/—zon kzk Z( Z mz)

s=—00 n>max(s,0)

oo
1
Reziduul in z = 0 este coeficientul Iui z=!, deci r = Z

———— iar
— nl(n+1)!

reziduul la infinit va i —r.
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b) p(t) = exp(e” + e™") = exp(2cos(t)) etc. Apoi f Z an2"
) 1 6u+% -
st a, = 277” er s

du ete.

5. Functia are un punct singular esential izolat, anume z = 1( z = oo
1
este punct ordinar, deoarece punand z = —, rezultda f(z) = cos ( 1)
u
si u = 0 este punct ordinar). Apoi,
f(z) = cos(1 + = 1) = coslcos(z — 1) — sinlsin(z Y
—coslz 2n —smlz 2n+1 ~ iy
d .
6.a) ¢ = z; dr = Z—Z Se obtine I,, = 2:11.
b = by 1 bn !
) f(t) = +Z (a,, cos(nt)+b, sin(nt)) si rezulta ag = 0, = Juri

n=1
folosind rezultatul punctului a). Convergenta este uniforma datorita cri-

teriului lui Weierstrass.

2, .2

a) Notam a = rrY . Atunci

Ou xQ - y2 / 827,6 xQ B y2 2 N 2y2 /

w2 P (@), 2 ( 2 )¢ (@) + pERd (@),
ou 2y , Pu 4y? 2
@_;w(a)’ o 2 ()‘*‘590(0‘)

deci (a?¢/(a)) = 0, de unde o?¢'(a) = C, C constant, deci (o) =
—Cu C
_= —|— C1, adica u(z,y) = ﬁ Se obtine f(z) = - +D.

Se pune conditia ca u si fie armonica gi rezulta a?¢”(a) + 2a¢’ (@)

b) . f(2)dz = /|z=1 (g + D) dz = 27 Ci.
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8. Cautam solutii nenule de forma u(z,t) = X (2)T(t). Va rezulta

u(z, t) = et -27) Z(An cos(nt) + By, sin(nt))efénzxg.
n=1
Din conditia secundara, rezulta ca
Ao+ i(A" cos(nt) + B, sin(nt)) = bt ete.
—t 5 — 3 cos(t)
acosx — a’

9.a) f(z) = 1~ 2acoss - a2’ —1 < a < 1. Coeficientii seriei Fourier

trigonometrice a functiei f sunt dati de:

1 (7 4 1 [ acosz—a? ,
an + ib, = / f(z)e™ dr = / e dx =
) . T

_-1—2acosz + a?

241
1 a5 —a? . dz
- 2241 2 T =
=1 1 —2acos 5=+ a 24
2 n—1
a z¢—=2za+ 1)z
( ) dz.

" omi =1 —az? +2(a* +1) —a

1 =q", deci a, = a" si b, = 0 pentru

22 —2za+1

az <z— i) (- a)

are polii z; = 0, 2z = — si z3 = a (pol de ordinul 1). Rezulta
a

a
Rezulta a,, +ib, = — - 27wi-a"
211

n > 1. Pentru n = 0 se observa ca functia h(z) =

1 1
/ h(z)dz:27m'<—a+a>:O:>a0—|—ib0:O:>a0:0.
|z|=1

In final obtinem f(x Z a" cos(nx)

n>1

b) Aplicam formula Parseval:
+Z az +b7) = / ()
n>1
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care se rescrie

1 [ — ?
Z a®" = / a’ < cosr—«a 2> dx.
~ T ) . 1—2acosz+a

1—a? 1—a?’
n>1 n>0

deci inlocuind in membrul stang , rezulta:

2 2 ™ 2
a - _a / cosT —a RN
1—a> 7 J_,\1—2acosz+ a?
7T 2
N / cosT —a _ 7
. (1—2acosx—|—a2> 1—a?
10. Pentru a obtine rezultatul corect vom folosi definitia Transfor-
. 9 [
matei Fourier prin sin, f4(§) = \/7/ f(z)sin(éx) dx.
f e’ do =
US V2 / fle
— ! /00 re /26Ty — /OO (6712/2)/6l£z dr =
V2m-1 J- V2T 1 J -
B oo < o f o, 9 i
=——/(e @?/2 gikw +/ e “32/215615”” dr) = —— e 26Ty —
- —00 V2 —0o0

_ & /Oo (i) g / (=5 ’5>2—§2 e
V2T J oo V2T

€2 2
ge_T (:c 7,8)2 56_‘5 /2 /OO o 2
dr = V2 eV dy = £
N o . y=¢
11. Avem
2 2 2a - sh (=1)"
= 2 (o) (1) = T 0, = 2T

w(n?2+a?)



sh(am . . o .
( ) Atunci f are seria trigonometrica Fourier

2
de asemenea, ag = — -
T

asociata
f(z) = (am) + Z n2 n a2 -sh(a) - cos(nx)

Coeficientul c¢_,, din dezvoltarea functiei f in serie Fourier complexa

este ] - (—1) .
T +i -1)" a—in
= — . eaxTinz g =7 .
¢ 27 /_7T 2sh(am) ‘ * 2 a? +n?
e, ()t
deClan:m, nzw,aozg.
Aplicand formula Parseval, rezulta
Z 1 m-chlar) 1  ma-ch(ar)—sh(am)
n2+a? 2a-sh(ar) 242 2a? - sh(am)

n>1

int
12. Se observa ca f(t) = 5+Sl37

pala 27. Consideram restrictia f : [—7, 7] — R, care se dezvolta in serie

este periodica cu perioada princi-

Fourier

f(t) = % + Z ay cos(nt) + by sin(nt), t € [—m, 7).

n=1

Calculam

o / 2ol L odz 1 / G
ap, + b, = — —E == = ————=dz
T Jjs=1 5 + %Z‘H) iz T Jjpjz1 322 + 102 + 3

2z = 1)

Se observa ca integrandul, functia g(z) = n > 1 are doua

322410z + 3’
1 1\" 1
singularitati, z; = —= §i 25 = —3, deci / g(z)dz = 2mi - (—) .
3 e 3) '3
1 2m 1\" 2(—1)+t
si deci a, + tb, = b %Z <_3> - (3n+)17i, de unde obtinem

coeficientii seriei Fourier.
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b) Pentru a gasi acea functie complexa atasata functiei f pe care

sa o putem dezvolta in serie Laurent, folosind relatia e = z si relatiile

2 1 2

) z z

sint = ———, cost =
2iz

, observam ca f se rescrie

22 —1 2z 1 22-1 1 Dz+2
f(z) = ) == = (1- 10 ‘
2iz 102 +322+3 1 322+10z2+3  3i 2+ Fz+1
Descompunem functia din paranteza in fractii simple:
10
32+2 A B 1
= =A=-, B=3
22—&—%75—1—1 z+%+z+3 3
si deci
1 3 3
=—(1- 23— - .
/) Si( 241 z—|—3>

Singura coroana pe care putem dezvolta functia f in serie Laurent
1 1
este 3 < |z| < 3. Pentru |z| > 3 (deci

—| < 1), avem
z
% — 1 — 1 — Z(_l)nfl 1
z+3  3z+1  3z(1+5)

iar pentru |z| < 3 avem

si deci pentru |z| € (3, 3), obtinem

fe) =5 ( I e I )
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_ , 1/ 1 . . (=
Folosind egalitatea s\ )= sin(nt), rezulta f(t) = Z —

7 z 3n+l
n>1
1
2sin(nt), Vz € {z eCl|z| € <3,3> }
13. Aplicand transformarea Laplace, obtinem
Llz(t)(p) = Llcost](p) + Llte" * x(t)](p).
1
Notam L[z(t)](p) = X(p) si obtinem X (p) (1 oo 1)2) = pQI—)Fl si
prin urmare
(p—1)? -2 11 4 p 2 1

X(p) =

(p—2)(p*+1) :p—2 p?+1 :g'p—Q 5p2+1 5 p2+1

Aplicand transformarea Laplace inversa, rezulta

1 4 2
z(t) = 56% + E cost — - sint,

inmultita cu treapta unitate.

1

z( —g—?—i—zg—i-....)

1
14. f(2) = :;(a0+alz+a222+....), de unde

9 22 A
(ap + a1z + agz” + ....) (1 e ) =1.
3! 5l
inmulgind cele doua paranteze si identificand, obtinem agx, 1 = 0 i ag =
1 7
l,ays==,a4=—,.....
y W2 67 4 360
) . ) (=1)"m
15. f(z) = cos z si rezultatul integralei este T
16. Daca 0 < r < 3, atunci integrala este 0. Daca r > 3, toti polii
functiei z;, = 3¢’ (%ZW( poli simpli) sunt situati in interiorul domeniului
z
ce marginegte curba |z| = r. Reziduul functiei in polul z este % =
nz
22 2,’2 n—1 F
Sk — "k folosind relatiile lui Viete, gisim Zz,% = 0, de unde
nzy n3n —

rezulta imediat valoarea integralei egala cu 0.
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Solutii la Capitolul 5

Algebra

1. Deoarece n este liber de patrate, putem scrie n = pips ... pn,, unde
p; sunt numere prime distincte. Orice numar d € D,, se scrie sub forma
d=p...p% cu oy € {0,1} si deci multimea D,, se identifica cu Z"
prin bijectia
f:D,—Z5, f(d) = (ag,...,qn).

Daca notam A = f(D), atunci cele trei conditii asupra multimii D se
rescriu astfel: a) 0 € A, b) dacd a € A atunci 1 —a € A si ¢) daca
a,b € A atunci ab € A. Vom arata acum ca (A,+) este subgrup al
grupului aditiv (Z5", +) si deci conform Teoremei lui Lagrange, cardinalul
lui A (si implicit al lui D) va fi de forma 2% cu k € N. Pentru aceasta va
fi suficient sd aratam ca daca a,b € A atunci a + b € A.

Observam caa+b=a+b+ab+ab=a(l+0)+b(1+a)=a+y
unde z = a(l —b) € Asiy =b(1 —a) € A pentru orice a,b € A. Pe de
altd parte, v +y = (1+2)(1+y) + 1+ zy. Dar xy = ab+ a*b+ ab® + a*V?
=ab+ab+ab+ab=0gi deci x +y € A.

2. Vezi solutia problemei anterioare.

3. Numarul de solutii al ecuatiei din enunt este 0, 2, 4 sau infinit.
Notam cu A, B, C, D elementele matricii M si cu a, b, ¢, d elementele ma-
tricii necunoscute X. Daca AD— BC' < 0 ecuatia din enunt, nu are solutii.
In continuare presupunem ca AD — BC > 0.

Avem un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute: a? + bc =
A,d* 4+ bc = D,bla+ d) = B,c(a+ d) = C. Analizam diferitele cazuri
posibile. Daci B = C = 0 gi A # D avem solutii doar daca A > 0 i
daca D > 0. Daca A =0 sau D = 0 avem doua solutii iar daca A > 0 gi

D > 0 avem patru solutii.
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Daca B=C =0si A= D avem o infinitate de solutii.

Analizam acum subcazul C' = 0si B # 0. Daca A < 0 sau D < 0 sau
A =D = 0 nu avem nicio solutie. Daca A =0,D >0sau D =0,4 >0
sau A = D > 0 avem doud solutii. Daca A > 0,D > 0,A # D avem 4
solutii. Analog se analizeaza cazul B =0,C # 0

Analizam in continuare cazul B # 0,C # 0 si AD — BC > 0. Notam

x:g:§:a+d.0b‘ginema:£+A D§id:£+D7A.

C T 2 2z
Rezulta ca x este radacina nenula a ecuatiei de grad patru:

2* —2(A+ D)z® + (A— D)*+4BC = 0.

Rezultd ca 22 = A+ D + 2/AD — BC (radicalul are sens deoarece
AD — BC > 0). Ultima ecuatie are zero, doua sau patru solutii nenule.
O astfel de solutie furnizeaza o solutie a ecuatiei matriceale din enunt.

Pentru A = D = 1,B = C = 0 obtinem solutiile b = ¢ = 0,a =
+1,d = £1si d = —a, unde a, b, ¢ sunt solutii pentru ecuatia a®+bc = 1
(evident ca exista o infinitate de solutii in acest caz).

Pentru A = D = —1, B = C = 0 obtinem solutiile d = —a, unde a, b, ¢
sunt solutii pentru ecuatia a? +bc = —1 (evident ci existd o infinitate de

solutii in acest caz).

4a. Fie 0 € S, si fie d un numar natural prim cu |S,,| = n!. Descom-
punem pe ¢ in cicli disjuncti si fie 7 un astfel de ciclu de lungime k& < n.
Evident c& k este prim cu d deoarece d este prim cu n!. De aici rezulta

4 are acelasi

ca 7¢ este tot un ciclu de lungime k. De aici deducem c& o
tip de descompunere cu o, ceea ce Inseamna ca o si 0% sunt permutari

conjugate. Am demonstrat ca S,, este grup rational.

4b. Fie G un grup finit rational si comutativ. Notam m = |G|. Fie g
un element arbitrar al lui G. Deoarece m — 1 este prim cu m, deducem

m=1 este conjugat cu g. Cum G este comutativ, aceasta inseamni

ca g
ca ¢g" 1t = g. fnmulgim cu g ultima egalitate si obtinem (folosind si

teorema lui Lagrange) cd e = ¢™ = ¢* pentru orice g € G (am notat cu
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e elementul neutru al lui G). Din egalitatea g? = e, valabild pentru orice
element g al grupului G, rezulta ca m = 2¥ i ca G este izomorf cu grupul
ZQXZQX"'XZQ.

4c. Fie p un numar prim care divide m = |G|. §tim ca Z; este grup
ciclic i consideram v un numar natural 1 < v < p — 1 astfel Incat ©
sa fie generator pentru grupul mutiplicativ Z;. Fie acum d = pk + v
(k € N) un numar prim mai mare strict ca m. Existenta lui d este
asigurata de teorema lui Dirichlet privitoare la numerele prime dintr-
o progresie aritmetica in care ratia si termenul initial sunt prime intre
ele. Din teorema lui Cauchy stim ca exista un g € G care sa aibe ordinul
p. Cum d este prim cu m deducem cé g% este conjugat cu ¢ si obtinem
egalitatea g = zg%r~!, pentru un anume x € G. Se arati imediat prin
inductie ca

t o
dtglat =g

pentru orice numir natural nenul ¢. In particular alegem ¢ si fie ordinul
lui z in G. Din ultima egalitate rezulti ci ¢* = ¢. Cum ordinul lui g
este p deducem ca d' = 1 (mod p). De aici rezuld c& v* = 1 (mod p) si
ca p— 1 divide t deoarece v este un generator pentru grupul mutiplicativ
Zy. Enuntul este demonstrat in acest moment deoarece p — 1[t[m (faptul
ca t divide m este o consecinta a teoremei lui Lagrange; a nu se uita ca

t este ordinul lui x).

5. Fie G un grup finit cu proprietatea din enunt si x € G arbitrar;
vom nota cu (x) =subgrupul generat de x. Daca exista z € G astfel
Incat (x) = G, G rezulta ciclic, deci abelian. Altfel, daca (x) este sub-
grup propriu pentru orice x, deducem din ipoteza ca exista n € N astfel
incat card((x)) = n pentru orice x # e. Mai mult, avem ca neaparat
n = p prim: altfel, (x) ar avea subgrupuri proprii, ceea ce contrazice
ipoteza. Deci G este un p—grup. Din ecuatia claselor de elemente con-
jugate, deducem ca centrul lui G, Z(G), este netrivial. Daca Z(G) = G

am terminat din nou. Altfel, Z(G) avand cardinalul p deducem ca este
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ciclic, si fie g un generator pentru el. Fie de asemeni h € G\ Z(G); atunci
subgrupul generat de g si h are cardinalul strict mai mare decat p deci
este egal cu G. Deci G este generat de g si h, §i cum ¢ comuta cu h,

deducem ca G este abelian.
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Algebra liniara si geometrie

1. Pentru implicatia: A nilpotenta rezulta tr(A*) = 0 pentru orice
k € N*| este suficient s& aratam ca toate valorile proprii ale lui A sunt
nule. Fie A o valoare proprie a lui A si v un vector propriu asociat lui A
(adica Av = Av). Fie p cel mai mic numar natural pentru care A? = 0.
Atunci APv = Moy = 0. Cum v # 0 rezultd X = 0 si deci tr(4%) = 0
pentru orice k € N*,

Pentru afirmatia reciproca vom arata din nou ca valorile proprii ale
matricei A sunt toate nule. Fie Aj, Ao, ..., A\, valorile proprii nenule dis-
tincte ale matricei A iar aq, ao, .. ., a,, multiplicitatile acestora. Deoarece
tr(A¥) = 0 pentru orice & € N*, obtinem Zai)\f = 0 pentru orice

i=1
k=1,2,...,m. Am obtinut astfel un sistem de ecuatii liniar omogen cu

necunoscutele a; toate nenule. Atunci determinantul sistemului trebuie
sa fie nul. Acesta fiind un determinant de tip Vandermonde, iar \; fiind
distincte doua cate doud, rezulta ca cel putin una din valorile proprii este
nula. Contradictie. Rezulta ca toate valorile proprii sunt nule. Dar atunci
polinomul caracteristic al lui A este de forma p(z) = ! si deci matricea

A este nilpotenta.

2. Sa observam mai intai ca functia f este continua (e suficient sa
scriem expresia lui f folosind coordonate, presupunand ca dreptunghiul
are centrul in origine iar laturile sunt paralele cu axele de coordonate).
Deoarece A este conexa iar f continua, rezultd ca imaginea functiei este
un interval (multime conexa in R). Folosind acum inegalitatea triunghi-

ului rezulta usor ca
f(P) = f(0) = 2/a + 2.

Pe de alta parte, folosind inegalitatea lui Minkowski, nu este greu de

aratat ca functia f este si convexad. Atunci
F(P) < max{f(A).f(B), f(C). f(D)} = a+b+Va? + P
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In concluzie f(A) = [2va? + b2, a + b+ Va2 + 7).

3. Consideram forma patratica h : R*> — R, care in raport cu baza

canonica in care este data ecuatia hiperboloidului, are expresia

.I’Q y2 22

h(x,y,z):§+b—2—c—2.
Defini torii L oni L oW« L 5P. Este clar ca
enlmvecoruufO—M ,1)—07]\7 §1U)—@ . ste clar ca

{u,v,w} este un reper ortonormat al lui R®. Daci notam cu A’ matricea

formei patratice h in raport cu acest reper, atunci

| | 1
TeA! —
M=o T o T o

Pe de alta parte, avem

0.

1 1 1
I
TrA_?—’_E_CE’

de unde rezulta inegalitatea din enunt.

4. a). Solutia 1. Notam cu E;; € M, (R) matricea patrata avand 1 pe
pozitia (¢,7) si 0 in rest. Orice matrice X = (z;;) € M, (R) se reprezinta

n
ca o combinatie liniara de matricele Fj; prin X = E x5 i deci,
i,j=1

n
datorita liniaritatii lui f, vom avea f(X) = Z z;; f(E;j). Definim acum
ij=1
matricea A = (a;;) prin a;; = f(Ej;). Nu este greu de vazut acum ca
n

Tr(AX) = Z agxy; g deci f(X) = Tr(AX).
kyi=1

Solutia 2. Deoarece dimgM,,(R) = n? rezulta ca
dimg Homg(M,(R),R) = n?.
Definim aplicatia 7" : M,,(R) — Homg(M,,(R),R) prin
T(A)(X)=Tr(AX).
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n
Evident, T' este liniara. Deoarece T(A)(A') = Z a?; deducem c& T
ij=1
este injectiva. Cum domeniul si codomeniul lui 7" au aceeagi dimensiune,

rezultd T surjectiva. Deci pentru orice f ca In enut existd A astfel incat

F(X) = T(A)(X), Q.E.D.

b) Daca f(E;;) = 0 pentru orice (7, j) atunci f = 0 si nu avem nimic
de demonstrat.
Daca exista ¢ # j astfel incat f(E;;) # 0 definim matricea B, =
I, — aE;;. Nu este greu de verificat ca matricea B este inversabila pentru
I
JUn) este clar ca f(B,) =0.
ji
Daca f(E;;) = 0 pentru orice i # j, atunci e suficient sa consideram

orice «. Pentru o« =

matricea B = (b;;) definita prin: b;41 = 1 pentru orice i = 1,n — 1,
by = 1 i bj; = 0 in rest. Este clar ca matricea B verifica conditiile

cerute.

5. Remarcam mai intai ca putem rezolva problema privind-o dintr-
un alt punct de vedere. Vom considera elipsa fixa iar reperul variabil,
demonstrand ca locul geometric al punctelor din care se pot duce tan-

gente perpendicupare la elipsa este un cerc.
2

Consideram elipsa — + -= = 1 gl doud tangente perpendiculare ce

trec prin punctul (zo, o), date de ecuatiile
y = Yo+mi(z— )
y = yo+ma(z—x0)

pantele my si moy satisfacand conditia myms = —1.
Conditia ca o dreapta sa fie tangenta este data de unicitatea solutiei

sistemului
022 + a2y? = a2b?
Yy =Yo +m(x — xo).
Echivalent, ecuatia

v2a? + a®(yo + m(x — x0))* = a®b?,
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are solutie unica. Aceasta revine la
a*m?(yo — mxo)? — a*((yo — mxo)? — b?)(b* + m*a®) = 0.
Astfel m; si mo sunt solutiile ecuatiei
(a® = x§)m?* + 2xoyom + b* — y5 = 0.
Scriind conditia de ortogonalitate, obtinem :
_ Py

1=
2 _ 27
a® — xg

care se rescrie
zy +ys = a® + b
In final, locul geometric cautat este arcul de cerc z2 + 3? = a® + 12,
situat in primul cadran, intre punctele (a, b) si (b, a).

6. Solutia 1. Este cunoscuta inegalitatea lui Frobenius
rang(AB) + rang(BC) < rang(ABC) + rang(B),

pentru orice A, B,C' € M,,(C).

Folosind aceast& inegalitate pentru B = A*~! si C' = A, vom obtine
rang(A*) 4 rang(A") < rang(A"™) 4 rang(A*1),

adica ap > ap_1.
Vom da acum o demonstratie a inegalitatii lui Frobenius. Consideram

identitatea

I, —A 0, AB L, 0,\ [ —-ABC 0,
0, I BC B -C I, ) 0, B )
Prima gi a treia matrice din partea stanga sunt evident nesingulare si

deci

. AB
rang ( 590 B ) = rang(ABC) + rang(B).
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Pe de alta parte avem

. AB
rang ( B?C B ) > rang(AB) + rang(BC).

Solutia 2. Putem presupune ca A este in forma canonica Jordan.
Mai mult, observam ca este suficient si demonstram afirmatia in cazul
in care A este chiar o celula Jordan.

In cazul in care A este celula nuli (A = (0)) sau A este asociati
unei valori proprii nenuld, avem ci rang(A¥) este constant, deci sirul
este identic nul.

In cazul in care A este o celula n—dimensionala asociatd valorii proprii

Zero,
010 0 0

A 0 0

0 0 1

0 0 0

avem ci pentru orice k € N, rang(A*) = max{n — 1 — k,0}, de unde
rezulta imediat afirmatia din enunt.

7. a). Verificare imediata prin calcul.

b). Pentru acest punct trebuie s& calculaim f#(z7) = (aX +b)? pentru
orice j = 0, n. Folosind binomul lui Newton deducem c& coeficientul lui
z¥ (pentru 0 < k < j) este egal cu a*b/~*C7.

c). f este automorfism daca si numai daca a # 0. In acest moment
este evident ca F este grup. Dacad a # 0, atunci (ff)~! = féé gi de aici
deducem matricea ceruta folosind punctul b). ’

d). Este evident ca F} este subgrup al lui F'. Avem ca

1
K™ = () = fae

a

si enuntul este demonstrat.
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8. a). Polinomul caracteristic det(X I3 — A) are grad 3 si cum orice
polinom de grad impar cu coeficienti reali are o radacina reala, deducem
enuntul.

b). Fie A valoare proprie complexa pentru A si « un vector propriu
coloana cu coeficienti complecsi corespunzator valorii A. Avem Au =
Au. Transpunem aceasta egalitate si obtinem (deoarece A este simetrica)
u'A = M. Conjugam aceasta egalitate si deducem (tinand cont ca A este
matrice cu coeficienti reali) utA = \u'. inmul’gim la dreapta cu vectorul
coloana u si obtinem @' Au = A\@tu. Notand cu a, b, ¢ componentele lui u
deducem (deoarece Au = Au) ca A(|a]>+ [b]* + |c]?) = A(|a]> + |b]* + |c[?).
Cum u este vector nenul deducem din ultima egalitate (deoarece |a|* +
b2+ |c[? # 0) ci& A = A\. Am demonstrat ci orice valoare proprie a unei

matrici reale simetrice este numar real.

c). Daca matricea A este antisimetrica, polinomul caracteristic al lui
A este det(X13 — A) = X3 + (a® + b* + )X (am notat a;p = a,a13 =
b, ass = ¢). Daca a = b = ¢ = 0, atunci 0 este valoare proprie tripla pentru
A €i orice vector nenul u este vector propriu pentru A. Daca macar unul
din numerele a, b, ¢ este nenul atunci 0 este valoare proprie simpla pentru
A (si este singura valoare proprie reala a lui A). Deoarece macar unul
din numerele a, b, ¢ este nenul pot presupune ca ¢ # 0. Atunci vectorii

b oa

proprii u corespunzator acestei valori proprii au forma u' = z(1, -2 2)7

unde z este un numar real nenul.

d). In conditiile enuntului avem A% = I3. De aici deducem ci f,
polinomul minimal al matricii A, este fie f(X) = X — 1 sau f(X) =
X + 1 sau f(X) = X% — 1. Tinand cont si de teorema lui Frobenius,
deducem c& polinomul caracteristic al lui A este (X — 1)3, (X + 1)3,
(X —1)%(X +1) sau (X —1)(X +1)2. In primele doud cazuri 1 (respectiv
—1) este valoare proprie tripla a lui A i orice vector nenul este vector
propriu corespunzator acestei valori proprii. In ultimele doud cazuri 1

este valoare proprie dubla a lui A si —1 este valoare proprie simpla a lui
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A (respectiv —1 este valoare proprie dubla a lui A si 1 este valoare proprie
simpla a lui A) iar vectorii proprii corespunzatori acestor valori proprii

sunt combinatii nenule de coloanele matricii A + I3 (respectiv A — I3).
9. a). Se verifica imediat ca A = (1,—1,1) € d, pentru orice a.

b). Evident, distanta dintre dreptele d si d, este cel mult egala cu
distanta de la A la dreapta d. Pe de alta parte, fie B € d astfel incat AB L
d. Atunci orice dreapta d, (ce trece prin punctul A) si perpendiculara
pe AB are distanta maxima fata de d. Dupa un calcul simplu, punctul
B are coordonatele (1/3,5/3,1/3). Cautam acum a € R astfel incat
<A—B>7 v) = 0 unde v = (1,2, a) este vector director al dreptei d,. Obtinem

n final a = 7.

Observatie Este interesant de vazut ce se Intampla daca studiem
minimul distantei si nu maximul. Punctul anterior ne sugereaza ca fa-
milia de drepte d, este continuta intr-un plan. Aceasta este adevarat, de
exemplu luand

m:2x—y—3=0

vedem ca d, C w pentru orice a. Ne punem problema daca
T = U dg.
a

Pentru aceasta, fie P = (a, 2ac — 3, 3) un punct arbitrar din 7. Daca P

ar apartine unei drepte d, atunci ar avea loc relatia
ala—1)=p-1.
De aici vedem ca

Uda =TT \ {(17 _17ﬁ>‘5 7& 1}

a

Pe de alta parte, din calcul direct obtinem
dnm= {(17 _17 5)}a
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deducem ca nu exista o dreapta d, aflata la distantd minima fata de d.

10. Fie a lungimea laturii patratelor si fie (¢, j, k) versorii unui reper

avand originea in punctul A cu axele AD, AB si AF. Atunci
—_— —_— —  —
MN = MA+ AB + BN.

— — —
Pe de alta parte avem MA = —\(ai+aj), AB = aj si BN = A(ak — aj)
si deci

—_—

MN = a[—Xi + (1 — 2))j + AK],

de unde rezulta

IMN|| = av/6)X2 — 4x 1 1.

Punand conditia de minimalitate, gasim A, = = si deci

1
3

—

MN = %(—1 + i+ k).

A — — —
In sfarsit, deoarece AC' = a(i+j), BF' = a(—j+k) si DE = a(—i+j+k)
se verifica ugor ca MN L AC, MN L BF si MN|DE.
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Analiza si ecuatii diferentiale
1. Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem mai intai
k k
i=1 i=1

9 n T
Daca S =
,;11+k(x%+x§+...+xi)

, atunci

n
T
S < .

Consideram acum diviziunea intervalului [0, 1]

A= (0,z1,21+x9,...,01+ - +x, =1)

si functia f : [0,1] — R, definita prin f(z) = Suma Darboux

inferioara asociata functiei f si diviziunii A este

1422

n n

s(FA) =D (k=) (k) = )

k=1 k=1

Tk
14+ (x1+ 22+ ... +ap)?

1
k
unde ty = 0 si tx = > x;. Deoarece /f(x)dx = % rezulta
=1
0

(2

S < s(f,A) <

N

Din inegalitatea de mai sus, trecand la limita pentru n — oo, rezulta

~ 7T 3 . v v v .
usor ca 1 este cea mal mica constanta cu aceasta proprietate.

2. a). Pentru primul punct, putem defini multimea £ = {a > 0|y* €
Q}. Verificarea conditiilor (i) si (ii) este imediata. Este clar ca E #
(0, 00).
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b). Evident 0 este in inchiderea topologica a multimii E caci daca
x € E atunci % € I pentru orice k € N.

Pe de alta parte, nu este greu sa aratam ca daca x € E atunci si
nx € E, caci mai intai xv/n € FE, iar mai apoi an = xy/ny/n € E.
Folosind axioma lui Arhimede precum si faptul ca o € F pentru orice
n si k numere naturale, se poate arata ca pentru orice y > 0 exista un

sir de numere din E convergent la y.

3. Folosind o teorema de medie pentru functii de doua variabile,
rezultd ca pentru orice doua puncte A(ay,az), B(by,by) € D exista un

punct C' pe segmentul [AB] astfel incat

_9f
- Oz

af

£(4) - £(B) 5

(C)(ar = br) + 5=(C)(az — ba).

Utilizand conditia din ipoteza, rezulta ca pentru orice doua puncte
A(ay, as), B(by,by) € D avem

|f(A) = f(B)] <lar = bi| + |az — bof.

Fie acum P(z,y) € D un punct oarecare si n puncte M, (z1,41), ...,
M, (zn,yn) € D avand centrul de greutate in origine, adica z1+- - -4z, =

0siys+--- 4y, = 0. Folosind inegalitatea obtinuta mai sus, avem

|f(P) = f(My)| < |z — 2| + |y — wil,

pentru orice k = 1,...n. Facand sumarea dupa k£ obtinem
SCUP) = LM < S e — el + Sy — il
k=1 k=1 k=1

n n
Tinand seama ca xy, yx € [—1,1] si ca ka = Zyk = 0, nu este greu
k=1 k=1

n n
de aratat ca Z |z —z] < msi Z ly — yi| < n. In sfarsit, combinand
k=1 k=1
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inegalitatile de mai sus, obtinem

< D FP) = f(Mi)| < 2n,

k=1

nf(P)— 3" f(M,)

adica chiar inegalitatea ceruta.

4. a). Deoarece
1 1 2z

r—n x4+n z2-—n?

rezulta ca seria este uniform convergenta si deci suma acesteia defineste
o functie continua pe (0,1).
b). Nu este greu sa aratam ca F'(0) = F(1). Intr-adevar, daca punem

1

in relatia data = = 0, obtinem F(0) + F <2> = 2F(0), adica F(0) =
1 1

F (2>, iar daca facem z = 1 obtinem F (2> + F(1) = 2F(1), adica

1
F <2> = F(1). Vom presupune fara a restringe generalitatea ca F(0) =

Deoarece functia F' este continua iar domeniul de definitie [0, 1] este
compact, exista xo € [0, 1] astfel incat F(xg) = M este punct de maxim

al functiei. Inlocuind pe x cu zg, relatia data se rescrie prin:

F(%) —F(xo)—F(xo)—F<m0+1>.

2

. o . . Lo
Deoarece xg este punct de maxim rezulta acelasi lucru si pentru 5 sau
T+ 1 Zo
on
x
F' este continua iar —2 — 0 rezulta ca M = 0. Analog se arata i pentru

. Iterand, obtinem ca pentru orice n € N avem F ( ) = M. Cum

punctul de minim ca este m = 0 si deci functia este constanta egald cu
0.

). Sa observam mai intai ca

13+ () -

371




_2+°°1+1+2+§:1+1_
o $—n  $+n r+1 = ‘”T“—n el )

o0

L, +) S
xr x+1 r—2n x+2n

n=1

+§<x—(21n—1)+x+(21n+1)>

Pe de alta parte, nu este greu de aratat ca si functia g(x) = wcotg(mz)

=2f(z).

verifica o relatie similara. Definim acum functia F'(z) = f(x) — g(x) care

se extinde prin continuitate la intervalul [0, 1]. Folosind punctul prece-
1 1

dent, rezulta ca functia F' este constanta. Deoarece f 5) =9 2) =0

obtinem egalitatea pe intervalul deschis (0, 1), care se extinde la R\ Z

prin periodicitate.

5). Deoarece (f,,) converge simplu la 0, rezulta ca pentru orice € > 0
exista ng,ny € N astfel incat | f,,(0)| < e pentru orice n > ng i | f,(1)] <€
pentru orice n > n;.

Fie acum n, > max{ng, n; }. Deoarece f, sunt functii concave rezulta

ca pentru orice € > 0 si orice n > n. avem
[fa(@)] = [falz -1+ (1 —2)-0)] <z fu(1) + (1 =) fu(0)] <
Sz |fuM+ A —2)- [fu(0) Sz e+ (1—-2)-e=¢
pentru orice x € [0, 1], adica sirul converge uniform pe [0, 1].

6. a). Presupunem prin absurd ca f nu este marginita. Atunci exista
un §ir (z,,) astfel incat f(x,) > n pentru orice n. Evident sirul nu este
marginit i deci putem face z, — oo si .1 — x, > 1. Deoarece f este

uniform continua, exista § € (0, 1) astfel incat
[f(x) = f(y)| < 1daca [z —y| <.
Atunci, pentru orice z € [z, x, + J] avem
f(@) > flan) = [f(2) = flwn)] >n —1.
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Atunci f;n"w f(x)dx > (n—1)d si deci

/000 f(z)dx > Z(n — 1) = o0,

ceea ce contrazice ipoteza.

b). Definim pentru orice (n € N)

2"(x —n+27") daca =z €[n—27"n]
fle)=4 2"(n—x+2") dacda =z € [n,n+27"

0 in rest

flz)=2"(x —n+27") pentruz € [n —27",n|, f(x) =2"(n—x+27")

pentru z € [n,n+ 27"], (n € N) si f(z) = 0 in rest. Atunci f este

continua, marginita (0 < f < 1), integrabila (/ f(z)dz = Z 27" =1)
0 n

dar nu este uniform continua deoarece f(n+27") — f(n) = 1.

7. a). Demonstratia implicatiei de la dreapta la stanga se face prin
calcul direct.

Reciproc, pentru (z,y) € D fixat, definim functia f(t) = u(tz, ty),t €
(0,00). Atunci
ou ou 1 f(t)

ORE o t

ox

Obtinem astfel ca f(t) = ct, unde ¢ este o constanta (in raport cu t) dar
care depinde evident de x si de y. Asadar exista o functie £ : D — R
astfel incat f(t) = tF(x,y).

Pentru t = 1 avem F(z,y) = u(z,y) si deci u(tz, ty) = tu(z,y).

Pentru ¢ = 1/x obtinem u(x,y) = zu(l,y/x) si deci putem alege
p(t) = u(l,1).

b). Unicitatea este foarte usor de aratat: fie ¢ o alta functjie ce verifica

inegalitatea din enunt. Atunci este clar ca

lzo(y/z) — xv(y/x)| < 2 V(z,y) € D.
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Inlocuind pe y cu tz (pentru ¢ > 0) obtinem |p(t) — 1(t)| < 2¢/x. Acum,
pentru z — oo obtinem ¢(t) = 1 (t).

Ramane sa dovedim existenta unei astfel de functii ¢. Folosind din
nou functia f(t) = u(tz,ty) (f depinde x si y considerate fixe), avem
[tf'(t) — f(t)] < e. Notand tf'(t) — f(t) = g(t) si rezolvand ecuatia

diferentiala ordinara in necunoscuta f vom obtine

f(t)—t(—/toogij)ds—i—0>,

unde C' = C(x,y) este constanta in raport cu ¢.

Astfel,

(o] o
t
If(t) — Kt :t‘—/ g(j)ds‘ gt/ Sds== =
P : S t
Rezulta |f(t) — Kt| < € adica |u(tx,ty) — Kt| < € si pentru t = 1
obtinem |u(x,y) — Kt| < e.
Ramaéane sa aratam ca functia K este omogena si continua.
Folosind expresia lui f de mai sus rezulta ca K € C(D) (deoarece F'
si g sunt continue in raport cu z si y) si pentru ¢t — oo avem
u(te,t
K = K(z,y) = lim f(t)/t = lim M
t—oo t—o0 t
Limita de mai inainte exista deoarece
o0

lim 9(s)

t—o0 ¢ 52

ds = 0.

Acum se poate arata ugor ca K este 1-omogena. Pentru a > 0 avem:

t t t t
K(az, ay) = lim A000:109) _ oy, ultar tay)
t—o00 t t—o00 at
= lim u(st, sy) a=K(z,y) - a.
§—00 S

In final K(z,y) = 2K (1,y/z), adici o(t) = K(1,1).
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8. O implicatie este evidenta. Pentru cealalata, prespunem prin ab-
surd ca {s,} este sir convergent, dar seria nu este convergenta. Cum
sp > 0 aceasta este echivalent cu lim [s,] = co (am notat cu [z] functia
parte intreaga). o

Fara sa restrangem generalitatea, renuntand eventual la un numar
finit de termeni din sirul {z,,} putem prespune ca z, < 3 Vn € N.

Fie n € N arbitrar; definim £, (n) prin proprietatea ca sy, () > n si
k1(n) este minim cu aceasta proprietate

Deoarece lim [s,] = oo, deducem ca {ki(n)},en este infinita. Din
definitia lui kln(TlTavem ca Sg, (n)—1 < n deci, cum S, (n) = Sk, (n)=1 + Thy (n)
$ Ty n) < 17 vedem ca {sp, )} < .

Fie de asemeni multimea {]{32(7’3 = ki(n+ 1) — 1|n € N}; rationand
ca mai sus deducem {sg,n)} > <.

Ca atare, sirul {s,} are doua subsiruri, a,, = S, (n) §i by, = Sk,(n) astfel

incat a, < 3’ b, > 3 Vn € N, ceea ce contrazice ipoteza ca s, este un gir

convergent.
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