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CAPITOLUL 1

CALCUL VECTORIAL

1.1 Vectori legati, vectori liberi

Presupunem cunoscute notiunile fundamentale ale geometriei elementare. Spatiul
geometriei elementare este alcatuit din puncte pe care le vom nota prin litere latine

mari A, B, C,.... Alte submultimi importante sunt dreptele si planele.

Definitia 1.1.1 Se numeste vector legat un segment de lungime data orientat in spatiu
prin directie i sens, adica un segment la care unul din capete se alege ca punct de
plecare g1 se numeste origine a vectorului legat, tar celalalt capat ca punct de sosire si

se numeste extremitate a vectorului legat.

Vectorul legat a carui origine este punctul A si a carui extremitate este punctul B va
_> . . v . . 1 A
fi notat AB. In figuri vectorul legat se reprezinta prin segmentul respectiv cu sageata in
extremitate. Un vector legat este determinat cdnd se cunosc originea si extremitatea sa.
Se considera vectorul a carui extremitate coincide cu originea sa si se numegte vectorul
legat nul; directia gi sensul sau sunt nedeterminate.
. . == o L= == .
Doi vectori legati AB, A’B’ se considera egali si scriem AB = A’B’ daca si numai
daca originile gi extremitatile lor sunt identitce: A = A’ si B = B'.
. . - . v A o, U . .
Lungimea vectorului legat AB exprimata intr-o anumita unitate de lungime se
TR - o .73 ¢ e .
noteaza |AB| gi se numeste marimea sau modulul vectorului AB. Dacd marimea unui

vector in unitatea de lungime u este m, in unitatea v’ = Lu méarimea aceluiasi vector
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este m’ = Lm. Din acest motiv se zice ca dimensiunea fizicd a marimii unui vector legat

este L.

3 . . . . % . é . . . . % é
Definitia 1.1.2 Doi vectori legati AB g1 C'D se numesc echipolenti si scriem AB ~ CD

daca sau sunt ambii nuli sau au aceeagi marime §i aceeasi orientare (directie gi sens).

Relatia de echipolenta este o veritabila relatie de echivalenta in multimea vectorilor

legati, adica are urmatoarele proprietati:

— —_—
o reflexivitate: AB ~ AB,

— — — —
e simetrie: AB~CD = CD ~ AB;

e transitivitate AB ~ C’—>D si CD ~ EF = AB ~ EF.

Multimea vectorilor legati se imparte in clase de vectori echipolenti: orice doi vec-
tori legati echipolenti intra in aceeasi clasa si vectori legati din clase diferite sunt
neechipolenti. Doi vectori legati echipolenti difera numai prin originea lor. De multe ori,
pozitia originii nu prezinta importanta, esentiale fiind lungimea si orientarea vectorului.
De exemplu, miscarea de translatie a unui corp rigid este determinata de oricare din
vectorii legati avand ca origine pozitia initiala a unui punct al corpului si ca extremitate
pozitia finala a aceluiasi punct. Evident, toti acesti vectori legati sunt echipolenti intre

ei. Se ajunge astfel la notiunea de vector liber.

Definitia 1.1.3 Prin vector liber se intelege clasa tuturor vectorilor legati echipolenti

cu unul dat.

Marimea unui vector liber este marimea unuia dintre vectorii legati care il determina,
deci se exprima in unitati de lungime; orientarea unui vector liber este orientarea unuia
dintre vectorii legati care il determina. Vom nota vectorii liberi prin litere latine mici

o o — I — . .o .
cu sageata deasupra a’, b, ¢, etc. Vectorul liber nul, adica clasa tuturor vectorilor
A .= i . i oo : .
legati nuli, se va nota prin 0 sau chiar mai simplu prin 0, fara a avea motiv de confuzie.
. —_ - o . . v —> . - o . .
Egalitatea a” = b are loc daca si numai daca a” si b noteaza acelasi vector liber.
. o - .o . — o .
Dat fiind ca vectorul legat AB determina complet vectorul liber “a’-clasa caruia el

. N . . v T2 — . . . - = —
apartine- in locul relatiei de apartenenta AB € "a’ se scrie pur si simplu AB = a’. De
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—_— —_— —_— —
asemenea in locul relatie de echipolenta AB ~ C'D se scrie simplu AB = CD intelegand-
o ca egalitate intre vectori liberi. Cu alte cuvinte, echipolenta se asimileaza totdeauna
cu egalitatea.

Daca toti vectorii legati apartin unui plan, atunci prin vector liber in acel plan se
intelege clasa vectorilor legati echipolenti in acest plan. La fel se considera si vectorii
liberi pe o dreapta. Vectorul liber pe o dreapta se mai numeste uneori si vector aluneca-
tor.

Fiind dat un vector liber @', (adici fiind dat un vector legat care-1 determina),
oricare ar fi punctul A, exista un singur punct B astfel ca vectorul legat AB si apartina
vectorului liber ‘a” : AB = "a’. Operatia de construire a vectorului legat AB se numeste
dispunerea sau construirea vectorului liber @ in punctul A. Vom notasi B = A+ a in
loc de AB = @

Daca vectorul legat AB  determini vectorul liber @', vectorul liber determinat de
BA se numeste opusul lui @ si se va nota — @, adici: AB=a =BA=-a.

Doi vectori legati se numesc colineari daca ei sunt situati pe aceeasi dreapta sau pe
drepte paralele; in caz contrar se numesc necolineari. Vectorii liberi corespunzatori se
numesc de asemenea colineari respectiv necolineari.

Mai multi vectori legati situati pe drepte paralele cu acelasi plan se numesc copla-
nari; in caz contrar se numesc necoplanari. Vectorii liberi corespunzatori se numesc de
asemenea coplanari, respectiv necoplanari.

De aici tnainte vom spune simplu vector, fara a preciza daca acesta este legat sau

liber, aceasta reiesind din context.

1.2 Operatii lineare cu vectori

1.2.1 Adunarea vectorilor

— —
Definitia 1.2.1 Fie @, b doi vectori oarecare. Fie O un punct oarecare i OA = @

— . R _ — — — ) —
vectorul “a” dispus in O, A =0+ a’; fie AB = b wvectorul b dispusin A, B= A+ b .

—
Vectorul OB, care uneste originea primului vector cu extremitatea celut de al doilea, se
— —_—

numeste suma celor doi vectori legati OA st AB gi scriem OB = OA + AB. Vectorul

|

— — —
liber ¢ = OB se numeste suma vectorilor a” gi b g scriem ¢ = a + b.
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Avem
—

A=0+3 AN B=A+ b =B=0+a+ b

sau
O+ @)+ b =0+(T+ D)
Suma a doi vectori necolineari poate fi definita si altfel:
Fie OA = "a’,0C = b vectorii a i b dispusi in punctul O si OABC' paralelogra-
. = . - . =4 . . ]
mul construit pe OA si OC' ca laturi. Vectorul OB, diagonala paralelogramului dusa

din O, este suma vectorilor a” si b .

Fig. 1.1: Suma a doi vectori

Fig. 1.2: Adunarea vectorilor

H
Se observa ci suma vectorilor @, b este bine definitd, cu alte cuvinte, alegand
—
puncte initiale O diferite obtinem vectori OB echipolenti, adica acelasi vector liber.
Prima definitie a sumei celor doi vectori se numeste regula triunghiului, iar a doua-

requla paralelogramului. Pentru améndoua este suficient sa ne gandim la compunerea
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miscarilor de translatie ale unui corp rigid.

Din definitie, rezulta ca suma a doi vectori liberi este comutativa:
— —
—> —>
a+b=">0+7uda.

Notiunea de suma a vectorilor se poate generaliza pentru orice numar finit de vectori.
De exemplu, fie dati trei vectori a’, b, ¢’. Se construieste initial suma a” + b, apoi i
—
x5 — s oA — —
se adaugd vectorul ¢, obtinandu-se vectorul (@" 4+ b )+ ¢,

—

O+@ =AA+ b0 =B0B=a+b,B+<c=C0C=(a+1b)+7.

—
—
A = a  vectorul

—
Se observa ca acelagi vector OC' se obtine daca se adauga vectorului
- - — . . . R
AC = b + ¢". Deci adunarea vectorilor este asociativa

—

(@+b)+C=a+(b+7).

— —
Aceasta ne permite si scriem simplu @ + b + ¢ inloc de (@ + b))+ ¢ sau de
— —
@ + (b + 7). Se observd ci suma @ + b + ¢ se poate construi si astfel:

. — — A —. . .

In punctul O se dispune vectorul a’, O+ a" = A, OA = "a’; in A se dispune vectorul
— — — — . N N — N
b,A+ b =B, AB = b ;in B se dispune vectorul ¢, B+ ¢ = C, BC' = ¢". Vectorul
care unegte originea primului vector cu extremitatea ultimului vector este vectorul suma.
Aceasta regula se generalizeaza pentru orice numar finit de vectori si se numeste requla
poligonului inchis.

. . s — 7 T o o
Diferenta a doi vectori a’, b este vectorul ¢ = a” — b a carui suma cu vectorul
— — —
scazator b di vectorul @. Deci @ =@ — b = ¢ 4+ b = a. Din definitia sumei a
doi vectori rezulta constructia vectorului diferenta: in acelasi punct O se dispun vectorii
— == — — . Lo L —
OA = a,0B = b . Vectorul BA care unegte extremitatea vectorului scazator OB cu
. . o =i . Up— — 7 o

extremitatea vectorului descazut OA este vectorul diferenta ¢ = a” — b . In adevar,

o . . —_— = — - —
dupa definitia sumei avem OB + BA=0OAsau b + ¢ = a'.

—)
Dacéd pe vectorii @, b dispusi in punctul O construim paralelogramul OACB,
. 7. = I VR T v 5 A . —
atunci diagonala OC' este suma a + b , iar cealalta diagonala B A este diferenta a — b .
v v 1 — . . — N .
Se observa ca diferenta @ — b se poate scrie gi sub forma sumei @ + (— b ) intre vec-
— —

torii @ si — b , ultimul fiind opusul lui b . Deci, ca si pentru numere, suma si diferenta

a doi vectori pot fi inglobate intr-o singura operatie - adunarea vectorilor.

Sa observam ca adunarea vectorilor are urmatoarele proprietati:
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7 — .o
= b + a este comutativa;

)+ T ="a+ (7 + ¢') este asociativa;

0 =0 + @ = @ vectorul nul este element neutru;

—_ 4 .
) = 0 orice vector are un opus.

Aceste proprietati ne indreptatesc sa afirmam ca multimea vectorilor liberi inzes-

trata cu operatia de adunare are o structura de grup comutativ (abelian).

1.2.2 Inmultirea vectorilor cu numere (scalari)

o 0 . — . 9 %
Definitia 1.2.2 Fie vectorul a’ gt numarul real A. In loc de numarul real A\ vom spune
. . — o —
de multe ori scalarul A. Produsul vectorului "a cu numarul \ este un mou vector ¢
— . — A — — . . — o
notat A'a’, colinear cu @ , avdnd modulul | ¢’| = |\||@’| gi de acelasi sens cu @’ dacd

A > 0 sau de sens contrar daca A < 0.

— . N . e . —
Vectorul opus — a’ se poate considera ca rezultat al inmultirii vectorului a” cu
numarul A = —1:
— —
—-a =(-1)a.
. . ~ . e . o o o o - — .
Din definitia inmultirii unui vector cu un numar rezulta ca dacd b = A'a’ atunci
- . N . . . U e . v —> . - . . .
b si ‘a” sunt colineari. Este evident ca si invers, daca a” si b sunt vectori colineari
. ey o N —
atunci exista un numar \ astfel ca b = \'a’.

Se verifica ugor urmatoarele proprietati de distributivitate:

ca si proprietatea de asociativitate
()@ = Apa).

Aceste proprietati, impreuna cu proprietatile de la adunare, ne permit sa afirmam
ca multimea vectorilor liberi are o structura de spatiu vectorial real.
Un vector al carui modul este egal cu unitatea se numeste vector unitar sau versor.

.. — . o . — .
Fiind dat un vector nenul a’, consideram vectorul colinear cu a’, de acelasi sens, dar
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. rd [N v
de modul egal cu unitatea. Acesta se numeste versorul lui a . Daca il notdm cu u’,

tindnd cont de definitia inmultirii cu scalari, se poate scrie

— — =
a =|ad|u,

adica orice vector este egal cu produsul dintre modulul sau si versorul sau.

1.3 Descompunerea unui vector dupa o baza

Definitia 1.3.1 Fie vectorii ay, as, - - -, ar. Orice vector de forma A\yai +Asas+- - - A\ ag

. . . v . — — —
unde \1, Ao, - - -, A\p sunt numere se numeste combinatie lineara a vectorilor ay, as,-- -, ag;
numerele A, Xo, -+, A\ se numesc coeficientic combinatiei lineare. Daca un vector se

poate scrie ca o combinatie linearda a unor vectori, spunem ca el s-a descompus dupa

acesti vectort.

o . v — . . .
Propozitia 1.3.1 Daca ey este un vector nenul, atunct orice vector colinear cu el se

descompune dupa el in mod unic.

8|

v v —> . — . — —
Intr-adevar, daca "a” este colinear cu ey atunci avem a = Aje; unde A\; = j:‘ |

|
. . o —_ . — .
unde se ia plus sau minus dupa cum “a” gi e, au sau nu au acelasi sens. Nu putem avea

2

si o = ule_f cu p1 # A; pentru cd am avea (A} — ul)e_f = 0, ceea ce este imposibil.

o 0 v — —> . . . . . . RN
Propozitia 1.3.2 Daca ey, e5 sunt doi vectori necolineart, atunci orice vector a’ copla-

nar cu ei se descompune dupa acesti vectori, descompunerea fiind unica.

S& observam ci vectorii €7, €3 sunt nenuli. Dacd @ este colinear cu unul dintre
ei, propozitia este demonstrata. In cazul general, dispunem cei trei vectori in acelasi
punct O. Prin extremitatea A a vectorului OA = @, ducem dreptele AP, AQ paralele
cu er, e, P,Q fiind pe suportii lui e, es. Atunci OA = OP + O—Cj Dar 0—15,0—62>
fiind colineari cu ey, respectiv es, existd numerele Ai, A ca ﬁ)’ = \ €7, O—Cj = \yes,
adicd @ = A1 €7 + \2es. Dacd ar mai exista o descompunere @ = i1 €7 + o €s atunci
p1er + paes = Aer +Aaes sau (A — p1)er = (po — 1) es, adicd vectorii 7, 5 ar fi
colineari daca Ay — py # 0, Ao — p2 # 0. Rezulta Ay = pq, Ao = e adica descompunerea
este unica.

In mod analog, se demonstreaza propozitia:
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o . y — = — . . . . .
Propozitia 1.3.3 Daca e7, e, e3 sunt trei vectori necoplanari, atunci orice vector se

descompune dupa acesti vectori, descompunerea fiind unica.

Definitia 1.3.2 Numim baza in spativ un sistem de trei vector: necoplanari luati intr-o

. . — — —
ordine data ef, es, e3.

Potrivit propozitiei de mai sus, o baza permite ca oricarui vector sa-i atasam un

sistem de trei numere A\, Ay, A3, coeficientii descompunerii vectorului dupa baza data.
CR . A v = = —>

Invers, oricarui sistem ordonat de trei numere Aq, Ao, A3 avind o baza ey, e, e3, putem

o A . — — — —
sa-1 punem in corespondenta vectorul a” = Aje; + A\ses + Azes.

Definitia 1.3.3 Numim baza in plan un sistem de doi vectori necolineart situati in acest

plan gi luati intr-o ordine datd e, €.

Ca i mai sus, oricarui vector din planul bazei i se poate pune in corespondenta
biunivoca o pereche de numere \q, As.

Pe o dreapta orice vector nenul constituie o baza a vectorilor situati pe acea dreapta.

sis = —> — o .= — — — .
Definitia 1.3.4 Daca e1, e, €3 este o0 baza st a = Aje] +Ases +A3€3 atunct numerele
. — o
A1, A2, A3 se numesc componentele sau coordonatele vectorului “a” pe baza datda. Analog

pentru o baza in plan.

Componentele unui vector pe o baza oarecare sunt adimensionale.
Este evident ca operatiile de adunare a vectorilor si de inmultire cu un scalar revin

la adunarea componentelor respectiv inmultirea fiecarei componente cu acel scalar.

o e . . L— — — . . o .
Definitia 1.3.5 Mai multi vectori a1, as,-- -, ay se numesc linear dependenti daca exi-
sta o combinatie lineara nula a acestor vectori cu cel putin un coeficient nenul, adica

exista numerele \1, Aa, - -+, A\, astfel ca
MAEX A+ FA 40 A Aap +Xay +--+ Mag =0.

In caz contrar vectorii se numesc linear independenti. Dect vectorii ay, as,- -+, ap sunt
. . . v . . v . . — — —
linear independenti daca i numai daca din egalitatea Aia; + Agas + -+ + Agag = 0

rezultd cu necesitate Ay = g = -+ A\, = 0.
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Urmatoarele proprietati evidente arata semnificatia geometrica a acestor notiuni:

e Doi vectori sunt linear dependenti daca si numai daca sunt colineari.
e Trei vectori sunt lineari dependenti daca si numai daca sunt coplanari.

e Orice patru vectori sunt linear dependent;.

Sunt de asemenea evidente urmatoarele proprietati care ne dau posibilitatea sa de-

cidem asupra linear dependentei sau linear independentei a doi sau trei vectori:

e Doi vectori sunt lineari dependenti (deci colineari) daca si numai dacd componen-

tele lor, intr-o baza data, sunt proportionale.

e Trei vectori sunt linear dependenti (deci coplanari) daca si numai dacd determi-

nantul componentelor lor, intr-o baza data, este nul.

1.4 Produsul scalar a doi vectori

oy . — . . . L .
Definitia 1.4.1 Unghiul ('a’, b ) dintre doi vectori nenuli @, b este unghiul convexr

format de cei doi vectori dispusi in acelagi punct.

Uneori se va considera unghiul orientat, adica se va preciza de la care vector si in ce
sens se masoara acest unghi. Daca nu se fac aceste precizari, atunci se considera unghiul
mai mic decat 7. Daca cel putin unul din cei doi vectori este nul unghiul dintre ei este
nedeterminat.

Doi vectori se numesc ortogonali (perpendiculari) daca unghiul dintre ei este 7.

Definitia 1.4.2 Produsul scalar a doi vectori @, b este un numdar, notat 77, egal

cu produsul dintre modulele vectorilor i cosinusul unghiului dintre et

Produsul scalar intervine in geometrie in probleme legate de distante si unghiuri,
adica in probleme metrice. Dimensiunea fizici a produsului scalar a doi vectori este L2.

Urmatoarele proprietati ale produsului scalar rezulta chiar din definitie:
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e Produsul scalar este comutativ.

e Produsul scalar al unui vector cu el insusi este egal cu patratul modulului acelui

— —— _
a’|?. In loc de @’ @ se scrie a2

—_——
vector @ @ = |

e Produsul scalar a doi vectori este nul atunci si numai atunci cand cei doi vectori

sunt perpendiculari sau cel putin unul dintre ei este nul.
Vom demonstra acum propozitia:

o o .. L — s — . . A . .
Propozitia 1.4.1 Daca vectorii bazei €7, es, e3 sunt ortogonali doi cdte doi, atunci

VR — — — — ..
componentele oricarui vector a = Ajeq + Aaes + Azes sunt date de relatiile

a'el a'ey ae;
M= gy = L2y =2
CEET mPT (EP

|

v — — — . : :
In adevar, avem = ai + as + agz, fiecare termen fiind colinear respectiv cu

— — = . |
€1, €2, €3 §1)\1::|:

2l

| . ) —_— o+ —>
| unde se alege semnul plus sau minus dupa cum a; si e; au sau

ler
nu au acelasi sens. Dar £|ay| = | @ | cos ¢, unde ¢; este unghiul dintre @ si e;; deci
| @’ |cosp, @l
AL = — = T=2"
€] €]

Rezulta acum urmatoarea propozitie:

—s
Propozitia 1.4.2 Oricare ar fi vectorii @, b, ¢ si numerele \, i reale au loc egal-

itatile
ANT+ub)e = AT +ub 7,
\@)E = \T T,
(@+b)¢ = @+ b e,

Ultimele doua egalitati sunt cazuri particulare ale primei egalitati. Vom observa ca
egalitatile de mai sus exprima faptul ca un factor scalar iese in fata produsului scalar si
produsul scalar este distributiv fata de suma vectorilor.

Dacd ¢ = 0, egalititile sunt evidente. Dacid ¢ # 0 alegem pe ¢ ca prim vector

. . . . . o . . AT
al bazei, completand baza cu doi vectori ortogonali cu el si intre ei. Atunci %
— —— T
. o = ~ ) v b
este prima componenta a vectorului A'a” + 1 b in aceasta baza; la fel ’\|%|§ , “|7|§ sunt
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—
componentele prime ale lui A'a’ respectiv p b . Dar cum componenta combinatiei lineare
este combinatia componentelor, egalitatea este demonstrata.

Observatie. Daca a’, b sunt doi vectori gi ¢ este unghiul dintre ei, atunci | b | cos ¢
—
este marimea proiectiei lui 0 pe a si deci produsul scalar al celor doi vectori este egal
cu produsul dintre marimea primului si marimea proiectiei celuilalt pe el. Proprietatile
de mai sus rezulta imediat si din aceasta interpretare.

Propozitia de mai sus indreptateste introducerea urmatoarei

Definitia 1.4.3 O baza se numeste ortonormata daca vectorii sai sunt ortogonali doi

cdte doi gi sunt versori (vectori unitari).

o v — — —> . w -
O baza ortonormata ey, es, e3 este caracterizata de relatiile

—2 —2 —2 —— —— ——
€1 = €y = €3 :1,6162:626326361:0

sau pe scurt

6_1)6_; - zjalvj = 17273
unde 0;; este simbolul lui Kronecker definit prin relatiile

1 daca 1=
62']‘ == oo
0 daca 1i+#j
o — — —> 5 : SNt —
Daca baza e7, es, e5 este ortonormata, atunci componentele oricarui vector a’ pe

aceastd bazd @ = A€y + \aes + \ses sunt date de relatiile

—— —— ——
AM=de, = de,\3= a e3
sau

A =@ cospr, Ay = | @] cos 2, Ag = | @’| cos 3

unde @1, 9, 3 sunt unghiurile formate de @ cu vectorii bazei.

Considerand ca marimea unui versor este adimensionala, componentele unui vector
pe o baza ortonormata au dimensiunea L, deci se exprima in unitati de lungime.

In cazul in care vectorul @ este un versor (|@’| = 1), componentele sale pe o baza
ortonormata sunt

A1 = COS (p1, Ay = COS (P2, A3 = COS (p3.
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Din acest motiv componentele versorului unei directii se numesc costnugt directori ai
directiei respective, in timp ce componentele oricarui vector al unei directii se numesc
parametri directori ai directiei respective.

Intr-o baza ortonormata produsul scalar capata o expresie simpla in functie de com-

ponentele lor:
Propozitia 1.4.3 Fie baza ortonormatd €1, €5, €3 §i vectorii
@ =1 02T +agE, b = B + B + B
Produsul lor scalar este dat de formula
T = 101 + azfz + azfs.

Prin urmare, intr-o baza ortonormata, produsul scalar a doi vectori este egal cu suma
produselor componentelor.

Demonstratia este imediata.

Din propozitia de mai sus rezulta ca intr-o baza ortonormata avem formule simple

pentru calculul lungimii unui vector si al unghiului dintre doi vectori

|@’| = Va?2=/a?+a3+a3,

. 101 + asfa + aszfs .
| V(ef+a3+ed) (B + 5+ 55)

1.5 Orientarea unei baze, produse exterioare

—
N3 . . . v v o—> .

Pe o dreapta orice vector nenul constituie o baza. Daci ey, €] sunt doi asemenea

vectori colineari nenuli ei pot sa fie sau de acelasi sens sau de sens contrar. Spunem ca

ei determina baze cu aceeasi orientare sau cu orientari diferite.

Definitia 1.5.1 Baza de pe o dreaptd e, este orientatd la dreaptd dacd atunci cind
privim dreapta in fata noastra, €, este dirijat spre dreapta noastra. In caz contrar, baza

este orientata la stdnga.

ops —_— = 3. . o o
Definitia 1.5.2 Baza ey, es din plan este orientata la dreapta daca un observator care

. A c = A — A A . 9
priveste in sensul lui es il vede pe e in dreapta sa; in caz contrar baza este orientata

la stdnga.
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O definitie echivalenta este

Definitia 1.5.3 O baza este orientata la dreapta daca primul vector al bazei poate fi
suprapus peste al doilea printr-o rotafie de unghi mai mic ca 5 in sens direct trigono-

metric (invers sensului acelor de ceas).

Cel mai adesea este folosita o baza ortonormata orientata la dreapta ai carei versori

v T 9
se noteaza 1 , j . Daca

—
. . . —_—> . v v . 3 SN
sunt doi vectori din plan, baza ‘a’, b este orientata la dreapta daca si numai daca intr-o
v v . v A . . —> -
baza ortonormata orientata la dreapta in care primul vector este versorul lui a’, b are
o . . o Y .. - — _,> _,)
dupa al doilea vector al bazei o componenta pozitiva. Scriind b = Aa” + b, b este

— —
componenta perpendiculard pe @ alui b dacid (b —\a)@ =0, de unde

T
— G
V=1 -1 7
a
. . .o . H
Putem gasi patratul marimii lui ¢’
— —
e a?b?—(a b)?
— = ,
— — —
Pitratul ariei paralelogramului construit pe vectorii a’, b este @2 b?%— (@ b )%

Definitia 1.5.4 Dacd @, b sunt doi vectori, se numeste determinantul Gram al lor

numarul
—9 —>?
aw, =" °
) - | — —
ba b2
In functie de coordonate putem scrie
2
- Q. Qg ar B ap Qg

a@, D)= _

B B ay o B B

— —> —> —
Daca b = fie] + [B5¢e, este expresia lui b in baza ortonormata orientata la dreapta

~ . . —
in care primul vector este versorul lui a’, vom avea

2
@’ 0

)= = (a'13)*

/ /
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a1 Q2

b B

este pozitiv. Mai mult, putem spune ca acest determinant reprezinta aria orientata, cu

—
. . — . v o . . v .
si deci baza a’, b este orientata la dreapta daca gi numai daca determinanul

. . .. —> - . . o
semn, a paralelogramului construit pe vectorii a’, b . Mai precis, daca paralelogramul se
N . — - — - . . N . .
parcurge in ordinea a’, b ,—a’,— b, un vector considerat dispus in extremitatea celui

din fata sa, in sens direct trigonometric, aria sa orientata este pozitiva; in caz contrar

. . o . Qrp Q2 VR . < . S
arla sa orlentata este negativa. % reprezinta aria orientata a triunghiului
b B
— —
: . N . — —
obtinut prin parcurgerea in ordinea a’, b ,—(a + b ).

Definitia 1.5.5 Daca 7,7 este o bazd orientatd la dreapta intr-un plan si @ =
a1t +as g, b =011 + Bsj sunt doi vectori in acest plan, se numeste produs

exterior al acestor vectori in aceastd ordine numarul

— a1 Q9

aTNANDb =
B B

Dimensiunea fizica a produsului exterior a doi vectori din plan este L?, adica se

exprima in unitati de lungime la patrat.

ﬁ
Definitia 1.5.6 Se numeste unghi orientat dintre vectorii @, b (masurat de la @ la
= A o o o e diad o — . .
b ) intr-o baza ortonormata dreapta data i, j numarul (@, b) determinat abstractie

?

facand de multipli de 27 de relatiile

., = 77 .y = E)/\z>
cos(a’, b)= |?H?|,sm(a, b)zm.
Notam ca
(TAD)2=G(T. D)

Vom observa ca produsul exterior a doi vectori are proprietatile:

— —
e ANb=—bATa esteanticomutativ;
— —
e Na)A b =Xa A b un factor iese in fata;

° (a_f + a_f) A ? =a; A ? +as A ? este distributiv fata de adunare.

—
b

—_— v . . v .o . . . .
e & A b =0 daca si numai dacd vectorii sunt linear dependenti (colineari).
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oy VDN L= = —> . v v

Definitia 1.5.7 O baza in spatiu €7, e, e3 este orientata la dreapta daca un observator
3 s = oA A, = A — A

asezat in sensul lui e3 privind in sensul lui es il are pe ey in dreapta sa. In caz contrar,

baza este orientata la stdnga.
Exista si alte definitii. Dupa definitia numita requla burghiului drept,

oy g — — — . o A A s

Definitia 1.5.8 O baza ey, es, e3 este orientata la dreapta, atunci cdnd pentru a itnainta

N . PN . . . A A —

in aceeasi parte cu sensul lui ez, burghiul drept trebuie rotit astfel incdt vectorul e sa
o — . . v . . v

se suprapunda peste es prin cea mai mica rotatie. In caz contrar baza este orientata la

stanga.
Dupa definitia numita requla mdinii drepte,

Definitia 1.5.9 O bazi e1, €5, €3 este orientatd la dreapta dacd cei trei vectori dispusi
in acelagi punct sunt situati la fel ca degetele mare, aratator si mijlociu de la madna

dreapta. Daca sunt situati ca degetele de la mdna stanga, baza este orientata la stanga.

Cel mai adesea este folosita o baza ortonormata orientata la dreapta. In acest caz

. . el i S . o o <

vectorii bazei se noteaza cu ¢, j, k. Sistemul cartezian a carui baza este ortonormata
si orientata la dreapta se numeste sistem rectangular drept.

. — = = . .. . . ..
Fie acum 7, 5, £ o baza ortonormata orientata la dreapta si vectorii

— — —
= a1t +ayj +azk,

H
= 517+ﬂ27+53k7
H
k.

— —
= Mt +%) +7

of = =

— — —
Pentru a vedea cum este orientatd baza a, b, ¢ gisim vectorul d = Aa + pu b
. . s N N — - .
din planul vectorilor ‘a’, b astfel incat vectorul ¢ — d sa fie perpendicular pe planul
. — 5 — i N . . . . . .
vectorilor a’, b . Vectorul ¢" — d este inaltimea paralelipipedului construit pe cei trei

vectori. Vom avea

TT = AT 4+pa b,
TD = A0 @ +pb?
si deci
—— = —s9 ——
_)7 1 G(_>7)_’ ca ab |_, a Ca?
c —d = a, c — a —
G(a, b) b b2 va ¢b
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sau
@ @b @
1
T-d=——=|ba b2 b
G(a,b)| . _—
ca ¢b ¢

unde in dreapta este un determinant formal care se dezvoltd dupa ultima coloana.

Rezulta
ﬁ
. —._, G(a,b,7)
(¢—d)c = —
G(a, b)
unde
@ @b a7¢
G(@ b, e)=|T5a b2 BT
ea b 2
este determinantul Gram al celor trei vectori. Rezulta
— G(?,?,?)
(d =€) =—F=—
G(a, b)

si deci patratul volumului paralelipipedului este egal cu determinantul Gram al celor trei
vectori. Tinand cont de expresiile produselor scalare rezulta ca determinantul Gram al

celor trei vectori este egal cu patratul determinantului

a1 Qg QO3
ﬁl 52 ﬁ?)
Y1 Y2 8

Acest determinant este pozitiv daca cei trei vectori formeaza o baza orientata la dreapta
si este negativ in caz contrar. Putem spune ca acest determinant reprezinta volumul
orientat al paralelipipedului construit pe cei trei vectori.

— —
vty ]

Definitia 1.5.10 Daca ,? este o baza ortonormata orientata la dreapta gt

Y

— — —
= a1t +ayj +azk

N
= 51?—1‘527‘1‘53/?

— —
= Mt +7%) +73

Y

I

of =| 9|

—
k.
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sunt trer vectori, se numeste produs exterior al celor trei vectori in aceasta ordine

numarul
Q; Qg O3
— T =
aNbANC=|6 B B
T Y2 V3

Dimensiunea fizica a produsului exterior a trei vectori este L2, adicd se exprima in

unitati de lungime la cub.

Produsul exterior a trei vectori este linear in fiecare factor al sau si este antisimetric,
adica nu se schimba daca asupra factorilor se efectueaza o permutare circulara, dar isi

schimba semnul dacd se schimbé ordinea a doi factori

— — —

TANDANT = bACANGT=CATADb =
— — —
= —bANAdANC=—aANCTAb=——TADbAG

Produsul exterior a trei vectori este nul daca si numai daca vectorii sunt linear
dependenti (coplanari).

Din proprietatile determinantilor si ale produselor scalare rezulta ca are loc relatia

—7 == =
ad ae af
(TADA)NAATAT)=|Td 2@ BT
2d ¢¢ CFf

1.6 Vectori de pozitie, sistem de coordonate

Fie O un punct in spatiu (plan). Am vazut ca fiind dat un vector @, existd un
punct unic A astfel incat OA = 7. Se spune ci vectorul @ a fost construit sau dispus in
punctul O. Invers, daci O este fixat, oricare ar fi punctul A obtinem un vector @ = OA.
Cu alte cuvinte, alegaAndu-se un punct O pe care il numim origine a spatiului (planului)
se poate stabili o corespondenta biunivoca intre multimea punctelor din spatiu (plan) si
multimea vectorilor din spatiu (plan). Vectorul atagat in acest fel unui punct se numesgte
vectorul de pozitie al acestui punct in raport cu originea aleasa. Vectorul de pozitie al
punctului A va fi notat 74, in timp ce vectorul de pozitie al unui punct curent M va fi

notat 7 (fard indicele punctului).
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: 9 . v . o . N P —
Fie A, B doua puncte ai caror vectori de pozitie in raport cu o origine O sunt r4

respectiv rg. Din regula triunghiului avem

—_ —_ —_—
AB = OB - OA,
AB = -4

adica vectorul determinat de doua puncte este egal cu diferenta intre vectorul de pozitie
al extremitatii si vectorul de pozitie al originii vectorului.

In geometrie, o notiune importanta este notiunea de raport in care un punct imparte

un segment dat. Se spune ca punctul M imparte segmentul AB in raportul A\ daca are

. - - ~ . .. o). —_ —

loc relatia AM = AMB. Cand capetele segmentului AB au vectorii de pozitie 74, rg,

. e e — A . ~ . . o
iar M are vectorul de pozitie 7,7, inlocuind in relatia de definitie rezulta

—

M — :)\(7”_13)—77)

=

de unde avem vectorul de pozitie al lui M

— _TA+ g

S DY
In particular, dacd M este mijlocul segmentului AB (A = 1) avem

_, TAt7s

v =

2

Definitia 1.6.1 Se numesgte sistem cartezian de coordonate sau reper cartezian in spatiu
ansamblul {O; e, €, 6_3)} alcatuit dintr-un punct O i o bazd e, €3, es. Punctul O se
numegte originea sistemului de coordonate; dreptele care trec prin originea sistemului
st sunt paralele cu vectorii bazer se numesc axe de coordonate - axa absciselor, axa
ordonatelor i axa cotelor; planele determinate de axele de coordonate se numesc plane

de coordonate.

Vectorul de pozitie al unui punct in raport cu originea sistemului se numeste vectorul
de pozitie al punctului in acest sistem. Componentele vectorului de pozitie al punctului

M pe baza sistemului de coordonate
— — — —
T™M = Tmer T Ymer + 2pmes

se numesc coordonatele punctului M - abscisa, ordonata, cota - in raport cu sistemul de

coordonate dat. In acest mod se stabileste o corespondenta biunivoca intre multimea
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punctelor M din spatiu si multimea tripletelor de numere reale x,s, yas, 2. Aceasta
corespondentd se marcheaza scriind M (z7, yar, zpr). Coordonatele unui punct curent
vor fi notate fara indice. Un sistem cartezian de coordonate va fi notat Oxyz, marcand
axele lui Oz, Oy, Oz.

In mod analog se definesc sistemul cartezian de coordonate si coordonatele unui
punct in plan.

. H . . H
Daca punctele A(x4,ya, z4), B(xp, yp, z5) determin vectorul AB, din relatia AB =

—_— =
B — OA =75 — 74 obtinem

—
AB = (zp—za)el + (yp —ya)es + (25 — 24) €3,

deci componentele unui vector in raport cu baza unui sistem cartezian de coordonate sunt
egale cu diferentele dintre coordonatele extremitatii si coordonatele originii vectorului.
In mod analog coordonatele punctului M care imparte segmentul AB in raportul A

sunt
. _ Tat+ Arp _yA—l—)\yBZ _ zat Az

1.7 Schimbarea sistemelor de coordonate

1.7.1 Translatia sistemului de coordonate

. o . . — —s — .. .
Consideram sistemul cartezian de coordonate {O, ey, €3, €3 } cu originea O si baza

— —
€1, €2,

€5. Sistemul cartezian {0’ ey, €5, €3 } cu originea O si aceeasi bazi se obtine
din primul sistem prin translatia sa in noua origine. Un punct oarecare M are in
sistemul initial coordonatele (z,y,z), iar in al doilea sistem coordonatele (z',y',2’).
Aceasta insemna ca vectorii de pozitie ai punctului M in raport cu originile O respectiv

O’ sunt

- —
OM =ze] +yes +ze3, OM=2'e] +ye; + 2 ¢e3.

Fie (xo, Y0, 20) coordonatele originii O’ a noului sistem de coordonate in raport cu vechiul

sistem de coordonate; avem deci

—
7 — — —
OO0 = xpe] +yoes + 2p€3.
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Cum are loc relatia
_— — —
OM =00"+O0O'M
sau

— — — — — — 1= 1= 1=
rel +yes +ze3 =x9€1 +Ypea +20€3 +x €1 +yY ey + 2 e;

din egalarea componentelor rezulta relatia intre vechile coordonate si noile coordonate

T =ux9+ 2,
Y=y +Y,
z=2zy+ 7.
Introducénd coloanele coordonatelor
T T T
X=y | Xo=|w | X=]|Y¥
z 20 Z
avem scrierea matriceala
X =Xo+ X"

In cazul plan avem relatii analoage. Vom retine ca aceste relatii sunt de gradul intai
in raport cu coordonatele. Deci o ecuatie de un anumit grad in x, y, z se va transforma

tot intr-o relatie de acelasi grad in 2, v/, 2’.

1.7.2 Schimbarea bazei sistemului de coordonate

o . . — — — .. .
S& trecem acum de la sistemul cartezian {O, ey, €5, e3} cu originea O i baza

€1, €3, €3 la sistemul {O, €], €}, €5} cu aceeasi origine dar cu baza €|, €}, e;. Vec-

torii noi baze se vor exprima in functie de vectorii vechii baze prin relatiile

I — — —
ey = 01161 + 09162 + 031 €3,
—
7 — — —
€y, = 012€1 + 02262 + 032€3,
—

— — —
€3 = 013€; + 093 €9 + 033€3.
Daca introducem matricele linie de vectori ai vechii si noii baze si consideram inmultirea

formala, putem scrie relatiile de sus sub forma

011 012 013

DA N T g — (.. ) S
€1, €y, €3 —(61762763) 091 0922 093 -—(61762763)

031 032 033
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Matricea S se numeste matricea de trecere de la baza veche la baza noua; ea are pe
prima coloana componentele pe vechea baza ale lui e_’l), pe a doua coloana componentele
— — = — —
lui €}, si pe a treia coloand componentele lui e5. €/, €}, e; alcituind o baza, matricea
S este inversabila; fie
11 Ti2 Ti13
T= To1 T22 T23
T31 T32 733
inversa lui S. Vom avea
(e—fv e_2>7 e—3>> = <€—/1>v e—/2>= e_g) T?
adica, matricea T este matricea de trecere de la baza noua la baza veche.
Fie (z,y,2), (2',y,7") coordonatele unui punct curent M in sistemul vechi i in

sistemul nou, adica avem relatiile

X
5?\4_ — — — = = = (e e X
=zel +yes +zes = (e, ez, e€3) ] = (e, e3,¢€3)
z
2
v e 17 - 77 - 7 ’
OM:$61+CU€2+263:<€1762763) y :<61762a€3>X
i

(7.5, @)X = (&, . &) X' = (2.5, @) SX'
de unde deducem vechile coordonate in functie de noile coordonate
X =5X".
Invers vom avea noile coordonate in functie de vechile coordonate
X' =TX.

Vom observa ca in timp ce in trecerea de la vechea baza la noua baza participa
matricea S, in trecerea de la vechile coordonate la noile coordonate participa matricea
inversa T' si invers. Se zice ca la schimbarea bazelor coordonatele se schimba contravari-

ant.
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Si acum relatiile intre coordonatele vechi si noi sunt de gradul intéi si deci gradul
unei ecuatii nu se schimba.

N v — — — v : : : :
Faptul ca o baza ey, es, e3 este ortonormata se poate exprima matriceal prin relatia

N
eq 1 00

(€_1>7e_2>76_3>)t<e_1)7€_2>7e_3>): €—2> (6_1)76_2)76_3)): 010 =1
e 001

unde produsele se considera produse scalare. Daca S este matricea de trecere de la baza

¢ (= — = (= =7 =7
ortonormata (e, €5, e3) la baza ortonormata ( €, €5, €5 | vom avea

— — o\t — — —>
! / ! ! ! ! t (= — =\t / — — —> t
(61,62,63> <61,62,63> = S"(e1,ez,¢€3) (e1,€2,€3)S=5S =1,

adica matricea de trecere este ortogonala: transpusa sa este si inversa sa. Se dovedeste
inca odata avantajul bazelor ortonormate.
In plan vom avea relatii analoage. Daca se trece de la baza ortonormata orientata

—

— = A
el 62) , Versoril noil

la dreapta (7, €5 ) la baza ortonormat# orientats tot la dreapta <
baze se obtin din vectorii vechii baze printr-o rotatie de unghi 6 si deci matricea de

trecere va fi matricea ortogonala

cosf —sinf
sinf cosf

X : — = — .
Daca trecem de la sistemul de coordonate {O, €7, e, €3 } la sistemul de coordonate

o
(0, ¢, ¢, e} unde O are in vechiul sistem col donatelor X = i
, €1, ey, ey} unde O are in vechiul sistem coloana coordonatelor Xy = | ¢, | si
20

se trece de la baza veche la baza noud cu matricea de trecere S

— = —
(e,17€,27eg):(€_1>>e_2>7€—3>)5

legatura intre coloana coordonatelor curente vechi X si coloana coordonatelor curente

noi X’ este

X = X,+SX,
X' = T(X - Xp)

adica tot relatii de gradul intai in coordonate.
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1.8 Marimi vectoriale

Pentru a ne reprezenta lumea exterioara construim anumite cadre punand ordine in
perceptiile si senzatiile noastre. Un prim asemenea cadru este acela de spatiu. Desi
suntem in continua schimbare, existda o schimbare minima care ne face sa spunem ca
suntem imobili. Cand un asemenea minim nu este atins spunem ca avem o schimbare de
atitudine sau de pozitie. Cand dupa o serie de schimbari de atitudine sau de pozitie totul
se petrece ca gi cand am fi ramas imobili spunem ca am revenit in acelasi loc. Consensul
tuturor oamenilor asupra identificarii locurilor confera caracter absolut acestei notiuni,
care altfel nu avea sens decat pentru noi. Multimea tuturor locurilor constituie spatiul
fizic. Experienta ne arata ca pentru a repera un loc in spatiu fizic sunt necesare si
suficiente trei indicatii. Sa ne gdndim cum indicam locul unui cuib intr-un pom. De
asemenea experienta ne arata ca pentru doua locuri pe care le consideram imobile exista
un invariant pe care il numim distanta intre cele doua locuri. Aceste considerente ne
conduc sa adoptam in prima aproximatie ca model matematic al spatiului fizic spatiul
geometriei elementare, locurile spatiului fizic fiind punctele spatiului geometriei, distanta
dintre locuri fiind distanta dintre puncte.

Un alt cadru este legat de congtiinta succesiunii senzatiilor noastre de foame, sete,etc.
Prin intercalarea evenimentelor lumii reale pe aceasta scara individuala ajungem la
ceea ce numim timp fizic individual. Prin sincronizarea timpilor fizici individuali prin
transmitere de semnale ajungem la notiunea de timp fizic universal. Admitand ca sin-
cronizarea se face prin transmitere de semnale instantanee, timpul universal capata
caracter absolut. Odata aleasa o unitate de timp modelul matematic al timpului este
multimea numerelor reale. Dimensiunea fizica a timpului se noteaza cu T.

Un punct M este in miscare in raport cu un sistem de coordonate {O; ey, €, €3 }
atunci cand vectorul siu de pozitie 737 = OM este functie de timp 7 (¢). Mérimea

()T () 1
ty — 1y to — 11

1
ta—t1

. o N . . — — o L s
obtinutd prin inmultirea vectorului 7 (t2) — 7 (1) cu numarul reprezintd viteza
medie a punctului M in intevalul de timp [¢;, t2]. Dimensiunea fizica a acestei marimi este
LT~ si deci nu este un vector in sensul in care am definit pini acum vectorii. Spunem

ca ea este o marime vectoriald pe care o numim viteza medie. Ea poate fi reprezentata
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prin vectorul care numeric are aceeasi marime cu ea sau la o anumita scara si aceeasi
directie si sens.Daca exista limita acestei marimi cand t, — tjaceasta limita este tot o
marime vectoriald numita viteza la momentul ¢;. In diferite domenii ale fizicii se introduc
alte marimi vectoriale: viteze, impulsuri, acceleratii, forte, etc. Ele se caracterizeaza pe
langa marimea propriu zisa si prin directie si sens. Printr-un abuz de limbaj de multe
ori pentru asemenea marimi se foloseste tot denumirea de vectori. Marimile fizice care
sunt caracterizate numai de un numar urmat de unitatea de masura se numesc scalari.
Prin inmultirea unei marimi vectoriale cu un scalar se obtine o alta marime vectoriala.
De exemplu, prin inmultirea unei viteze cu o masa se obtine o alta marime vectoriala
numits impuls cu dimensiunea, fizicd M LT}, prin inmultirea unei acceleratii cu o masa
se obtine o marime vectoriald numit fortd cu dimensiunea, fizicd M LT 2.

Produsul scalar a doua marimi vectoriale este produsul scalar al vectorilor care ii
reprezinta. Daca Dq, Dy sunt dimensiunile fizice ale celor douda marimi vectoriale, pro-
dusul lor scalar este un scalar cu dimensiunea fizica D1 Ds. Ca exemplu, produsul scalar
al unei forte cu un vector este un scalar numit lucru mecanic cu dimensiunea fizica
ML*T—2

La fel se definegte produsul exterior (numit cum vom vedea si produs mixt) a trei

marimi vectoriale.

1.9 Produsul vectorial a doi vectori

oy s diarsdiarnd o o . o .
Definitia 1.9.1 Daca i, j, k este o baza ortonormata orientata la dreapta si
7 = 04174—0[27—'—0[3?,
- — — —
b = bii +0j +68k,

—
. . . o . . 1y v —
sunt doi vectori, se numeste produs vectorial al lor marimea vectoriala notata a X b

. o . — .
cu proprietatea ca oricare ar fi vectorul ¢ are loc relatia

TADANCT=(Tx D)7,

. “, . . . e . v 92 :
Din definitia produsului exterior, cum ¢ este arbitrar, rezulta ca produsul vectorial
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—
—
a X b este
- - =

v J  k

H
WX b= ) Qg Q3
Br B2 B3

Datorita relatiei de mai sus, produsul exterior a trei vectori se numeste si produs mixt
al celor trei vectori. De obicei, aceasta este denumirea sub care este folosit in disciplinele
tehnice. Dimensiunea fizicd a produsului vectorial este L2.

Putem vorbi de produsul vectorial a doua marimi vectoriale ca fiind egal cu produsul
vectorial al vectorilor care ii reprezinta. In acest caz dimensiunea fizica este egala cu

v . . . . . e -
cu produsul celor doua dimensiuni fizice. De exemplu, produsul vectorial OP x F
A . v = . v oA v . . v o U
intre vectorul OP si o forta F' aplicata in punctul P este o marime vectoriald numita
momentul fortei in raport cu punctul O cu dimensiunea fizicd M L2*T 2.
. . N . . . . v — -
Produsul vectorial este linear in fiecare factor si este antisimetric, adica a” x b =

7 — L= T o o
— b x "a’. Produsul vectorial @ x b este ortogonal pe fiecare factor al sau pentru ca

—

(@x )T =aTAbAT=0
si
(T x b)D=aTADAD =0.

— —
o A o e —> . o . . . . —
Daca pe langa vectorii ‘a’, b consideram alti trei vectori necoplanari ¢, d, e

putem scrie

(@x )T x dNCTAAAT)=(TADA(Tx ANCTAdAT)=
—— — 7 ——
a ¢ a d a e
—| e b d e =

T Td ~
= . . .|@Andne).
b<c bd
Rezulta ca are loc relatia
— . | @e @d
(E)X b)(?x d)= —_, ——
b ¢ bd
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In particular are loc relatia

. 7T 7D . .
(@ x D)= R —G(T, ) =T b 2sinX(@, D).
a
De asemenea putem scrie
TADAN(T X D)= (T x b)>

Putem enunta

—
oy e . . . — o . .
Propozitia 1.9.1 Produsul vectorial a doi vectori a’ X b este o marime vectoriala cu

proprietatile:
v — 7 . . .
a) dacd @', b nu sunt colineari atunci

_ - . .o .
e a X b este perpendicular pe ambii factori;

—
o . . — o . . . . .
e marimea lui @ X b este egala numeric cu aria paralelogramului construit pe cei
doi factori;
—
b

— —
e sensul lui @ x b este astfel incat tripletul @, b, @ x b este orientat la dreapta;

— —
b) daci @', b sunt colineari atunci @ x b = 0.

Scriind relatia

~ S |@7e @d
(E)X b)(?x d)= —_, ——
be bd
sub forma
(Tx )ACAd=[(T)b —(be)a]d
sau
(@x b)xCld=[(a)b —(b)a)d
rezulta
(@xb)xe=(@)b - (b )@
sau
Tx(@xb)=—(T ) + (V)T
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Expresiile din stanga se numesc duble produse vectoriale. Dublul produs vectorial este
o combinatie lineara a vectorilor dintre paranteze, coeficientii fiind produse scalare ale
vectorului din afara parantezelor cu cei dintre paranteze si anume produsul scalar al
factorilor nealaturati intra cu semnul plus, iar cel al factorilor alaturati cu semnul minus.
Din expresia dublului produs vectorial rezulta ca produsul vectorial nu este asociativ.

. . . v v . v —> . —

Ca aplicatie foarte importanta, sa consideram un versor «’ si un vector oarecare T .

Putem scrie

)

—
u

(T x 7 - ()T

) X u

de unde

—

T + (W x 7)) x W,

7= (7T

R . . — . A . . = .
adica obtinem descompunerea vectorului z” intr-o componenta in directia lui «” si o

components perpendiculard pe w . Mai observiam c& tripletul

W (U XT)Xx W, U x T
este format din vectori ortogonali doi céte doi si orientat drept. In plus, ultimii doi au
aceiasl marime.
Daci vectorul 7~ se roteste cu unghiul ¢ in jurul axei de versor @', componenta lui
— v —> o A [N . . o —
2 dupa u ramane constanta in timp ce componenta perpendiculara pe u se roteste

cu unghiul ¢ in planul vectorilor (U x 7)) x W, W x @ devenind

(U X @)X Wecosp+ u X T sinp.
Deci rotitul lui Z in jurul lui @ cu unghiul ¢ este

R(W,p;7)= (W)W +(u X T) X Uucosp+ U x T sing

R(W,p;7)=7 + (1 —cos) (W)W + u x T sing.

Prin calcul direct se deduce c# rotitul Iui R(', ¢; ') in jurul aceleiasi axei de versor
W’ cu unghiul ¢ este totuna cu R(W’, ¢ + ¢; 7), rotitul lui =" in jurul axei de versor
7 cu unghiul ¢+ ). In schimb, rotirea in jurul a diferite drepte nu este comutativa sau

asociativa.
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Dac# un rigid se roteste in jurul unei axe de versor u si (t) este unghiul cu care s-a
rotit rigidul la momentul ¢, un punct M care la momentul 0 avea in raport cu o origina

O de pe axa vectorul de pozitie 7 (0) va avea la momentul ¢ vectorul de pozitie

7 () = T7(0) + (1 — cosp(t)) (w7 (0))w + u x 7 (0)sin p(t).

sau

Vectorul @' (t) =¢ (t) @ se numeste vectorul vitezd de rotatie al rigidulu.

Daca unghiul ¢ de rotatie este asa de mic ca se poate neglija patratul sau, adica
avem cosy ~ 1,sin ¢ ~ ¢, atunci rotitul lui 7 in jurul axei de versor @ cu unghiul mic
p este

RW,p;T)=T +pu X T.

In acest caz avem comutativitate si asociativitate chiar pentru rotatii in jurul unor axe

diferite. Ultima formula are multiple aplicatii.

1.10 Exercitii privind calculul vectorial

—
v v v L . . —> — v v . .
1. Sa se gaseasca conditia ca trei vectori a’, b, ¢ sa poata forma un triunghi.
2. Sa se demonstreze ca se poate construi un triunghi ale carui laturi sa fie egale si
paralele cu medianele unui triunghi dat ABC.

3. Sa se arate cd un patrulater ale carui diagonale se taie in parti egale este un

paralelogram.
v v V) . . « v « o —> — rad
4. Sa se gaseasca semnificatia geometrica a ecuatiei 7 = "a + A b, A € R.
v v . .o e —> - — .
5. Sa se arate ca trei puncte A, B, M cu vectorii de pozitie a’, b, 7 sunt colineare

S ot s y : X N AL T o -
daca si numai daca exista A, p astfel incat 7" =AXa +u b, A+ pu=1.
v v s e — T s —
6. Sa se arate ca patru puncte A, B, C, M cu vectorii de pozitie a’, b, ¢, " sunt
< o . IRy AL —> — - —
coplanare daca si numai daca exista A, u, v astfel incat v = Xa' +pu b +v ', \+u+v =

1.
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7. Sa se demonstreze vectorial teoremele liniilor mijlocii in triunghi si trapez.
8. Sa se demonstreze vectorial concurenta medianelor unui triunghi.

9. Sa se demonstreze vectorial teorema bisectoarei.

10. Sa se demonstreze vectorial concurenta bisectoarelor intr-un triunghi.

11. S&a se demonstreze vectorial teorema lui Menelaus: trei puncte M, N, P de pe la-

AM BN CP __

turile AB, BC, C' A ale triunghiului ABC sunt colineare daca i numai daca $75 3651 =

—1, segmentele considerandu-se orientate.

12. Sa se demonstreze teorema lui Ceva: dreptele AM, BN, C'P care unesc varfurile
unui triunghi ABC' cu punctele M, N, P de pe laturile BC,CA, AB sunt concurente
daca si numai daca ﬁ—]g%ﬁ—g = +1.

13. Sa se demonstreze ca mijloacele diagonalelor unui patrulater complet ABCDEF
sunt colineare ( E, F' sunt intersectiile perechilor de laturi opuse, EF este si ea diago-
nald).

14. Sa se demonstreze ca daca dreptele care unesc varfurile a doua triunghiuri sunt
concurente (triunghiuri omologice) atunci laturile triunghiurilor se taie doua cate doua
in puncte colineare.

15. Sa se arate ca dreptele care unesc mijloacele muchiilor opuse ale unui tetraedru
sunt concurente.

16. S& se demonstreze ci vectorii n ¢’ — p?, pa —mc, mb —na@ sunt coplanari.

17. Sa se arate ca fiind date punctele My, Mo, ..., M,, si "masele” my, mo, ..., m,, astfel

incat my + mg + ... + m, # 0 existd un punct unic G centrul maselor sau baricentrul

astfel incat miGM; + moGMsy + ... + mnG_]\/[n) = 0. Sa se determine vectorul de pozitie
al lui G in functie de vectorii de pozitie ai punctelor.

18. Sa se arate ca centrul maselor unui sistem este centrul maselor sistemului format
din centrele maselor partilor sistemului.

19. Punctul M(7") de masi m este supus atractiei punctelor fixe M;(77), Mo(75),
...y M,(7,,), forta de atractie fiind proportionald cu distanta la aceste puncte, cu masele
lor my, mo, ..., m, si cu masa m. Sa se gaseasca forta rezultanta si pozitia de echilibru.

20. Sa se demonstreze vectorial teorema cosinusului.

21. Sa se demonstreze vectorial teorema celor trei perpendiculare.

22. Sa se demonstreze egalitatile:
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(T+b)(a—-1b) = a2- b2
(@+D)P2+(T—1b)? = 2@+ b2,
(T+ 02— (T—b)? = 4ab.

Sa se dea interpretarea geometrica.
23. Sa se deduca vectorial formula cosinusului sumei a doua unghiuri.
24. Si se arate ca vectorul @ = ?(7?) — 7(77) este perpendicular pe ¢ .
25. Sa se arate ca inaltimile unui triunghi sunt concurente.
26. Sa se arate ca daca intr-un tetraedru doua perechi de muchii opuse sunt perpen-
diculare, atunci si a treia pereche de muchii este formata din drepte perpendiculare.
27. Sa se demonstreze teorema lui Euler: intr-un patrulater suma patratelor laturilor
este egala cu suma patratelor diagonalelor plus de patru ori patratul segmentului ce
uneste mijloacele diagonalelor.
28. Sa se demonstreze ca daca G este centrul maselor sistemului de puncte My, M,

coey M, cu masele mq, ma, ..., my,, my +my+ ... + m,, # 0, atunci oricare ar fi punctul M

are loc relatia lur Letbniz

I 2 T2 T2 I
my M M= + moMMs* + ... + m, MM,* = (my +mg + ... + my,) MG=+

+mi M G? + moMoG? + ... + m,, M, G>.

29. Sa se gaseasca locul punctelor M din spatiu pentru care
T2 EVa Vi T2
my M M= + mo M My* + mzM Ms* = constant

My, My, M3 fiind trei puncte fixe si my, ms, m3 numere date.

30. Si se arate c& (@ + 7) x (a — 7)
—_— = —_— -

—_— —
31. Sa se arate ca AB x AC = BC x BA = CA x CB. Sa se deduca teorema

— Ly
—2a’ X b . Interpretare geometrica.

sinusurilor intr-un triunghi.
32. Sa se deduca formula lui Heron pentru aria unui triunghi.
o o . . . . e — — —>
33. Sa se arate ca necesar si suficient ca trei puncte de vectori de pozitie 71, 75, 73

v . — — — — — —
sa fie colineare este ca 7y X 13 + 73 X r3 + 13 X 1/ = 0.
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34. Fie @ un vector aplicat in A si un punct oarecare O. Se numeste moment al
vectorului v fatd de O expresia Mo(0’) = OA x v,

a) S& se arate cd momentul are sens daci v se deplaseazi pe suportul siu;

b) S& se studieze cum se schimba momentul cand se schimba originea O;

¢) S& se demonstreze teorema lui Varignon: momentul sumei mai multor vectori
aplicati in acelasi punct este egal cu suma momentelor vectorilor.

35. Fiind dat sistemul de vectori vy, vs, ..., v, aplicati in punctele de My, My, ..., M,
de vectori de pozitie 77, T3, ..., T, in raport cu originea O, se numeste moment rezultant

al sistemului de vectori in raport cu originea O vectorul

—
- =, =, = -, —
Mo=7{ Xv{ +719 XUy +...+7, XU,.
: . - _ =, = —
Rezultanta sistemului este vectorul R = vy + vy + ... + v,.
a) S& se arate cum se schimba momentul rezultant cand se schimba originea;
] ] r=¢ . — . « .
b) S& se arate cd rezultanta R gi produsul scalar Mo R nu depind de originea O
% . %% . . .o . .
(rezultanta R si produsul scalar Mp R se numesc invariantii sistemului).

36. Sa se arate ca daca un corp solid se roteste in jurul unei axe OA cu viteza
unghiulara w, atunci viteza oricirui punct al siu este ¥ = @ X 7, unde W este
vectorul de marime w dirijat dupa OA, avand sensul de inaintare al burghiului cand

. o . — iy PEN
acesta s-ar roti odata cu corpul, iar r” este vectorul de pozitie al punctului in raport cu
originea O.

37. Sa se deduca vectorial formula sinusului sumei a doua unghiuri.

38. Sa se stabileasca relatia

T 1
r— _)27+:27X(?X7).
a a
Interpretare geometrica.
39. Sa se arate ca
- . |@e @d
— —>

(a"x b)(¢"x d)= —_, ——
b<c¢ bd

40. Sa se deduca din relatia de mai sus (7 = "a’) formula fundamentald a trigonome-
triei sferice

cos a = cos (3 cosy + sin 3 siny cos A,
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a, 3,7 fiind unghiurile unui triunghi sferic, iar A unghiul diedru.
o — - — 7N\ - o . - o o
41. S& se calculeze (‘@ x b ) x (¢’ x d) in doud moduri posibile. S& se deduca
expresiile componentelor unui vector dupa o baza.
— —
42. Si se arate ci (@ x b) x (a x ¢) = a(a,b,c). Sise deduci de aici
formula sinusurilor din trigonometria sferica

sinA sinB sinC

sina  sinf8  siny’

43. Sa se demonstreze egalitatea

—7 = =7

aad al ac

- - o7 7 —— s ——
— e / / /

(@, b, c)d, b, )= bad bV b

—7 = =7

ca ¢V cc

v . . v —>— LY —>
44. S3 se rezolve ecuatia vectoriald 7@’ = m. Interpretare geometrica. (7~ =

B S .
=z a + a X u, u arbitrar)

— —
X . R B —_— — o
45. Si se rezolve ecuatia vectoriald @ x @ = b,a #0, b L a. Interpretare
‘L — b x@ —> .
geometrica. Ind. 7" = == + pa’, p arbitrar.
46. Sa se rezolve sistemul
——
aT = m,
— —
— =
axxT = b,a#0,b La
—

—> — —
Ind. 7 =2Za +=5b xa.

47. S& se rezolve sistemul

=]

—>
xr = m,
— —
— — —
rx b = ¢,b L C.
C o — m 1 e
Interpretare geometrica. Ind. == b + = = @ X C
a a
48. Sa se rezolve sistemul
——>
ax = m,
—
—
b x = n,
——
cx = p.



1.10. EXERCITII PRIVIND CALCULUL VECTORIAL 39

—
v S s LAt —— — ——
Ind. Se rezolva mai intai sistemele de forma a2 =1, b 2° = 0, ¢ 2 = 0, etc
Solutiile acestora a*, b*, ¢* se numesc vectorii reciproci ai vectorilor a’, b, ¢ . Solutia

— ~ vy e
r =ma* +nb" +pc.
.. . - —_— — N N
49. Fiind dat un sistem de vectori vy, vs, ..., v, dispusi in punctele My, Ms, ..., M, se
numeste axa centrala a sistemulus locul punctelor in raport cu care momentul rezultant

—
este paralel cu rezultanta sistemului R . Sa se arate ca ecuatia axei centrale este

— — —
— [LR—M[)XR
r =

— € R
R2
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CALCUL VECTORIAL



CAPITOLUL 2

DREPTE SI PLANE

2.1 Ecuatiile curbelor si suprafetelor

2.1.1 Definitii

Incepem printr-un exemplu simplu. Presupunem ca in spatiu este dat un sistem
de coordonate rectangular Oxyz. Consideram sfera de raza R cu centrul in punctul
C(xo, Yo, 20). Sfera este locul geometric al punctelor situate la distanta R de centrul

—
sau. Fie M(z,y, z) un punct oarecare al sferei. Egalitatea |CM| = R se scrie

V(@ —20)2+ (y —v0)? + (2 — 20)? = R
sau ridicand la patrat
(z = 20)” + (y — v0)* + (2 — 20)° = R%.

Evident, aceasta relatie este verificata de coordonatele punctelor sferei si numai de ele.
Ea poate fi considerata ca o transpunere in coordonate a definitiei sferei. Ea se numeste
ecuatia sferei in sistemul de coordonate dat.

Generalizand avem urmatoarea

Definitia 2.1.1 Fiind dat un sistem de coordonate Ozxyz, egalitatea F(x,y,z) = 0
se numeste ecualia suprafetei S in acest sistem daca coordonatele tuturor punctelor
suprafetei S verifica aceasta egalitate, iar coordonatele punctelor nesituate pe S nu ver-

ifica aceasta egalitate.
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Uneori vom spune ci egalitatea F(z,y,z) = 0 defineste suprafata S. Odatd ales
un sistem de coordonate, pentru a obtine ecuatia unei suprafete trebuie sa exprimam
prin coordonate definitia geometrica a suprafetei. In alt sistem de coordonate, aceeasi
suprafata va avea alta ecuatie.

Vom observa ca nu totdeauna locul geometric al punctelor ale caror coordonate
satisfac ecuatia F'(z,y,z) = 0 este o suprafatd in sensul obignuit al acestui cuvant. De
exemplu, ecuatia 22+y%+22+1 = 0 nu este verificatd de niciun punct, ecuatia y?>+22 = 0
defineste axa absciselor, ecuatia = = |z| definegte un semispatiu. Cu toate acestea, vom
vorbi de cele mai multe ori de suprafata definitd de ecuatia F'(z,y, z) = 0.

Vom avea o definitie analoaga in plan:

Definitia 2.1.2 Egalitatea F(z,y) = 0 se numeste ecuatia curbei C' in sistemul de
coordonate Oxy din plan daca ea este verificatda de coordonatele tuturor punctelor de pe

C i nu este verificata de coordonatele punctelor nesituate pe C.

De exemplu, ecuatia
(z —20)* + (y — y0)* = R
este ecuatia cercului de raza R cu centrul C(zg, o).

Definitia 2.1.3 Douda ecuatii se numesc echivalente daca din prima ecuatie rezulta a

doua st din a doua ecuatie rezulta prima.
Este evidenta

Teorema 2.1.1 Intr-un sistem de coordonate dat Oxyz (Oxy) doud ecualii reprezinta

aceeasi suprafata (curbd) daca i numai daca sunt echivalente.
Deasemenea

Teorema 2.1.2 Daca in sistemul de coordonate Oxyz suprafetele Si, S, au ecuatiile
Fi(z,y,z) = 0, Fy(x,y,2z) = 0, atunci punctele intersectiei lor i numai ele satisfac
sistemul de ecuatii
Fi(z,y,z) = 0,
Fy(z,y,2) = 0
Din aceasta teorema rezulta ca in spatiu curbele de intersectie a doua suprafete se

definesc printr-un sistem de doua ecuatii.



2.1. ECUATIILE CURBELOR SI SUPRAFETELOR 43

2.1.2 Ecuatii parametrice ale curbelor si suprafetelor

O curba in plan sau in spatiu poate fi data si altfel. O curba C' poate fi considerata
ca traiectoria unui punct mobil. In fiecare moment ¢ este cunoscut vectorul de pozitie

al punctului 7’ (¢) sau coordonatele punctului x(t), y(t), z(t).

Definitia 2.1.4 Fcuatia

— — —
T=Tt)=x@)i +yt)j +=20)k,tE [k,
se numeste ecuatia vectorial parametrica a curbei parametrizate C' daca pentru fiecare
punct de pe curba C' gi numai pentru acestea exista t € [t1,ts] astfel ca vectorul de pozitie

al acestui punct sa fie 7 (t). Ecuatiile

z = z(t),t € [t1,ts]
se numesc ecuatiile scalar parametrice ale curber C.

Vom observa ca ecuatiile parametrice presupun si o origine a curbei, un sens de
parcurgere a curbei si o extremitate a curbei.
el N — red . -
Definitii analoage avem in plan. De exemplu, 7" = cost i +sint j ,t € [0,27) este
ecuatia vectorial parametrica a cercului de raza 1 cu centrul in origine parcurs incepand

de pe axa Oz in sens direct trigonometric pana in acelasi punct de pe Oz.

Definitia 2.1.5 Fcuatia

— — — —
r k

7 =T (u,v) = x(u,v) i +yu,v)j +2(u,v) k,(u,v) € Dy,

se numegte ecuatia vectorial parametrica a suprafetei parametrizate S daca pentru orice
punct al lui S §i numai pentru acestea exista (u,v) € Dy, astfel ca vectorul de pozitie al

punctului sa fie 7 (u,v). Ecuatiile
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se numesc ecuatiile scalar parametrice ale suprafetei parametrizate S. Aici D, este un

domeniu din R2.

De exemplu, ecuatia
7 = Rsinvcosu i + Rsinvsinu?> + RCOSU?, (u,v) € [0,27) x [—g, g]

este ecuatia vectorial parametrica a sferei de raza R cu centrul in origine, v fiind longi-

tudinea punctului de pe sfera, v fiind colatitudinea punctului de pe sfera.

2.1.3 Curbe si suprafete algebrice

Definitia 2.1.6 Se numeste suprafata algebrica suprafata care intr-un anumit sistem
de coordonate rectangular Oxyz are o ecuatie F(z,y,z) = 0, unde F(z,y, z) este un poli-
nom in coordonatele x,y, z; gradul polinomului F(x,y,z) se numeste ordinul suprafetei

algebrice.
O sfera este o suprafata algebrica de ordinul doi.

Definitia 2.1.7 Se numeste curba algebrica curba care intr-un anumit sistem de coor-
donate Ozxy are o ecuatie F(z,y) = 0, unde F(x,y) este un polinom in coordonatele

x,y; gradul polinomului F(x,y) se numeste ordinul curbei algebrice.

Un cerc este o curba algebrica de ordinul intéai.
Din formulele de schimbare a coordonatelor la schimbarea sistemelor rectangulare
rezultd cd ordinul unei suprafete (curbe) algebrice este un invariant la schimbarea sis-

temelor de coordonate:

Teorema 2.1.3 Dacd o suprafata (curba) are intr-un sistem de coordonate rectangular
o ecuatie de forma F(x,y,z) = 0 (F(z,y) = 0) unde F este un polinom de gradul g,
in orice alt sistem de coordonate rectangular are o ecuatie de aceeasi forma de acelasi

grad.
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2.2 Ecuatiile planelor si dreptelor

2.2.1 Suprafete si curbe de ordinul intai

Demonstram acum ca orice plan este o suprafata algebrica de ordinul intai gi invers

orice suprafata algebrica de ordinul intai este un plan:

Teorema 2.2.1 In orice sistem cartezian in spativ Oxyz orice plan are o ecuatie de

gradul intdi cu cel putin un coeficient al coordonatelor nenul
Az +By+Cz+ D =0,A>+ B>+ C* #0.
Invers, orice asemenea ecuatie de gradul intdi este ecuatia unui plan.

Daca avem un plan, alegem un sistem cartezian Ozyz in care originea O si primii doi
.. = =y N . — . . .
vectori ai sistemului ey, e; sa fie in acel plan, iar e3 oricum. In acest sistem, evident,
planul are ecuatia z = 0. Rezulta ca in orice alt sistem de coordonate planul dat are o

ecuatie de gradul intai cu cel putin un coeficient al coordonatelor nenul.

Invers, fie o ecuatie de gradul intéi intr-un sistem cartezian
Az + By+Cz+ D =0,A>+ B>+ C%* #0.

Sa gasim locul geometric al punctelor care verifica aceasta ecuatie. Intr-un sistem de

coordonate rectangular O'z'y’z" ecuatia data va deveni
All’,—i-B/y/—l—C,Z/—i-D, — O’A/2+B/2+O/2 7&0‘

Pentru c& nu toti coeficientii A’, B, C” sunt nuli exista cel putin un punct My(xf, 5, 2)
care sa verifice ecuatia (de exemplu, dacd A" # 0 se poate lua punctul de coordonate
(~2,0,0))

A'xy+ By, + C'z,+ D' = 0.

Prin sciddere avem
Ala! =) + By — )+ C'( — ) = 0.

Cum sistemul O'z'y’'z’ este rectangular, inseamna cd vectorul de componente z’ —

xh, Y — yh, 2’ — 2} este ortogonal pe vectorul 7’ de componente A’, B', C'. Daca punctul
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M(2',y, 2') apartine planului care trece prin M si este perpendicular pe vectorul 7’
atunci ecuatia este verificata. Invers, daca vectorul W este perpendicular pe vectorul
7 atunci punctul M apartine planului. Deci coordonatele punctului M verifica ultima
ecuatie si deci si cea initiala daca si numai daca el se gaseste in planul determinat mai
sus.

Am demonstrat totodata:

Teorema 2.2.2 Intr-un sistem de coordonate rectangular Oxyz vectorul m de compo-

nente (A, B,C) este perpendicular pe planul de ecuatie Az + By + Cz + D = 0.
In plan au loc teoremele

Teorema 2.2.3 In orice sistem cartezian in plan Ozy orice dreaptd are o ecuatie de

gradul intdi cu cel putin un coeficient al coordonatelor nenul
Ar 4+ By+C=0,A>+B?#£0.
Invers, orice asemenea ecuatie de gradul intdi este ecuatia uner drepte.

Teorema 2.2.4 Intr-un sistem de coordonate rectangular Oxy vectorul T de compo-

nente (A, B) este perpendicular pe dreapta de ecuatie Az + By + C = 0.

2.2.2 Ecuatii ale dreptei si planului

O dreapta (in plan sau in spatiu) este determinatd dacd se cunoaste un punct al
sau My si un vector @ cu care dreapta este paraleld. Acestia pot fi dati in moduri
diferite, dar odata alesi 1i vom numi punctul initial al dreptei si vectorul director al
dreptei. Presupunem ca avem un sistem cartezian in care punctul initial M, are vectorul
de pozitie 75. Un punct oarecare M are vectorul de pozitie 7 . Punctul M apartine
dreptei daca si numai daca vectorul W/l este paralel cu vectorul director @, adicd

o . . o < Ly v v = — — .
daca si numai daca exista un numar real ¢ astfel ca 7 — 7y = t'a’. Ecuatia

—

T =19 +ta,teR

este ecuatia vectorial parametricd a dreptei. Daca (zo,yo, 2z0) sunt coordonatele punc-

tului initial My si (I,m,n) sunt componentele vectorului director @', ecuatiile scalar
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parametrice ale dreptei sunt

r = xg+tl,
Yy = ?JO"‘tm,

z = z+in,teR.

Recunoastem o dreapta dupa ecuatiile parametrice: acestea sunt ecuatii de gradul
intdi in parametru, termenul liber dand punctul initial, iar coeficientul parametrului
dand vectorul director. Daca parametrul parcurge numai un interval finit, avem ecuatiile
parametrice ale unui segment de dreapta.

Vom conveni sa lucram cu fractii cu numitor nul, subintelegand ca de céte ori avem o
asemenea fractie in mod automat numaratorul ei trebuie sa fie nul. Cu aceasta conventie
prin eliminarea parametrului ¢ din ecuatiile scalar parametrice putem scrie ecuatiile

dreptei care trece printr-un punct initial si are un vector director sub forma

T—Zo Y—UY Z— 20

l m n

O dreapta este determinata si daca cunoastem doua puncte ale sale M;, M, de vectori
de pozitie 77, 75 sau de coordonate (1,1, 21), (T2, Y2, 22). Evident un vector director

— —_— _ . . . .U .
este M1 My = 73 — r{ si ecuatia vectorial parametrica a dreptei este
T =7 +t(t5 —71),t €R.

Eliminand parametrul avem ecuatiile dreptei ce trece prin doua puncte sub forma

r—rr  Y—lh Lz

To — 1 Y2 — 1 22 — 21

Vom observa ca pentru o dreapta in planul Ozy avem numai primele doua ecuatii
scalar parametrice si numai o singura ecuatie scalara.
. v ) . . . —> —
Un plan este determinat daca cunoastem un punct M, al sau si doi vectori ay, as
cu care planul este paralel. Un punct M apartine planului daca si numai daca vectorul
EVIEY: e = 1 o e Y
My M este coplanar cu vectorii ay, as adica exista numerele reale uq, us astfel ca MoM =
— — o — " . . —
uya; + usas. Daca 1y este vectorul de pozitie al punctului My si " este vectorul de

pozitie al punctului curent rezulta ca ecuatia

— = — — 2
T =To +ujal +ugas, (u,uz) € R
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este ecuatia vectorial parametrica a planului. Daca (xg, yo, 29) sunt coordonatele lui M,
si (I3, my,m1), (Ia, M2, ny) sunt componentele vectorilor ay, as ecuatiile scalar parame-

trice ale planului sunt

r = xg+ Ulll + Uglg,
Yy = Yo+ urmg + ugma,
Zz = 2+ uing + ugne, (u1,us) € R2

Recunoastem un plan dupa ecuatiile parametrice pentru ca acestea sunt de gradul
intai in doi parametri, termenul liber determina punctul planului, iar coeficientii para-
metrilor determina vectorii cu care planul este paralel.

Prin eliminarea parametrilor sau scriind conditia de coplanaritate a trei vectori

obtinem ecuatia planului care trece printr-un punct dat si e paralel cu doua directii

date
T—To Y~ Y <z %
[ m ny =0.
Iy Mo o

Exista si alte determinari geometrice ale unui plan care se pot reduce la determinarea
precedenta. De exemplu, un plan este determinat de doua puncteale sale M, M, de
vectori de pozitie 77, T3 si coordonate (1,91, 21), (T2, Y2, 22) si de un vector @ de com-
ponente (I, m,n) paralel cu planul. In acest caz ecuatia vectorial parametrica a planului
este

T =71 +uy(Ts — ) Fup @, (ug, up) € R

Elimindnd parametrii avem ecuatia planului care trece prin doua puncte date gi e paralel
cu o directie data

=1 Y—h =z—2

To—x1 Yo—y1 22—z | =0

[ m n

Planul este determinat si cAnd se cunosc trei puncte ale sale M7, My, M3 de coordo-

nate (z1,y1,21), (T2, Y2, 22), (3, Y3, 23). Scriem numai ecuatia scalara
r—T Y-y =<2—x2A
To—T1 Yo—y1 22—z | =0

T3 —T1 Ys— Y 23— 21
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In cazul particular cdnd se cunosc punctele de intersectie ale planului cu axele de

coordonate (a,0,0), (0,b,0), (0,0, c) se obtine ecuatia
bcx + cay + abz — abc =0

sau daca abc # 0 avem aga numita ecuatie prin taieturi

-
a b ¢

Notam ca daca planul de ecuatie Az + By + C'z + D = 0 nu trece prin origine, D # 0,

gasim taieturile planului pe axele de coordonate impartind ecuatia cu —D:

2.2.3 Conditia de paralelism a doua plane

Consideram in sistemul de coordonate rectangular Oxyz ecuatiile a doua plane Py, P,

A1x+Bly+Clz+D1 == 0,

Asx + Boy + CoZ + Dy = 0.
Vectorii normali la cele doua plane sunt

o= A i +Bij +Ck,

My = Ay i +Bsj +Cok.

Cele doua plane sunt paralele daca si numai daca cei doi vectori normali sunt colineari,

adica
Al . Bl . Cl
Ay By Oy
Daca avem si
Ay B C Dy
Ay By Oy D,
atunci cele doua ecuatii reprezinta acelagi plan.
Daca matricea
A B Gy
Ay By O
are rangul doi cei doi vectori normali nu sunt paraleli si deci cele doua plane se inter-
secteaza dupa o dreapta.

Notam ca gi intr-un sistem cartezian oarecare se mentin conditiile de mai sus.
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2.2.4 Dreapta ca intersectie a doua plane
Doua plane P;, P, de ecuatii

A1x+Bly—|—C’12+D1 = 0,

A2$+Bgy+CQZ+D2 =0

se intersecteaza dupa o dreapta daca rangul matricei

A By G
As By (O
este doi. Se poate gasi totdeauna un punct initial al dreptei. De exemplu, daca minorul
Al B1
Ay B

este nenul, se poate da lui z o valoare arbitrara z; si se rezolva sistemul

Aizo+ Biyo+Cizo+ D1 = 0,

AQIO + Bgyo + CQZQ + DQ =0

gasind punctul initial (xo, Yo, 20). Cum un vector director al dreptei este produsul vector-
ial al vectorilor normali, rezulta ca se obtin componentele [, m, n ale unui vector director
al dreptei scriind ca acestea sunt proportionale cu minorii extrasi din matricea de mai

sus scotand céte o coloana si alternandu-le semnele

[ B m B n
B, A O A B
Bg Cg AQ CQ A2 B2

2.2.5 Fascicol de plane

Definitia 2.2.1 Fiind date doua plane Py, Py care se intersecteaza dupa o dreapta D se
numegte fascicol de plane cu baza Py, Py multimea tuturor planelor care trec prin dreapta

de intersectie D; dreapta D se numeste axa fascicolului.
Teorema 2.2.5 Fie doua plane Py, P, de ecuatii

Az +Biy+Ciz+Dy = 0,

A2x+B2y+CQZ+D2 =0
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concurente dupa o dreapta. Oricare ar fi numerele reale o, 3 nenule simultan, ecuatia
a(A1x + By + Ciz + Dy) + B(Asx + Boy 4+ Coz + Dy) =0

este ecuatia unui plan din fascicolul cu baza Py, P, gi invers orice plan din fascicol are

o ecuatie de aceastd forma.

Scriem ecuatia sub forma
(OéAl + 6142)113 + (OéBl + ﬂBg)y + (OéCl + /602)2 + OéDl + ﬂDg =0.

Aceasta este ecuatia unui plan pentru ca nu toti coeficientii coordonatelor pot fi nuli

A _ B

v Al o Q . ) .
pentru ca ar rezulta T =5 = ¢ Este evident ca acest plan contine dreapta de

intersectie a celor doud plane. Daca My(xo, 3o, 20) este un punct nesituat pe dreapta de

intersectie a celor doua plane, din relatia
a<A1£C0 -+ Blyo —+ 0120 —+ Dl) + /B(AQ:EO -+ Bzyo -+ 022’0 -+ DQ) =0

se pot determina « si § ca planul sa treaca prin punctul Mj. Deci teorema este demon-

strata. Luadnd § = 0 respectiv a = 0 avem cele doua plane de baza ale fascicolului.

Daca se imparte ecuatia cu « si notam \ = g se poate scrie ecuatia fascicolului sub

forma

Ajx + By + Ciz+ Dy + MAgx + Boy + CoZ + Ds) = 0.

Sub aceasta forma nu regasim planul P, pentru valori finite ale lui A.

Exemplul 2.2.5.1 Sa se scrie ecuatia planului care trece prin dreapta de intersectie a

planelor

r—y+z—3 = 0,

r+y—z+1 = 0
gt este paralel cu axa Ox.

Planul cautat face parte din fascicolul

(a+ P+ (—a+PBy+(a—pPB)z—3a+3=0.
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Scriind ca planul este paralel cu Ox a+ g = 0 putem lua a = —1, 5 = 1 si avem ecuatia
2y—22+4=0

sau
y—2+2=0.

2.3 Probleme metrice

2.3.1 Distanta de la un punct la un plan

Fie un sistem de coordonate rectangular Oxyz si un plan oarecare I1. Ducem din O o
dreaptd perpendiculard pe plan care va tiia planul in punctul P. Notim cu 7’ versorul
lui 0—13 . Dac# planul trece prin origine luim ca versor 7 unul din versorii perpendiculari
pe plan. Dac# notdm cu a, 3,7 unghiurile ficute de versorul 7’ cu axele de coordonate

si cu p marimea vectorului OP , atunci
W =cosa i + cos ﬁ? + cos 7?,
cos® o+ cos? f + cos?y =1,
OP = p7.
Daca M (z,y, z) este un punct oarecare al planului, avem

. . 7 T
OL = p = proiec\c{t}iawOM = OM ™ = xcosa + ycos [+ zcosvy

si deci

xcosa+ycosfF+ zcosy —p=0.

Aceasta ecuatie verificata de orice punct al planului se numeste ecuatia normala a plan-
wlug 1.

Planul II imparte spatiul in doua semispatii. Convenim sa numim pozitiv semispatiul
spre care este indreptat versorul 7 si pe celdlalt semispatiu negativ. Notdm c& originea
este totdeauna in semispatiul negativ.

Fie My(zo, Yo, 20) un punct oarecare al spatiului si d distanta de la punctul M, la

planul II. Vom numi abaterea punctului My de la planul 11 numarul 6 egal cu distanta d
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daca M, este in semispatiul pozitiv si egal cu —d daca M, este in semispatiul negativ.

Daca notam cu F, proiectia ortogonala a punctului M, pe dreapta OP avem
%H
6 =PPy=0FPy— OP =0Myn —p=xgcosa+ yycos 3+ zycosy — p.
Rezulta ca distanta de la punctul M, la planul II este
d = 6| = |zgcosa + yo cos B+ zgcosy — p|.

Deci am aratat ca abaterea unui punct de la un plan este egala cu valoarea obtinuta
prin inlocuirea coordonatelor punctului in membrul stdng al ecuatiei normale a planului,
iar distanta de punct la plan este egala cu modulul valorii obtinute prin inlocuirea
coordonatelor punctului in membrul stdng al ecuatiei normale a planului.

Fie acum ecuatia generala a unui plan
Ar+By+Cz+D =0
si sa gasim ecuatia sa normala
xcosa+ycosf+ zcosy—p=0.
Cum cele doua ecuatii reprezinta acelagi plan trebuie sa avem
A = cosa, AB = cos 3, \C' = cosy, A\D = —p.

Rezulta
1

JETDLO

Rezulta ca abaterea punctului M, de la planul II cu ecuatia generald este

A= —sgn(D)

A$0+By0+CZO+D

6 p—
—sgn(D)V A2+ B? + (C?
iar distanta este
d— |A£C0 + Byg + CZO + D|

VELB IO

Din demonstratia data rezulta ca daca inlocuim coordonatele a doua puncte in mem-
brul stdng al ecuatiei unui plan, obtinem numere de acelagi semn daca punctele sunt
situate in acelagi semispatiu si obtinem numere de semn contrar daca punctele sunt

situate in semispatii diferite.
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2.3.2 Distanta de la un punct la o dreapta

Fie o dreapt# determinati de punctul initial My (o, yo, 20) si vectorul director @ de
componente (I,m,n). Pentru a gisi distanta d de la punctul M (z1,y1,21) la dreaptd
vom observa ca aceasta distanta d apare ca inaltime in paralelogramul construit pe

e —> — . N v
vectorii a’, MyM; dispusi in M. Rezulta

_ |7 X M0M1|

d =
|a’|
Cum
— — —
7 J k
—_—
7 X MOM1 =11 m n
T1— %o Y1— Yo 21— 20
rezulta
2 2 2
m n l n l m
+ +
Y1 —Y 21— 20 1 — %o 21— 20 T1— %o Y1 — Yo
d =

VI2+m?2+ n?

2.3.3 Calculul unghiului intre doua drepte

Unghiul ¢ intre dreptele cu vectorii directori ay (Iy,my1,n1), @3 (I, M2, n9) este dat

de relatia
lily + mime + ning

VE+m? 0B+ m3+n3

cos p =

2.3.4 Calculul unghiului intre doua plane
Unghiul ¢ intre planele de ecuatii

Alx—f—Bly—l—C’lz—f—Dl = 0,
A2$+Bgy+CQZ+D2 =0

este unghiul intre normalele lor

A1A2 + BlBQ + 0102
VA + B2+ C2\/A3 + B +C%

Cos p =
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2.3.5 Calculul unghiului dintre o dreapta si un plan
Unghiul ¢ intre dreapta de vector director @ (I.m, n) si planul de ecuatie
Ar+By+Cz+D =0

este complemenul unghiului dintre vectorul @ si vectorul normal la plan 7’ (A, B, C)

Al+ Bm+Cn
VAZ+ B2+ 22 +m2+n2

sinp =
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CAPITOLUL 3

SPATII VECTORIALE

3.1 Spatiu vectorial

Definitia 3.1.1 Fie V' o multime ale carei elemente le vom nota prin litere latine mici
a,b,c,....x,y, z §i le vom numi vectori. Fie de asemenea un corp K ale carui elemente le
vom nota prin litere grecesti mici o, 3,7, ....,&,(,n st le vom numi scalari. Operatiile din
corpul K vor fi adunarea i inmultirea scalarilor gi vor fi notate aditiv si multiplicativ.
Elementul neutru la adunare in K va fi 0, iar elementul neutru la inmultire va fi 1. In
mod obisnuit corpul K wva fi corpul numerelor reale R sau corpul numerelor complexe C.
Pe multimea V' se definegte o lege de compozitie ( o operatie) internd numita adunarea
vectorilor notatd aditiv care face ca fiecarei perechi (x,y) € V XV sa-i corespunda
elementul x +y € V gi o lege de compozitie ( operatie) externa in raport cu corpul K
numita tnmultirea vectorilor cu scalari care face ca fiecarei perechi (A, z) € K XV sa-i
corespunda elementul Ax € V. Multimea V' este un spatiu vectorial (notat prescurtat sv)

peste corpul K daca
e in raport cu operatia de adunare V' este un grup comutativ (abelian), adica

— 1. Ve,y,zeV:(z+y +z=x+ (y+ 2);
— 2. 30 € V astfel incat ( prescurtat ai) Ve € V:x+0=0+z = z;
— 3. VeeV,i—zxeVaix+ (—z)=(-x)+z=0;

— 4. Ve,yeVix+y=y+ux;
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e inmultirea cu scalari satisface conditiile

— 1L VA\pe K\Vr eV : ANux) = (Au)z;
—2.V\pe KV eV : (A+ px = A\x+ px;
— 3. VANeEKNVr,ye V: ANz+y) =\x+ A\y;

— 4. VzxeV:lx =z

Spatiul vectorial peste R se numeste spatiu vectorial real, spatiul vectorial peste

C se numeste spatiu vectorial complex.

Teorema 3.1.1 In orice spatiu vectorial au loc proprietatile

o o)V eV :0x=0;
e f)VAe K : \0=0;

e NVreV:(-1l)zx=—z.

In adevér, putem scrie x + 0x = (1 4+ 0)z = 1z = 2 de unde a). Cum Az + A0 =
Az 4 0) = Az rezulta 3). Din z 4+ (—1)z = (1 + (—1))x = 0x = 0 rezultd ).

Exemple de spatii vectoriale:

Exemplul 3.1.0.1 Orice corp K poate fi considerat spatiu vectorial peste el insugi con-

siderdand elementele sale atdt ca vectort cdt si ca scalari.

Exemplul 3.1.0.2 Corpul numerelor complexe C poate fi considerat ca spatiu vectorial

peste R sau peste el insugi.

Exemplul 3.1.0.3 Multimea P(K) a polinoamelor de o nedeterminata cu operatia de
adunare a polinoamelor gi operatia de inmultire a polinoamelor cu elemente din K este

un spatiu vectorial.

Exemplul 3.1.0.4 Multimea F(R,R) a functiilor reale de variabila reald cu operatiile

obisnuite este un spatiu vectorial real.
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Exemplul 3.1.0.5 Daca Vi, Vs, ..., V,, sunt spatii vectoriale peste corpul K atunci pro-

dusul cartezian Vi x Vo X ... X V,, inzestrat cu operatiile

V(z1, 22y oy Tn), (Y1, Y2y ooy Yn) € VIX Vo X o XV

(.%'1,.1172, 7xn) + (y1>y27 "'7yn) = (ml + Y1, T2 + Y2y -0y Ty + yn)a

VA € K\V(xy,29,....2,) EVI X Vo X ... XV,

Mz1, Ty oy ) = (A1, AT, .0y ATy)

constituie un spatiu vectorial peste K. In particular daca Vi = Vo = ... =V, = K, vom
avea spatiul K™ al sirurilor finite x = (&1,&,...,&,) de cite n elemente din K. K™ se

numeste spatiul aritmetic cu n dimensiuni.

Exemplul 3.1.0.6 Multimea vectorilor liberi din spatiul geometriei elementare formeaza

un spatiu vectorial real.

Exemplul 3.1.0.7 Multimea vectorilor de pozitie ai punctelor spatiului geometries el-
ementare in raport cu o origine O formeaza un spatiu vectorial real. Pe acesta il vom

avea in vedere in multe exemplificari.

Exemplul 3.1.0.8 Multimea SF a sirurilor recurente de ordinul doi de tipul lui Fi-
bonacci adica a sirurilor reale { f1, fa, ..., fn, - ..} unde pentru orice n > 3 are loc relatia
fn = fn_1+ fn_2 cu operatiile obignuite de adunare a sirurilor st inmultire cu numere a

sirurilor constituie un spatiu vectorial real.

3.1.1 Subspatii vectoriale

Definitia 3.1.2 O submultime V' a spatiului vectorial V' peste corpul K este un sub-
spatiu vectorial (notat prescurtat ssv) al lui V' daca V' este spatiu vectorial in raport cu

cele doua operatii restrictionate la V.
Sunt evidente urmatoarele teoreme:

Teorema 3.1.2 O conditie necesara si suficienta ca submultimea V' CV a sv'V peste

corpul K sa fie ssv este ca V' sa fie stabila in raport cu cele doud operatii, adica



60 CAPITOLUL 3. SPATII VECTORIALE
e a)Ve,ye V' ix+yeV/

e b)VAe K\Vx eV : dx eV

Teorema 3.1.3 O conditie necesara gi suficienta ca submultimea V' CV a sv'V peste

corpul K sa fie ssv este caV\,u € K,Ne,y e V' : Ax +uy € V.
Exemple de ssv:

Exemplul 3.1.1.1 In orice sv V multimea {0} si tnsugi V' sunt ssv, numite ssv impro-

PTis.

Exemplul 3.1.1.2 Multimea P,(K) a polinoamelor de o nedeterminata cu coeficienti

din corpul K de grad cel mult n este un ssv al sv P(K).

Exemplul 3.1.1.3 Multimile F,(R,R), F;(R,R) ale functiilor reale de variabild reale

pare respectiv impare sunt ssv ale sv F(R,R).

Exemplul 3.1.1.4 Multimea vectorilor liberi paraleli cu un plan dat este un ssv al sv

al vectorilor libers.

Exemplul 3.1.1.5 Multimea vectorilor de pozitie ai punctelor dintr-un plan care trece

prin origine este un ssv al sv al vectorilor de pozitie din spatiu.

Definitia 3.1.3 Daca x1, z2, ..., x, € svV atunci elementul \yz1 + Aoxo + ... + N2y, se

numeste combinatie lineara a elementelor x1,xs, ..., x, cu coeficientit A1, g, ..., \p.
Are loc evident teorema:

Teorema 3.1.4 Daca S este o submultime de elemente din sv V., atunci multimea ele-

mentelor care sunt combinatii lineare de elemente din S este un ssv al lur V.

Definitia 3.1.4 Subspatiul format din combinatiile lineare de elemente din S se nu-

meste subspatiul vectorial generat de S si il vom nota prin [S].

Definitia 3.1.5 Daca V' este ssv al lui V, S C V' i [S] = V' atunci S se numeste

sistem de generatori pentru V'.
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Exemplul 3.1.1.6 Vectorii e; = (1,0,0), ea = (0,1,0), e3 = (0,0,1) constituie un
sistem de generatori pentru R3 pentru ca orice vector x = (&1,&,&3) din R3 se scrie

T = §1e1 + &aen + E3e3.

Teorema 3.1.5 Daca V', V" sunt ssv ale sv V' atunci intersectia V' NV este tot ssv

al lur V, numit subspatiul intersectie.
In adevar, VA, p € K,Vz,y € V' NV" avem \x + uy € V' nV".
Definitia 3.1.6 Doua ssv V', V" ale sv V' se numesc independente daca V'NV" = {0}.

Exemplul 3.1.1.7 Subspatiile F,(R,R), F;(R, R) sunt subspatii vectoriale independente

ale lui F(R,R) pentru ca intersectia lor este formata numai din functia nula.

Se vede imediat ca intersectia a mai multor subspatii este tot un subspatiu. Daca
S este o submultime a sv V' atunci orice subspatiu al lui V' care contine multimea S

trebuie sa contina subspatiul generat de S. Rezulta

Teorema 3.1.6 Ssv [S] este intersectia tuturor subspatiilor vectoriale ale lui V' care

contin pe S.

Rezultd ci [S] este cel mai mic subspatiu care contine pe S. [S] se mai numesgte si

infasuratoarea lineara a lui S.

Definitia 3.1.7 Daca V', V" sunt ssv ale sv'V, atunci ssv generat de V'UV" se numeste

subspatiul suma al lui V' i V" i se noteaza prin V' + V" : V' 4+ V" = [V UV"].

Teorema 3.1.7 V' + V" coincide cu multimea V* a elementelor x din V care se pot

serie sub formax =2 + 2" cux’' e V', 2" e V.

In adevir, evident V* C V' + V" = [V' U V"]. Invers, dacd x € V' + V" atunci
dx' e V' dx" e V" alx =2’ + 2", adica V! + V" C V*.

Exemplul 3.1.1.8 In K3 consideram ssv

Vo= {(517070)7516[{}
Vo= {(070553)75361(};

atunci V' + V" = {(£1,0,83),&1,& € K}
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Definitia 3.1.8 Suma de ssv V'4+V" se numeste directa daca orice vector x din V'+ V"
se scrie in mod unic sub forma x = x' + 2" cux’ € V' 2" € V". In acest caz se scrie

V'a V" inloc de V' + V7.

Teorema 3.1.8 Suma V' + V" este directa daca si numai daca ssv V', V" sunt inde-

pendente,

VeV eV NV ={0.

Pentru implicatia = presupunem prin absurd cd V' N'V” #£ {0}, deci 3z € V' N V",
2#£0.Dacix €e V'oV" xz=a'+2" =2’ — 242"+ 2z i avem doud descompuneri, suma
nu e directa. Pentru implicatia <= presupunem prin absurd cd pentru z € V” + V”
avem doua descompuneri x = o' + 2" =y +y” cu 2y € V', 2" " € V; rezulta

-y =y —2"eV'NV"={0}sidecia’ =" siy —y".
Definitia 3.1.9 Ssv V', V" ale sv V' se numesc suplimentare daca V=V @ V",

Exemplul 3.1.1.9 Avem F(R,R) = F,(R,R) & F;(R,R), adica cele doud ssv sunt

suplimentare.

Exemplul 3.1.1.10 In V3 spatiul vectorilor liberi consideram ssv: Vp ssv al vectorilor
liberi paraleli cu dreapta D, Vp ssv al vectorilor liberi paraleli cu planul P; daca dreapta

D nu este paralela cu planul P atunci cele doua ssv sunt suplimentare.

Exemplul 3.1.1.11 In spatiul vectorilor de pozitie consideram subspatiul vectorilor de
pozitie ai punctelor de pe o dreapta care trece prin origine si subspatiul vectorilor de
pozitie at punctelor dintr-un plan care trece prin origine; cele doua subspatii sunt supli-

mentare.

3.1.2 Dependenta si independenta lineara

Definitia 3.1.10 Elementele x1, s, ...,x, din sv V' sunt linear independente daca sin-

gura lor combinatie lineard nula este cea cu toti coeficientii nuli, adica

Z1,T2,...,Tp linear independente <

A1x1+)\2x2+...+)\pxp = O:>)\1:)\2::)\p:0



3.1. SPATIU VECTORIAL 63

Vom mai spune ca multimea {x1, %2, ...,z,} este o multime linear independenta sau o

multime libera.

Definitia 3.1.11 Vectorii x1, x2, ..., x, din V sunt linear dependenti daca nu sunt linear
independentt, adica INi, Ay, ..., A, nu tot nuli astfel incdt Mz + Aoxo + ... + A\pz, = 0.
Vom mai spune ca multimea {x1,Ta,...,x,} este o multime linear dependentd sau o

multime legata.

Exemplul 3.1.2.1 In R3 vectorii e; = (1,0,0), e3 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) sunt linear

independent.

Exemplul 3.1.2.2 Tot in R? vectorii x; = (1,2,—1), 25 = (2,—1,0), 23 = (4,-7,2)

sunt linear dependenti pentru ca 2x; — 3z + x3 = 0.

Sunt imediate urmatoarele teoreme:

Teorema 3.1.9 Vectorul nul 0 este linear dependent.

Teorema 3.1.10 Orice vector nenul este linear independent.

Teorema 3.1.11 Vectorii x1, x2, ..., T, sunt linear dependenti daca cel putin unul dintre

el se exprima ca o combinatie lineara a celorlalti.

Teorema 3.1.12 Orice supramultime a unei multimi linear dependente este tot o multime

linear dependenta.

Teorema 3.1.13 Orice submultime a unei multimi linear independente este tot o multime

linear independenta.

Definitia 3.1.12 O multime infinita de vectori se numeste linear independenta (libera)

daca orice submultime finita a sa este linear independenta.

Exemplul 3.1.2.3 In P(R) multimea polinoamelor 1, x, 2%, ..., x", ... este o multime lin-

ear independentad infinita.
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3.1.3 Baza, coordonate, dimensiune

Definitia 3.1.13 O multime B finita sau infinita de vectori din sv' V' se numeste baza

a lui V daca este linear independenta si este un sistem de generatori ai lui V.

Exemplul 3.1.3.1 In R?® multimea formata din vectorii e; = (1,0,0), ex = (0,1,0),
es = (0,0,1) este o baza pentru ca aceste elemente sunt linear independente gi constituie

un sistem de generatori.

Exemplul 3.1.3.2 In P(R) multimea polinoamelor 1, z,z?, ...,x™, ... este o bazd pentru

)

ca aceste elemente sunt linear independente i constituie un sistem de generatori.

Teorema 3.1.14 O multime finita B = {ey, es, ..., e, } de vectori din' V' este o baza daca
st numai daca orice vector x din 'V se exprima in mod unic ca o combinatlie linearda a

vectorilor din B : x = &1e1 + &xea + ... + Epen.

In adevar daca B este baza si am avea doua scrieri diferite

r = &§ep+&ext+ .+ e,

r = mer + T12€2 + ...+ Mn€n

ar rezulta prin scadere

(& —mer+ (& —mea+ ...+ (& —Mn)en =0

si B ar fi linear dependenta; am avea o contradictie. Invers, daca orice vector se exprima
in mod unic ca o combinatie lineara a vectorilor din B, atunci B este sistem de generatori
si este si linear independenta pentru ca daca am avea A\je; + Ages + ... + A\ye, = 0 din

unicitatea scrierii lui 0 ar rezulta \{ = Ao = ... =\, = 0.

Exemplul 3.1.3.3 In multimea M,,,(R) a matricelor cu m linii si n coloane cu ele-
mente reale, orice matrice se scrie in mod unic ca o combinatie a celor mn matrice
care au toate elementele nule cu exceptia cdte unuia egal cu unitatea. Aceste matrice

constituie o bazd in My, ,(R).
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Exemplul 3.1.3.4 In spatiul SF al sirurilor recurente de ordinul doi de tipul lui Fi-
bonacci consideram girurile de tipul lui Fibonacci {f1,} ={1,0,1,1,2,3,5,...} (primul
termen este 1, al doilea este 0), {f2,} = {0,1,1,2,3,5,...} (primul termen este 0, al
doilea este 1). Cum orice gir de tipul lui Fibonacci {f,} = {f1, fo, f3, fa, ...} se scrie in
mod unic sub forma{ f,} = fi{fln}+f2{f2n} rezulta ca sirurile {f1,},{f2.} alcatuiesc

o baza a lui SF.

Definitia 3.1.14 Scalarii &,&s, ..., &, din exprimarea unicad a vectorului x = &eq +

&ea+ ...+ &, in baza B se numesc coordonatele sau componentele vectorului x in (pe)

baza B.

&
. &2
Definitia 3.1.15 Coloana X = | se numeste coloana coordonatelor sau coloana
&n
componentelor vectorului x in (pe) baza B.
M
Daca Y = 72 este coloana coordonatelor lui y in (pe) baza B atunci coloanele
M
§1+m Aé1
. §2 + 12 . A&2 -
vectorilor z +y, Az sunt X +Y = | respectiv AX = | , adica ope-

ratiilor cu vectori le corespund operatii cu coloanele coordonatelor vectorilor.

Daca vom nota tot cu B si matricea linie formata cu elementele bazei
B = (61,62,"',61),)

atunci descompunerea vectorului x = &1e1 + &qxes + ... + €€, Se poate scrie matriceal

&1

r=BX = (e1,e9, -, ¢€p) '62

&n
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Daca luam p vectori pentru care avem descompunerile pe baza B
z1 = BX1,20 = BXy,---,2, = BX,
se poate scrie matriceal
(1, 22,...,2p) = B(X1,Xs,..., X))

unde (Xi, Xs, ..., X)) este o matrice ale cérei coloane sunt coloanele coordonatelor vec-

torilor 1, 29, ..., x, pe baza B.

Definitia 3.1.16 Matricea (X1, Xs,...,X,) ale carei coloane sunt coloanele coordo-
natelor vectorilor x1,s, ..., T, pe baza B se numeste matricea coordonatelor (compo-

nentelor) vectorilor x1, s, ..., x, pe (in) baza B.

Exemplul 3.1.3.5 Matricea coordonatelor vectorilor bazei B pe ea insasi este matricea

unitate.

Exemplul 3.1.3.6 Matricea vectorilor x; = (1,2,—1),z2 = (2,—1,0),z3 = (4,-7,2)
pe baza lui R? formata din vectorii e; = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1) este

1 2 4
2 -1 =7
-1 0 2
Are loc teorema
Teorema 3.1.15 Vectorii x1, %o, ..., x, sunt linear dependenti daca st numai daca ma-

tricea coordonatelor lor pe baza B are rangul p.

In adevar, vectorii xi,xs,...,z, sunt linear independenti daca din relatia A\;z; +
AeZa + ...+ Az, = 0 sau scrisa cu ajutorul coloanelor coordonatelor A\ X; + Ao Xo+... 4
Ap X, = 0 rezulta Ay = Ay = ... = A, = 0. Dar relatia matriceald constituie de fapt un
sistem omogen de n ecuatii cu p necunoscute Aq, A2, ..., A, a carui matrice a coeficientilor
este matricea coordonatelor vectorilor. Acest sistem omogen are numai solutia banala

daca si numai daca rangul acestei matrice coincide cu numarul necunoscutelor.
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Exemplul 3.1.3.7 Vectoriiz; = (1,0,0), 25 = (1,1,0), 23 = (1,1,1) din R? sunt linear
independenti pentru cd matricea lor pe baza e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0, 1)

1 11
011
0 01

are evident rangul 3.

Exemplul 3.1.3.8 Tot in R? vectorii x1 = (1,2,—1), 25 = (2,—1,0), 23 = (4,-7,2)

sunt linear dependenti pentru ca matricea lor pe aceeasi baza de mai sus

1 2 4

2 -1 =7

-1 0 2
are rangul doi.
Teorema 3.1.16 ( a inlocuirii simple) Fie B = (e1,ea,...,€;,...€,) 0 bazd a sv'V gi
e = 011+ 09€a+ ...+ 0j€;+ ...+ 0ne, un vector. Mullimea B = (e1, €9, ... € en)

obtinuta prin inlocuirea vectorului e; cu vectorul € este o baza daca si numai daca

coordonata o; este nenula. Daca o; # 0 si daca vectorul x are pe baza B coloana

_ng
&1 & —
2§
€2 §o —
coordonatelor | pe baza B’ va avea coloana coordonatelor ‘.
& o
gn é-n - Gg_fj

In adevar, B’ este baza dacad si numai daca este liberd si generatoare. Consideram
combinatia lineara nula a sa Aje; + Ages + ... + )\e;- + ...+ Ape, = 0. Inlocuind pe e;-

obtinem combinatia lineara nula a elementelor lui B
()\1 — /\0'1)61 + ()\2 — )\0'2)62 + ...+ )\ajej + ... ()\n — )\O’n)en = 0.
Cum B este libera rezulta egalitatile

)\1—)\0'1 == 0,
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)\2 - )\0'2 == 0,
)\O'j = 0,
A, — Ao, = 0.
Ori daca o; # 0 atunci si numai atunci rezulta A = 0 si ca atare \; = A = ... = A, = 0.

Deci B’ este libera daca si numai daca o; # 0. Daca z = §1e1 +&ea+ ... +&e+.. . nen
cand o; # 0 putem inlocui pe e; in functie de €}
/ 1 /
;= —(—01e1 — 0283 — -+ € — - — Opey)
gj

si obtinem

x:<f1—U;—éj)ﬁ—l-(fz—U;—éj)ez—F"'—i-%e;—F"“i‘(fn_Ugéj)em
j j j j

adica B’ este generatoare si avem si expresiile noilor coordonate.

Vom observa ca daca bazei B 1i asociem tabloul coordonatelor

B\E e e -+ € - e e x
e 1 0 ..o 0 - 0 o1 51
€9 0 1 e 0 e 0 09 52
e; 0 O 1 -0 g ¢
en 00 -0 -1 o0, &

bazei B’ va trebui sa-i asociem tabloul noilor coordonate

B\E e e --- g een € X
a1 0 ... -2 0 0 &-2%
e 0 1 ... -2 0 0 &H—2u
e, 0 0 L 0 1
e 0 0 -.- —@ 1 0 & —4u

93 93
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In trecerea de la primul tablou la al doilea toate calculele iau in considerare coordonata
nenula o;; ea se numeste coordonata pivot. Putem enunta regulile de calcul ale noilor
cordonate spunand ca totdeauna componenta pivot se inlocuieste prin 1, celelalte coor-
donate de pe coloana pivotului devin nule, coordonatele de pe linia pivotului se impart
cu pivotul, iar celelalte coordonate se calculeaza cu regula dreptunghiului format de linia

si coloana pivotului si linia si coloana coordonatei de calculat

=& — Sy

gj

Teorema precedenta se generalizeaza sub forma

Teorema 3.1.17 (Teorema inlocuirii) Dacd B = (ey, es,...,e,) este 0 bazi a sv'V i
;. , lime d 5 nd denti < .

(e, e, ... ,ep) este o multrme ae vectort linear inaependentt, atunct p < n §t se pot

renumerota vectorii bazei B astfel incat B' = (€, ¢€,... €, ep11,...,€,) 80 fie 0 noud

baza a sv' V.

Vom demonstra teorema din aproape in aproape. In adevar pentru p = 1 avem
teorema precedenta. Sa presupunem ca teorema este adevarata pentru primii £ —1 < p

vectori din cei p dati. Atunci £ — 1 < n. Nu putem avea kK — 1 = n pentru ca atunci

vectorii (e}, €,...,e,_;) ar forma o bazd si e}, s-ar exprima ca o combinatie lineara a
lor si deci (e}, €),...,¢e,_;,¢€)) n-ar fi linear independenti. Deci avem chiar k —1 < n
sau k < n. In virtutea ipotezei existd baza (€, €5, ..., €, 1, €k, €xi1,--.,€,) DE care

elementul €] se descompune in mod unic; cel putin una din coordonatele sale dupa
vectorii ey, exi1,...,€, este nenuld, sa zicem ca aceasta este cea dupa e, pentru ca
altfel el s-ar exprima prin €}, €, ..., e};_;. Atunci dupa teorema inlocuirii simple, €} se
introduce in baza in locul lui e, si rezulta ca teorema este adevarata si pentru k£ < p.

Rezulta urmatoarea teorema

Teorema 3.1.18 Daca sv V' are o baza formata din n vector: orice altd baza are tot n

vectorsi.

In adevar, dacd V are baza B cu n vectori si baza B’ cu n’ vectori, in virtutea
teoremei precedente avem n’ < n. Schimband rolul bazelor avem si n < n’. Deci n = n/.

Are sens deci urmatoarea definitie
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Definitia 3.1.17 Un sv V' are dimensiunea n gi scriem dim(V') = n daca existd o bazd
a sa formata din n vectori. Mai zicem ca V este spatiu vectorial n-dimensional. Prin
definitie dim({0}) = 0. Un sv V are dimensiunea infinita si scriem dim(V') = oo daca

exista o baza infinita. Mai zicem ca V' este spatiu vectorial infinit-dimensional.

Exemplul 3.1.3.9 Sv R" are dimensiunea n, dim(R™) = n, o bazd a sa fiind formata
din vectorii ey = (1,0,...,0), ea = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). Aceasta se

numeste baza canonica a lui R™.

Exemplul 3.1.3.10 Sv P,(R) are dimensiunea n + 1, dim(P,(R)) =n+1, o bazd a

n

sa fiind formatd din polinoamele 1,z,x2,... 2", aceasta fiind baza canonici a acestui

spatiu.

Exemplul 3.1.3.11 Sv P(R) este infinit-dimensional, o bazd a sa fiind 1, z, 22, ... 2", .. ..

Prima parte a teoremei inlocuirii se poate enunta sub una din formele:

Teorema 3.1.19 Intr-un sv n-dimensional numarul maxim de vector: ai unei multimi

de vectort linear independenti este n.

Teorema 3.1.20 Intr-un spatiu n-dimensional orice n+1 vectori sunt linear depen-

denti.
Mai putem enunta

Teorema 3.1.21 Intr-un spatiu vectorial n-dimensional V' fie B' = (f1, fa, ..., fn). Ur-

matoarele afirmatii sunt echivalente:

a) B’ este bazd a lui V;

b)B’ este libera ( formata din vectori linear independent;i);

¢) B’ este un sistem de generatori.

In adevér, evident a)=b); avem b)=-c) pentru ci dacd z este un vector oarecare
multimea B’ U {z} are n + 1 elemente si nu poate si fie libera si deci = se descompune
dupd elementele lui B’. Acum c¢)=-a) pentru ca dacd B’ n-ar fi si liberd, fie m < n
numéarul maxim de vectori linear independenti din B’. Acesti m vectori ar fi si un

sistem de generatori, adica am avea o baza cu m < n elemente, contradictie.
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3.1.4 Subspatii vectoriale in spatii vectoriale finit dimensionale
Din teorema inlocuirii rezulta urmatoarele teoreme cu privire la subspatiile vectoriale

ale spatiului vectorial n-dimensional V.

Teorema 3.1.22 Orice subspatiu vectorial V' al spatiului vectorial n-dimensional V' are

dimensiunea n' < n. Dacan' =n atunci V' coincide cu V.

Teorema 3.1.23 (teorema completarii) Orice multime {f1, fo,- -+, fp} de vectori linear
independenti din spatiul vectorial n-dimensional V' poate fi completata cu n — p vectori

pana la o baza a luit V.

Teorema 3.1.24 Orice subspatiu vectorial V' al spatiului vectorial n-dimensional V'

admite cel putin un subspativ suplimentar V"' (V =V' & V").

In adevar dacd {fi, f2, - -, fp} este o baza a lui V', dupa teorema completarii exista
vectorii {gpi1, Gpr2, -, gn} astfel incat {f1, fo, -+, fp, 9pr1, Gpr2; - gn} este o bazd a
lui V. Notdm V" = [gp11, Gpt2, - - - » gn) Subspatiul generat de acesti vectori. Orice vector

x din V se scrie in mod unic sub forma z = & fi +&fo+ - & fp +Mpr1Gpr1 + - F0Gn
adicaz =a2'+2" cuax’ e V', 2" € V". Deci V =V' g V",

Notam ca un subspatiu vectorial poate avea chiar o infinitate de subspatii supli-
mentare. De exemplu subspatiul vectorilor liberi paraleli cu un plan are ca supliment
orice subspatiu al vectorilor liberi paraleli cu o dreapta neparalela cu planul.

Avem consecinta

Consecinta 1. Subspatiul suplimentar al unui subspatiu p-dimensional este (n-p)-
dimensional.

Introducem definitiile

Definitia 3.1.18 Un subspatiu vectorial de dimensiune 1 se numeste dreapta vectoriala,

un subspatiu vectorial cu dimensiunea 2 se numeste plan vectorial.

Definitia 3.1.19 Un subspatiu vectorial se numeste hiperplan vectorial daca are ca su-

pliment o dreapta vectoriala.
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Rezulta
Consecinta 2. Un subspatiu vectorial al unui spatiu n-dimensional este un hiperplan
daca si numai daca are dimensiunea n-1.

Avem

Teorema 3.1.25 Orice subspatiu vectorial p-dimensional al unui spatiu vectorial n-

dimensional poate fi considerat ca intersectie a n-p hiperplane vectoriale.

In adevar, dacd {fi, f2, -, fp} este o bazd a subspatiului vectorial p-dimensional
V'si{fi, fo,  , fps Gpt1: Gpt2, - - -, gn } €ste baza lui V' obtinutd prin completarea primei
baze, putem considera cele n-p hiperplane V, = [f1, f2, -+, fps Gpt1, = s Tptas = * Gptn—p)s
a=1,2,---,n—p, caciula indicand ca se exclude vectorul respectiv. Se verifica imediat
ca V' =VinVan---NV,_,.

Daca A este o multime finitd de elemente notdm prin card(A) numarul elementelor

multimii A. Este evident ca are loc agsa numitul principiu al includerii si excluderii:
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B).

O relatie asemanatoare avem pentru dimensiunile subspatiilor. Anume, are loc

Teorema 3.1.26 (Teorema lui Grassman) Daca V', V" sunt doua subspatii vectoriale

finit dimensionale, are loc relatia
dim(V' + V") = dim(V') + dim(V") — dim(V' n'V").

In adevir, fie n' = dim(V'), n” = dim(V"), i = dim(V' V"), s = dim(V' + V"),

si fie {e, €9, -+, €;} 0 bazd a lui V' N'V”. Completam aceasta baza pana la baza lui V',

o AN S R vali
{e1,e9, -+, €, fit1, -, fn } respectiv pana la baza lui V", {e1, €2, -, €;, Git1, Givas -+ Gnr }-
S& ardtdm ca {ey, ea, -, €, fivt, oy furs Git1, Giv2s -+, g} €Ste 0 bazd a lui V' + V",

Cum orice element din V' 4+ V" este suma intre un element din V' si un element din V"
rezultd cad elementele de mai sus constituie un sistem de generatori al lui V' + V. Sa

luam o combinatie lineara nula a acestora

arer + agez + -t aie; + Bipafivr + o+ B fw + Vi1 G + 0+ Y g = 0.
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Se poate scrie

ajer + ey + - e + Bigifirr + o+ Burfr = —Yit1Giv1 — - — Vo Gy

Membrul stang este in V', membrul drept este in V" ¢i deci membrul stang egal cu cel
drept este din V' NV”" gideci Bi11 =+ =B =081 y501 =+ = Y = 0. Rezulta si
ag = =q; =0. Deci {e1, e, -, €, fix1, ", fury Git1, Gite, "+, gnr } €ste 0 bazd a lui
V' 4+ V”. Numarul lor este s =i+ (n' — 1)+ (n" —i)=n"4+n" —ic. c t. d

Rezulta

Consecinta 3. Daca dim(V' N'V") = 0 atunci si numai atunci dim(V’' + V") =
dim(V") + dim(V").

Consecinta 4. Daca V', V" sunt ssv ale unui sv n-dimensional gi dim(V")+dim(V") >

n atunci V' N V" 2 {0}.

3.1.5 Schimbarea coordonatelor la schimbarea bazelor

In sv n-dimensional V' consideram o baza B = (ej, e, ..., €,) pe care o considerim
veche in raport cu o altd bazd B’ = (€}, ¢€),...,¢e,,) pe care o considerdam noud. Matricea

elementelor bazei noi pe baza veche este

011 012 -+ O1p

021 O22 -+ O2p
S =

On1 Onp2 *°° Onpn

Reamintim ca prima coloana in matricea S este coloana coordonatelor lui €/, a doua

coloana este coloana coordonatelor lui e}, etc. Putem scrie relatia matriceala

011 012 - O1p
021 022 +°* O2p
/ / /
(e],€5,...,€.) = (e1,e2,...,€e,)
On1 Onp2 °°° Onppn

sau pe scurt

B' = BS.
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Vom spune ca matricea S este matricea de trecere de la baza veche B la baza noua B’'.

B’ fiind bazs, matricea S este inversabild; fie T = S~ inversa sa. Evident avem
B = B'T,

adica matricea T' este matricea de trecere de la baza noua la baza veche. Daca x este
un vector oarecare sa notam prin X coloana coordonatelor sale pe vechea baza B si prin

X' coloana coordonatelor sale pe noua bazi B’. Vom putea s scriem matriceal
r = BX,
r = BX.
In a doua relatie inlocuind expresia lui B’ avem
r = BSX'
si tindnd cont de unicitatea descompunerii pe o baza rezulta
X =5X"

Inmultind la stanga cu 1" avem

X' =TX.

Observam ca in timp ce trecerea de la baza veche la baza noua se face prin matricea
S prin relatia B’ = BS, trecerea de la vechile coordonate la noile coordonate se face
prin matricea T' prin relatia X’ = TX; in timp ce trecerea de la baza noua la baza
veche se face prin matricea T prin relatia B = TB’, trecerea dela noile coordonate
la vechile coordonate se face prin matricea S prin relatia X = SX’. Este oarecum
contrar agteptarilor noastre, din acest motiv se zice ca coordonatele vectorilor se schimba
contravariant la schimbarea bazelor.

Situatia este analoaga masurarii unei lungimi. O lungime masuratd in metri are
valoarea [, aceeasi lungime masurata in centimetri, lem = Wlom7 are valoarea 1001.

Dupa formula stabilita, calculul componentelor unui vector in noua baza presupune
calculul inversei matricei de trecere. Evident, este mult mai simplu sa ne folosim de teo-
rema inlocuirii simple introducénd succesiv elementele noii baze B’ in locul elementelor

vechii baze. Este clar cd prin acest procedeu putem chiar decide daci elementele lui B’

formeaz4a sau nu o baza.
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Exemplul 3.1.5.1 In R* sa aratam ca elementele ¢, = (1,1,1,1), €y, = (1,1, -1, —1),
es =(1,—-1,1,-1), ¢, = (1,—1,—1,1) formeaza o baza si sa gasim coordonatele elemen-

tului © = (&1, &2,&3,&4) pe aceasta baza.
Vom alcatui tabloul initial marcind elementele bazei canonice, componentele noii
baze si ale elementului  pe baza canonica
/ / / /
B\E ¢, ¢, ¢, ¢ «=x

€1 1 1 1 1 gl

e 1 1 -1 -1 & .
es 1 -1 1 -1 &
es 1 -1 -1 1 &

Cum elementul €} are componenta 1 nenuld pe e; introducem elementul e} in baza in
locul lui e; ajungand la tabloul
B\E €| ¢, ¢, ¢ «=x
el 11 1 1 &
00 =2 -2 &—-& -
es 0 =20 =2 &-&
0 =2 =20 &-&

Cum elementul e, are componenta nenula -2 pe es introducem in baza elementul e, in

€2

€4

locul lui ez ajungénd la tabloul

B\E €| ¢, ¢ ¢ =

€l 10 1 0 %51 + %53
€2 0 0 -2 =2 &—-&

b 0 1 0 1 —i5+1i4
€4 0 0 -2 2 54 - 53

Cum €, are componenta nenuld -2 pe es introducem e, in baza in locul lui e5. Obtinem
3 3 L

tabloul
B\E €| €, e €, =

e, 1 0 0 -1 16414
e; 0 0 1 1 %51 - %&
b 0 1 0 1 lg-lg
e4 0 0 0 4 &—-&E—8G+&
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Deoarece €} are componenta nenuld 4 pe e4 introducem e/ in baza in locul lui e4 obtinand

ultimul tablou

B\E ¢
e} 1
[ 0
e 0
€} 0

Deci elementele €, €}, €5, € constituie o baza pe care elementul = are componentele

Rezulta si ca inversa matricei

este

o = O O

o O = O

!
€y

0

= o O
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x
i& + igz + if?) + i§4
16— 36+ 16— 1&
o+ 36— 16— 34
i& — ifz — if:s + ifz;

1 1 1 1
Zfl + 152 + 153 + 154
1 1 1 1
151 + Zfz - Zfs - 154
1 1 1 1
Zfl - Zfz + 153 - 154
1 1 1 1
151 - 152 - 153 + 154

1 1 1 1

1 1 -1 -1

1 -1 1 —1

1 -1 -1 1

1 1 1 1

1 4 2 2

11 1 _1

1 1 1 1

1 1 1 _1

4 4 4 4

1 1 1 1

2 1 i 1

Considerand coloanele unei matrice patratice de ordinul n drept coloanele coordo-

natelor unor elemente din R™ pe baza canonica, atunci prin trecere de la baza canonica

la baza formata din aceste elemente, matricea coordonatelor bazei canonice va fi ma-

tricea inversa matricei date. Evident, in procesul de calcul putem decide daca aceasta

Inversa exista sau nu.
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Exemplul 3.1.5.2 Sa se calculeze inversa matricei

2 2 3
A=11 -10
-1 2 1

Consideram aceastd matrice ca matrice a coordonatelor elementelor €, €y, €5 din R? pe
baza canonicad ey, es, e3 a acestui spativ. Avem tabloul initial
B\E e e e3 ¢, ¢y €}
e1 1 0 0 2 2 3
) 0101 -120
es 0 01 —-12 1
Introducem elementul € in locul lui ey
B\E e e e3 € €, €}
e1 1 =20 0 4 3
el 01 0 1 -120
es o1 1 0 1 1

Introducem elementul €} in locul lui e3

/
B\E e, e e3 €} €, €

e 1 -6 -40 0 -1
¢, 02 1 1 0 1
6 01 1 0 1 1

Introducem €4 in locul lui eq

B\E e, e e € €, €
¢, 16 4 0 0 1
¢, 1 —4 -31 0 0
¢ 1 -3 =30 1 0
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si deci matricea inversa cautata este

Observatie. Referitor la penultimul tablou, vom observa ca daca matricea compo-

nentelor elementelor (€], €}, €5) pe baza (e}, €}, €}) este

001
P = 100 7(6,1’6/276‘{3) = (62376/176/2)P
010

atunci matricea componentelor elementelor (e}, €], €5) pe baza (e, €}, €;) este transpusa
P! a matricei P si vom avea PP' = P'P = I, adicd inversa matricei P este transpusa
sa P'. Se zice c& matricea P este matrice ortogonald. In acest fel din penultimul tablou

putem scoate direct inversa lui A

010 16 4 1 -4 -3
At=100 1 1 -4 -3|=|l1 -5 =3
100 1 -5 -3 16 4

Aceasta observatie poate fi folosita in programarea procedeului.

Fie sistemul linear de n ecuatii cu m necunoscute &1,&s, -+, &n

aé Faée + -+ amém = B,
a2+ ao + -+ wném = o,

anlgl + Oén2€2 +-+ anmgm - ﬁn-

Considerand coloanele coeficientilor necunoscutelor drept coloanele coordonatelor vec-
torilor ay,as,---,a, din R™ pe baza canonica, iar coloana termenilor liberi coloana

coordonatelor unui vector b din R™ pe aceeasi baza canonica, sistemul de mai sus devine
§ray + &a0 + - -+ Enay, = b,

adica sistemul este compatibil daca si numai daca subspatiul generat de ay,as,- -, am,

are aceeasi dimensiune cu subspatiul generat de ay,as, - - -, a,,,b. Ori asta inseamna ca
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sistemul este compatibil daca si numai daca matricea coeficientilor are acelasi rang cu
matricea extinsa a sistemului (teorema lui Kroniker-Capelli).

Daca m = n si elementele aq, as, - - -, a,, sunt linear independente adica matricea co-
eficientilor este nesingulara atunci si numai atunci sistemul admite solutie unica oricare
ar fi coloana termenilor liberi (teorema lui Cramer).

A rezolva sistemul de mai sus revine la a gasi componentele elementului b pe baza
formata cu elemente din a1, as,- - -, a,,. Aceasta se poate face cu procedeul de mai sus.
Acest procedeu de rezolvare a sistemelor lineare se numeste de obicei algoritmul lui
Gauss-Jordan. Necunoscutele corespunzatoare unor vectori care intra in baza se numesc

necunoscute de baza sau principale, celelalte numindu-se necunoscute secundare.

Exemplul 3.1.5.3 Sa se rezolve sistemul

I
|
w

§1— 26 + &4
36 — & — 283 =1
200 +6—25-8 = 4

§1+36 —26—28 = T.
Conform celor de mai sus avem tabloul initial

B\E al Qo as ay b
e1 1 -2 0 1 -3

€2 3 -1 -2 0 1
es3 2 1 =2 -1 4
€4 1 3 -2 =27

Introducem in baza a; in locul lui e;

B\E a1 ay a3 aq b

ax 1 -2 0 1 -3
0 5 -2 =3 10

es 0 5 -2 =3 10
0 5 -2 =3 10

€2

€4
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Introducem in bazd as in locul lui ey

B\E a; ay a3z a4 b
aq 1 0 -3 —1 1
e 0 1 =% —& 2
es3 0O 0 0 0 O
€4 0 0 O 0 0

Rezulta ca sistemul este compatibil dublu nedeterminat si are solutia generala

4 1

& o= 1+ 353 + 554
2 3
& = 2+ 353 + 554

unde &3,&4 sunt arbitrare.

3.2 Aplicatii lineare

Definitia 3.2.1 Daca V st W sunt doua spatii vectoriale peste acelasi corp K, se nu-
meste functie lineara definita pe spatiul vectorial V' cu valori in spatiul vectorial W o

functie f:V — W care satisface conditiile

e este aditiva, adicd Va,y € Vi f(x +y) = f(x) + f(y),

e cste omogend, adicd VA € K,Vx € V : f(A\x) = Af(z).

Cu alte cuvinte, o functie lineara f : V' — W este un homomorfism al lui V' in W fata
de operatiile din cele doua spatii vectoriale. Ca atare o functie lineara se mai numeste
si homomorfism de spatii vectoriale. Cum in loc de functie se mai spune si aplicatie,
o functie lineara se mai numeste si aplicatie lineara. Pentru ca o functie lineara care
face ca lui x € V si-i corespunda f(x) € W se poate interpreta ca o transformare care
tranforma pe x € V in f(x) € W, o functie lineara se mai numeste si transformare
lineara.

Daca spatiul vectorial W al valorilor functiei lineare coincide cu spatiul vectorial de
definitie V, functia lineara f : V' — V se mai numeste si endomorfism linear al spatiului

vectorial V' sau operator linear definit pe spatiul vectorial V. Daca spatiul vectorial al
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valorilor functiei lineare coincide cu corpul K, functia lineara f : V' — K se mai numeste
si forma lineara pe spatiul vectorial V.

Este evidenta

Teorema 3.2.1 Functia f : V — W este lineara daca i numai daca
Ve,y € V.VA, p € Kt f(Ax + py) = AMf(x) + pnf(y).

Exemplul 3.2.0.4 Daca P,(K) este sv al polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti
din corpul K aplicatia

d:P,(K)— P, 1(K)

cu proprietatea ca Vp(x) € P, (K), d(p(x)) = p'(x), p/(z) fiind derivata lui p(z) este o

aplicatie lineara pentru ca
(Ap(z) + pg(z))" = Ap'(2) + pd'(2).

Exemplul 3.2.0.5 Daca V',V" sunt doua subspatii vectoriale suplimentare ale spatiu-
lui V orice element x € V' se scrie in mod unic sub formax = 2’'+x" cux’ € V', 2" e V.
Aplicatia p : V — V astfel ca p(z) = x' este o aplicatie lineara, sau altfel spus, este un

endomorfism al spatiului vectorial V. numit proiectia elementului x pe V' paralel cu V.

Exemplul 3.2.0.6 Daca V' este un spatiu vectorial peste corpul K i A € K, aplicatia
o\ : V. =V cu proprietatea ca Vx € V, oX(x) = Az este un endomorfism al lui V' sau
o transformare lineara a lui V' numita omotetie de parametru \. Pentru A = —1 ea se

numeste simetrie fata de subspatiul nul.

Exemplul 3.2.0.7 Daca Cla,b] este spatiul vectorial al functiilor reale continue pe [a, b]
b
atunci aplicatia 1 : Cla,b] — R astfel ci Vo(z) € Cla,b], l(p(z)) = [@(x)dz este o

forma lineara pe Cla,b].

Exemplul 3.2.0.8 In spatiul vectorilor de pozitie in raport cu originea O consideram
aplicatia care face ca vectorului de pozitie T s-i corespundd vectorul de pozitie s,(@’) =

T —2(7 W)W aici W este un versor gi T W este produsul scalar dintre T gi u'.
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. V) . . . v A . v . ——>\ —> A
Este evident ca avem o aplicatie lineard. Gandind ca expresia (@ w' )W apare intr-un

dublu produs vectorial

putem scrie

. . — v A . = . —
adica putem scrie T ca suma intre componenta dupa u §i un vector normal pe .
Atunci
— — =\ —> — = —
Su(T)=—(Tu)uw — (' x U)X u
. . — . v v — :— o —
gi deci s,("T") are aceeagi componentd normala pe W ca i T, dar dupd W are compo-
nenta opusa. Putem spune ca endomorfismul s, este simetria fata de planul care trece

prin origine §i este normal la versorul w . Intr-un spatiu vectorial cu produs scalar vom

avea un asemenea endomorfism.

3.2.1 Proprietati ale functiilor lineare

Daca f: V — W este o aplicatie lineard avem evident f(0) =0, f(—z) = —f(x).

Teorema 3.2.2 Imaginea f(V') a unui subspatiu vectorial V' al spatiului V' prin apli-

catia lineara f :'V — W este un subspatiu al lur W.

In adevar,
fV) ={yFz eV’ ai f(z) =y}

Fie y1,y2 € f(V'), 3wy, 20 € V' ad f(w1) = 1, f(22) = 2. VAL A2 € K, My + Aoty =
Mf(x1) + Aaf(xe) = f(Ax1 + Aaxe) si cum Ay + Aoy € V' rezultd cd \jy; + Aoys €
F(V"), cetd.

In particular, daca f : V — W este lineara atunci imaginea intregului spatiu V' prin
f este un subspatiu f(V) al lui W. f(V) se numeste imaginea lui f gi se noteazd cu

Im(f).

Teorema 3.2.3 Aplicatia lineara f : V. — W este surjectiva dacd gi numai daca

Im(f) = W.
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Teorema 3.2.4 Preimaginea f~(W') a unui subspatiu al lui f(V') prin functia lineara

f:V — W este un subspatiu al lui V.
Prin definitie
W) ={zlz €V esi Jye f(V) ai f(z) =y}

Demonstratia se face ca mai sus.
In particular dacd W’ = {0}, preimaginea f~!(0) = {z|]x € V' A f(z) = 0} este
un subspatiu al lui V' care se numeste nucleul functiei lineare f i se noteaza cu Ker(f)

(dela kernel-nucleu, saimbure, eng).

Teorema 3.2.5 Aplicatia lineara f :V — W este injectiva daca si numai daca

Ker(f) = {0}.

Teorema 3.2.6 Aplicatia lineard f : V — W este bijectiva daca si numai daca Im(f) =

W si Ker(f) = {0}.

Teorema 3.2.7 Daca aplicatia lineara f : 'V — W este bijectiva atunci inversa sa

fL:W — V emista si este tot lineard.

Definitia 3.2.2 O aplicatie lineara bijectiva f : V. — W se numeste izomorfism intre
spatiul V' st W. Daca intre doud spatii vectoriale exista un izomorfism spatiile se numesc

izomorfe.

Definitia 3.2.3 Daca f:V — W, g : V — W sunt doua aplicatii lineare, se numeste
suma lor aplicatia f + g :V — W astfel caVz € V, (f + g)(x) = f(z) + g(z).

Teorema 3.2.8 Suma a doud aplicatii lineare este tot o aplicatie lineara.

Definitia 3.2.4 Daca f : V — W este o aplicatie lineara si A € K, produsul intre \ si
f este aplicatia \f : V — W astfel ca Vx € V, (A\f)(xz) = Af(x).

Teorema 3.2.9 Produsul dintre A si aplicatia lineara f : 'V — W este tot o aplicatie

lineara.
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Teorema 3.2.10 Multimea aplicatitlor lineare de la spatiul V' in spatiul W inzestrata
cu operatiile de adunare si inmultirea cu un scalar este un spatiu vectorial peste acelagi

corp i se noteaza cu Hom(V,W).

Definitia 3.2.5 Daca U,V,W sunt spatii vectoriale peste corpul K si g : V — W gi
f W — U sunt aplicatic lineare, se numeste produs al lor f o g aplicatia fog:V — U

astfel incat Vr € V, (f o g)(z) = f(g(x)).
Teorema 3.2.11 Produsul f o g a doua aplicatii lineare este tot o aplicatie lineara.
Teorema 3.2.12 Produsul aplicatitlor lineare este distributiv fata de adunarea lor.

Teorema 3.2.13 Multimea endomorfismelor spatiuluir vectorial V' inzestrata cu ope-

ratiile de adunare si produs este un inel cu unitate (endomorfismul identic).

3.2.2 Aplicatii lineare pe spatii vectoriale finit dimensionale

Definitia 3.2.6 Daca V' si W sunt spatii vectoriale peste corpul K de dimensiuni finite
si f 'V — W este o aplicatie lineara, dimensiunea subspativlui imagine se numeste
rangul aplicatiei si se noteaza rang(f) = dim(Im(f)). Dimensiunea nucleului aplicatiei

f se numeste defectul aplicatiei f i se noteaza def(f) = dim(Ker(f)).
Teorema 3.2.14 Are loc relatia def(f) + rang(f) = dim(V).

In adevir, fie r = rang(f), d = def(f) si n = dim(V). Considerdm o bazi a
lui V' astfel incat {ej,eq, -+, eq} sa fie o bazd a lui Ker(f) si {eq1, -, e} sa fie o
bazd a spatiului suplimentar lui Ker(f). Vectorii {f(e1),---, f(ea), f(€qs1), - fen)}
genereaza pe Im(f) si cum f(e1) = -+ = f(eq) = 0, rezulta ca Im(f) este generat de
vectorii {f(eqi1), - f(en)}. Acestia sunt gi linear independenti pentru c& dacid avem

combinatia lor lineara nula

Aat1f(earr) +- + Auf(en) =0

rezultd c& Agy1€qi1+ -+ A\en € Ker(f) si cum acesta n-are in comun cu suplimentul
sau decat elemenul nul rezulta Ay ; = --- = A, = 0. Relatia este demonstrata.

Avem consecintele
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Consecinta 1. Dacd aplicatia lineara f : V' — W este o bijectie atunci dim(V') =
dim(W).

Consecinta 2. Daca aplicatia lineara f : V' — W este o injectie atunci pentru orice
subspatiu V' C V avem dim(V’) = dim(f(V")).

Consecinta 3. Daca dim(V') = dim(W) pentru ca aplicatia lineard f : V' — W s3 fie
bijectie este suficient sa fie sau injectie sau surjectie.

Fie aplicatia lineara f : V. — W si fie By = (ey,€a, -+, €,) 0 bazd a lui V. Pentru

orice element x = &1e1 + &eg + -+ - + &€, din Voavem

fx) = & flex) + &af(ea) + -+ &uflen).

Deci are loc

Teorema 3.2.15 Aplicatia lineara f : V — W este cunoscutda daca si numai dacad se

cunosc valorile ei pe elementele unet baze.

Fie acum By = (f1, f2, -+, fm) 0 bazd a spatiului valorilor W. Elementele f(e;),

f(e2), -+, f(en) se descompun dupd aceastd baza

fler) = anfitanfo+ -+ amifm

flea) = ouafi +aofot - amafm

f(en) - alnfl + a2nf2 + -+ amnfm~

Prin a;; am notat coordonata lui f(e;) dupa f;. Coordonatele lui f(e;) alcdtuiesc coloana
1 a unei matrice, coordonatele lui f(ey) alcituiesc coloana 2 a acelei matrice, etc. Si

elementul y = f(z) se descompune dupa aceastd baza

y=flx)=mf+mfot+ - mfm

Inlocuind expresiile lui f(ey), f(e2),- -, f(e,) in relatia

y=f@)=mfi+nfot - nfm==EFf(er) +&flex) +-- -+ & flen)

si identificand coordonatele dupa baza By = (fi, fa, -, fm) avem

m = anéy + o+ aaé,
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e = auné + @+ -+ a0,

m = O‘mlgl + am2€2 + -+ Oémn&.n

Matricea
a1 Q2 Q1n
Qo1 Q92 Qop
A=
Om1 Qm2 " Qmp

se numeste matricea asociata aplicatiei lineare f in perechea de baze By, By .
Fie
&
&
X =

&n

coloana coordonatelor elemenului = € V' pe baza By, x = By X si

m
y=|"

Tm

coloana componentelor elementului y = f(x) € W pe baza By, y = ByY. Relatiile de

mai sus se pot scrie matricial sub forma
Y = AX.

Invers, daca consideram o aplicatie definita pe V' cu valori in W care elementului x =
By X face sa-i corespunda elementul y = By Y astfel incat Y = AX, aceasta aplicatie

este lineara. Deci am demonstrat

Teorema 3.2.16 Daca f : V — W este o aplicatie lineara, atunct intr-o pereche de
baze By, Bw 1i corespunde o matrice A de tipul dim(W) x dim(V') astfel incdt daca
X este coloana coordonatelor lut x € V' pe baza By, Y este coloana coordonatelor lui

y = f(x) pe baza Bw atunci Y = AX gi reciproc o asemenea aplicatie este lineara.
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Unui endomorfism f : V' — V intr-o baza By ii corespunde o matrice patratica de
ordinul dim(V'). Unei forme lineare [ : V' — K ii va corespunde intr-o baza By o linie
cu dim(V') elemente.

Operatiilor cu aplicatii lineare le corespund evident operatii cu matricele asociate.

Din teorema precedenta rezulta

Teorema 3.2.17 Spatiul vectorial Hom(V, W) al aplicatiilor lineare pe spatiul vectorial

n-dimensional V' in spatiul vectorial m-dimensional W are dimensiunea nm.

Exemplul 3.2.2.1 In spatiul vectorilor de pozitie dintr-un plan raportat la o baza orto-
normata dreapta (7, 7) consideram endomorfismul RO astfel ci RO(T) este rotitul

lwi @ cu unghiul 6 in jurul originii O. Cum

) = cosf i +sinf j

) = —sinf i +cosf j
rezulta ca matricea endomorfismului pe aceastd baza este

cos sin 6

—sinf cos@

Exemplul 3.2.2.2 Daca acum vom nota cu RO endomorfismul spatiului vectorilor de
pozitie astfel incdt RO(T) este rotitul lui @ cu unghiul § in jurul azei Oz, atunci este

; - . s e s
clar ca vom putea scrie matricea endomorfismului pe baza ortonormata (i , j , k)

cosf) —sinf O
A= sinf cosh 0
0 0 1

Exemplul 3.2.2.3 Fie P,, endomorfismul spatiului vectorilor de pozitie care consta in
proiectarea ortogonald a vectorului = pe planul zOy. Matricea sa pe baza ortonormatd

(?, 7), ?) este evident
1 00
A=1010

000
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Exemplul 3.2.2.4 In acelasi spatiu al vectorilor de pozitie consideram endomorfismul
Sey pentru care S, (T) este simetricul lui T fata de planul xOy. Matricea sa pe aceeasi

baza ortonormata este
1 00

A=1010
00 -1
Exemplul 3.2.2.5 In spatiul vectorilor de pozitie consideram endomorfismul s, pentru
care s,(T) este simetricul lui T fatd de planul care trece prin origine si e normal la

versorul W = a?—i—ﬂ?—l—y?, (@®+3%+~2=1). Daca @ = §?+n7+§? atunci

s.(7) = T 27T W)U =
= i +nj +Ck =2(f+Pn+Q)(ai +8) +7k)
gt dect matricea lut s, pe baza (7, 7, ?) este

1—2a® —2a8 —2avy
A=| —28a 1-28* —28y |.=1-20U"'
—2yva  —2y3 1—2?
unde I este matricea unitate de ordinul trei gt U este matricea coloana a componentelor

. —
versorulut w' .

Exemplul 3.2.2.6 In spatiul vectorilor de pozitie consideram aplicatia, evident lineara,
f(T) =W x T, unde & = o't “‘5? +’Y? este un vector dat. Daci T = 57 +

— —
nJ +Ck rezulta

75K
(@) =|a 8 5 |=TBC—m+ 7 0&=ad)+F (an—5)
& n <
st deci matricea asociata este
0 — B
Q=14 0 -«
-6 a 0
adica o matrice antisimetrica QF = —€). Se verifica imediat ca reciproc, un endomorfism

pe spatiul vectorilor de pozitie care intr-o baza ortonormata dreaptd (i, j, k) are o

matrice antisimetrica este un produs vectorial.
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" o . . e . —
Exemplul 3.2.2.7 Am vazut ca prin rotirea vectorului = in jurul axei de versor u

cu unghiul o se obtine vectorul
R(W,p;7)= (W)W + (U X T) X Ucosp+ u X T sing.
seris prin explicitarea dublului produs vectorial
R(W,p; )= (W)W +[7 —(W7T)W]cosp+ U x T sinp.
Aceasta este evident o aplicatie lineard a carei matrice este
AU, ) =UU"+ (I —UU") cosp + Qsinp

. — .
unde U este coloana coordonatelor versorului u st

0 — B
Q=+ 0 -a
-6 a 0

Se wverifica usor ca A(U,—p) = AU, )" si ca A(U,p)A(U, )t = I, adicd matricea

asociata este ortogonala.

Exemplul 3.2.2.8 In spatiul P,(R) al polinoamelor de grad cel mult n cu coeficienti

reali, consideram endomorfismul D pentru care D(p(X)) = p/(X). Pe baza
(1, X, X2, X"

acest endomorfism are matricea

010 0 0

0 0 2 00

000 00
A—

00O 0 n!
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3.2.3 Schimbarea matricei unui endomorfism la schimbarea bazei

Fie V spatiu vectorial peste corpul K, dim(V) =nsi f : V — V un endomorfism
al sau. Intr-o baza By endomorfismului ii corespunde o matrice asociata A astfel incat
daci x = By X siy = f(z) = ByY atunci Y = AX. Trecem de la baza veche By la baza
noud By, prin matricea de trecere S : B{, = By S. Trecerea de la baza Bj, la baza By
se face cu matricea T'= S~! : By = B{,T. In noua bazi endomorfismului ii corespunde
matricea asociatd A’ astfel cd dacd © = B{, X' i y = f(z) = B/ Y’ atunci Y’ = A’X'.
Tinand cont ca X = SX', Y = SY’ relatia Y = AX devine SY' = ASX’, de unde
Y'=TASX'. Concludem ca

A =TAS.

Teorema 3.2.18 Daca in baza By endomorfismului f i corespunde matricea A si se

trece la baza B{, = By S in noua baza endomorfismului i corespunde matricea A" = T AS,

T=5"

Se spune ca matricea unui endomorfism se schimba odata covariant si odata con-

travariant la schimbarea bazelor.

Definitia 3.2.7 Doua matrice A, A’ se numesc asemenea daca A" = T AS unde S este

o matrice nesingulard si T = S~*.

Cu aceasta definitie putem spune ca unui endomorfism ii corespund matrice asemenea

in baze diferite.

3.2.4 Diagonalizarea matricei asociate unui endomorfism.

Deoarece o matrice diagonala are o forma simpla se pune problema daca exista o

/

baza (€}, €, -, e)) a spatiului vectorial V' peste corpul K astfel incat endomorfismul

f:V — V sa aiba asociata in aceasta baza o matrice diagonala

A1 O 0
0 N 0
0 0
0 0 A
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Daca ar exista o asemenea baza am avea

fler) = e
fles) = Xoeh
f(G;L) An€

Suntem condusi la urmatoarea

Definitia 3.2.8 Un vector nenul x € V' se numeste vector propriu al endomorfismului

f:V =V corespunzator valorii proprii X € K daca are loc relatia f(x) = Ax.

Exemplul 3.2.4.1 In spatiul vectorilor de pozitie consideram endomorfismul s, pentru
care s,(T) este simetricul lui T fatd de planul care trece prin origine si e normal la

—>
versorul u

WlT) =T - 2ATT)T.

— — . g — — . — — .
Avem s, (W) = = gi daca " este ortogonal pe W atunci avem s,(v') = . Deci
u’ este vector propriu corespunzator valorii proprit A = —1, tar v este vector propriu

corespunzator valorii propric A = 1.

Dupa definitia de mai sus, matricea unui endomorfism are forma diagonala daca si
numai daca exista o baza formata din vectori proprii. Atunci pe diagonala apar valorile
proprii.

Evident notiunea de vector propriu este strans legata de notiunea de subspatiu in-

variant:

Definitia 3.2.9 Un subspatiu V' al spatiului vectorial V' se numeste subspatiu invariant

fata de endomorfismul f :' V — V daca oricare ar fiz € V' = f(x) € V.

Daca consideram rotatia vectorilor de pozitie cu un unghi 6 in jurul axei Oz atunci
subspatiul vectorilor de pozitie ai punctelor de pe axa Oz este un subspatiu invariant;
la fel, subspatiul vectorilor de pozitie ai punctelor din planul zOy este un subspatiu

invariant.
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Este evident ca daca subspatiul V' este invariant fata de endomorfismul bijectiv f

atunci el este invariant si fatd de endomorfismul invers f~!.

Fie By = (e1,€a,- -+, €,) 0 bazd oarecare a spatiului vectorial V si fie
Q11 Qi o Qg
Qg1 Qg -+ Qogp
A=
Qp1 Qp2 - Qpp

matricea asociata endomorfismului pe aceastda baza. Daca x = By X si ¢ # 0 este un

vector propriu corespunzator unei valori proprii A € K trebuie sa avem
AX = )\X

sau

(A= A)X =0

sau dezvoltat

(a1 = AN)& +apb+--+ané = 0

anéi + (e — A&+ +awé, = 0

anlgl + an2€2 + -+ (ann - /\>§n = 0

Acesta este un sistem linear omogen de n ecuatii cu n necunoscute. Cum el trebuie sa
aiba o solutie nebanala este necesar ca determinantul coeficientilor necunoscutelor sa fie

nul. Acest determinant este un polinom de gradul n in A

ap — A o e O

« Qog — A -+ Qg
PO =det(A—XI)=| - ?

(0751 (07°9)] s Oy — >\

Definitia 3.2.10 Polinomul P(\) = det(A — AI) se numeste polinomul caracteristic al

matrices A.

Definitia 3.2.11 Numim minor diagonal al unei matrice A un minor care are pe dia-

gonala sa principala numai elemente de pe diagonala principala a matricei A.
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Observam ca se poate scrie
P\ = (=1)"[\" — SN A2 — (=1)"6,]

unde ¢; este suma minorilor diagonali de ordinul ¢ :

61 = (111+Oé22+"‘+(1/nn

11 012 11 013 On—1n—1 On—1n
by = + RIEERI

Qg1 Qg2 Q31 Q33 Opn—1 Qnon
O, = det(A)

Definitia 3.2.12 Numarul 61 = aq1 + aos + -+ + @y, Se numeste urma matricei A §i

se noteaza Tr(A) (de la trace-urma, eng.,fr.) sau Sp(A) (de la spur-urma, germ.).
Teorema 3.2.19 Doua matrice asemenea au acelasi polinom caracteristic.

In adevar, daca A’ este asemenea cu A atunci A” = T'AS si polinomul sdu caracteristic

este

P'(\) = det(A' — \) = det(TAS — \TIS) =
= det[T(A— AI)S] = det(A — \I) = P()\)

Deci are sens

Definitia 3.2.13 Polinomul caracteristic al matricei asociate endomorfismului intr-o

baza se numeste polinomul caracteristic al endomorfismulus.

Coeficientii polinomului caracteristic sunt invarianti ai endomorfismului (nu se schim-
ba la schimbarea bazei).

Cu aceasta putem enunta

Teorema 3.2.20 Numarul A este valoare proprie a unui endomorfism numai daca este

radacind a polinomului caracteristic al endomorfismulua.

Observam ca daca K = R, o radacina complexa a polinomului caracteristic nu este

valoare proprie a endomorfismului.
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Definitia 3.2.14 Multimea radacinilor polinomului caracteristic al unei matrice, fiecare

radacina considerata de atdtea ori cit este multiplicitatea e, constituie spectrul matrices.

Teorema 3.2.21 Vectorii proprii corespunzatori unei valori proprii a unui endomor-
fism impreuna cu vectorul nul alcatutesc un subspatiu vectorial a carui dimensiune este

cel mult multiplicitatea valorii proprii ca radacina a polinomului caracteristic.

Daca \q este o valoare proprie a endomorfismului f, vectorii proprii corespunzatori lui

Ao Impreuna cu vectorul nul alcatuiesc nucleul lui f — A\gi, unde ¢ este aplicatia identica,

deci formeaza un subspatiu. Daca acest subspatiu are o baza (eq, e, - - -, € ), completdm
aceasta pand la o baza (e1,ea, -+, €, €xi1,- -, €n). Pe aceastd bazd endomorfismul are
matricea

A 0 - 0 aipn Tt Qap

0 Ao 0 a1 o0 an

0 0

0 0 Ao Qg1 Qg

0 0 - 0 Qrirk+1 ~°° OQktin

0 0 - 0 Qupn e Qm

si deci polinomul caracteristic este P(A\) = (Mg — A\)*Q()). Daci myg este multiplicitatea

lui \g ca radacina a polinomului caracteristic rezulta k& < my.

Definitia 3.2.15 Subspatiul vectorilor proprii corespunzatori unei valori proprii se nu-

megte subspatiul propriu corespunzator valorii proprii.

Definitia 3.2.16 Multiplicitatea unei valori proprii ca radacing a polinomului carac-
teristic al unui endomorfism se numeste multiplicitatea algebrica a valorit proprii, iar
dimensiunea subspatiului propriu corespunzator valorii proprii se numeste multiplicitatea

geometrica a valorii proprii.
Cu aceasta definitie, putem enunta altfel teorema precedenta:

Teorema 3.2.22 Multiplicitatea geometrica a unei valori proprii este cel mult egala cu

multiplicitatea sa algebrica.
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Consecinta 1. Unei valori proprii, radacina simpla a polinomului caracteristic, i

corespunde un subspatiu propriu unidimensional.

Teorema 3.2.23 Vectorii proprii corespunzatori unor valori proprii diferite sunt linear

independent.

Demonstram prin inductie completa. Evident un singur vector propriu este lin-

ear independent fiind nenul. Presupunem proprietatea adevarata pentru £ — 1 vectori

proprii corespunzatori unor valori proprii diferite. Fie k vectori proprii xy,xo, -, Ty
corespunzatori valorilor proprii distincte Ay, Ag, - -+, Ax. Fie o combinatie lineara nula a
lor

a1 + Qo + - - - + gz = 0.

Aplicand endomorfismul putem scrie
a1\ X1 + gy + - - + ap Ay = 0.
Inmultim relatia precedenta cu A\ si o scadem din ultima
a1(A1 — Mgz + ao(Ae — Ag)xe + -+ + a1 (A1 — Ax)zp—1 = 0.

In virtutea ipotezei x1,xs,---,xr_1 sunt linear independenti si rezulta a; = as =
corag_1=0.Inplussi ap =0, c. c. t. d.

Consecinta 2. Daca endomorfismul f : V' — V are dim(V') valori proprii distincte
exista o baza in care matricea endomorfismului are forma diagonala.

Pentru cazul general avem

Teorema 3.2.24 Pentru endomorfismul f : V. — V exista o bazd in care matricea
endomorfismului are forma diagonala daca §i numai daca toate radacinile polinomului
caracteristic sunt valort proprii §i multiplicitatea geometrica a fiecarei valori proprii

coincide cu multiplicitatea sa algebrica.

Conditia este necesarad. In adevar, daca exista o baza (e}, €5, - - -, €], ) in care matricea

’rn
endomorfismului are forma diagonala cu primele m; elemente de pe diagonala egale cu
A1, urmatoarele my egale cu Aq, s.a.m.d., ultimele my egale cu Ag, atunci polinomul
caracteristic este

P(X) = (A =A™ (g = 2™ - (e =A™
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adica toate radacinile polinomului caracteristic sunt din corpul K si au multiplicitatile

mi, Ma, -+, my. Avem

fe) = A€y, flez) = Aieh, -+, flen,) = Men,

adica subspatiul propriu V' corespunzitor lui A; contine vectorii €] ey, -+, e, si deci
are dimensiunea dim(V]) > m;. Cum dim(V/) < my rezulta dim(V]) = m,etc.
Conditia este suficienta. Fie Ai, Ao, - -+, \x toate radacinile polinomului caracteristic
cu multiplicitatile my, ma, - - -, my, valori proprii. Avem my +ms+ -+ - +my = dim(V') =
n. Subspatiile proprii V{, V5, .-, V) corespunzatoare valorilor proprii A, Ag,- -, \x au
dimensiunile my, mg, - - -, my. Alegem vectorii proprii €/, €5, - - - , e}, astfel incat primii m,
vectori proprii sa alcatuiasca o baza a lui V/, urmatorii ms vectori proprii sa alcatuiasca
o baza a lui VJ, etc. S& aratam cad acesti n vectori sunt linear independenti. Daca am

avea o combinatie lineara a lor nula
/ / /
o€} + agey + -+ ane, = 0,

notand cu x; suma primilor m; termeni, cu x5 suma urmatorilor ms termeni, etc vom

avea

T+ 22+ +x =0,

adica avem o combinatie lineara nula de vectori proprii corespunzatori unor valori pro-
prii distincte. Deci 1y = 29 = -+ = 2, = 0gide aici gy = ay = -+ = a,, = 0,
adicd cei n vectori €], €h,- -+, el linear independenti formeaza o baza. Pe aceastd baza
endomorfismul are o matrice diagonala cu primele m; elemente de pe diagonala egale

cu A, urmatoarele mso egale cu Ao, g.a.m.d., ultimele my egale cu .

Exemplul 3.2.4.2 Fie V' un spatiu vectorial real bidimensional cu baza B = (ey, e2).

Un endomorfism al lui V' are in aceasta baza matricea

A:

Polinomul caracteristic este evident P(\) = (1 — X)? gi deci avem wvaloarea proprie

A =1 cu multiplicitatea algebrica 2. Sistemul care da vectorii proprii corespunzatori
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x = &re1 + &req este

Vectorii proprii corespunzatori valoris propric A = 1 sunt x = &1eq, deci multiplicitatea
J
geometrica este 1 gi ca atare nu exista o baza in care endomorfismul are o matrice

diagonala.

Exemplul 3.2.4.3 In spatiul vectorial real V' bidimensional consideram endomorfismul

care pe baza (e1, e3) are matricea

A—
5 4
Polinomul caracteristic este
1—X 2 )
p(A) = =\ —b\—6

5 4— X
cu radacinile \; = 6 gi Ay = —1. Vectorii proprii corespunzatori lui A\; = 6 sunt dati de
sistemul

-5 425 = 0

56 —2&% = 0.

Se vede ca subspatiul propriu este unidimensional si se poate lua €| = 2e; —5es. Vectorii

proprii corespunzatori lui A\s = —1 sunt dati de sistemul
260+25 = 0
261 +0&% = 0

adica formeaza tot un spatiu unidimensional si se poate lua €, = e; — e5. In baza (€], €})

matricea endomorfismului este
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Matricea de trecere de la baza (ej, e2) la baza (€], €}) este

2 1
S =
5 —1
Cum
1 / 5 /
e = ?61 + ?62
1, 2,
matricea inversa este
11
r_ |77
5 _2
7 7
Se verificd imediat relatia A" = T'AS.
In acest exemplu vom observa ca
A2 1 2 1 2 11 10
5 4 5 4 25 26

"Inlocuind” in p(A) in loc de A matricea A avem

, 11 10 1 2 10 00
p(A) = A2 — 54 — 6] = —5 —6 =
25 26 5 4 0 1 00

Vedem ca matricea A este "radacind” a polinomului sdu caracteristic. Acest lucru are

loc in cazul general:

Teorema 3.2.25 (teorema lui Cayley-Hamilton) Orice matrice patratica este "radacing”

a polinomului sau caracteristic.
Polinomul caracteristic este p(\) = (—1)"¢g(\) unde
qA) =det( A — A) = A" + o A" F oA 2 o A .

Notam cu B matricea asociata lui Al — A, adica matricea complementilor algebrici ai

transpusei lui Al — A. Deci vom avea

(M — A)B = g(\)I.
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Dar B se poate ordona dupa puterile crescatoare ale lui A
B=DBy+AB;+NBy+ -+ X"'B,_,.

Inlocuind
(M — A)(Bo+ AB; + ANBy+ -+ )\"*an_l) =

= (A" oA N A ap)]

si identificAnd coeficientii puterilor lui A in ordine descrescatoare avem

B, 2s—AB,1 = ol

B, 3—AB, 5 = ayl

BI_ABQ = Oén_QI
BO—ABl = ()én,1]

—ABO = anI.

Inmul{ind aceste egalitéti la stanga cu A", A", ... A, I i adunandu-le obtinem q(A) =

0.

Exemplul 3.2.4.4 In spatiul vectorial real V cu dim(V) = 3 in baza B = (ey, ez, e3)
se considera endomorfismul f care face ca lui x = &1e1 + Eeq + E3es sa-i corespunda

Y= f(ﬂf) = n1e1 + N2e2 + M3e3 unde

o= &
Matricea lui f pe baza data este

0 01
A=1010
1 00
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Polinomul caracteristic este P(\) = —(A — 1)?(X\ + 1). Deci valorile proprii sunt —1,1

cu multiplicitatile algebrice 1 respectiv 2. Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii

A = —1 sunt dati de ecuatia
1 01 &
020 & | =0,
101 &

de unde
&G &6 &t

-2 0 2 =2
adica vectorii proprii sunt de forma x = t(e; — e3),t € R. Fi formeaza asa cum stiam

din teorie un subspatiu unidimensional.

Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A = 1 sunt dati de ecuatia

~1 0 1 &
0 00 & | =0
1 0 -1 &

care se reduce la singura ecuatie scalara

51_53:0'

Vectorii proprii sunt z = &3(e; + e3) + &0, 82,3 € R. Ei formeazd un subspatiu de
dimensiune 2. Rezulta ca exista o baza formata din vectori proprii in care endomorfismul

are matricea diagonala

-1 0 0
A=[l0 10
0 01
Vectorii noii baze sunt
ef = e —es3
e, = e +es
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Vechea baza in functie de noua baza este

1 / 1 /
e = 561—1-562
ey = A
1, 1,
€3 = —§€1+§€2
Matricile de trecere sunt
1 10
S=10 01
-1 10
respectiv
1 1
3 0 —3
_ 1 1
=130 3
010
Se verifica relatia A’ = T'AS.
In noua bazd endomorfismul se scrie
mo= -
e = &
s = &

de unde se vede c& endomorfismul este o simetrie fatd de planul vectorilor e, 5.

Vom demonstra acum

Teorema 3.2.26 Orice endomorfism al unui spatiu vectorial real are cel putin un sub-

spatiu invariant unidimensional sau bidimensional.

Daca polinomul caracteristic, polinom cu coeficienti reali, are o radacina reala atunci
endomorfismul are un vector propriu si deci un subspatiu unidimensional invariant. Daca

polinomul caracteristic are o radacina complexa A = a+if atunci sistemul linear omogen
(A—(a+1i8) )X =0

are o solutie nebanala X in general complexa care se poate scrie X = U + ¢V unde U, V'

sunt coloane reale. Vom avea deci

AU +iV) = (a+iB)((U + V).
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Separand partile reale si imaginare avem

AU = oU— BV
AV = pU +aV.

Daca notam cu u, v vectorii ale caror coloane sunt U, V' avem

flu) = au—pv
flv) = Pu+ aw.

De aici rezulta ca subspatiul generat de u, v este invariant fata de f. In adevar pentru

orice 7,6 € R avem
fyu+6v) = v(oau — Bv) + 6(Bu + aw) = (ya+ 66)u + (=6 + ba)v.

Ramane de aratat ca vectorii u, v sunt linear independenti. Presupunem contrariul si ca
v # 0. Atunci u = yv, deci U = vV §i U +iV = (v + ) V. Sistemul fiind omogen trebuie
ca si V sa fie solutie AV = aV +18V. Deci 8V = 0 adica # = 0 contradictie cu ipoteza
cd a+ 10 este radacind complexa. Daca v = 0 atunci u # 0 si AU = aU + iU si iar se

obtine contradictie.

3.3 Forme lineare, forme bilineare, forme patratice

3.3.1 Forme lineare

Reamintim ca o forma lineara pe spatiul vectorial V' peste corpul K este o aplicatie
lineard [ : V' — K, deci care face ca fiecarui € V sa&-i corespunda numarul [(z) € K

astfel cad VA, p € K,Vz,y € V, l(Azx + py) = N(x) + pl(y).

Definitia 3.3.1 Multimea formelor lineare pe spatiul vectorial V' peste corpul K inzes-
trata cu operatiile obisnuite de adunare g1 inmultire cu numere constituie un spatiu
vectorial peste acelasi corp K si se numeste spatiul dual sau conjugat al lui V. El se

noteaza cu V*.

Teorema 3.3.1 Spatiul dual V* al unui spatiu vectorial V' finit dimensional are aceeasi

dimensiune ca §i V.
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In adevar dacd in spatiul V' in baza B = (e, e, -, e€,) introducem cele n forme

lineare care iau valori egale cu coordonatele vectorului, adica

Liz) = L(&er+E&er+ - +E&en) =&,

lg({l)) l2(§161 + 5262 + -+ fnen> = 527

ln(m) = ln<§1€1 + 6262 + -+ gnen) = é-n
Aceste forme sunt evident linear independente si o forma oarecare pe V' se scrie
l(z) =l(z)l(er) + la(z)l(e2) + - - - + ln(z)l(en),

adica cele n forme constituie o baza B* in V* si elementele liniei asociate unei forme pe

baza B sunt coordonatele formei lineare pe baza B*.
Definitia 3.3.2 Baza B* se numeste baza duala a lui B.

Fie V' un spatiu vectorial peste corpul K, dim(V) =n i o bazd B = (e, ez, -, €,)
alui V. Daca x = ey + &es+ -+ &pey, = BX sil 0 V — K este o forma lineara,
atunci I(z) = &l(er) + El(er) + -+ - + &ul(en). Rezultd

Teorema 3.3.2 O forma linearda pe un spatiu finit dimensional este cunoscutd daca §i

numai daca se cunosc valorile sale pe elementele unei baze.

Fie Ay = l(e1), Ao = l(e2), -, A\n = l(en) 51 L = (A, Ay, -+, \y). Atunci expresia

formei lineare este
l(l’) :>\1§1+>\2§2++/\n§n: (>\1,)\2,,>\n> :LX

Rezulta

Teorema 3.3.3 Unei forme lineare | pe un spatiu vectorial finit dimensional pe o baza
data % corespunde o linie L astfel ca daca X este coloana coordonatelor lui x pe acea

baza, atunci l(x) = LX; reciproc o asemenea functie este o forma lineara.
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Observatie. Daca corpul K este corpul complex C atunci se poate defini o forma
lineara de speta a doua pe spatiul vectorial complex V' ca fiind o aplicatie [ : V — C
astfel incat Y\, u € C,Va,y € V, avem [(A\z + py) = M(x) + 7l(y). In acest caz formele
lineare definite mai sus se numesc forme lineare de speta intdia. Teorema 3.3.3 devine

in cazul formelor lineare de speta doua

Teorema 3.3.4 Unei forme lineare de speta a doua | pe un spatiu vectorial complex
finit dimensional pe o baza data i1 corespunde o linie L cu elemente din C astfel ca
daci X este coloana coordonatelor lui x pe acea bazd atunci l(z) = LX si reciproc, o
asemenea functie este o formd lineard de speta a doua. X este coloana conjugatelor

coordonatelor lui x.

Sa presupunem cé trecem de la baza veche B la baza nousd B’ cu ajutorul matricei de
trecere S, B’ = BS. Atunci in noua baza lui z ii corespunde coloana coordonatelor X’
astfel cd X = SX'. Avem [(z) = LSX'. Deci in baza noud formei lineare ii corespunde

linia L' = LS, relatie asemanatoare relatiei B' = BS.

Teorema 3.3.5 Daca in spatiul V' se trece de la baza B la baza B’ cu matricea de

trecere S, B' = BS, atunci de la linia L a formeil se trece la linia L' = LS.
Se zice ca linia formei lineare se schimba covariant la schimbarea bazelor.

Teorema 3.3.6 O submultime V' a unui spatiu vectorial V este un hiperplan daca si

numai dacd ea este nucleul unei forme lineare pe V' diferita de forma nula.

Daca V' este un hiperplan, atunci exista ca supliment o dreapta vectoriald V. Ori-
carearfiz e Vavemz =2 +2" cua’ € V' si2” € V”. Fie e € V" un vector nenul
gi forma lineard " pe V" astfel incat {”(e) = 1. Definim forma [ : V' — K astfel incat

Ve eV, l(x) =1"(z"). Avem
(z)=0&2"=0&2zeV

adica V' este nucleul formei .
Fieacum [ : V — K o forma lineard nenula si fie V'’ nucleul sdu. [ fiind nenula exista

e € V astfel cd I(e) = 1. Fie V" dreapta vectoriald generatd de e. Avem V' NV" = {0}.
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Dacaz € Vsil(z) =Anotdm 2" = e € V' gi2’ = x—2". Avem I(2') = l(z) —I(Ne) =
A—A=0,deci '’ € V. Rezulta V =V’ @ V" adica V' este hiperplan.
Rezulta

Teorema 3.3.7 Un hiperplan vectorial intr-un spatiu n-dimensional este multimea vec-

torilor ale caror coordonate intr-o baza verifica o ecuatie de forma
A€+ Ao+ -+ A& =0

cu cel putin un \; nenul.

Teorema 3.3.8 Doua forme lineare pe V' diferite de forma nula au acelasi nucleu daca

gt numai daca sunt proportionale (linear dependente).

In adevér, daca formele lineare [, [y au acelasi nucleu V', fie V" suplimentul lui V'

si un vector e # 0 din V”. Orice vector x € V se scrie x = 2/ 4+ ve. Avem [;(z) = viy(e),

l2(e)
li(e)

cele doua forme sunt proportionale, ele au acelasi nucleu.

lo(z) = viy(e). Punand a = rezultd lo(x) = aly(x), adicd Iy = aly. Reciproc daca

Consecinta 1. Ecuatiile

A&+ X+ -+ N = 0

i+ pobo + o+ ppén = 0

reprezintd acelasgi hiperplan vectorial dacd si numai dacd (cu conventia fractiilor cu

numitor nul)
Al
M1 M2

A M
fin

Teoremele de mai sus se generalizeaza in mod evident

Teorema 3.3.9 Daca V' este un ssv de dimensiune p in sv'V de dimensiune n atunci

exista n-p forme lineare ly,ly, - - -1,,—, astfel ca
reV e lhx)=h@x)==lpx)=0

g1 orice forma care se anuleaza pe V' este combinatie lineara a celor n-p forme.
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Teorema 3.3.10 Daca l,1;,1ly,---,1; sunt forme lineare pe sv 'V astfel ca din q relatii
Li(z) =0, la(x) =0, -+, ly(x) = 0 rezultd [(x) = 0 atunci | este combinatie lineard a

formelor 1y, 1y, - - -, 1y, adica exista A1, Mg, -+, Ay astfel cal = Aly + M\l + -+ Ngly.

Aceasta teorema are multe aplicatii in analiza, calcul variational si mecanica unde

numerele A\j, Ag, - -+, Ay se numesc de obicei multiplicatorii lui Lagrange .

3.3.2 Forme bilineare

Definitia 3.3.3 Se numeste forma bilineara pe spatiul vectorial V' peste corpul K o

aplicatie b : V x V' — K lineara in raport cu fiecare din argumentele ei, adica
e este lineara in raport cu primul argument:

vxmeay eV: b(ml + :U??y) = b(xby) + 5(532,9)7
VA e K,\Vz,y € V : b(Az,y) = \b(z,y);

e este lineara in raport cu al doilea argument:

Va, y1,y2 € Vi b(,y +y2) = b(z,y1) + b(2,90),
Vp € K,\Vz,y € Vi b(z, puy) = pb(z,y).
Daca spatiul vectorial V' este n-dimensional gi B = (e, e, -, ¢e,) este o bazi a sa,

considerand vectorii
n n
T = E &i€i,y = § n€;
i=1 j=1

valoarea formei bilineare este

n n

b(z,y) = b(z e, anej) = Z mejb(ei, ej)

i=1 j=1

Deci are loc

Teorema 3.3.11 O forma bilineara b pe spatiul n-dimensional V' este cunoscutda daca
gi numai dacd se cunosc valorile sale pe perechile de vectori ai unei baze b(e;,e;), i =

1727"'7n7.j:1727"'7n'
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Notand «;; = b(e;, e;) avem matricea

Q11 Q12 -+ Qp

Qo1 Qiag -+ Qop
A=

Qp1 Qp2 -+ Opp

Introducand si coloanele coordonatelor elementelor z,y valoarea formei bilineare este

Q11 Q12 - Ogp m
Qg1 Qg -+ Qigp P

b((E,y) - <€17§27'“7§n) :XtAY
Qn1 Op2 - Qpp M

Avem teorema

Teorema 3.3.12 Unei forme bilineare pe un spativ n-dimensional intr-o baza a spatiu-
lui 71 corespunde o matrice patratica A de ordinul n astfel ca daca X,Y sunt coloanele
coordonatelor elementelor x,y pe bazad, valoarea formei bilineare este b(x,y) = X'AY.
Reciproc, orice aplicatie b : V x V. — K data printr-o asemenea expresie este o forma

bilineara.
Rezulta imediat

Teorema 3.3.13 Daca in spatiul V' se trece de la baza B la baza B’ cu matricea de
trecere S, B' = BS, daca in baza B formei bilineare ii corespunde matricea A, in baza

B’ #i corespunde matricea A = S*AS.

Se zice ca matricea unei forme bilineare se schimba dublu covariant la schimbarea

bazelor.

Definitia 3.3.4 O forma bilineara b : V x V. — K se numeste simetrica daca Vx,y €

Vib(x,y) = by, x).

Teorema 3.3.14 Unei forme bilineare simetrice pe un spatiu vectorial n-dimensional i

corespunde in orice baza o matrice simetrica.
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Observatie. In cazul spatiilor vectoriale V' complexe, K = C, se definesc formele
bilineare hermitice, sau pe scurt hermitice, ca fiind aplicatiile b : V' x V — C lineare de
speta intaia in primul argument si lineare de speta a doua in al doilea argument, adica
au loc relatiile

Yy, o,y €V i b(x1 + 2o, y) = b(21,y) + b(xa,y),

VA e C,Vx,y € V :b(A\x,y) = \b(z,y);

Vo, y1,y2 € Vi b(z,y1 + y2) = b(@, y1) + b(z, 32),

Vu e C,Vr,y € V : b(z, py) = mb(x, y).

Teorema 7?7 devine

Teorema 3.3.15 Unei forme bilineare hermitice pe un spatiu n-dimensional complex
intr-o baza a spatiului % corespunde o matrice patratica A de ordinul n astfel ca daca
X, Y sunt coloanele coordonatelor elementelor x,y pe bazd valoarea formei bilineare este
b(z,y) = X'AY. Reciproc, orice aplicatie b : V x V — K datd printr-o asemenea

expresie este o forma bilinearda hermitica.
Teorema 3.3.13 devine

Teorema 3.3.16 Daca in spatiul complex V' se trece de la baza B la baza B' cu matricea
de trecere S, B' = BS, daca in baza B formei bilineare i corespunde matricea A, in

baza B' 1i corespunde matricea A" = S AS.
Definitia 3.3.4 devine

Definitia 3.3.5 O forma bilineara hermitica b : V xV — K se numeste simetrica daca

Yo,y € V1 b(z,y) = by, z).
Teorema 3.3.14 devine

Teorema 3.3.17 Unei forme bilineare hermitice simetrice pe un spatiu vectorial com-
plex n-dimensional i corespunde in orice baza o matrice hermitic-simetrica, adica o

matrice A astfel incdt A= A
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3.3.3 Forme patratice

Definitia 3.3.6 Se numeste forma patratica pe spatiul vectorial V' peste corpul K o
aplicatie p : V- — K cu proprietatea ca exista o forma bilineara simetrica b pe V' astfel
incit Vo € V @ p(x) = b(x,z). Forma bilineard b se numeste forma polarda sau forma

bilineara asociata formei patratice.

Daca corpul K are caracteristica diferita de 2, adica 1+1 # 0, atunci se vede imediat

Ve,y € V2 b(wy) = 5l + ) — pla) — p(y)

si deci corespondenta intre formele patratice si formele bilineare simetrice pe V' este

biunivoca.

Definitia 3.3.7 Matricea formei patratice pe un spativ n-dimensional intr-o baza data

este matricea formei polare pe acea baza.

Daci A este matricea formei pétratice, valoarea formei pitratice este p(z) = X*AX.
Matricea formei patratice se schimb& ca si matricea formei polare A’ = S*AS.

Practic, expresia formei polare se obtine din expresia formei patratice prin asa zisa

dedublare:

e termenul de forma «;;(&;)? se scrie ca a;&;€; care prin dedublare devine a;;m;;

e termenul de forma ;&€ se scrietay; (6 + &&;) care prin dedublare devine

30 (&g + i)

Teorema 3.3.18 Daca p : V — K este o forma patratica pe spatiul n-dimensional V
peste corpul K de caracteristica diferita de doi atunct exista cel putin o baza in care

matricea formei patratice sa fie diagonala.

De obicei daca o forma patratica are matricea diagonala se zice ca ea este sub forma
redusa sau sub forma canonica.
Vom demonstra teorema prin inductie matematica in raport cu n = dim(V'). Pentru

n = 1 teorema este evidenta. Presupunem teorema adevarata pentru spatii vectoriale
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cu dimensiunea n — 1 gi vom arata ca ea este adevarata si pentru spatiul cu dimensiunea

n. S& presupunem cd in baza B = (e, es,- - -, €,) forma pétraticd are expresia

p(.%') = 0511(51)2 + a22(£2)2 +---+ ann(&n)Q + 2@126162 + - 2anfl,n£n71§n-

Daca nu exista nici o coordonata care sa intre prin patratul sau, trebuie sa existe cel

putin un coeficient «;j, i # j nenul. Atunci tindnd cont ca

C(E+EY (8-
(59 (55

facem schimbarea de coordonate

g - &
& = &
g = 528
g = &

aceasta fiind o veritabila schimbare de coordonate pentru ca este inversabila

G = §
& = &+
& = &-§
& = &
altfel spus, se trece de la baza B la baza B’ = (€}, €}, -+, ¢€,,), unde
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/
€, = € TE¢€
!/ -
€] = € —¢€;
/
€, — €n

In aceasta noud baza sigur o/, # 0. Dupa o asemenea schimbare de coordonate si deci de
baza putem presupune, dupa o eventuala renumerotare, ca aq; # 0. In aceasta situatie
in toti termenii expresiei formei patratice care contin coordonata &; dam factor eventual

fortat pe a—il Forma péatratics se scrie

1 . -
p(z) = P (016 + 201002616 + -+ - + 2an101,616] + termeni fara &
11

Din termenii din paranteza formam un patrat perfect

1 N v v
p(z) = o 1€ + ol + -+ + alnfn]2 +termeni  fara &.
11

Daca facem schimbarea de coordonate

& = ané+apé+ -+ aé,

& = &

f;z = gn
forma patratica se scrie
p(z) = o, (&) + forma patratica pe V.

Aici V,,_; este spatiul vectorial generat de vectorii €, - - -, e},. In baza ipotezei de inductie

existd o baza e, el -+, el in care forma patratica se scrie sub forma
( )_ //( //)2_|_ //( //)2_|__‘_+ " (6”)2
P(r) = aq(Q1 Q92S2 X \Sn) -

Vom observa ca demonstratia furnizeaza o metoda de reducere a unei forme patratice

la forma canonica, metoda numita metoda lui Gauss.
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Exemplul 3.3.3.1 Sa se reduca la forma canonica forma patratica definita pe un spatiu

vectorial tridimensional gi care intr-o baza B = (ey, ez, €3) are expresia
p(z) = &§ — 2616 + & + 4618 + 465,

Matricea formei patratice pe aceasta baza este

1 -1 2
A= =11 0
2 0 4

Pentru ca exista patratul coordonatei &;, din termenii care contin pe & formam un

patrat perfect:

p(z) = (& — & +26)° — & — 48 + 4686 + & + 46

sau notand &) = & — & + 23 scriem

pla) = &7 + 468,

Ne mai existand patratul unei coordonate vom scrie

p() =+ (& + &) — (& — &)

sau notand

& = &L+&
le), = &—&
vom scrie
pla) = &7 + &' — &
Matricea formei patratice in noua baza pe care trebuie s-o determinam este
1 00

A=1010
00 —1
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Cum avem relatia X' = T'X rezultd cad matricea de trecere de la baza noua B’ =

(€], €5, €4) la baza veche este

1 -1 2
=101 1
01 -1

Cum putem explicita vechile coordonate in functie de noile coordonate

1 3
&L o= & - §§§+ §§§

1 1
§ = 5& + 55&

1 1
& = 55& - §5§

si X = SX', matricea de trecere de la vechea baza la noua baza este

1 3
1 =5 3
_ 1 1
S=1035 3
1 1
03 -3
Elementele noii baze sunt
e = e
e, = e +1e + —e
2 = TRt gertoes
eh = 36 —|—1e le
3 = 3T 3% 56

Se verifica imediat relatiile A’ = S'AS si A =T'A'T.

Exemplul 3.3.3.2 Sa se reduca la forma canonica forma patratica definita pe un spatiu

tridimensional gi care intr-o baza data B = (ey, ea, €3) are expresia

p(z) = L& + &6 + &6

Matricea formei patratice in baza data este

11

0 3 3

=1 1 1

A 2 U 3
11

2 32 0
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Ne-existand nici-o coordonata la patrat vom scrie

= (3+82) + (£-9) vo@ o

2 2 2 2
Notéand

SRS

, — — —

61 - 2 + 2

SRS

/ — —_—— —

62 - 2 2

putem scrie
p(il?) = 12 - 6&2 + 251537

acum existand patratul coordonatei £]. Din termenii care contin & formam un péatrat

perfect
p(z) = (& + &) — & — &

Notand
1 ! 1 1
1 = §1+§3:§§1+§€2+§3
1 1
"o I e
2 = & 251 262
3 = &
expresia formei patratice devine

pa) = 62 - & — &2

Matricea formei patratice este

10 0
A"=10 -1 0
00 -1

Matricea T' de trecere de la baza noua la baza veche este

b0
T=1 4 -4
0 0 1
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Cum avem

51 — i/ + gé/ i é/
17 1 1!

52 = 61 T 62 783

§3 = 3

putem scrie

N
I
(@) — =
|
—
|
—_

si deci noua baza este

e; = e1te
"
€y = €1 — €2
"o
€3 = —€1 — €2 + es.

Observatie. In cazul spatiilor vectoriale V' complexe se definesc formele patratice
hermitice p : V' — R pentru care existd o forma bilineara hermiticd simetrica b(z,y)
astfel ca p(x) = b(x,z). Notam cad dacd b(x,y) este forma patraticd hermitica atunci
b(x,z) = W si deci b(z,z) € R. Si in acest caz existd o corespondentd biunivoca
intre formele bilineare hermitice simetrice si formele patratice hermitice.

Teorema 3.3.18 devine

Teorema 3.3.19 Daca p : V — R este o forma patratica hermitica pe spatiul n-
dimensional V' peste corpul C atunci exista cel putin o baza in care matricea formei

patratice sa fie diagonala, pe diagonala fiind numere reale.

3.3.4 Forme patratice pe spatii vectoriale reale sau complexe

Este evident ca o forma patratica poate fi redusa la forma canonica in diferite feluri.
Din acest motiv denumirea de forma canonica este oarecum improprie, dar odata ce am
definit ce inseamna, totul este clar.

In spatii vectoriale reale avem



116 CAPITOLUL 3. SPATII VECTORIALE

Teorema 3.3.20 ( teorema de inertie a lui Sylvester) Oricum am reduce la forma
canonicd o forma patratica pe un spatiu vectorial real, mumerele coeficientilor strict

pozitivi, coeficientilor strict negativi si coeficientilor nuli sunt aceleasi.

Fie p : V — R o forma patratica pe spatiul vectorial real n-dimensional. Sa pre-

supunem cd avem doud baze B’ = (e}, ¢, ---, el ) si B” = (e],e}y,---,€’) in care forma

rvn ’rn

patratica are expresiile

o ! 12 ! 12 112 / 2 ! 2
p(l') - 151 +)\2 2 +”'+)\p’§p’ _)\p’+1€p’+1 - _)\p’—‘rn’ p'+n’>

_ 1" 112 "2 "2 " "2 " "2
p(l’) = )\1 1 + /\2 2 + -+ )\pngpu — )\p//+1€p//+1 — e — >‘p”+n”€p”+n”‘

Sa presupunem ca p’ > p”. Sa notam cu V' subspatiul generat de vectorii €/, €}, -, €,

si cu V" subspatiul generat de vectorii e, 1, € o, €. Avem

dim(V') =9, dim(V")=n—p".

Cum

dim(V')+dim(V")=p '+ (n—p")=n+ @' —p") >n

rezulta cd dim(V'NV") > 0, adica V'NV" # {0}. Exista deci un vector nenul z € V'NV".
Cum x € V' rezultd p(z) > 0, cum = € V" rezultd p(z) < 0. Am ajuns la o contradictie
si deci p’ = p”. La fel se demonstreaza ca n’ = n”, cctd.

In cazul spatiilor vectoriale complexe are loc teorema

Teorema 3.3.21 (teorema de inertie a lui Sylvester pentru forme patratice hermitice)
Oricum am reduce la forma canonica o forma patratica hermitica pe un spativ vecto-
rial complex, numerele coeficientilor strict pozitivi, coeficientilor strict negativi si coefi-

ctentilor nuli sunt aceleasi.

Definitia 3.3.8 O forma patratica p : V. — R se numeste pozitiv (negativ) definita
daca valoarea ei este strict pozitiva (negativa) pentru orice vector nenul, anuldndu-se

numai pentru vectorul nul: Vo € V : p(x) >0 gip(z) =0 =z = 0.

Definitia raméane valabila si pentru forme patratice hermitice.

Este evidenta
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Teorema 3.3.22 O forma patratica, respectiv hermitica, definita pe un spatiu vectorial

real, respectiv complex, finit dimensional este pozitiv (negativ) definita daca si numai

daca dupa reducere la forma canonica toti coeficientii sunt strict pozitivi (negativi).

Mai putin evidenta dar importanta pentru aplicatii este

Teorema 3.3.23 (criteriul lui Sylvester) O forma patratica (hermitica) definita pe

spatiul vectorial real (complex) V' n-dimensional si care intr-o baza are matricea

a1
Qo1

Q31

Qn1

(650
(65%)

(6%))

Qn2

13

Qo3

Q33

Qn3

(65T
Qon

Q3p,

ann

este pozitiv definita daca gt numai daca toti determinantii diagonali formati din coltul

stanga sus sunt strict pozitivi

Ay

A,

0411>O

Q11
(6 D)1

11

Qo1

Q31

11
Qo1

Q31

(67751

a2

(6D))

Q19

(65))

Q32

Q19
(65))

39

Qn2

>0

a3

Qo3

Q33

13
Qa3

Q33

Qan3

>0

q1p
Qop

Q3p

ann

> 0.

Forma patratica este negativ definita dacd si numai daca Ay < 0, Ay > 0,A3 <

0, (=1)"A, > 0.

Demonstram teorema prin inductie completa in raport cu dimensiunea spatiului

n = dim(V). Pentru n = 1 teorema este evidentd. Presupunem teorema adevarata

pentru n — 1 gi aratam ca este adevarata si pentru n.
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Fie forma patratica p pozitiv definitd in care grupam in p/(z’) termenii care nu contin

coordonata &, si separat termenii care contin coordonata &,

p(.ﬁl?) = p/<xl) + 2a1n£l£n + 2a2n€2€n +- 2anfl,n€n71€n + annfg

¥ = el +&ea+ o+ il

p'(2') este o forma patratici pe un spatiu n-1-dimensional. Ea este pozitiv definita
pentru ca dacd ar exista un zf, = &1 pe1+€20e2+- - - +E&n—1,0€n—1 # 0 pentru care p'(zf) < 0
atunci si p(zf) < 0, contradictie cu ipoteza ci p este pozitiv definitd. p/(z’) fiind pozitiv
definitd in baza ipotezei de inductie rezulta ca A; > 0,Ay > 0,---,A,_1 > 0. p(x)
se reduce la forma canonicd p(z) = A2 + X2 + -+ + M\E2 cu toti coeficientii strict

pozitivi, deci cu matricea diag(A, Az, -+, Ay). Avem
A, = det(A) = det(S'diag(M, Xa, -+, An)S) = Mg - - - An(det(S))* > 0,

deci conditia teoremei este necesara si pentru n.
Fie acum forma patratica p(z) pentru care Ay > 0,Ay > 0,---,A,_1 > 0,4, > 0.
Trebuie sd aratam cd din ipoteza de inductie rezulta ca p(x) este pozitiv definitd. p(x)

poate fi desficuta ca mai sus. In virtutea ipotezei de inductie forma p/(2’) este pozitiv

/

definitd deci exista o baza (e, €),---, el ;) a subspatiului generat de ey, eq, -+, €, in

care p'(z') se scrie sub forma
Pa) =& +&+ - +&

5 5 ! PIRSIPN /A / / v o ~ . .
Ad&ugam vectorul €/, astfel incat (e}, eh, -+, el _4,€e.) s fie o bazd a intregului spatiu.

In aceasta baza forma patratica initiala se va scrie
p(x) = &7+ &+ + 611+ 200,806, + 205,68, + -+ + 200, 1,8 18+ Al

sau
p(z) = (& + 01,6)° + (& + a5, 6)° + -+ (&1 + an128,)> + BEL.

Punand

1= Gtaug,

;= St agg,
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Eior = Gt an1né,
& = &
ceea ce inseamna o schimbare de baza, forma se scrie
px) = &7 + &2+ + 62, + 667
Ca mai sus, dupa formula de schimbare a matricelor formei patratice avem
B = |det(S)|*A..
Rezulta ca gi § > 0 adica forma patratica este pozitiv definita.

Exemplul 3.3.4.1 Fie forma patratica definita pe un spatiu vectorial real tridimen-

sitonal data intr-o baza prin expresia

p(x) = 267 — 26,6 + & + 461&5 — 66& + 1165,

Matricea sa in baza data este

2 -1 2
A= -1 1 -3
2 -3 11
Cum
A = 2>0
A, = S
-1 1
2 -1 2
A3 = | -1 1 -3|=1>0
2 -3 11

rezultd ca forma patratica este pozitiv definita. De altfel se poate scrie

pr) = 26 — &b +2608) + 6 — 666 + 116 =
= 26— 58+ 6 + 58 — ks + 98] =
= 26 - B & + (6 —86k) + 98 =

= 26— G+ 6 + (6 — 16+ &
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de unde se vede ca in adevar forma este pozitiv definita.

3.4 Spatii euclidiene (unitare)

3.4.1 Definitii, proprietati simple

Definitia 3.4.1 Un spatiu vectorial real V' se numeste spativ euclidian daca pe el s-
a definit un produs scalar, adica o forma bilinearda simetrica a carei forma patratica

asociata este pozitiv definita.

Daca vom nota prin < z,y > valoarea produsului scalar pentru vectorii x,y vom

avea din definitie proprietatile produsului scalar:

e Vr,yzeVi<ztyz>=<ux2>+<y,z>;

VAe R, Ve,y eV i< Ar,y >= A< x,y >;

Ve,y,z €V i<x,y+2z>=<z,y >+ <x,2>;

Vue R Ve,y eV <z,uy >=p < z,y >;
e Vx eV i<x,x>>0;
o <z,x>=0&2=0.

Definitia 3.4.2 Daca ey, es, - - -, e, este o baza a spatiului euclidian V matricea formei

bilineare care defineste produsul scalar

<ep,er > <ep, > . <er,enp >

< eg,e1 > < €9, > ... < €9,6, >
G =

<ep, 1> <ep,er> .. <epn ep>

se numeste matricea Gram a produsului scalar in baza data. Ea este o matrice simetrica.

Uneori va fi comod s& consideram cd matricea Gram se scrie sub forma

€9 t
G: (61 €y v en):<61 €y v en) (61 €y en)



3.4. SPATII EUCLIDIENE (UNITARE) 121

unde produsele se inteleg ca produse scalare.

Daca notam prin X, Y coloanele coordonatelor vectorilor atunci vom avea
<z,y>=X'GY =Y'GX.

Conform criteriului lui Sylvester determinantii diagonali extrasi din matricea Gram

incepand din coltul stdnga sus sunt strict pozitivi.

Definitia 3.4.3 Daca 1, x2, - - -, xp sunt vectori in spatiul euclidian V, determinantul
<T,r1 > <1, T2> .. <IT1,TL >
< X2, X1 > <X, T2 > ... < T2, T >
G(xla Lo, 7xk:) =
< T, 1 > < Tk, To > ... < Tk, T >
se numeste determinanul Gram al vectorilor x1,xs, -+, Tg.
Teorema 3.4.1 Determinantul Gram al vectorilor x1,xs,---,x) este pozitiv, el fiind

nul numai daca vectorii sunt linear dependenti.
In adevar, daca consideram o combinatie lineara a acestor vectori
)\1$1+)\21‘2+"'+)\kl‘k:0

inmultind scalar aceasta combinatie pe rand cu x1, z9, - - -, 2 obtinem un sistem linear
omogen cu necunoscutele Aj, Ag, -+, A\p. Acest sistem are numai solutia banala, adica
vectorii sunt linear independenti, daca si numai daca determinantul Gram este nenul.
Daca determinantul Gram este nenul, vectorii dati pot fi considerati baza a spatiului
generat de ei. Restrictia produsului scalar pe acest spatiu are ca matrice Gram o matrice
al carui determinant, determinantul Gram al vectorilor, este strict pozitiv, cctd.

Rezulta ca are sens definitia

Definitia 3.4.4 Numarul \/< x,z > se numeste marimea sau modulul vectorului x g1

se noteaza prin |z|.
Evident, |z| = 0 < z = 0. In plus |Az| = |A||z|.

Definition 1 Un vector x cu marimea egala cu unitate |x| =1 se numeste versor.
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Din teorema precedenta rezulta ca oricare ar fi z,y din V' are loc inegalitatea

<zr.xr> <x >
! T el < 2y 2> 0,
<y, r> <yY,y>

egalitatea avand loc daca si numai daca vectorii x,y sunt linear dependent;i.

In spatiul vectorilor de pozitie in raport cu originea O, ecuatia N + D = 0 este
verificata de vectorii de pozitie ai punctelor unui plan cu normala N = AT—{—B 7—!—6’ ¥
Pentru un punct My din spatiu cu vectorul de pozitie 7g avem (7 — %))N) = —(r_())ﬁ +
D). Dupa inegalitatea de mai sus, pentru orice punct din plan avem

(7 s BN D
N2
egalitatea atingandu-se numai cAnd 7~ — 7y este colinear cu normala la plan. Regasim

formula pentru distanta de la punctul M, la plan

|7 N +D|

d =
|V

Teorema 3.4.2 Oricare ar fi vectorii x,y din spatiul euclidian are loc inegalitatea

Schwarz-Cauchy-Buniacovschi
| <z,y>| < |zllyl,
egalitatea avand loc numai daca vectorii sunt linear dependent.
Din inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniacovschi rezulta

Teorema 3.4.3 Oricare ar fi vectorii x,y din spatiul euclidian are loc inegalitatea tri-
unghiuluz

[z +yl < 2|+ Jyl.
In adevar, are loc

z+y? = <ztyzty>=zf+2<z,y>+yf’ <

IN

2+ 2[zly| + [y* = (J2| + [y])*.
Uneori se numeste inegalitatea triunghiului si inegalitatea

[z =yl <o —z[+y - 2|.
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Definitia 3.4.5 Un spatiu vectorial se numeste normat daca fiecarui element x i se

asociaza un numar real |x| numit norma vectorului x cu proprietatile

a) x| =0

b) lz]=0=2=0
c)  |Az| =|A][z]

d) |ty <zl +yl.

Concludem ca orice spatiu vectorial euclidian este spatiu vectorial normat.
Din inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniacovschi rezulta ca are sens

Definitia 3.4.6 Se numeste unghi dintre doi vectori nenuli x,y dintr-un spatiu eucli-

dian numarul 6 € [0, 7] dat de relatia

<xz,y>

cosf = .
|]y|

Are loc relatia < x,y >= |z||y| cos 6.
Definitia 3.4.7 Doi vectori x,y pentru care < x,y >= 0 se numesc ortogonali.
Din demonstratia teoremei 3. rezulta

Teorema 3.4.4 (Teorema lui Pitagora) Daca vectorii x,y sunt ortogonali atunci gi nu-

mai atunci are loc relatia |z + y|* = |x* + |y|*.
Teorema 3.4.5 Oricare ar fi x,y din spatiul euclidian au loc relatiile paralelogramului

@yl +lz—yl* = 2(al* +[y*),

lz+yP —lr—y? = 2<2,y>.

Se poate arata ca daca intr-un spatiu vectorial normat are loc prima relatie a parale-
logramului, atunci in el se poate introduce un produs scalar definit de a doua relatie a
paralelogramului.

Din teorema 3.4.1 rezulta

Teorema 3.4.6 Daca vectorii xq,xs, - - -, xy sunt doi cdte doi ortogonali atunci ei sunt

linear independenti.
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Definitia 3.4.8 O baza ai carei vectori sunt ortogonali doi cdte doi se numeste orto-

gonala. Daca in plus vectorii bazet sunt i versori baza se numeste ortonormata.

Matricea Gram a unei baze ortonormate este matricea unitate G = I si expresia
produsului scalar a doi vectori x, y ale caror coloane de coordonate pe baza ortonormata

sunt X,Y este

<z,y>=X'Y =Y'X.

Marimea vectorului x este

2] = VXX = &+ G+ + &2

De aici rezulta ca intr-un spatiu euclidian sunt preferate bazele ortonormate. Acestea

exista cum rezulta din teorema

Teorema 3.4.7 Daci e = (ey,eq, -+, €,) este o baza oarecare in spatiul euclidian V

/

') astfel incat oricare ar fi k =

atunci existd o baza ortonormata € = (e, €5, - e
1,2, -+ n subspatiul generat de primii k vectori dine [eq, es,- - -, e coincide cu subspatiul

generat de primii k vectori din €' [e}, ey, - -, e}].

Demonstratia este constructiva si este data de asa numitul procedeu Gram-Schmidt
de ortonormalizare a bazei e :

Vom lua €] = e; si cum |e;| # 0 putem lua ¢} = IZ_%:I Evident [e;] = [€]].

Mai departe vom lua e = ey — Ag1€] si vom determina Ay; din conditia e L e
adicd Mgy =< eg,€] > . Avem |e)| # 0 pentru ca altfel e, e; ar fi linear dependenti.
Putem deci lua e}, = % Evident [e1, e5] = [e], €] (subspatiul generat de ey, e5 coincide
cu subspatiul generat de €, €5).

Presupunem cé au fost construiti primii £ — 1 vectorii e}, €}, -+, e}_;.

Mai departe vom lua €} = ex — A\g1€] — Ago€h — -+ — Agg_1€),_; si vom determina
coeficientii din conditiile e}, L e}, e} L €5, -, e} L e, ; adicd A1 =< ex, €] >, A2 =<
ks €5 >, oy A g1 =< €k, €,y > . Avem |ef| # 0 pentru cd altfel vectorii ey, e, - -, €
ar fi linear dependenti. Putem lua deci €}, = ‘Z—é Avem [eq, g, -, €] = [€],€h, -, €]

Continuand procedeul construim toate cele n elemente ale bazei ortonormate.
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Daca se trece de la baza ortonormatd e = (e, ez, -, €,) la baza ortonormata e’ =
(€],¢€h,---,el) cu ajutorul matricei de trecere S : ¢ = eS atunci dat fiind c& in ambele

baze matricele Gram sunt matricele unitate, avem
I=9"'S.

Definitia 3.4.9 O matrice patratica S se numeste ortogonala daca satisface relatia

StS =1T.
Avem deci

Teorema 3.4.8 Intr-un spatiu euclidian se trece de la o baza ortonormata la o alta baza

ortonormata cu ajutorul unei matrice ortogonale.

Notam ca daca S este o matrice ortogonala atunci inversa sa coincide cu transpusa
sa Sl =S,

Fie z un vector in spatiul euclidian V' gi fie V' un subspatiu in care consideram o
bazd ortonormata (ey, ez, -, ex). Ne propunem si gasim in V' un vector &’ = A\je; +
g€y + -+ - + Apey astfel incat 2’ sa aproximeze in V' cel mai bine pe z, adica |x — 2'| s&

fie cat mai mica posibil. Cum putem scrie
|z — 2" = |z — Ay — Agey — -+ — M, T — Ajeg — Aoey — - — Mex|* =

=[P+ A =20 < Te > 2N < T e > — - — 2\, < T, >=
=|z)P+ M= <ze0 >+ Vo= <@e9 >+ -+ (V= <z, >)—

— <z e > —< ey > — i — <1, ep >

rezultd ca |x — 2’| este minim pentru A\ =< x,e; >, Ao =< x,€9 >, -+, A\ =< T, € >
adica, daca

¥ =<uzee+ <mey>ep+ o+ <6 > e

Definitia 3.4.10 Daca (eq,es, -, ¢ex) este o baza ortonormata a subspatiului V' nu-
merele < x,e; >, < T,e9 >,---,< x,e, > se numesc coeficientit Fourier ai elementului

x pe acea baza.

Se vede usgor ca are sens
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Definitia 3.4.11 Daca V' este un subspatiu al spativlui euclidian V' multimea vecto-
rilor ortogonali pe orice vector din V' constituie un spatiu vectorial numit subspatiul

complement ortogonal al lui V'; el se noteazd prin V'*.

Daca completam baza (eq,es,- -, ex) alui V’ pana la o baza a lui V prin elementele
ki1, Cha2, -5 €y atunci V'L este subspatiul generat de acestea si V este suma directs
intre V' si V'+.

Vectorul 2’ =< z,e1)e1+ < z,e5 > ea+- -+ < m, e, > ey este proiectia ortogonala a
lui x pe subspatiul V', iar x —x’ este componenta lui x ortogonald pe V'. Am demonstrat

de fapt teoremele analoage teoremelor cunoscute din geometrie

Teorema 3.4.9 Proiectia ortogonald a unui vector x pe subspatiul V' este vectorul din

V' care aproximeaza cel mai bine pe x.

Teorema 3.4.10 Marimea componentei lui x ortogonala pe subspatiul V' este minimul

marimii |x — x'| pentru o' € V' (perpendiculara este mai mica decdt orice oblica,).

Revenind la procedeul de ortonormalizare al lui Gram-Schmidt vom observa ca la
pasul k se ia de fapt versorul componentei lui e; ortogonala pe subspatiul generat de
primii k£ — 1 vectori din baza.

Daca in subspatiul V' generat de vectorii linear independenti z1, xs, - - -, 2} vrem sa
gasim vectorul ' = A\x1 + Aaxg + - - - + A2y care aproximeaza cel mai bine vectorul

va trebui sa scriem ca x — x’ este ortogonal pe V' adica sa rezolvam sistemul

A < 21,21 > AN <x1,T9 >+ -+ A < T, T >=< T, X >

A< To, T >+ < T9,To > + it A < X2, T >=< T2,T >

A < X, T1 > AN < Tp, o > 4+ A < T, T >=< Tp, T >

al cirui determinant este determinantul Gram G(z1,xs,- -+, zx) # 0. Vom observa ci
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din unicitatea lui x — 2’ putem scrie cd

< T, 1 > < X1,To >+ < T1,Tp > X1
< X2, X1 > < X2, Tg > -+ < X9, T > T2
, 1
r—Tr =
G($1,$2,“',$k)
< T, 1 > < Tg, Lo > - < Tg, Tk > Tk
<z,r > <xT,xy> - <IT,Tp> X

unde determinantul formal se considera desvoltat dupa ultima coloana. Inmultind scalar

aceasta relatie cu z avem

< (E—ZL‘,,I‘ —— G(l’l,l'z,"',l’k,l’)
G($1,$2, T ,$k)
sau chiar
/ G(l’l,l'z,"',l’k,l’)

>—=

:L‘—x/2=<x—x/lli—$
| | ’ G(I’l,!lfg,"',xk)

Ultima relatie ne arata ca incepand cu lungimea unui vector, cu aria unui parale-
logram, cu volumul unui paralelipiped, din aproape in aproape putem interpreta deter-
minantul Gram G(z1, xs, - - -, 2x) ca patratul ”volumului paralelipipedului” construit pe
vectorii x1,xsy, -, Tk.

Ultimele lucruri se aplica in aga numita metoda a celor mai mici patrate.

3.4.2 Exercitii

1. Sa se arate ca in orice spatiu euclidian, pentru orice vectori nenuli are loc relatia

_ |z -yl
|z[y]

Ty
2 Jyf?

2. Sa se arate ca pentru orice vectori are loc inegalitatea
|2l =yl < lxlly — 2] + [yllz — .
3. Sa se arate ca are loc inegalitatea lui Ptolemeu
|z —wllz —y| < |z —wlly —2[ + |y —wllz — 2|

4. S& se arate ca in spatiul vectorial P,[R] al polinoamelor de grad cel mult n

se poate introduce produsul scalar cu ponderea p(zx), functie absolut integrabild pe
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b
intervalul [a,b], prin relatia < p(z), q(z) >= [ p(z)p(z)g(x)dz. Polinoamele ortogonale

a
in raport cu acest produs scalar se numesc polinoame ortogonale pe [a, b] cu ponderea,

p().
5. S& se arate ca polinoamele t,,(z) = cos(n arccos(z)) sunt polinoame ortogonale pe

[—1,1] cu ponderea p(z) = \/1;_7 Ele se numesc polinoamele lui Cebagev.

b
6. Dacd notdm prin my = [ p(x)z"dz momentul de ordinul k al ponderii p(x) pe

2

a
intervalul [a, b], atunci determinanul Gram al polinoamelor 1, x,z?%, - -, 2* este determi-

nantul
mo My e My
my; Mg ot Me4a
Ay =
mE Mgy1 - Mg

7. Sa se arate cd girul polinoamelor ortogonale pe [a, b] cu ponderea p(z) cu coeficien-
tul puterii celei mai mari egal cu unitatea este dat cu notatiile dela exercitiul precedent

de relatia

my m1 mrg_—1 1
mq Mo mp T
1
Wk(x):Akl . . . . . 7k:071527"'n‘

k—1

Mg—1 Mg T Mgg—2 T
k

my Mpgyr o0 Mag—1 T

8. Sa se arate ca sirul din exercitiul precedent poate fi construit din aproape in

aproape prin

wo(z) = 1,
<zl
wi(z) = x—al,a1:$,
wn(z) = (& — ap)wn—1(x) + Bpwn—a(x), unde
N < ZWp—1(x), wp—1(x) > g, = < XWp—1(x), wWp_o(z) >
" <wno1(@),wn-1(@) > 77" <wpoa(T),whoa(z) >

9. Sa se construiasca primele 4 polinoame ortogonale ale lui Legendre, adica poli-

noamele ortogonale pe [—1, 1] cu ponderea p(x) = 1.
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3.4.3 Endomorfism adjunct

Definitia 3.4.12 Fie f : V — V un endomorfism pe spatiul euclidian V. Un endomor-
fism f*:V — V se numeste endomorfism adjunct al lui T daca pentru orice x,y € V

are loc relatia < f(x),y >=<z, f*(y) > .

Daci e = (eq, e, - -, €,) este o bazd ortonormatd a lui V, fie A, A* matricele asociate
lui f respectiv f* pe aceasta baza si X,Y coloanele coordonatelor vectorilor x,y pe

aceeasi baza. Din definitia endomorfismului adjunct rezulta
YIAX = X'A*YY =Y'A®X.
Cum z,y sunt arbitrari rezultd A* = A!. Avem

Teorema 3.4.11 Daca endomorfismul f :V — V are pe o baza ortonormata matricea

asociatd A, atunci adjunctul sau f* are pe aceeasi baza matricea At.

Teorema 3.4.12 Daca subspatiul V' al spatiului euclidian V' este invariat de endomor-
fismul f :'V — V, atunci complementul ortogonal V'* este invariat de endomorfismul

adjunct f*.

In adevir, fie y € V'* si z € V. Atunci < f*(y),z >=< f(x),y >= 0 pentru ci
f(z) € V. Cum z € V' este arbitrar, rezultd f*(y) € V'*.

3.4.4 Endomorfisme autoadjuncte (simetrice)

Definitia 3.4.13 Endomorfismul spatiului euclidian V' f -V — V se numeste autoad-
Junct daca el coincide cu adjunctul sau, adica oricare ar fi x,y € V are loc relatia de

reciprocitate < f(x),y >=< f(y),z > .

Daca (f1, fa,--+, fn) este o bazd ortonormata si Aj, Ag, -+, A\, sunt numere reale,

atunci endomorfismul
T)=M<z,fi>fi+a<zfo>fot -+ <z,fu>fa

este autoadjunct pentru cd se verificd imediat ca < T'(z),y >=< z,T(y) > . Pe baza
(f1, fa,- -+, fn) matricea endomorfismului este diagonald, pe diagonald fiind numerele

A1, Ao, - -+, A, Vom arata ca aceasta este caracteristica endomorfismelor autoadjuncte.
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Exemplul 3.4.4.1 Endomorfismul s, definit pe spatiul vectorilor de pozitie prin
(@) =T - AT W) T

este autoadjunct pentru ca se verifici imediat cd s,(7)y = s,(Y' )7 . Reamintim cd
acest endomorfism este simetria vectorilor de pozitie in raport cu planul care trece prin
origine de normala w . Intr-un spatiu euclidian oarecare endomorfismul s,(z) = r—2 <
x,u > u se mai numeste si endomorfismul lui Hausholder. Daca notam cu U coloana
componentelor versorului u pe o baza ortonormata, atunci matricea endomorfismului lus

Hausholder este I — 2UU", evident simetrica.

Teorema 3.4.13 Un endomorfism este autoadjunct daca §. numai daca matricea sa pe

0 baza ortonormata este simetrica.

Din acest motiv, un endomorfism autoadjunct se mai numeste si simetric.
Relatia din definitia endomorfismului autoadjunct este o relatie de reciprocitate. Are

loc

Teorema 3.4.14 Daca f : V — V este o functie pe spatiul euclidian V' care verifica
pentru orice vectori x,y € V relatia de reciprocitate < f(x),y >=< f(y),r >, atunci

acea functie este un endomorfism autoadjunct.

In adevar, dacd e = (eq,eq,- -, €,) este o bazd ortonormatd, fie valorile functiei pe

elementele bazei

f(el) = Q161 + Q912 + -+ -+ p1€p
f(eg) = (1261 -+ 99€9 + -+ p2€n
f(en) = Qp€1 + Qopa + -+ + Qpply.

Din conditia de reciprocitate < f(e;),e; >=< f(e;), e; > rezultd o;; = a;; pentru orice
i,j=1---n. Dacax = &e1+&ext+- - +E&nen si f(x) = mer+mea+- -+ +n,e, aplicind
relatiile de reciprocitate < f(z),e1 >=< f(e1),z) >, < f(x),ea >=< f(e2),x) >,

< fx), e, >=< f(en), ) > avem

m = anéy+anbo+ -+ aniéy,
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Ny = 1281 + agea + -+ + by

M = il + a8+ -+ oy

care demonstreaza teorema.

Exemplul 3.4.4.2 In unele probleme de mecanica apar asemenea endomorfisme au-
toadjuncte. Ca exemplu remarcabil consideram problema actiunilor interioare intr-un
mediu continuu sub actiuni exterioare. Daca un mediu continuu este separat in doud
parti de o suprafata interioara cu o normala, trebuie sa admitem ca mediul din partea
spre care este indreptata normala actioneaza asupra celeilalte parti cu o forta. Suntem
imediat condust sa admitem ca in vecinatatea unui punct dat al suprafetei aceasta forta
depinde de punctul respectiv, de normala la suprafata in acel punct si ca este proportio-
nald cu suprafata acelet vecinatati. Pentru o portiune de suprafata da in jurul punctulu
P(z,y,x), aceasta forta va fi ?(x,y, z, m')da, ?(m,y, 2, M) = ?(P, ') fiind vectorul
tensiune sau efort unitar in punctul P. Daca in punctul P consideram un cilindru cir-
cular cu generatoarele paralele cu T cu bazd cerc de razd ¢ de indltime €2 si aplicam

teorema impulsului avem

/,0(@)7(@)61@@ = /7va+/?(Q7 n')dag,

D oD

unde am notat cu @ punctul curent fie in interiorul cilindrului D fie pe suprafata 0D
a sa. Integralele de volum sunt de ordinul lui €*, integrala pe suprafata laterald este de
ordinul lui €3, integralele pe baze fiind ?(P, n)me? + o(e?), respectiv ?(P, — 7 )me? +

o(e?). Daca tmpartim cu €% si facem € — 0 obtinem rezultatul asteptat

Dac# in punctul P consideram doi vectori de marime e cu versorii 727, 73 si opusii lor
si prin extremitatile lor ducem plane perpendiculare pe ei si doua plane perpendiculare
pe acestea la distante § de P obtinem o prisma dreapta A'B'C'D'D"C"B" A" ale carei
baze sunt romburi de laturi [ = %‘ si ale carei fete laterale sunt patrate cu aceeasi

laturd. Am notat w = ny x ns. Fie E, F,G, H centrele fetelor laterale cu normalele
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RN RN —_ — . . . . Y . SEPN
ni,—ns,—ni, ng. Scriem teorema momentului cinetic pentru aceasta prisma in raport

cu centrul sdu P

[ po 7 ~ ) x v = [ (7~ 7%) x Faduo + [ (7 = ) x T'(Q.)dac.
D D oD

Cum datorita teoremei de medie avem

ﬁ
Q

pQa
— —
FQ = Fp + 0(8)

= ppap + O(¢)

si pentru ca P este centrul prismei
[ (@ = )dug =0
D

integralele de volum sunt de ordinul lui €°. Integrala de suprafatd se desface in suma

integralelor pe fiecare fatd. Integrala pe fata A’B'C'D'D"C" B" A” se poate scrie

(7o —78) x T (Q,7g)dag = (7z — 77) x T (P,1)I® + o),

AlLAY

la fel celelalte integrale. Avem astfel

- 83
[(n—;xm x T(P,7) — (] x @) x T (P,73) =t
8 3
+U X ?(P, 7)|_€,’2 +0(£°) =0
u

Impartind cu € si ficand € — 0 avem
(M3 x W) x T(P,m) — () x @) x T(P,mg) +|7*% x T (P, @) =0.
Inmultind scalar cu @ avem relatia de reciprocitate
T (Pat) - T (P3) = 0.
Rezulta ca daca scriem

T(P,W) = Tpwi +Tuyj +Tos kb

—

n o= nm7+ny7+nzk
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vom putea scrie

TmU Tmr Tmy Tzz Ny
Ty | = | Tye Tyy Ty Ty

matricea fiind simetrica, componentele depinzand de punctul P. T}, reprezinta compo-
.~ - < i . -
nenta dupa j a tensiunii pe o fata normala la ¢ sau componenta dupa i a tensiunii
— T o o . .
pe o fatd normala la j , etc. Aplicatia lineara rezultatd ca si matricea sa se numeste
tensorul tensiunii in punctul P.

Endomorfismele autoadjuncte au o serie de proprietati remarcabile.

Teorema 3.4.15 Toate radacinile polinomului caracteristic al unui endomorfism auto-

adjunct sunt reale, dect sunt valori proprii.

In adevar, fie A matricea endomorfismului autoadjunct si A o radacina, evenual

complexd a polinomului caracteristic P(A) = det(A — M) = 0. Atunci sistemul
AX - AX =0

are o solutie complexa nebanala X. Polinomul caracteristic avind coeficientii reali are

si rddécina conjugatd X. Vom avea atunci
AX =X =0.
Inmultind prima relatie la stanga cu X' si a doua cu X' si scizand avem
XIAX — X'AX — AX'X + AX'X = 0.

Dar
XTAX — X'AX = XTAX — (X' A'X)! = XTAX — XTA'X =0

si
XX = (X'X) = XX #£0.

Rezultd A = X adici ) € R.

Teorema 3.4.16 Vectorii proprii ai unui endomorfism autoadjunct corespunzatori unor

valori proprii diferite sunt ortogonal.
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In adevar, daca x,y sunt vectori proprii corespunzatori valorilor proprii diferite A, u

avem

flz) = A&

fly) = ny.

Inmultind scalar prima relatie cu y si a doua cu x, prin scadere avem

<f(x),y>—<f(y),:t>= ()\_,U)<l',y>20

de unde < z,y >= 0.

Din teorema (3.4.12) rezulta

Teorema 3.4.17 Daca V' este un subspatiu invariat de un endomorfism autoadjunct,

atunci si complementul ortogonal V'* este subspativ invariat de endomorfism.

Demonstram acum o teorema care ne permite sa caracterizam si altfel endomorfis-

mele autoadjuncte:

Teorema 3.4.18 (teorema de caracterizare a endomorfismelor autoadjuncte) Daca -
f:V =V este un endomorfism autoadjunct pe spatiul euclidian V, atunci exista o baza
ortonormata a lui V' formata din vectori proprii ai endomorfismului f, baza pe care

matricea endomorfismului are forma diagonala, pe diagonala fiind valorile proprii.

Demonstram teorema prin inductie in raport cu dimensiunea lui V. Pentru un spatiu
unidimensional teorema este evidenta pentru ca aici orice vector nenul este propriu si se
poate lua ca baza un versor. Presupunem teorema adevarata pentru spatiile euclidiene
de dimensiune k-1 gi aratam ca este adevarata si pentru spatiile V' de dimensiune k.
Endomorfismul f are cel putin o valoare proprie si deci exista cel putin un spatiu uni-
dimensional V) invariant fata de f. Fie e; versorul din acest subspatiu. Complementul
ortogonal V- este un subspatiu de dimensiune k — 1 invariant fati de f. Restrictia lui f
la Vi* este un endomorfism autoadjunct si deci dupé ipoteza existd o baz# ortonormati a
lui Vi+ formata din vectorii ey, e3, - - -, €}, vectori proprii pentru restrictie si deci si pentru

T. Este clar ca vectorii eq, e, €3, - - -, e alcatuiesc o baza ortonormata a lui V.
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Baza din enuntul teoremei se gaseste in modul obignuit: se gasesc valorile proprii si
vectorii proprii corespunzatori. Daca unei valori proprii ii corespund mai multi vectori
proprii se ortonormalizeaza sistemul acestora.

Teorema demonstrata capata formularea matriceala

Teorema 3.4.19 (teorema de structura a matricelor simetrice) Dacid A este o ma-
trice simetrica atunci exista o matrice ortogonala S astfel ca A" = S'AS este matrice

diagonala.
Sub o altd forma teorema (3.4.18) se enunta

Teorema 3.4.20 Daca f : V — V este un endomorfism autoadjunct pe spatiul eucli-
dian 'V atunci exista o baza ortonormata ey, es, -+, e, a lui V' gi numerele Ay, g, -+, Ap

astfel ca pentru orice x € V
flx)y= M <zeg>e1+ X <myea >ea+- -+ A\, <z,e, > €.
Sub formé& matriceald avem

Teorema 3.4.21 Daca notam cu Uy, Us, - - -, U, coloanele componentelor vectorilor pro-

prii ai matricei simetrice A corespunzatori valorilor proprii Ay, Ag, - -+, A, atunci
A= \NUUL+ XUUs 4 - - - + N UL UL,

Un endomorfism a carui matrice pe o baza ortonormata este matricea unitate cu ele-
mentul a;; inlocuit cu A reprezinta o dilatare (comprimare) dupa directia versorului e;.
Teoremele precedente arata ca orice endomorfism autoadjunct cu valori proprii nenule
este de fapt o compunere de dilatdri (comprimaéri) dupa n directii ortogonale doud céte
doua. Unei valori proprii nule i corespunde proiectia ortogonala pe complementul or-
togonal al subspatiului propriu corespunzator valorii proprii nule. Unei valori proprii cu

multiplicitatea algebrica m ii corespunde un subspatiu invariant de dimensiune m.

Exemplul 3.4.4.3 Endomorfismul s, definit pe spatiul vectorilor de pozitie prin
— — — s\ — L o .. ..
su(@) =72 —2(x" W) u are vectorul propriu w corespunzator valorii proprii A =

—1 st orice vector perpendicular pe u’ este vector propriu corespunzator valorii proprii
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. o o . — — L — — — —
A = 1. Deci dacd notam prin v un versor ortogonal pe W, atunci (w, v, w X )

este o baza ortonormata pe care matricea lui s, este

-1 0 0
A=10 10
0 01

Exemplul 3.4.4.4 Ca aplicatie a ultimei teoreme sa rezolvam urmatoarea problema:
un resort de lungime | gi coeficient de rigiditate k este legat de un perete fix. De capatul
resortului este legat un corp de masa m. In continuare pe aceeasi dreapta de acest corp
este legat un alt resort identic cu primul. De acesta este legat un corp de masa m de
care se leaga un alt resort identic cu celelalte §i se fizxeaza la un alt perete fix. Corpurile
aluneca fara frecare pe o suprafata. Presupunem ca masa resorturilor este neglijabila.
Daca notam prin &1, & abaterile corpurilor de la pozitia de echilibru putem scrie ecuatiile

de miscare
m&l + k& — k(& —6) = 0
méy +k(§ — &)+ k& = 0.

Prin accent am notat derivata in raport cu timpul. Trebuie determinata miscarea celor

doua corpuri. Notdand % = w? se poate scrie matriceal

X"+ AX =0
unde
w2 —w?
xo & A=
& —w? 2P

Cum matricea A este simetrica exista o matrice ortogonala S astfel ca matricea A’ =
StAS este diagonala. Pentru a gasi matricea S st matricea A’ gasim valorile proprii si
vectorit proprii:

Q) =N — 4w’ A + 3w =0 = A\ = w? Ay = 37

Versorul propriu corespunzator lui \; este €] = %el + \/igeg, iar versorul propriu core-

spunzator lui Ay este e, = —%el + %62 si deci matricea S este
S
S = V2 V2
I
V2 V2
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si

Punand X = SY ecuatia matriceald initiala devine SY” + ASY = 0. Dupa inmultire la

stanga cu S* avem Y + A'Y = 0 adic4 sistemul
n + 3wy = 0,
m+ Wi = 0,

a carui solutie este

m = A cos(wV3t+ o),

ne = Ascos(wt+ ¢2).

Rezulta
& _ % —% Ay cos(wv/3t + 1)
& % % Ay cos(wt + ¢3)
adica
1 1
& = EAl cos(wV/3t + 1) — EAQ cos(wt + ¢2)
1 1
& = EAI cos(wV/3t + 1) + EAQ cos(wt + ).

Constantele Ay, As, @1, @2 se determina din conditiile initiale. Expresiile lui &;,&; pun
in evidentd aga numitele moduri fundamentale 11,1, si pulsatiile fundamentale w3, w.
Pulsatiile fundamentale sunt legate evident de valorile proprii ale matricei A, ele fiind
radicalii valorilor proprii. Aceasta este situatia in care apar in multe aplicatii practice

valorile proprii ale matricelor.

3.4.5 Exercitii

1. S& se studieze endomorfismul care pe baza ortnormata (e;, es, €3) are matricea

5 -2 0
A=1 -2 6 2
o 2 7
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R. Pe baza obtinuta cu matricea de trecere

2
3

W=

Wiy win
W=

W=
win Wl

2 _
3
endomorfismul are matricea
300
A=|060
009

2. S4 se studieze endomorfismul care pe baza ortonormata (eg, ez, e3) are matricea

1 1 2
A=111 2
2 2 4

R. Pe baza obtinuta cu matricea de trecere

1 1 1
V2 V3 V6
S=| -+ 1 1
V2 V3 V6
0 1 2
NERRY
endomorfismul are matricea
000
A=1000
0 0 6

3.4.6 Endomorfisme izometrice (ortogonale)

Definitia 3.4.14 Un endomorfism f al unui spatiu euclidian V' se numeste izometric
sau ortogonal daca el pastreaza produsul scalar, adica pentru orice x,y € V are loc

relatia < f(z), f(y) >=<x,y > .
Relatia din definitie justificd denumirea de izometric (aceeasgi metrici).

Exemplul 3.4.6.1 Endomorfismul s, definit pe spatiul vectorilor de pozitie prin
$.,(T) =T =2(7 W)U esteizometric pentru ca se verifica imediat c s,( 7 )s,(Y') =

Ty . Intr-un spatiu euclidian oarecare endomorfismul lui Hausholder s,(x) =z — 2 <

T,u > u este §i simetric §i izometric.
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Teorema 3.4.22 Endomorfismul f al spatiului euclidian V' este izometric daca si nu-
mai daca pastreaza marimea (norma) vectorilor, adica pentru orice x € V- avem |f(x)| =
kB

In adevar din definitie, pentru y = z rezulta < f(z), f(z) >=< z,z > adica |f(z)| =

|z|. Invers dacd pentru orice z € V avem |f(z)|? = |z|*> din relatia

< fla+y), flz+y) >=[f@)? +2 < f(2), fly) > +[fy)]* =
=lzt+yP =z +2<z,y>+y?
rezultd < f(z), f(y) >=<x,y > .

Teorema 3.4.23 Endomorfismul f al spativlui euclidian V' este izometric daca i nu-

mai dacd are invers §i tnversul sau coincide cu adjunctul sau.

In adevar, daca f este izometric rezulta ca pentru orice x,y € V avem

<z, [ (fly) >=< f(x), f(y) >=< 1,y >

adica < z, f*(f(y)) —y >= 0 pentru orice z. Rezulta f*(f(y)) = y pentru orice y. Deci
f*o f=1isau f! = f*. Reciproca se verifici imediat.

Matriceal putem enunta

Teorema 3.4.24 Endomorfismul f al spatiului euclidian V' este izometric daca si nu-
mai daca intr-o baza ortonormata a lui V' 11 corespunde o matrice ortogonala A : A~ =
At

Matricea A = I —2UU" a endomorfismului lui Hausholder este ortogonala.
Din teorema precedenta rezulta

Teorema 3.4.25 Endomorfismul f al spatiului euclidian V' este izometric daca i nu-
mai daca el transforma elementele unei baze ortonormate tot in elementele unei baze

ortonormate.

Intr-un spatiu euclidian n-dimensional un endomorfism izometric este determinat
deci de
nn+1) n(n-1)

n—n+m—-1)+n—-2)+-+1=n>— 5 =

parametri reali.
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Teorema 3.4.26 Determinantul matricei unui endomorfism izometric pe o baza orto-

normata este £1.

Teorema 3.4.27 Radacinile polinomului caracteristic al unei matrice ortogonale cu e-

lemente reale au modulul egal cu unitatea.

Fie A matrice ortogonald gi A o radécing a ecuatiei det(A — AI) = 0. Atunci sistemul
(A — A)X = 0 are o solutie nebanald eventual complexd. Din relatia AX = \X
prin transpunere si conjugare avem X' At = 2X. Inmultind membru cu membru avem

X ATAX = XX de unde, tinand cont c& A*A = I, rezulti A\ = 1.

Teorema 3.4.28 Daca subspatiul V' al spatiului euclidian V' este invariat de endomor-

fismul izometric f atunci si complementul sdu ortogonal V'* este invariat de endomor-

fism.

In adevir, V'* este invariat de f* = f~! sideciside f = (f~!)~L.

Daca V' este un spatiu euclidian unidimensional, este evident ca exista doar doua
endomorfisme izometrice: cel pentru care f(z) = x pentru orice x € V si cel pentru care
f(z) = —x pentru orice x € V.

Fie acum V' un spatiu euclidian de dimensiune 2, dim(V) = 2 gi f un endomorfism
izometric al sau. Spatiul V' este izomorf cu spatiul vectorilor de pozitie ai punctelor

dintr-un plan. Daca

Qi1 Qg2
A=
Q21 G2
este matricea endomorfismului pe o bazd ortonormaté, atunci sau det(4) = —1 sau

det(A) = 1. Avem in plus
(an)*+ (a2)? = 1
11091 + appay = 0
(Oé21)2 + (Oé22)2 =1

Din ultima conditie rezulta ca exista ¢ astfel ca ag; = sing, azy = cosp. A doua conditie

impreund cu conditia det(A) = —1 conduce la sistemul

a118tnp + agacosp = 0

a11c08p — apasing = —1
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de unde rezultd ay; = —cosp, ags = sinp. Am gasit deci

—coSs sin
A 2 2

siny  cosp
adici o matrice ortogonald simetric& cu polinomul caracteristic p(A) = A? — 1 cu valorile
proprii A\; = 1, Ay = —1 carora le corespund versorii proprii ortogonali e;, es. Endomor-
fismul este deci o simetrie fata de dreapta de versor e,.
Daca ludm conditia det(A) = 1 gdsim

cos —sin
A — 2 ®

s1ny  cosp
adica endomorfismul poate fi considerat o rotatie plana de unghi ¢.
Cum polinomul caracteristic al unui endomorfism izometric pe un spatiu euclidian
are cel putin o radacina reala de modul 1 sau o pereche de radacini complexe de modul

1 se poate demonstra imediat prin inductie completéa ca la teorema (3.4.18) urmatoarea

Teorema 3.4.29 (de structurd a endomorfismelor izometrice) Daca f este un endo-
morfism izometric al spativlui euclidian V' atunci spatiul V' se poate scrie ca o suma
directa de subspatii de dimensiune cel mult doi invariante fata de f si doua cdte doua

ortogonale.

Cu un enunt matriceal avem

Teorema 3.4.30 (de structurd a matricelor ortogonale) Daca A este o matrice orto-
gonala de ordin n atunci existd o matrice ortogonala S astfel inciat B = S™'AS unde B

este o matrice de forma

Cy 0 0

0 0
B pum

0 O - O

unde C; sunt matrice ortogonale de ordinul n; < 2; pentru n; = 1 avemC; = +£1, iar

pentru n; = 2 C; este o matrice de rotatie pland; nq + ng + -+ -ngs = n.
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In spatiul vectorilor liberi sau al vectorilor de pozitie orice endomorfism izometric
cu determinantul matricei asociate egal cu +1 este o rotatie in jurul unei drepte al
carei vector director este vector propriu corespunzator valorii proprii A = 1. Exista
o baza ortonormata cu al treilea element egal cu versorul propriu in care matricea

endomorfismului este

cosp —sing 0
sinp cosp 0
0 0 1

Unghiul de rotatie ¢ este dat de relatia
2cosp+1=Tr(A).

Exemplul 3.4.6.2 Consideram endomorfismul definit pe spatiul vectorilor liberi care

v (= — —> .
pe baza ortonormata (61, ey, 63) are matricea

Wl
win

N

I
win win
Wl

Wl
Wl wiv

wino

Se verifica tmediat ca matricea A este ortogonala AA* = 1. Polinomul caracteristic este

—\ -

win wiN
W

P(A) =

Wl
win Wl
win
>~

Se gasesc radacinile A\ o = % + i?, A3 = 1. Valorit proprit A3 = 1 1 corespunde ver-

. _,> 1 — 1 — 1 — Y o
sorul propriu ey = et e+ pes. Endomorfismul reprezinta o rotatie in jurul

™

acestui versor de unghi o = %, cum rezulta fie din relafia 2 cos p+1 = 2 fie din expresia

—
radacinilor Ay 2. Daca in subspatiul vectorilor perpendiculari pe e alegem o baza orto-

1= 2

B B L le 25 obti b i
el — 562, € = €l gl — ey 0 tinem baza spatiului in care

. 7
normata e; = 7
matricea endomorfismului este
_\3

2
A =

S o
— o o

O =
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Matricea de trecere este matricea ortogonala

1 1 1

V2 V6 V3

S = 1 1 1
V2 V6 V3

0 _2 1
NERVE]

Se verificd relatia A’ = S'AS.

Din forma matricei endomorfismului izometric regasim pe o alta cale ca rotatia de

unghi ¢ in jurul versorului u este dati de relatia
Rz (7)) =T cosp+ (U x Z')sinp + uw(w2) (1 —cosgp).

Déand lui ¢ valori particulare obtinem endomorfisme care au mai fost amintite.
Daca un rigid se roteste in jurul unei axe de versor @ care trece prin origine unghiul
de rotatie este functie de timp ¢(t). Punctul care la momentul initial avea vectorul de

pozitie 7 va avea la momentul ¢ vectorul de pozitie

_)

=T cosp+ (U x T )sinp+ uw(uwT)(1—cosyp).
Pozitia punctului este determinata de trei parametri reali: doi parametri de la versorul
% plus unghiul . Rezultd ci viteza acestui punct este

— d

v =[-T sinp+ (W x 7 )cosp+ w(w T )sin @] i

sau

—_ . . o .
@ %2 vectorul numit viteza de rotatie.

—
unde am notat w = 7

Vom deduce acum distributia vitezelor intr-un rigid in misgcare. Daca A, B, C' sunt
trei puncte ale rigidului la momentul ¢ = 0, ele devin A’, B’, C’ la momentul ¢ asfel incat
% é H é H % . . .
|AB| = |A'B|, |BC| = |B'C|, |AC| = |A’C"|. Existd un endomorfism izometric care
— —_—
duce pe AB in A’'B’ | etc. Dacd S(t) este matricea ortogonald a acestui endomorfism

vom avea matriceal cu notatii evidente
Xp — Xa =St)(Xp — Xa).

Derivand avem

Xy — Xa=5 (1)(X5 — Xa) =5 (£)S®)'(Xpr — X1).
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Matricea S (t)S(t) fiind antisimetricd, rezultd ci existd un vector w (t) astfel ci avem
—
55—y + D) x 4B

adica vitezele punctelor unui rigid sunt cunoscute de indata ce cunoastem viteza unui

punct vy si vectorul @ () numit viteza unghiulard instantanee a rigidului.

3.4.7 Exercitii

1. Sa se studieze endomorfismul definit pe un spatiu euclidian bidimensional care
4

5
3

5
R. Endomorfismul este o rotatie de unghi o dat de cosa =

intr-o baza ortonormata are matricea A =

Ol oYW

3

£,8ina = £,

[S21 NN

2. Sa se studieze endomorfismul definit pe un spatiu euclidian tridimensional care

209  _20 2

a5 15 45
intr-o baza ortonormata are matricea A = 421_? % _%

20 20 3

45 45 45

R. Endomorfismul este o rotatie de unghi o dat de cosa = %,sina = ¢ in jurul

SIS

dreptei care trece prin origine de versor u’ = % T+ % J + % k.

3. Sa se studieze endomorfismul definit pe un spatiu euclidian tridimensional care

2 1
3 3

intr-o baza ortonormatd are matricea A =

2
3

Wl Wi Wi

wih Wi

wino

R. Endomorfismul este o rotatie de unghi o € (0, 7), cosa = %1 in jurul dreptei care
trece prin origine de versor u = FTET

4. Sa se arate ca dacd z este un vector dintr-un spatiu euclidian cu baza ortonor-
mata e, es, - -, e, exista un endomorfism al lui Hausholder corespunzator unui versor
u din subspatiul [ex, €41, - - €,] astfel cd s,(x) € [e1, s, -, ex]. Aceastd propozitie d&

posibilitatea triunghiularizarii unei matrici prin inmultirea la stdnga cu un sir de matrici

ortogonale si simetrice.

3.4.8 Endomorfisme oarecare in spatii euclidiene

Teorema 3.4.31 Daca [ este un endomorfism al unui spatiu euclidian atunci endo-

morfismul f*o f este un endomorfism autoadjunct ale carui valor: proprii sunt pozitive.
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In adevar putem scrie (f* o f)* = f* o (f*)* = f* o f. Fie acum X o valoare proprie

alui f*o f si x un vector propriu corespunzator. Atunci

<(ffof)(x),x >=< f*(f(x)),x >=< f(x), f(z) >= A<z, >

de unde A > 0.

Din punct de vedere matriceal avem

Teorema 3.4.32 Daca A este o matrice patratica atunci matricea A'A este o matrice

simetrica cu toate valorile proprii pozitive.

Teorema 3.4.33 Daca f este un endomorfism al unui spativ euclidian atunci exista

un endomorfism autoadjunct d asfel ca d*> = f* o f.

In adevar, exista o baza ortonormata in care f* o f are o matrice diagonala cu

elementele de pe diagonala pozitive

A0 -0
A 0 A -0
0 0 -0
0 0 A

Atunci endomorfismul din teorema este cel care in aceeasi baza ortonormata are matricea
vAr 0O 0
0 VA - 0
e 0
VAn

Din punct de vedere matriceal avem

Teorema 3.4.34 Pentru orice matrice patratica A existd o matrice patratica simetrica

B astfel incit A = B2.

Desi teorema urmatoare este valabila pentru orice endomorfism al unui spatiu eucli-
dian, o vom enunta si demonstra numai pentru endomorfisme bijective, aici demonstratia

fiind imediata si acesta fiind si cazul care prezinta importanta practica.
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Teorema 3.4.35 (teorema de descompunere a unui endomorfism oarecare) Orice en-
domorfism inversabil este produsul intre un endomorfism ortogonal si un endomorfism

autoadjunct in aceasta ordine sau in ordine inversa.

In adevar daca f este un endomorfism inversabil, f* o f este autoadjunct cu toate
valorile proprii strict pozitive si exista endomorfismul autoadjunct inversabil d astfel ca

d?>= f*o f. Notdm h = fod~!. Avem
hoh™ =fod o(fod ') =fod tod of*=foftoftof =i,

deci h este endomorfism ortogonal. Atunci f = hod, c.c.t.d.
Teorema arata ca orice endomorfism inversabil este compunerea intre rotatii, simetrii

si dilatari.

3.4.9 Deplasari in spatii euclidiene

Definitia 3.4.15 Se numeste deplasare in spatiul euclidian 'V orice aplicatied : V — V

cu proprietatea ca pentru orice x,y € V are loc relatia
|d(y) — d(z)| = |y — =,
Exemplul 3.4.9.1 Daca a € V este un element fixat atunci aplicatia
to(z) =a+x
este o deplasare numita translatia de vector a.

Exemplul 3.4.9.2 Orice endomorfism izometric f : V. — V este gt o deplasare pe

spatiul euclidian V.
Exemplul 3.4.9.3 Daca n este un versor in'V gt a € R atunci aplicatia
s(x) =x+2(a— <z,n>)n
este o deplasare numita simetria fata de hiperplanul de ecuatie < x,n > —a = 0.

Este evident ca daca di,ds sunt doua deplasari pe spatiul euclidian V' atunci si
compunerea lor ds o d; este tot o deplasare pe V. In particular, compunerea dintre o
translatie si un endomorfism ortogonal este o deplasare. Orice deplasare pe un spatiu

euclidian este de aceastd forma.
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Teorema 3.4.36 (teorema de structura a unei deplasari) Daca d : V. — V este o
deplasare a spatiului euclidian V' atunci exista tn mod unic un endomorfism ortogonal

f:V =V siotranslatiet : V — V astfel ca d=to f.

In adevir fie a = d(0) si notdm cu ¢ translatia de vector a. Notdm f = t71 o d si
trebuie sa aratam ca f este un endomorfism izometric. In primul rdnd observam ca f

este o deplasare cu f(0) = 0 care pastreazd norma pentru ca pentru orice z € V'

[f ()] = |f(z) = f(O)] = [& = O] = [=].

De aici rezulta ca f pastreaza si produsul scalar pentru ca pentru orice x,y € V/

(IfF@) P+ 1f W) = f () — fW)?) =

(|z|* + [y]* = |z —y|?) =< z,y > .

N —

< [f(@), fly) >=

N =

A mai ramas de aratat ca f este linear, adica pentru orice x,y € V si pentru orice
a,feR
flaz + By) — af(z) — Bf(y) = 0.

Este suficient sa aratam ca vectorul din stanga egalitatii este ortogonal pe vectorii unei

baze ortonormate a lui V. Fie (eq, e, - - - , €,) 0 baza ortonormata a lui V. Cum f péstreaza
produsul scalar rezulta ca (f(e1), f(ez2), -, f(en)) este tot o bazd ortonormata si avem
pentru:=1,2,---.n

< flow + By) - af(x) - Bf(y), fle;) >=

= <axr+fy,e>—a<ze>—F<xe>=0.

Deci f este un endomorfism izometric. Unicitatea perechii ¢, f rezulta din faptul ca
translatia ¢ trebuie s satisfaca conditia t(0) = (tof)(0) = t(f(0)) = d(0) sicd f =t Lod.

Din demonstratia facuta rezulta ca pentru orice x € V' are loc relatia
d(z) = d(0) + f(x)

sau dacd notdm cu Y coloana coordonatelor lui d(x) pe o bazd ortonormatd, cu Y
coloana coordonatelor lui d(0), cu A matricea ortogonald a lui f si cu X coloana coor-

donatelor lui x pe aceeasi baza, avem

Y =Y, +AX.
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Invers, orice aplicatie a spatiului euclidian pe el insusi de aceasta forma este o deplasare

a spatiului euclidian.

Teorema 3.4.37 Oricarei deplasari d a unui spatiu euclidian pe o baza data orto-
normata i corespunde o matrice ortogonald A si o coloand Yy astfel ca vectorului x
cu coloana coordonatelor X i corespunde vectorul y = d(x) cu coloana coordonatelor

Y =Y, + AX.

3.4.10 Forme lineare in spatii euclidiene

Fie V' un spatiu euclidian n-dimensional, G matricea Gram pe baza e, e, -+, e, si

>

*

V* dualul sau, adica spatiul formelor lineare definite pe V. Vom nota cu e}, e}, -, e’

baza lui V* duald bazei lui V' cu €}(e;) = é;;. Daca x este un vector fixat din V, atunci
produsul scalar < x,y > este o forma lineara pe V. Se pune problema daca pentru orice
forma lineara [ pe V gdsim un vector x astfel ca I(y) =< z,y > . Daca notdm cu X, Y

coloanele coordonatelor lui z,y, cu L linia formei [, vom putea scrie
l(y) =LY = X'GY =< z,y >
de unde
L'=GX
adica vectorul = este unic determinat.

Teorema 3.4.38 Pentru orice forma lineara | pe spatiul euclidian V' exista un vector

x unic astfel ca l(y) =< z,y > .

Produsul scalar defineste o aplicatie lineard v : V' — V* ~(z) = [, care in perechea

de baze date are matricea G. Putem scrie

(7(61)7 7(62)’ T a7<en)) = (63{7 635 T 7€;)G'

Matricea G fiind nesingulari, aplicatia v are inversd v~—! tot lineard cu matricea G~
Aplicatia v este un izomorfism intre spatiul V' si dualul sau V* Relatia I(y) =< z,y >
se scrie I(y) =< v 1(l),y > . Elementele f; = v~ !(ef),i = 1,2,---,n constituie o alti
baza a lui V. Avem

(fi, for -y fn) = (e1, €0, -+, €0)G L.
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Putem defini produsul scalar a doua forme lineare [ = ) liej, m = mj e ca fiind

n
=1 7=1

<l,m>=<~y"Y),y *(m) >= Z lim; < fi, i >

ij=1
adica matricea Gram a produsului scalar pe V* coincide cu matricea Gram H a bazei
(f1, fa, -+, fn) alui V. Vom observa mai intai ca bazele (e, ea, -+, e,), (f1, fo, , fn)

sunt biortogonale adica

o 1 pentru 7 =1
<ei7fj >:6ijazaj:1727"'7n76ij: .
0 pentru j#1

In adevar, avem

(817623”'aen)t(fbf%”'?fn) - (617623'"aen)t(ela€27'”7en)G: GGt =1.

Din acest motiv baza (f1, f2, -+, fn) se numeste baza reciproca a bazei (e, eq,:- -, ey).

Vom avea

H = (f17f27 o 'an)t<f17f27 tee 7fn) = G_IGG_I = G_l-

Orice vector x din V' se descompune unic dupa cele doua baze

r=&e+&ex+ -+ e =CGfi +Qfe 0+ Gufn

Vom avea
éi =< xvfi >7<’i =< Z,¢€; >7i:1a27"'7n'

/

') cu ajutorul matricei

Daca trecem de la baza (e, e, -, e,) la baza (e}, €, -, e

de trecere S, adica

(6,176,2’“'76;1) = (617627'“7671)S7

(617627"'76n) = (6/176/27"' 6/ )T
atunci matricea Gram devine
G' =S5'GS, G=T'G'T.

Atunci baza

(f17f27 o 'an) == (61,62, cee ,en)Gil
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devine
(L farr o fo) = (erez, o, €) STGTT! = (fu, fo, o+, fu) T
sau
(fis fos o 7f7lz)t =T(f1, [z, ',fn)t-
Deci coloana elementelor bazei reciproce se schimba ca si coloana X a componentelor

vectorulul z

r = <617627"'76n)X:(6,176,27"'7641))(/7

X = TX, X =S5X,
adica contravariant. In ce privegte componentele vectorului x pe bazele reciproce

T = (f17f2a"'7fn>yz (f{?fé?’f'rlz)yl

rezulta

Y =8Y)Y =T’
sau daca trecem la liniile lor
Yt=Y!S Yt=Y"T

adica se schimba ca si liniile bazelor. Din acest motiv componentele &1, &, - - -, &, ale lui
x se numesc componentele contravariante, iar componentele (1, (s, - - -, (, ale aceluiasi

vector x se numesc componentele covariante.

3.4.11 Forme bilineare si forme patratice in spatii euclidiene

Teorema 3.4.39 Daca b :V xV — R este o forma bilineara pe spatiul euclidian V
atunci exista endomorfismele unice f :' V. — V,g: V — V astfel incat pentru orice x,y €

V' are loc relatia b(z,y) =< z, f(y) >=<y, g(x) >; endomorfismul g este adjunctul lui

f

In adevar, notand cu X,Y coloanele coordonatelor lui z, ¥, cu G matricea Gram, cu

B, A, C' matricele formei b si ale endomorfismelor f, g, trebuie sa avem

b(z,y) = X'BY = X'GAY = Y'GCX = X'C'GY.
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Cum X,Y sunt arbitrare, rezulta
B=GA=0CCG

adica

A=G'B,C =BG, C= A"

Evident, endomorfismele determinate in mod unic satisfac conditiile cerute.
Dupa aceasta teorema exista o bijectie intre formele bilineare si endomorfismele spa-
tiului euclidian. Formelor bilineare simetrice le corespund endomorfisme autoadjuncte.

Formei bilineare care coincide cu produsul scalar ii corespunde endomorfismul identitate

flz) ==.

Teorema 3.4.40 Aplicatia p : V' — V este o forma patratica pe spatiul euclidian V
daca §1 numai daca exista un endomorfism autoadjunct f : V. — V astfel incdt pentru
orice x € V' sd avem p(x) =< f(z),x > . Intr-o baza ortonormati matricea endomor-

fismulut f coincide cu matricea formei patratice.

Intr-o baza oarecare cu matricea Gram G, daca P este matricea formei patratice si

A matricea endomorfismului adjunct asociat ar trebui sa avem
X'PX = X'GAX
adicd A = G~'P. Endomorfismul astfel determinat este autoadjunct pentru ca
(G'PX)'GY = X'PG™'GY = X'GG™'PY.
Notam ca vectorii proprii ai endomorfismului asociat sunt dati de sistemul
(A= ADX =(G'P-XG')X=GHP-)XG)X =0

Sau

(P —AG)X = 0.

Polinomul caracteristic va fi proportional cu
Q(N\) = det(P — A\G).

Conform teoremei de caracterizare a endomorfismelor autoadjuncte rezulta
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Teorema 3.4.41 Dacap:V — V este o forma patratica pe spatiul euclidian V' atunci
exista o bazd ortonormata formata din vectori proprii ai endomorfismului asociat in care
forma patratica se reduce la forma canonica, coeficientii patratelor fiind valorile proprii

ale endomorfismului asociat.

Din punct de vedere matriceal daca consideram ca matricea simetrica A este matricea

unei forme patratice intr-un spatiu euclidian intr-o baza ortonormata regasim

Teorema 3.4.42 (teorema de structurd a matricelor simetrice) Daca A este o matrice

simetrica atunci existd o matrice ortogonald S astfel ca A’ = S'AS este diagonali.

Daca consideram ca matricea simetrica A este matricea unei forme patratice intr-un

spatiu euclidian intr-o baza cu matricea Gram G avem

Teorema 3.4.43 Daca A este o matrice simetrica si G o matrice simetrica pozitiv
definitd atunci existd o matrice inversabila S astfel ca S'GS = I si S'AS = A unde
A este o matrice diagonala ale carei elemente sunt radacinile polinomului caracteristic

Q(\) = det(P — \G) = 0.

Exemplul 3.4.11.1 Intr-un spativ euclidian V' pe baza ortonormata (ey, ea, e3) se con-

sidera forma patratica astfel ca lui x = &1eq + Eaea + Ezeg 11 corespunde numarul

p(x) = &1& + E&5 + €361

Matricea formei patratice pe baza data este

0 3 3
S ELE
3 3 0
Se gaseste polinomul caracteristic
1
P(\) =det(A—X)=—(A—1)(A+ 5)2

§i deci exista o baza ortonormata (€}, €}, €4) pe care forma patratica se scrie

1 1
p(fE) = 12 - 5552 - 55:’3-
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Versorii bazer sunt vectorii proprii. Pentru Ay = 1 sistemul care da vectorit proprii este

1 1
— — — — 0
&+ 252 + 253
1

%&—52+§f3 =0

(a treia ecualie este consecinta a celor doud scrise) cu solutia

§_&_&
3 3 3
§i putem lua versorul €} = %61 + %62 + \/Lgeg. Pentru \ = —% sistemul care da vectorii

proprii se reduce la o singurd ecuatie

S+&+8=0
spatiul vectorilor proprii fund bidimensional. Ludnd &5 = 0,& = —1 avem & = 1 g
gasim versorul propriu ey = %el — %52. Pe €} il obtinem ca "produs vectorial” al
primilor doi €}y = %61 + %62 — %63. Rezulta ca matricea de trecere este matricea
ortogonala
I 1
V3 V2 V6
S=| L _1 1
V3 V2 V6
L 0 —L
V3 V6
Legatura intre coordonate este
¢ 11 L /
! V3 V2 V6 1
13 = I . !
2 V3 V2 V6 2
1 1 /
€3 7 0 ~ 3

Din punct de vedere matriceal avem

t

1 1 1 1 1 1 1 1

VW V23 (B v « Lo 0
11 1o L 11 L — o -1 o
V3 V2 V6 2 2 V3 V2 V6 2
1 1 1 1 1 1
70 % 3 3 0 BV 7 00 -3

Exemplul 3.4.11.2 Sa consideram acum intr-un spatiu bidimensional in baza (eq,ez)

formele patratice care lui x = &1e1 + Exea fac sa-i corespunda numerele

g(z) = 26 +26& + 38,
p(z) = T+ 26,8 + 1365,
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Aceste forme patratice au pe baza respectiva matricele

2 1

G = )
13
71

A =
1 13

Observam ca ambele matrice sunt pozitiv definite. Sa gasim o baza (€},€)) pe care

formele patratice sa se scrie sub forma

qz) = & +E7,

p(@) = MEP+ AL

Vom putea considera ca matricea G este matricea Gram a unui produs scalar pe spatiul

dat. Numerele A1, Ao sunt radacinile polinomului caracteristic

7T—2\ 1—2A\ )
P(\) =det(A — \G) = = 5(\° — 9\ + 18)
1—X 13-—-3X
Gasim A\ = 6, \y = 3. Vectorul x = &e1 + Ees este vector propriu corespunzator lui
A1 = 6 daca
7—26 1—-6 &

1-6 13-36 &

=0

adica daca & + & = 0. Marimea vectorului propriu x = e — e este

gi deci putem lua versorul €] = \/igel — %62. La fel gasim ca valorit proprii Ay = 3 1i

corespunde versorul propriu e, = %61 + %62. Matricea de trecere este

1

2
g—| v8 &
L1

NERV
Pe noua baza ortonormata in produsul scalar considerat, matricea primei forme patratice

este

G/:I: ,
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tar a celei de-a doua forme patratice este

Se wverifica de-altfel ca S'GS = I si S'AS = A'. Subliniem ci matricea de trecere nu

este ortogonala..

In aplicatii practice legate de micile vibratii ale unor sisteme in jurul pozitiilor de
echilibru, matricea G este legata de energia cinetica a sistemului, iar matricea A este
legata de energia potentiala a sistemului. Daca X este coloana aga numitelor coordo-
nate generalizate atunci determinarea micilor vibratii revine la rezolvarea sistemului de
ecuatii diferentiale GX” + AX = 0. Punand X = SY si inmultind la stanga cu S*
obtinem Y” 4+ A’Y = 0 care se rezolva simplu. Y reprezintd asa numitele coordonate

sau moduri fundamentale.

3.4.12 Exercitii

1. Sa se reduca la forma canonica formele patratice date pe spatii euclidiene in baze
ortonormate prin

a) p(x) = 56 + 663 + 765 — 4616 + 466,

b) p(x) = & + &5 + 485 + 2616 + 4616 + 46E.
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CAPITOLUL 4

CONICE SI CUADRICE

4.1 Conice

4.1.1 Ecuatia generala a conicelor

Fie P un plan euclidian raportat la un sistem de coordonate rectangular Ozxy cu
— —

versorii 7 , j .
Definitia 4.1.1 Se numeste conica sau curba de ordinul doi multimea C' a punctelor

M (z,y) din plan ale caror coordonate satisfac o ecuatie de forma

a117? + 20197y + A92y® + 24137 + a3y + azz = 0

unde coeficientii a;; = a;; sunt reali.

Denumirea de conica se explica prin faptul ca o asemenea curba rezulta din intersectia
unui con circular drept (considerat cu cele doud panze ale sale) cu un plan si deci poate fi:
sau o elipsa sau o hiperbola sau o parabola sau o pereche de doua drepte concurente sau
paralele (cand conul devine cilindru prin aruncarea varfului la infinit). Scopul acestui
paragraf este sa demonstram acest lucru.

—

Daca notdm vectorul de pozitie al punctului M(z,y) prin 7 =z i + y7 putem

scrie ecuatia conicei sub forma

p(?) + 2[(7)) + asz — 0
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unde p(7") = ay12? + 2197y + axny? este o forma patratica, (7)) = asx + aszy este o

forma lineara, ambele definite pe multimea vectorilor de pozitie. Daca notam cu

ailz Az X
A= ,L:(031,as2),X:

Qg1 Q22 Yy

matricea formei patratice pe baza (i, j ), linia formei lineare respectiv coloana coor-

donatelor vectorului de pozitie putem scrie ecuatia conicei sub forma matriceala
X'AX +2LX +ass =0.
Introducand o coordonata fictiva z = 1 putem scrie ecuatia conicei sub forma
apz? + 2a107y + a22y2 + 2a1372 + 2a23y2 + assz® = 0.

Introducand notatiile

ai; Q2 a3 ; z
- A L -
= a21 Q22 Q23 = y X= Yy
L as3
azy azz Aass z

se poate scrie membrul stang al ecuatiei conicei sub forma unei forme patratice de cele
trei variabile x, y, z

—t— —

X AX=0.

Matricea A este matricea tuturor coeficientilor ecuatiei conicei.

Polinomul caracteristic al formei patratice p(7”) este

P(\) = det(A — Aly) = A2 — MT'r(A) + det(A).

—t— —

Polinomul caracteristic al formei patratice X AX este

~ ~— ~

P (A) = det(A —A3) = =N + NTr(A) = A(An + Az + Ass) + det(A).

Vom nota in continuare

~

I = TT(A),(SZdet<A),A:det(A),J:A11+A22—|—A33,

flz,y) = an®® + 2a197Y + agoy” + 2a137 + 2a3y + ass.

Vom arata ca valoarea expresiilor 1,6, A, J nu se schimba la schimbarea sistemului de

coordonate si deci le vom numi invarianti ai ecuatiei conicei.
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4.1.2 Modificarea ecuatiei conicei la o translatie a sistemului
de coordonate
Daca efectuam o translatie a sistemului de coordonate in punctul O’(z, o) trecand

de la sistemul Ozy la sistemul O'z'y’, baza (7, 7) ramanand neschimbata, trecem de

la coordonatele x,y la coordonatele 2/, 3 prin relatiile

x = 2+ z0,
y = ¥ +w
sau matricial
. T ) T T
X=X +Xy unde X = , X' = , Xo =
Y Y Yo

Inlocuind in ecuatia conicei, se obtine o ecuatie de aceeasi forma
X"AX' +2(L + X! A) X'+ X{AXo + 2L Xy + azs = 0
cu matricea tuturor coeficientilor

a1 a12 a11To + A12Yo + Q13
A= | an a22 a21To + A22Yo + G23
a11%0 + @Yo + a1z 217 + axnyo + azs  f(zo, Yo)
sau mai scurt
Z/ A L+ AX,
L+ XA f(zo,0)
Forma patratica nu-si schimba coeficientii si deci nu se schimba nici expresiile I, 6.

Daca scriem relatiile de schimbare a coordonatelor sub forma

r = o +x07
y = y +y?
z = 2Z(=1)

sau matriceal
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unde am notat

x x 1 0 =z
N N7
= y X = y/ .S = 0 1 ,
z 2 0 01

! ! —
rezultd ca matricea A4 se scrie sub forma 4 = S* A S de unde tragem concluzia ca si
expresia A riméne neschimbati pentru ci noua sa valoare este A’ = A(det(S5))? = A..

Deci avem

Teorema 4.1.1 La o translatie a sistemului de coordonate ecuatia conicei ramdne de

aceeasi forma si raman neschimbate expresiile 1,0, A.

4.1.3 Centrul de simetrie al unei conice

Definitia 4.1.2 Se numeste centru de simetrie al conicei C punctul My cu proprietatea
ca daca punctul M apartine conicei atunci gi punctul M’ simetricul lui M fata de M

apartine conices.

Simetricul lui M(x,y) fatd de originea O(0,0) este M'(—z, —y). Daci odata cu M

apartine conicei si punctul M’ trebuie si avem
CL11x2 + 2a12my + a22y2 + 2(113!13 + 2a23y +as3 = 0,
(1115132 + 2@12:cy + a22y2 — 2&1333 — 2a23y +as3 = 0
de unde prin scadere avem
ai3x + a23Y = 0.

Cum asta trebuie sd se intAmple pentru orice punct M (x,y) daca originea O(0,0) este
centru, rezulta ca in mod necesar a;3 = ass3 = 0. Se vede imediat ca aceste conditii
sunt suficiente pentru ca originea O(0,0) si fie centru. Facand o translatie in punctul

Mo(xg,yo) rezultd

Teorema 4.1.2 Punctul My(zo,y0) este centru de simetrie al conicei daca gi numai

daca coordonatele sale satisfac sistemul de ecuatii

a11To + apyo + a3 = 0

a21To + Ay +as = 0.
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Observam ca determinantul acestui sistem este tocmai expresia 6. Daca 6 # 0 sis-
temul de mai sus are solutie unica. Daca 6 = 0 acest sistem are o infinitate de solutii
reprezentand puncte situate pe o dreaptda numai dacd A = 0. Daca 6 = 0si A # 0

atunci sistemul nu are nicio solutie. Deci are loc

Teorema 4.1.3 Daca 6 # 0 conica are un centru de simetrie unic ale carui coordonate
sunt solutiile sistemului de mai sus. Daca 6 = 0 si A = 0 conica are o infinitate de
centre de simetrie situate pe dreapta de ecuatie a1 x + a9y + a3 =0 . Daca 6 = 0 gi

A # 0 conica nu are centru de simetrie.
Cum membrul stang al ecuatiei conicei se scrie sub forma

f(z,y) = z(anx + a12y + a13) + y(aa1x + any + a) + az1r + azgy + ass

rezultd ca daca se face o translatie a sistemului de coordonate intr-un centru My(zo, ¥o),

dispar termenii de gradul intéi in x,y si termenul liber devine
!/
Q33 = Q31T + a32Yo + A33.

Daca centrul conicei este unic, 6 # 0, atunci termenul liber este dat si de relatia

A

6

/ J—
Qg3 =

cum rezulta din invarianta expresiei A. Din punct de vedere al calculuilui este preferabila

forma calculata cu linia a treia a matricei tuturor coeficientilor.

4.1.4 Modificarea ecuatiei conicei la o rotatie a sistemului de

coordonate

Daca se trece de la sistemul de coordonate Oxy la sistemul Ox’y’ printr-o rotatie a
sistemului cu unghiul « se trece de la baza (i, 7 ) la baza (', j') datd de relatiile

- = - — cosa —sina — —
(l,]>:<%]> ' =<z,J>S-
sina  cosa

Atunci se trece de la coordonatele x, y la coordonatele z’, 4y’ prin relatiile

T x
X = =9 =SX’
!

Y Y
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si ecuatia conicei devine
X/tStASX + 2LSX + a3z — 0

adica ecuatia este de aceeasi forma cu matricea tuturor coeficientilor

—t StAS  S'LY
A
LS ass3

Daca scriem relatiile de schimbare a coordonatelor sub forma

x cosa —sina 0 x
— NN
. /
=]y | =] sina cosa 0 y | =8X,z=2 =1
z 0 0 1 2

se poate scrie noua matrice tuturor coeficientilor sub forma

—t

!
A=S5AS.

Din expresiile noii matrice a tuturor coeficientilor rezulta ca si de aceasta data expresiile

1,6, A ramén neschimbate. In plus si expresia J raméane neschimbata.

Teorema 4.1.4 La o rotatie a sistemului de coordonate, ecuatia unet conice ramdane de

aceeasi forma si raman neschimbati invariantii 1,6, A, J.

4.1.5 Studiul conicelor cu centru unic
Fie o conica care in sistemul de coordonate Oxy are ecuatia
CL11x2 + 2a12my + a22y2 + 2(113!13 + 2a23y + aszz = 0.

Presupunem ca avem ¢ # 0, deci existd un centru de simetrie unic O'(zo,yo) ale carui
coordonate sunt date de sistemul scris cu primele doua linii ale matricei tuturor coefi-

cientilor

a11To + aiyo + a1z = 0

a21To + Ayo +as = 0.
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Daca facem o translatie a sistemului de coordonate in centru, deci schimbam coordo-
natele prin relatiile
r = 2 +x
/
y = ¥y t+y

ecuatia conicei devine

A
a11113,2 + 2a12x’y’ + aggyl2 + g =0.

Reamintim ca termenul liber este mai simplu de calculat prin relatia

A

3 = a31%o + az2yo + a33-

Din teoria formelor péatratice rezulta ci existd un sistem de coordonate O'XY in

care ecuatia conicei va fi de forma

MXZ+ Y2+ A =0

o
Sau
X? Y?
& t-x - 1=0
61 A2

unde Aq, Ay sunt valorile proprii ale matricei A adica sunt radacinile polinomului carac-

teristic

P(\) =A2—IN+6=0.

Cum

A+ A=LMa=0

rezulta ca avem urmatoarea clasificare a conicelor cu centru unic 6 # 0 :

e 6 > 0gi A = 0 conica este o pereche de doua drepte imaginare concurente in

centrul real;
e 6 >0gi A+#0si Al > 0 conica este o elipsa imaginara;
e 6 >0gi A+#0si Al <0 conica este o elipsa propriu zisa;

e 9 < 0si A =0 conica este o pereche de drepte reale concurente in centru;
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e 5 < 0si A+ 0 conica este o hiperbola propriu zisa.

Daca notam cu « unghiul cu care rotim sistemul O’z'y’ ca sd obtinem sistemul
O' XY, versorii noului sistem vor fi
= 1 cosa+ ) slno

J = — 1 sina+ j cosa.

Rezulta ca vom avea

—
M = p(I)=apcos®a+ 2a15cosasina + agsin® o
4 ) . 2
Ay = p(J)=aqsin®a — 2a;13 cos asin a + agy cos” a
- 7 . 2 .92 .
0 = b(1I,J)=—apcosasina+ ajz(cos”a — sin” a) + ag cos asin a.

Am notat prin b forma polara a formei patratice p. Din ultima relatie rezulta

formula care da unghiul de rotatie

2&12
tan2a = .
a11 — 22
Putem scriem
A — Ay = ay1c082a + 2aq9 Sin 20 — a9y COS 200 =

= (CLH — (lgg) cos 2a + 2@12 sin 2a =

2@12

sin 2a”
Deci daca alegem unghiul de rotatie cel mai mic posibil o € (0, 7), atunci alegem

radacinile polinomului caracteristic astfel ca
Sgn()\l — /\2) = sgn(alg).

Exemplul 4.1.5.1 Sa se reprezinte grafic conica

2522 — 14xy + 25y + 642 — 64y — 224 = 0.

Matricea tuturor coeficientilor este

2% —7 32
A=| —7 25 _32
32 —32 —224
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Avem I = 50,6 = 625 — 49 = 576 > 0 deci avem o conicad gen elipsd cu centru

unic. Coordonatele centrului sunt date de primele doua linii

25x9 — Tyo+32 = 0

—7I0 + 25y0 —-32 =0

adica centrul este O'(—1,1). Calculim § = —32-1 — 321 — 224 = —288, adic&
A =288 -576. Cum Al > 0, avem o elipsa propriu zisa. Polinomul caracteristic
este P(\) = A2 — 50\ — 576 = 0 cu radécinile A 5 = 18,32. Cum sgn(A; — \g) =
sgn(—7) = —1 rezultd c4 trebuie sa ludm A; = 18 Ay = 32 gi deci ecuatia elipsei

dupa translatia si rotatia axelor este
18X?% +32Y% — 288 = 0

Sau

adica avem o elipsa cu semiaxele a = 4,b = 3. Unghiul de rotatie a axelor este dat

de relatia
-14
2525

tan2a =

si deci a = §. Vom avea cosa = @, sina = g si deci matricea de trecere de la

—_ = — —
baza initiald (¢, j ) la baza (I, J ) este

V22
S Y
2 2
Formulele de schimbare la translatie sunt
r = 2 -1
y = y+1

iar la rotatie
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adica formulele finale sunt

sau pe dos
X

Y
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2 2
L

= S @+)+-1)
— L+ Ly

Ecuatiile axelor de simetrie fiind in noul sistem Y = 0 respectiv X = 0 rezulta a

fi in sistemul initial

r—y+2

r+y

In noul sistem ecuatiile parametrice ale elipsei fiind

X 4 cost

Y 3sint,t € [0, 27],

rezulta ca in sistemul initial avem ecuatiile parametrice

y:

2
-1 +2\/§cost—3§ sint

2
14 2v2cost + 3% sint,t € [0, 27].

Elipsa desenata cu MATHCAD este in figura de mai jos.

Exemplul 4.1.5.2 Sa se

2512 —

studieze conica

l4ay + 2542 + 64z — 64y + 64 = 0.

Matricea tuturor coeficientilor este

25 —7 32
A=| -7 25 _32
32 —32 64
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5.294,

y(t) g 5\_/ y TS
—5L

—3.265,

—4.536, (1) 2.536,

Fig. 4.1: Elipsa de la exemplul 1

Calculam I = 50,6 = 625 — 49 = 576 > 0 deci avem o conica gen elipsa cu centru

unic. Coordonatele centrului sunt date de primele doua linii

2520 — Tyo +32 = 0

—71’0 + 25y0 —-32 =0

adica centrul este O'(—1,1). Calculdm % =-32-1-32-1+64 =0, adica A =0,
deci avem de fapt o pereche de doua drepte imaginare concurente in centru. Daca

ordonam ecuatia dupa y avem
25y* — 2y(Tz + 32) + 2527 + 642 + 64 = 0.
Realizantul acestei ecuatii este

(7Tx + 32)* — 25(252° + 64z + 64) = — (5762 + 11522 + 576) = —24%(z + 1)?

si avem
Tr+32+24i(z + 1)
v= 25

adica doud drepte imaginare conjugate concurente in O’(—1,1).

Exemplul 4.1.5.3 Sa se reprezinte grafic conica

322 + 10zy + 3y* — 20 — 14y — 13 = 0.
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Matricea tuturor coeficientilor este

3 5 -1
A=|5 3 -7
-1 -7 —13
Calculam I = 6,6 = —16 < 0 deci avem o conica gen hiperbola cu centru unic dat

de sistemul

3$0+5y0—1 =0

5:1:0+3y0—7 =0

si gdsim centrul O'(2, —1). Calculdm £ = —2+7—13 = —8. Réd4cinile polinomului
caracteristic P(\) = A2 — 6\ — 16 = 0 sunt \; 5 = 8, —2. Cum a3 = 5 > 0 alegem
A1 = 8, Ay = —2. Dupa translatia si rotatia sistemului de coordonate ecuatia

conicei este

8X2 -2Y2-8=0

sau

adicd avem o hiperbold cu axa transversa O’ X cu semiaxele a = 1,b = 2. Unghiul

de rotatie a axelor este dat de relatia

tan 2 10
an2q = —— =00
3—-3
adicd o = 7. Avem cosa = g, sina = g i matricea de trecere de la baza initiala
— — — —
(i, 7)labazanoud (I, J) este
V2 A2
_ 2 2
=z e
2 2
Formulele de schimbare la translatie sunt
r = 2 +2
y = y -1

iar la rotatie sunt



4.1. CONICE 169

adica formulele finale sunt

V2., V2

= 24+ —X - —Y
T + 5 5
2 2
y = —1+£X+£Y
2 2
sau pe dos
2 2
X = g(m—Q)—l—\/?_(val)
2 2
y = —g(x—2)+§(y+1).

In noul sistem ecuatiile axelor de simetrie sunt ¥ = 0, X = 0, deci in vechiul

sistem ecuatiile lor sunt

r—y—3 = 0

r+y—1 = 0.

In noul sistem ecuatiile parametrice ale unei ramuri a hiperbolei sunt

= cosht

Y = 2sinht,t€ R
si pentru cealalta ramura sunt

X = —cosht
Y = —2sinht,t € R.

Deci in vechiul sistem ecuatiile parametrice sunt pentru o ramura
r = 2+ gcosht —V/2sinht
y = —1+ gcosht +v/2sinht.

si pentru cealalta ramura

2
r = 2-— %cosht—kx/isinht

2
y = —1— gcosht —\/2sinht.
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In noul sistem ecuatiile asimptotelor sunt ¥ = 42X si obtinem ecuatiile asimp-

totelor In vechiul sistem

y = —3r+5
11
vy = T3ty

Desenata cu MATHCAD conica este in figura de mai jos.

20 \
(18.927, T Ty T T T

yi(y S
¥2(1) T
Tt 0

yyl(w)

yy2(u)

1892719 | 1 L | 1
=30

25, XI(1),x2(1), xx(u) 25,

Fig. 4.2: Hiperbola de la exemplul 3

Exemplul 4.1.5.4 Sa se reprezinte grafic conica

x? — 8xy + Ty* + 62 — 6y +9 = 0.

Matricea tuturor coeficientilor este

1 -4 3
A=| -4 7 -3
3 -39
Calculam [ = 8,6 = —9, deci avem o conica gen hiperbola. Centrul este dat de

sistemul

l’o—4y0—|—3 =0

—4x0+7y0—3 =0

deci centrul conicei este O’'(1,1). Calculim £ =3 — 3+ 9 = 9. Avem o hiperbold

propriu zisi. Rid&cinile polinomului caracteristic A> —8A—9 = 0 sunt A; o = —1,9.
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Cum a5 = —8 < 0 alegem \; = —1, Ay = 9 si deci ecuatia dupa translatie si rotatie
este

—X249Y?249=0

Sau

adica avem o hiperbola cu axa transversa O’ X cu semiaxele a = 3,b = 1. Unghiul
de rotatie a axelor este dat de

-8 4
tan2a = —— = -

1-7 3
deci o = % arctan %. Din relatia

2tan o 4

tan2a:—2:—
1 —tan® o 3
sau

2tan’a + 3tana — 2 =0

gasim valoarea acceptabila tan a = % Scriind

sin o sin «v COoS « +1

12 NG

cosa 2

trebuie sa alegem valorile acceptabile

COos ¢ =

Bl

2 .
—,sina
NG

Rezulta matricea de trecere

2 1
g—=| v& V5
A1 2
V5 Vb
si deci formulele de schimbare a coordonatelor sunt

2 1

r = 14+ —=X-—2Y
NG V5

2

X4+ Yy

NG V5

y = 1+

sau pe dos
2 1
X = E(»T—l)Jrﬁ(y—l)
1 2
Y = —%(fﬁ—l)ﬂL%(y—l)
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Ecuatiile axelor le putem obtine fie din ecuatiile Y = 0, X = 0 fie direct ca ecuatii

ale dreptelor care trec prin centru si au pantele tan o = % respectiv -—— = —2

tan o

1 1 1
y—1 = 5(:1;—1) sau y=§m+§,
y—1 = =2(x—-1) sau y=—-2x+3.

Ecuatiile parametrice sunt pentru o ramura
6 1
xr = 14 —=cosht — —=sinht
V5 V5
3 2
= 1+ —=cosht+ —sinht,t € R
! V5 V5

si

6 1
z = 1— —cosht+ —sinht
V5 NG

3 2
y = 1——=cosht — —sinht,t € R

V5 V5

pentru cealalta ramura.

Graficul facut cu MATHCAD este in figura de mai jos.

o T T 1 T T T T
25.277

\
20 S
\
N . _
s 10 N

Ay ey .

0 N
w3 (w) \

wh(w= = \ 1
10 .

- . \ .

20

25277
25277 4 = = =
T 40

Fig. 4.3: Hiperbola de la exemplul 4

Exemplul 4.1.5.5 Sa se studieze conica

2 — 8xy + Ty* + 61 — 6y = 0.
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Scriem matricea tuturor coeficientilor

Calculam I = 8,0 = —9, avem o conica gen hiperbola. Centrul dat de ecuatiile

$0—4y0+3 = 0
—4:00—1—73/0—3 =0

este O'(1,1). Calculam % =3—-3=0, deci A =0 adicia avem o pereche de doud

drepte concurente in centru. Ordonam ecuatia dupa y
Ty* — 2y(4x + 3) + 2% + 62 = 0.
Realizantul acestei ecuatii este sigur un patrat perfect
(4x + 3)* — T2* — 427 = 92° — 18z + 9 = (3x — 3)?

st deci avem ecuatiile celor doua drepte

4dr+3+3x—3
Yy = - sau Y=<
4 +3-3r+3 sau —lx—l—g
v = 7 y=t Ty

4.1.6 Studiul conicelor cu o infinitate de centre sau fara centru

In sistemul de coordonate Oxy fie conica de ecuatie
a117” + 2019y + azy® + 20137 4 2az3y + azz = 0.

Presupunem ca suntem in cazul 6 = 0. Daca a;; = 0 atunci si a;2 = 0 si ecuatia

conicel este de forma

azy® + 2a137 + 2ag3y + azz = 0.

Dacé ay; # 0 polinomul caracteristic al formei pétratice cu matricea A este P(\) =
A2 — I\ Alegem \; = 0 si Ay = I. Asta inseamni ci existd un unghi « astfel ci rotind

sistemul Ozxy cu unghiul a obtinem sistemul Ox’y’ in care ecuatia conicei se scrie

Iy? + 2a) 50" + 2al5y + ahs = 0
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cu matricea tuturor coeficientilor

0 0 ajs
A=1 0 I by
ayy Gyy sy
Avem A = —Iaf4. Dacd A = 0 atunci gi numai atunci aj; = 0. In acest caz ecuatia
conicei se reduce la
Ty + 2ahsy + dis = 0

care se poate descompune in doua ecuatii a doua drepte paralele. La rotatia sistemului
aveam invariantul J = Ay + Agy + Asz = Iaj; — a’h. Realizantul ecuatiei in y este
tocmai —J.

Deci daca 6 =0 si A = 0 atunci distingem trei cazuri:

e J < 0 conica este formata din doua drepte paralele reale;
e J = 0 conica este formata din doua drepte confundate;

e J > 0 conica este formata din doua drepte paralele imaginare.

Daca 6 =0 si A # 0 atunci a5 # 0 si ecuatia conicei se poate scrie

/

!/ 2
Iy + =) + 2y 0 + 355 — 2-) =0

I 2ai;  2ladl4
Daca notam
2df5  2lal,
!
Y — y, + %

I

ceea ce inseamna o translatie a sistemului de coordonate, ecuatia conicei se scrie

Y? =2pX
unde 2p = —%. Conica este in acest caz o parabola cu parametrul p.
Vom nota ca
R

I3
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Vectorul ¢ = i cosa + j sina este vector propriu corespunzator valorii proprii

A1 = 0 pentru matricea A si deci avem
ajpcosa+ ajpsina =0

si deci unghiul de rotatie o este dat de relatia

a1
tano = ——.
12
Putem scrie
sin o ai sin cosa 1 1
COs & —aj2 a —a12 + a%l + a% Evanl

In ipoteza ca a;; > 0 si ca alegem cel mai mic unghi de rotatie posibil 0 < a < 7,

sina > 0 vom avea

. aii —Qi2
SiInQy = —, COoS =

a1l vauf

Atunci

—a12013 + Ag3a1;  —Agg
vV alll vV a11[

Daca ne intoarcem la expresia parametrului parabolei avem

aj3 = a13cosa + aggsina =

/
Ty Aas

I n I\/ (IHI

adica sgn(p) = sgn(Ass). Prin A;; am notat complementul algebric al elementului a;; in

matricea tuturor coeficientilor.

Avem
a13a11 + G12G23

vV CLHI

ahy = —ai3sina + agg cosa = —

Ecuatia axei parabolei este

sau tindnd cont ca
—2aj; — Yaiz

vV CL11]

Y = —zcosa+ysina =
gasim ecuatia axei in coordonatele initiale

13011 + G12023

=0.
1

a11T + a2y +
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La fel se gaseste ca ecuatia tangentei in varful parabolei este

A
2(143133 + A32y) —J+ 7 =0

— —
si ca vectorul As; ¢ + A3y j este dirijat spre interiorul concavitatii parabolei.
In loc de a tine minte formulele de mai sus se poate proceda si astfel:
Dupa ce s-a stabilit ca avem de-a face cu o parabola se scrie ecuatia parabolei dupa

inmultirea cu a;; # 0 sub forma
(anz + apy + A)? — 2Xanz — 2 a1y — A + 2a11a137 + 2611093y + ai1az3 = 0
sau ordonand ultimii termeni
(4112 + aray + N)? = [22(Xa1y — anass) + 2y(Aarz — anags) — arrags) = 0.
Se determina A din conditia ca dreptele de ecuatii

apnx+apy+A = 0

2z(Aa1n — annaiz) + 2y(Aars — ajnags) —anazgs = 0
sa fie perpendiculare, adica
ar1(Aa1; — anas) + ar2(Aarg — ajrass) = 0.

Prima dreapta de mai sus este axa de simetrie. iar a doua este tangenta in varful
parabolei. Semnul parametrului p se poate stabili din intersectiile parabolei cu axele de

coordonate ale sistemului initial.

Exemplul 4.1.6.1 Sa se studieze conica
22+ 2zy+9y° -8y +4=0.

Matricea tuturor coeficientilor este

11 0
A= 11 -4
0 -4 4
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0 -4
Calculam I = 2,6 = 0,A = = —16, As3 = 4. Deci avem o parabola cu
—4 4
_ A
parametrul p = I\Tf:—l_l > \/— = /2. Ecuatia ei dup4 rotatia si translatia sistemului de

coordonate este

Y? = 2V2X.

Ecuatia axei de simetrie este

1-0+1-(—4)

T+y+ 5

=0 sau z+y—2=0.

Cum A3 =—4,A93=4,J = A1 + Ay = —12 4+ 4 = —8 rezulta ca tangenta in varf are
ecuatia

2(—4r +4y)+8—-8=0 sau z—y=0.
Gasim varful parabolei rezolvand sistemul
r+y—2 = 0,
r—y = 0,

adica V/(1,1). Unghiul de rotatie dat de tana = —1 deci v = 2. Vectorul 45+ 47

este dirijat in interiorul concavitatii parabolei. Matricea de trecere este

_V2 A2

. 2 2
5= V2 _ V2
2 2

si deci formulele de schimbare a coordonatelor sunt

V2 V2

mzl——X——Y
B N+
sau pe dos
X = “Le-n+Lg-
y — —g(m—l)—g(y—l).

Ecuatiile parametrice in noul sistem fiind

X =t
Y = +4\/2V2t



178 CAPITOLUL 4. CONICE SI CUADRICE
vom avea ecuatiile parametrice in vechiul sistem

= 1—Zt— 2242Vt

2
y = 1+£7¢—£ 2V2t,t >0
pentru o ramura si
r = 1—£7H—£ 2V/2t
y = +£t+£ 2V/2t,t >0

pentru cealalta ramura.

Graficul parabolei facut cu MATHCAD este in figura de mai jos.

4.836, \

\‘\ ‘/’

v
yI(t) 8
il / \

}yyl)

k t t t y 1
yyy3(uw)  ~6 -4 =2 0 2 4 6

yyyd(u)

~4.836, -4

~5.195, xxx (1), xxx2(1) xxx3(u) S

Fig. 4.4: Parabola de la exemplul 6

Exemplul 4.1.6.2 Fie conica
22— 2zy+y? — 2x + 2y = 0.

Matricea tuturor coeficientilor este

1 -1 -1
A= -1 1 1
-1 1 0
00
Calculam [ =2,6 =0,A = =0. J=—-1—1= -2 deci conica consta in doua
0 —1

drepte paralele. Daca ordonam ecuatia dupa y avem

y* —2y(x — 1)+ 2% -2z =0.
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Realizantul este (x —1)* — 2% + 2x = 1. Avem

y=x—1=x1
adica avem dreptele paralele

y =

y = T —2

4.2 Generarea unor suprafete

4.2.1 Suprafete cilindrice

Definitia 4.2.1 Se numeste suprafata cilindrica sau pe scurt cilindru suprafata gen-
erata de o dreapta care se deplaseza intr-o miscare de translatie ramdandnd paralela cu
o directie data sprijinindu-se pe o curba fixa numita curba directoare. Dreapta care se

deplaseazi se numeste generatoarea suprafetei cilindrice.
Directia fixa a generatoarelor poate fi data ca dreapta D de intersectie a doua plane
P(z,y,z) = Aix+By+Ciz+D; =0
Py(z,y,2) = Ayx+ Byy+ Coz+ Dy =0.
Curba directoare C'D poate fi data ca intersectie a doua suprafete
fl (.CI?, Y, Z) = 0
fQ(xv Y, Z) = 0.

O generatoare fiind paralela cu dreapta D este intersectia a doud plane paralele cu

planele care se intersecteaza dupa dreapta D; deci o generatoare are ecuatiile
P(z,y,z) = A
PZ (ZL‘, Y, Z) = M

cu parametrii reali A\, 1 caracteristici fiecarei generatoare. Cum generatoarea se sprijina

pe curba generatoare C'D, sistemul de patru ecuatii cu trei necunoscute

Pi(z,y,z) = A
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P2(x7yaz) = p
fl(may>z) =0

fg(l‘,y,Z) = 0

are o solutie, coordonatele x(\, i), y(A, i), z(A, ) punctului de sprijin. Ca sistemul s&

fie compatibil este necesara si suficienta o conditie de forma
F(\p) =0.

Dar parametrii A, p ai unei generatoare se pot exprima in functie de coordonatele (z, y, 2)

ale unui punct de pe generatoare prin relatiile
A = Pz,y,2)
Ho= Pg(l', Y, Z)

Inseamna ca orice punct de pe generatoare, adica de pe suprafata cilindrica va verifica
ecuatia

F<P1(m7 Y, Z)? PZ(:E’ Y, Z)) = 0.
Invers, daca coordonatele unui punct My (g, yo, 20) verificd aceastd ecuatie, atunci notand
M = Pi(2o, Y0, 20)
po = Pa(zo,y0,20)
rezulta ca dreapta de ecuatii
Pi(z,y,z) = Xo
Pg(.%', Y, Z) = Mo

contine punctul M si se sprijina pe curba directoare C'D, adica punctul M, apartine

suprafetei cilindrice. Deci putem spune ca ecuatia
F(Pi(x,y,2), Py(x,y,2)) = 0.

este ecuatia suprafetei cilindrice. Caracteristica acestei ecuatii este ca ea exprima o
legatura intre membrii stangi ai ecuatiilor a doua plane P;(z,y, 2), Pa(z,y, 2). Acestia

egalati cu zero dau o dreapta cu care sunt paralele generatoarele suprafetei cilindrice.
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Exemplul 4.2.1.1 Suprafata cu ecuatia
(x—y)P’+(y—27-1=0
este o suprafata cilindrica ale careir generatoare sunt paralele cu dreapta de ecuatii
z—y = 0
y—z = 0.
Putem gasi o curba directoare a sa din planul xOy facind z = 0 in ecuatia suprafeter
z =0

2 —2ry+22 -1 = 0.

Daca suprafata cilindrica are generatoarele paralele cu axa Oz si are drept curba

directoare curba din planul Oy cu ecuatia in acest plan

flz,y) =0
atunci generatoarele vor fi

r = A

y o= n

r = A

y o= h
flxy) =

z = 0

sa fie compatibil. Conditia de compatibilitate este f(A, u) = 0 gi gdsim ecuatia suprafetei
cilindrice
flz,y) = 0.

Deci orice ecuatie f(z,y) = 0 este in spatiu ecuatia unei suprafete cilindrice cu genera-
toarele paralele cu Oz a carei curba directoare din planul zOy are in acest plan aceeasi

ecuatie. Astfel
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e 72+ y? — 1 = 0 este ecuatia unui cilindru circular cu generatoarele parale cu Oz

si care are curba directoare in planul xOy cercul cu aceeasi ecuatie;

2 2 . - . C e . .
o & £ % —1 = 0 este ecuatia unui cilindru de ordinul doi eliptic (hiperbolic) cu
generatoarele paralele cu Oz gi care are curba directoare in planul xQOy elipsa
(hiperbola) cu aceiasi ecuatie; aceasti ecuatie se numeste ecuatia canonica a cilin-

drului de ordinul doi eliptic (hiperbolic).

e 3> — 2pxr = 0 este ecuatia unui cilindru de ordinul doi parabolic cu generatoarele
paralele cu Oz; aceasta ecuatie se numegte ecuatia canonica a cilindrului de ordinul

doi parabolic.

4.2.2 Exercitii

1. Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice ale carei generatoare sunt paralele cu
directia (1,1,1) si care are curba directoare cercul de ecuatie 2 +y* — 1 = 0 din planul
x0y .

R(z—2P2+(y—2)2*-1=0.

2. Si se giseasca proiectia pe planul zOy a cercului de ecuatii 22 +y? + 22 — 1 =
0,z +y+2=0.

R. Intre cele doud ecuatii se elimind variabila z : 222 + 2zy + 29> — 1 = 0.

4.2.3 Suprafete conice

Definitia 4.2.2 Se numeste suprafata conica sau pe scurt con suprafata generata de o
dreapta care se deplaseaza trecind printr-un punct fix numit varful suprafetei conice si

sprijinindu-se pe o curba fixda numita curba directoare a suprafetei conice.
Fie V(xo, yo, 20) varful suprafetei conice si curba directoare C'D de ecuatii
fAlzy,z) =0
folz,y,2) = 0.
O generatoare fiind o dreapta care trece prin varf, este caracterizata de doi parametri
A

r—x9 = Az —2)
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Y—Y = ,U(Z - Zo)'

Generatoarea se sprijina pe curba directoare daca gi numai daca sistemul de patru ecuatii

cu trel necunoscute

10 = Az—z)

y—yo = p(z—2)
filz,y,2) = 0
folz,y,2) = 0

este compatibil, adica daca are loc o conditie de forma
F(\p) =0.
Ca si la suprafetele cilindrice gasim ca ecuatia suprafetei conice este
F(x—xo,y—%) —0.
Z— 20y % — X2
Definitia 4.2.3 O functie de trei variabile p(u,v,w) se numeste functie omogena de

gradul m in variabilele u,v,w daca pentru orice t € R are loc relatia
o(tu, tv, tw) = t"™p(u, v, w).

O proprietate imediata a functiilor omogene de gradul m obtinem punénd in aceasta

relatie t = L gisim
> w

functia @o(u,v) fiind omogena de gradul zero. Deci orice functie omogend de gradul m

este produsul dintre puterea m-a a unei variabile si o functie omogena de gradul zero.
Cu aceste definitii constatam ca ecuatia unei suprafete conice se caracterizeaza prin

faptul ca membrul stang al ecuatiei este o functie omogena in = — xg,y — Yo, 2 — 2o,

(20, Yo, 20) fiind coordonatele varfului.
Exemplul 4.2.3.1 Putem spune ca ecuatia

Yy +yz+zex =0
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este ecuatia unei suprafete conice cu varful in originea sistemului de coordonate O(0,0,0).

Vom obtine o curba directoare daca facem de exemplu z =1 :

ry+y+x = 0
sau

z = 1

y+D@x+1)—1 = 0

adica intersectia dintre un cilindru hiperbolic cu generatoarele paralele cu Oz cu planul
z = 1. Deci curba este hiperbola din planul z = 1 care se proiecteaza paralel cu Oz pe

planul xOy dupa hiperbola cu ecuatia a doua.

4.2.4 Suprafete de rotatie

Definitia 4.2.4 Se numeste suprafata de rotatie suprafata generata de o curba care se
roteste in jurul unei drepte fize numitd axa de rotatie a suprafeter de rotatie. Cdnd
curba care se roteste este coplanara cu axa de rotatie ea se numeste curba meridian a

suprafetei de rotatie.

Axa de rotatie se poate da printr-un punct al sau My(zo, Yo, 20) si prin directia sa

(I,m,n). Fie

fl(‘r:y?Z) =0
folz,y,z) = 0

ecuatiile curbei care se roteste. Suprafata de rotatie poate fi considerata generata de
cercul de intersectie dintre ea si un plan perpendicular pe axa de rotatie. Acest cerc se
numeste cerc paralel al suprafetei de rotatie.

Cercul paralel poate fi considerat ca intersectie intre o sfera cu centrul in punctul

Mo(z0, Yo, 20) de raza variabila VA si un plan perpendicular pe axa de rotatie

(=20 + (W —w)+ (z—2)° = A

lr+my+nz = p.
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Cercul paralel se sprijina pe curba care se roteste daca si numai daca sistemul de patru

ecuatii cu trei necunoscute

(x—20)* + (y —90)* + (2 —2)° = A
lr+my+nz = pu
fl(xaywz) =0

fa(z,y,2) = 0
este compatibil, adica daca si numai daca este satisfacuta o conditie de forma
F(\p) =0.
Ca si mai inainte rezulta ca ecuatia suprafetei de rotatie este
F((z—20)”+ (y—v0)*+ (2 — 20)°, lx + my + nz) = 0.

Recunoagtem in aceasta ecuatie o legatura intre membrul stang al ecuatiei unei sfere si
membrul stadng al ecuatiei unui plan. Normala la plan este directia axei de rotatie si
centrul sferei este un punct prin care trece axa de rotatie.

In cazul in care axa de rotatie este axa Oz si curba care se roteste este o curba

meridian din planul yOz de ecuatii
r = 0
fly,z) = 0

atunci cercul paralel poate fi considerat ca intersectie intre sfera cu centrul in origine de

razd /A si un plan pependicular pe Oz
Byt +2 = A
zZ = [
Sistemul care exprima ca cercul paralel se sprijina pe curba meridian

?+yP 4+ = A
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are solutia

z = 0
y = VA

z = W

si este compatibil daca gi numai daca este indeplinita conditia

J(EVA =2 ) =0.
Gasim ecuatia suprafetei de rotatie
fEVT T3, 2) =0,
adicd in ecuatia din planul yOz a curbei meridian f(y,z) = 0 in loc de y punem

++/22 4 2.

Exemplul 4.2.4.1 Ecuatia 2% + y* — 2% = 0 este ecuatia unui con cu varful in origine
fiind omogena de gradul doi in x,y, z §i este totodata ecuatia unui con de rotatie in jurul
lui Oz $i anume obtinut prin rotatia in jurul lui Oz a curbei de ecuatie y* — 22 = 0 din

planul yOz, adica a dreptelor y = +2z deci bisectoarele unghiurilor axelor de coordonate.

4.3 Cuadrice

4.3.1 Principiul stabilirii formei geometrice a unei suprafete

Fie S o suprafatd, s& notdm prin F'(x,y, z) membrul stang al ecuatiei suprafetei gi

deci sa scriem ecuatia ei sub forma
F(z,y,2) =
Fie un plan P de ecuatie
Arx+ By+Cz+ D =0.

Sa presupunem ca acest plan intersecteaza axa Oz, deci C' # 0 si putem scrie ecuatia
planului sub forma

z=Pr+Qy+R.
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Intersectia intre suprafata S si planul P este determinata de sistemul de ecuatii

F(z,y,z) = 0

z = Prx+Qy+R.
Introducénd valoarea lui z din a doua ecuatie in prima, obtinem
F(z,y,Pr+Qy+R)=0.

Aceasta este ecuatia unei suprafete cilindrice cu generatoarele paralele cu Oz si care are
drept curba directoare curba din planul Ozy cu aceeasi ecuatie. Daca punctul M'(zo, yo)
satisface ultima ecuatie atunci punctul M (zo, o, 20) cu zo = Pxo + Quo + R se afld pe
intersectia dintre suprafata S si planul P. Cum punctul M’ este proiectia ortogonald a

punctului M pe planul Ozy rezulta ca ecuatia
F(z,y,Pr+Qy+R)=0

este ecuatia proiectiei ortogonale pe planul Ozy a intersectiei dintre suprafata S si planul
P.
Daca planul P are ecuatia

z=nh

atunci planul P este paralel cu planul Ozy si intersectia dintre S si P se proiecteaza
pe Ozy dupa o curba congruenta cu aceasta, adica dupa o curba care difera numai prin
pozitia in spatiu. Daca vom da lui A diferite valori hq, ho,---, vom obtine proiectiile

ortogonale pe Oxy ale acestor intersectii
F(z,y,h1) =0, F(x,y,he) =0,

Construind in planul Ozy aceste proiectii obtinem o harta a sectiunilor orizontale ale
suprafetei. Din aceasta harta ne putem forma o imagine a suprafetei date exact in modul
in care din liniile de nivel constant de pe o harta ne formam o imagine despre un anumit

relief.

4.3.2 Elipsoidul

Definitia 4.3.1 Se numeste elipsoid suprafata care intr-un anumit sistem de coordonate
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rectangular are o ecuatie de forma

2 2 2
T Y z
S+tE+tz-1=0

unde a, b, c sunt constante reale strict pozitive. Aceastda ecuatie se numeste ecualia cano-

nica a elipsotdulus.

Observam ca elipsoidul este o suprafata simetrica in raport cu planele de coordonate,
in raport cu axele de coordonate si cu originea sistemului de coordonate pentru ca odata
cu punctul M(z,y, z) el contine si punctele My(—z,y, z), Ms(z, —y, 2), Ms3(z,y, —2),
Mi(z, —y, —2), My(—2,y, —2), Mo(—2, —y, 2), My(~=, —y, 2).

Din ecuatia elipsoidului deducem ca el este o suprafatd marginita continuta in inte-

riorul paralelipipedului

2] < a, [yl <b,[2| < e

Intersectiile elipsoidului cu planele

z=nh
au proiectiile pe planul Oxy de ecuatii
22 2 2
E—Fﬁ—l— 2,|h|<c,
sau
22 P
— + ﬁ —1=0

adica sunt elipse cu semiaxele

[ h? /| h?
a=a 1-;,[)/:[) 1-;

Cea mai mare elipsa este cea din planul Ozy, elipsele fiind din ce in ce mai mici pe
masura ce |h| cregte, ajungand si degenereze in cate un punct pentru h = 4c. Punctele
C(0,0,¢), C'(0,0, —c) se numesc vdrfurile elipsoidului.

Obtinem rezultate analoage la intersectia elipsoidului cu plane de ecuatii z = |,
y = m paralele cu planele Oyz respectiv Oxz.

Marimile a, b, ¢ se numesc semiazele elipsoidului. Daca doua din acestea sunt egale,
de exemplu a = b ecuatia elipsoidului este

2 2 2
S S
C

a?
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adica avem un elipsoid de rotatie obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a curbei meridian

din planul Oyz

Daca toate semiaxele sunt egale a = b = ¢ atunci elipsoidul este o sfera.

4.3.3 Conul de ordinul doi

Definitia 4.3.2 Se numeste con de ordinul doi suprafata care intr-un anumait sistem de
coordonate rectangular are o ecuatie de forma
22 2 22

a2 b 2
unde a, b, c sunt numere reale strict pozitive. Aceasta ecuatie se numeste ecuatia cano-

nica a conului de ordinul dos.

Din cele spuse la suprafetele conice deducem ca varful conului de ordinul doi este
originea sistemului de coordonate.

Din ecuatie deducem ca avem simetrie in raport cu planele de coordonate, cu axele
de coordonate si in raport cu originea sistemului de coordonate.

Intersectiile cu planele z = h

2?2 2 K
- 5 = 5,k — h
a b2 2
sau
2 2
T Y
sunt elipse ale caror semiaxe
h h
a = au, b = bu
c c

cresc pe masurd ce |h| creste nemarginit. Oricare din aceste elipse poate fi considerata
curba directoare a conului de ordinul doi. Deducem ca un con de ordinul doi este o
suprafata nemarginita in orice directie.

Daca a = b atunci conul
>+ oz
a? c?

este un con de rotatie in jurul axei Oz cu curba meridian

v_ %
a C
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Revenim la ecuatia generala si fixam una din elipsele

2 2 2
x Y h
2tp=ar=h

Un plan P care trece prin origine va intersecta conul de ordinul doi dupa doua gene-
ratoare, dupa o singura generatoare sau numai in varf dupa cum intersecteaza elipsa de
mai sus in doua puncte, intr-un singur punct sau in niciun punct. Un plan P; care nu
trece prin origine va taia conul de ordinul doi dupa o elipsa, o parabola sau o hiperbola
dupa cum planul P paralel cu P, dus prin origine nu intersecteaza elipsa in niciun punct,
intersecteaza elipsa intr-un singur punct sau in doua puncte. Este motivul pentru care

curbele de ordinul doi se numesc conice sau mai precis sectiuni conice.

4.3.4 Hiperboloidul cu o panza.

Definitia 4.3.3 Se numeste hiperboloid cu o pdnza suprafata care intr-un anumit sistem

de coordonate rectangular are o ecuatie de forma

unde a, b, c sunt numere reale strict pozitive. Aceasta ecuatie se numeste ecuatia cano-

nica a hiperboloidului cu o panza.

Caracteristica ecuatiei canonice a hiperboloidului cu o panza este prezenta unei sin-
gure variatii de semn in girul coeficientilor ecuatiei dupa ce ne-am aranjat ca primii doi
coeficienti sa fie pozitivi.

Hiperboloidul cu o panza este simetric in raport cu planele de coordonate, in raport
cu axele de coordonate si in raport cu originea axelor de coordonate. Proiectiile pe
planul Ozy ale intersectiilor cu planele z = h sunt elipsele

372 y2
s 1=0

2 2
a':a\/1+h—2,b':b\/1+h—2.
c c

Cea mai mica elipsa este cea din planul Ozy cand h = 0 si se numeste elipsa colier a

unde

hiperboloidului cu o panza. Prin cresterea lui |h| elipsele de intersectie cresc nemarginit.
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S4a consideram conul de ordinul doi

2 2 2
x
_2+y__z_:0
a b2 2

intersectat cu aceleasi plane z = h; obtinem elipsele cu semiaxele

al/ — aﬁ bll — bﬁ
¢’ c

Avem a” < d/,b" < ¥/, deci conul de ordinul doi se afld in interiorul hiperboloidului cu o
panza. Se verifica imediat ca avem

lim (¢ —a”)=1lim (' =0")=0
\h\—>oo ( ) ‘h‘—>0 ( )

si deci prin cregterea lui |h| conul de ordinul doi se apropie asimptotic de hiperboloidul
cu o panza. Din acest motiv conul se numeste conul asimptotic al hiperboloidulus.

Intersectiile hiperboloidului cu o panza cu planele z = [ au proiectiile pe planul Oyz

Pentru diferiti |I| < a acestea sunt o familie de hiperbole coasimptotice (cu aceleasi
asimptote) cu axa transversd Oy. Pentru [ = a se obtin asimptotele acestei familii.
Pentru |I| > a se obtine o familie de hiperbole cu aceleasi asimptote dar cu axa transversa
Oz.

Vedem ca prin intersectarea hiperboloidului cu o panza cu diferite plane am obtinut
elipse si hiperbole. Se poate arata rotind sistemul Ozyz in jurul lui Oy cu un unghi «
si intersectand cu plane z’ = h cé existd plane care intersecteaza hiperboloidul dupa o
parabola sau dupa drepte paralele.

Marimile a, b, ¢ se numesc semiaxele hiperboloidului cu o panza. Daca a = b

2 2 2
e+ z
2y ———-1=0

c2

a

avem un hiperboloid cu o panza de rotatie in jurul lui Oz cu curba meridian

2 2
Yy V4

Se poate arata ca o dreapta care nu intersecteaza axa Oz prin rotatie in jurul lui Oz

genereaza un hiperboloid cu o panza.
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Scriind ecuatia canonica a hiperboloidului cu o panza sub forma

.’L‘2 22 y2

. —_1-ZL

a? 2 b2

E+9E-H-0+90-)

observam ca pentru orice valori ale lui A, p dreptele de ecuatii

sau

242 = a(1+Y)
a c b
r oz 1(1 y)
a ¢ A b
respectiv
a c b
Tz l(HQ)
a c I b

se afla in intregime pe hiperboloid. Asemenea drepte care se afla in intregime pe o
suprafata se numesc generatoare rectilinii ale suprafetei. Primele drepte formeaza o
familie de generatoare G'\, celelalte familia G pu.

In ecuatiile de mai sus convenim sa acceptam fractii cu numitor nul, subintelegdnd
ca in aceasta situatie si numitorul este automat nul. Deci vom accepta valorile A\ =
0, % = 0.

Cum ecuatiile generatoarelor rectilinii de mai sus sunt de gradul intai in A sau p
rezulta proprietatea

P1. Prin fiecare punct al hiperboloidului trece o generatoare si numai una din fiecare
familie G\, G .

P2. Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza niciodata.

Proprietatea rezulta din P1.

P3. Doua generatoare din familii diferite se intersecteaza totdeauna exceptand cazul
cand trec prin puncte simetrice ale elipsei colier.

Aceasta proprietate rezulta scriind ca sistemul celor patru ecuatii cu trei necunoscute
este compatibil cu exceptia amintita.

P4. Paralelele duse prin origine la generatoarele dintr-o familie sunt situate pe conul

asimptotic.
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P5. Trei generatoare din aceeasi familie nu pot fi paralele cu acelasi plan.

In caz contrar cele trei paralele duse prin origine la cele trei generatoare ar fi situate
intr-un plan care ar taia conul asimptotic dupa cele trei drepte, ceea ce este absurd.

P6. Cele doua generatoare din familii diferite care trec printr-un punct determina
planul tangent la hiperboloid in acel punct.

P7. Nu mai exista alte generatoare rectilinii care sa treaca printr-un punct.

Daca ar mai exista a treia generatoare, toate trei ar fi situate in planul tangent in
acel punct, plan care ar taia suprafata dupa trei drepte, ceea ce este absurd.

P8. Hiberboloidul cu o panza poate fi generat de o dreapta care se deplaseaza
sprijinindu-se pe trei drepte fixe neparalele cu acelasi plan. Cele trei drepte fixe fac

parte dintr-o familie de generatoare, iar cea mobila din celalta familie.

4.3.5 Hiperboloidul cu doua panze

Definitia 4.3.4 Se numeste hiperboloid cu doud pdnze suprafata care intr-un anumit
sistem de coordonate rectangular are o ecuatie de forma

22 2 2
§+§—§+1:0

unde a, b, c sunt numere reale strict pozitive. Aceasta ecuatie se numeste ecuatia cano-

nica a hiperboloidulur cu doua pdnze.

Caracteristica ecuatiei canonice a hiperboloidului cu doua pénze este prezenta a
doua variatii de semn in sirul coeficientilor ecuatiei dupa ce ne aranjam ca primii doi
coeficienti sa fie pozitivi.

Hiperboloidul cu doua pénze este simetric in raport cu planele de coordonate, in
raport cu axele de coordonate si in raport cu originea sistemului de coordonate.

Daca intersectam cu plane z = h obtinem

2 2 2
x Y h
Z2tE- e

z = h.

Pentru |h| < ¢ nu existd puncte de intersectie. Deci hiperboloidul cu doud panze nu are
puncte intre planele z = +h, deci nu poate admite generatoare rectilinii. Pentru h = +c¢

avem ca intersectii doud puncte C(0,0,¢),C’(0,0, —c) numite vdrfurile hiperboloidului
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cu doud pdnze. Pentru |h| > ¢ avem elipsele

[L‘Q y2
ﬁ—l-m—l:o,z:h

/ 2 / 2
ad=a —1—|—h—2,b’:b —1—|—h—2.
c c

Intersectiile conului de ordinul doi

cu semiaxele

332 y2 22

2 e a2l
cu aceleagi plane z = h sunt elipsele cu semiaxele

h
a’ =a—,V" = bﬁ.
c c

Observam ca a” > da/,b"” > ¥, adicd hiperboloidul cu doud panze este situat in interiorul
conului. Se arata usor ca
lim (" —d')=1lim ()" —-V)=0
|h|—o0 |h|—o0
adica gi aici avem con asimptotic.

Marimile a, b, c se numesc semiazele hiperboloidulur cu doua pdnze. Daca a = b avem

2 2 2
G
C

a2
adica un hiperboloid cu doua panze de rotatie in jurul lui Oz avand curba meridian

2 2
y z
S tl=0z=0

Se poate si aici arata ca exista plane care intersecteaza hiperboloidul cu doua panze

dupa hiperbole sau parabole.

4.3.6 Paraboloidul eliptic

Definitia 4.3.5 Se numeste paraboloid eliptic suprafata care intr-un anumit sistem de

coordonate rectangular are o ecuatie de forma

2 2
:c_+y_:2z

p q
unde p, q sunt numere reale strict pozitive. Aceasta ecuatie se numeste ecuatia canonica

a paraboloidului eliptic.
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Paraboloidul eliptic este simetric in raport cu planele de coordonate Oxz, Oyz si in
raport cu axa Oz. El nu are puncte sub planul z = 0.

Intersectiile paraboloidului eliptic cu planele z = h > 0 sunt elipsele ale caror
proiectii pe planul Ozy au ecuatiile

x? y2
ﬁ‘l‘w—lzo

adica au semiaxele

a' = +/2ph,b = +\/2qh.

Pentru h = 0 elipsa se reduce la originea O(0,0,0), varful paraboloidului eliptic. Pe
masura ce h creste semiaxele elipselor cresc nemarginit.

Intersectiile paraboloidului eliptic cu planele x = [ sunt parabolele care in proiectie
pe Oyz au ecuatiile

y? = 2qz — ap,
p

Toate aceste parabole au acelagi parametru ¢, deci sunt congruente. Varfurile lor au
coordonatele (1,0, é—;) Intersectiile cu planele y = m sunt parabolele care in proiectie pe
planul Ozz au ecuatiile

2 = 2pz — £m2

adica parabole cu acelagi parametru p, deci congruente, cu varfurile de coordonate

(0,m, —"21: ). Pentru m = 0 avem parabola
2 _ _
x° =2pz,y =0.

Observam ca varfurile primelor parabole sunt situate pe ultima parabola. Rezulta ca
paraboloidul eliptic poate fi generat de o parabola care se deplaseaza raméanand cu varful
pe o alta parabola, planele celor doua parabole fiind perpendiculare, deschiderile celor

doua fiind dirijate in acelasi sens.

4.3.7 Paraboloidul hiperbolic

Definitia 4.3.6 Se numeste paraboloid hiperbolic suprafata care intr-un anumit sistem

de coordonate rectangular are o ecuatie de forma

2 2
Ay

T
D q
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unde p, q sunt numere reale strict pozitive. Aceasta ecuatie se numeste ecuatia canonica

a paraboloidulut hiperbolic.

Paraboloidul hiperbolic este simetric in raport cu planele de coordonate Oz z, Oyz si
in raport cu axa Oz.

Intersectiile paraboloidului hiperbolic cu planele z = h au proiectiile pe planul Ozxy

de ecuatii
2 2
T Y _op
p q
Pentru h = 0 acestea se desfac in doua drepte
x Y z Y

Deci intersectia paraboloidului hiperbolic cu planul Oxy este constituita din cele doua
drepte. Pentru h > 0 proiectiile sunt hiperbole coasimptotice cu axa transversa Ozx.
Pentru h < 0 proiectiile sunt hiperbole conjugate cu primele.

Intersectiile cu planele z = [ sunt

y = —2qz + gl2,x =1
p

adicd parabole congruente cu varfurile de coordonate (1,0, ;—;) Intersectiile cu planele
Yy = m sunt

z? = 2pz + ng,y =m
adicd parabole congruente cu varfurile de coordonate (0, m, 7;—;) Observam ca varfurile
primelor parabole sunt situate pe parabola din planul Ozz. Rezulta ca paraboloidul
hiperbolic poate fi generat de o parabola care se deplaseaza raméand cu varful pe o alta
parabola, planele celor doua parabole fiind perpendiculare, deschiderile parabolelor fiind

opuse.

Daca scriem ecuatia paraboloidului hiperbolic sub forma
T Y L Y
—F+ === =2z
(\/13 Vi > <\/ﬁ Vi )
deducem ca pentru orice A, i dreptele

Z oy Y
G\ VP VA
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=z _ Y _
Gu 1 VT AT

2z 4 4v 1

VP VA H

sunt situate in intregime pe paraboloid, deci sunt doua familii de generatoare rectilinii
G\, Gpu.

Avem si aici proprietatile:

P1. Prin orice punct de pe paraboloid trece céte o generatoare din fiecare familie gi
numai cate una.

P2. Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza niciodata.

P3. Doua generatoare din familii diferite se intersecteaza totdeauna.

P4. Toate generatoarele din aceeasi familie sunt paralele cu acelasi plan.

P5. Cele doua generatoare din familii diferite care trec printr-un punct determina
planul tangent al acelui punct.

P6. Nu exista alte familii de generatoare ale paraboloidului hiperbolic.

P7. Paraboloidul hiperbolic poate fi generat de o dreapta care se deplaseaza sprijinin-
du-se pe doua drepte fixe si ramanand paraleld cu un plan fix. Dreptele fixe fac parte

dintr-o familie de generatoare, cea mobila face parte din cealalta familie de generatoare.

4.3.8 Cuadrice, reducerea ecuatiei generale la forma canonica

Definitia 4.3.7 Se numeste cuadrica sau suprafata de ordinul doi suprafata care intr-
un sistem de coordonate rectangular are o ecuatie de gradul doi in coordonatele x,vy, z,

adica o ecuatie de forma
a11$2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2&23y2 + 2&131’2 + 2&1455’ + 2&243/ + 2&342 + aqq = 0
unde coeficientii realt a;; = aj;.

Ecuatia cuadricei ca si ecuatia conicei contine o forma patratica, o forma lineara in

vectorul de pozitie al punctului curent

si un termen liber
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Matricea formei patratice este matricea simetrica
G11 G122 Aa13
A=1 an axp axs |,

azy azz Aass

matricea linie a formei lineare este

L= (CL41, a42, @43)-

Matricea tuturor coeficientilor este

- A Lt

L au

In cazul cuadricelor se poate arata prin reducere la forma canonica, adica prin deter-
minarea unui sistem de coordonate prin eventuale translatii si rotatii in care ecuatia sa
capete forma canonica, ca orice cuadrica este una din suprafetele: elipsoid, hiperboloid
cu o panza sau doua panze, un paraboloid eliptic sau hiperbolic, un con de ordinul doi,
un cilindru de ordinul doi eliptic, hiperbolic sau parabolic, doua plane distincte sau nu,
paralele sau neparalele.

Si aici vom avea invarianti: coeficientii polinomului caracteristic al matricei A si de-
terminantul matricii tuturor coeficientilor A. O cuadric poate avea centru de simetrie
ale carui coordonate sunt date de sistemul format cu primele trei linii ale matricii Av .
Daca exista centru de simetrie, primul lucru in reducerea la forma canonica este efectu-
area unei translatii in centru dupa care dispar termenii de ordin intai in x, y, z. Daca nu
exista centru de simetrie, se reduce mai intai forma patratica la suma de patrate dupa
care se face o translatie sau o rotatie a sistemului de coordonate.

Ne vom limita numai la cateva exemple.
Exemplul 4.3.8.1 Sa se studieze cuadrica
522 + 6y 4 72% — day + 4yz — 10z + S8y + 142 — 6 = 0.

Matricea tuturor coeficientilor este

5 20 -5
-l 26 24
o 2 77

54 7 -6
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Centru de simetrie este dat de sistemul
5£U0—Qy0+020—520
—2$0+6y0+22’0+4:0
0I0+2y0+720+7:0

care are o solutie unica g = 1,y = 0,29 = —1. Cuadrica are centru unic C(1,0,—1).

Facem o translatie a sistemului de coordonate in centrul de simetrie prin relatiile

r = 2 +1
y =y
z = 2 —1

Din ecuatia conicei dispar termenii de gradul intai si termenul liber se calculeaza cu

ultima linie =5-1+4-047-—1—-6 = —18
52 4+ 6y + 722 — 42’y + 47 — 18 = 0.

Polinomul caracteristic al matricei formei patratice este

5—-A2 -2 0
PA)=|-2 6-X 2 = — (X3 —18)\% + 99\ — 162)
0 2 7— A
sau

PQ) =-(A=3)(A-6)(A-9)

Deci ecuatia cuadricei se scrie
3X?4+6Y?+92>-18=0

sau

adic avem un elipsoid cu semiaxele a = v/6,b = /3, ¢ = /2. G#sim versorii proprii

2 2 1
T = §?+§7—§? pentRu A =3
T o= 27 LT 2T penRu A=
= 3t —3J t3 pentRu =
ﬁ
K

1 2 2
= 57—57—5? pentRu A =09.
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Legatura intre coordonate este

1
r o= 1452X+2Y - 2)
1

y = 52X ~Y —22)
z = —1+§(—X+2Y—2Z).

Exemplul 4.3.8.2 Sa se studieze cuadrica

22+ y? +42% + 2wy + 4oz +dyz — 2y + 2 = 0.

Matricea tuturor coeficientilor este

11 20

- l11 o2 4

- 1

2 2 4 1
1

0 -1 10

Centrul ar fi dat de sistemul dat de primele trei linii; ori se vede ca sistemul este incom-

patibil. Polinomul caracteristic al formei patratice este

1—-X 1 2
PA) =1 1—\ 2 = (A —6).
2 2 4— A

Gasim versorii proprii

7 Ly _L17 tru A =0
1 = — 1 — —= entru =
\/§ \/5] b 1
7 Lo L7 L% pentra M=o
= —= 1 — ] entru =
ﬁ 1—'>—|—1—'>+2E> t A 6
= —= 1 — — entru = 0.

Rezulta ca avem formulele de schimbare de coordonate

1 1 1

r = —1'+—y +—=7
VR AN
LR S o
fr— ——x R —_—
Y VR AN
1 ! 2 !
z = ——=y +
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Cum termenii de gradul intai devin
2y + 2 =22 — 3y

ecuatia cuadricei devine

622 + V22’ — 3y = 0.

Facem o rotatie de unghi o in jurul axei Oz’, ceea ce revine la schimbarea de coor-

donate

¥ = 2"cosa—y sina
y = 2"sina+ 1y’ cosa
2 = 2

Ecuatia devine

62" + 2" (V2cosa — V3sina) — y"(V2sina + v3cosa) = 0

Luand « astfel incat v2sina + v3cosa = 0, adicd cosa = %, sina = — %, rezulta
"2 _ \/5 "
6

si deci suprafata este un cilindru de ordinul doi parabolic cu generatoarele paralele cu

axa Oy”. Pentru a gasi directia axei facem produsul matricelor de trecere

S U 2 3 0 5 L
V2. V3 Ve 5 5 V30 Ve
o1 sl fp 202 22 o
V2 V3 V6 5 5 VB VB0 V6

12 1 2 2
RV B o 0 1 F VR %

Versorul generatoarelor este
N 5) ?_ 1 — 2 —

= —— k.
YT YT Ty

Pentru a gasi elementele geometrice ale suprafetei nu era nevoie sa facem aceste
calcule. Dupa ce am vazut ca nu exista centru de simetrie si ca avem valorile proprii
A2 = 0 si A3 = 6 este clar ca forma patratica este un patrat perfect si putem scrie
ecuatia sub forma

(z+y+22)°2—2y—2)=0
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adica avem un cilindru de ordinul doi cu generatoarele paralele cu dreapta

r+y+2z = 0

2y—2z = 0.

Versorul acestei drepte coincide cu cel gasit mai sus.

Putem gasi o curba directoare in planul Oxy facAnd z = 0 in ecuatia data

2+ 2zy +y* — 2y = 0.



CAPITOLUL 5

GEOMETRIA DIFERENTIALA

5.1 Geometria diferentiala a curbelor

5.1.1 Curbe parametrizate, curbe de nivel constant

Consideram spatiul geometriei elementare E3 raportat la un sistem de coordonate

).

— =
rectangular Oxyz cu baza (i, 7, k

Definitia 5.1.1 Numim curba parametrizata aplicatia

— —

%
() =a(t) i +y(t) 5 +z() k[t t] - Es.
Imaginea 7 ([t1,t2]) a intervalului [ti,ts] se numeste suportul curbei parametrizate.

Ecuatia

T =TT (t), t € [t1,ts]

se numeste ecualia vectorial parametrica a curbei parametrizate. Ecuatiile

se numesc ecuatitle scalar parametrice ale curbei parametrizate. Curba parametrizata

se numeste netedd de ordinul k daca functia 7 (t) are derivate de ordinul k continue.
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Vom observa ca o curba parametrizata cuprinde pe langa suportul sau si o ordine
de parcurgere sau, alfel spus, un sens de parcurs al acestui suport. Cu toate acestea,
de multe ori confundam curba parametrizata cu suportul sau. Cand parametrul ¢ este

. N . o . — — . . .
timpul, in mecanica ecuatia 7 = 7T (t), t € [t1,ts] este ecuatia de migcare a unui punct

material, iar suportul 7 ([t1,;]) este traiectoria punctului material.

Exemplul 5.1.1.1 Se numeste cicloida curba descrisa de un punct al unui cerc de raza
R care se rostogoleste fara alunecare pe o dreapta fixd numita baza. Fie un sistem de
coordonate Oxy in plan astfel incat ara Ox sa fie baza gi punctul O sa fie pozitia initiala
a punctului cercului care se rostogoleste. Alegem un sistem de coordonate O'XY legat
de cercul care se roteste, sistem care in pozitia initiala este paralel cu sistemul Oxy.
Cand cercul s-a rotit in rostogolire cu un unghi —t centrul cercului O' are in sistemul fix
coordonatele (Rt, R). Matricea de trecere de la baza sistemului Ozy la baza sistemului
mobil O' XY fiind
cost  sint

—sint cost

legatura intre coordonate este

z = Rt+ Xcost+Ysint

y = R— Xsint+ Y cost.

Cum coordonatele punctului mobil in sistemul mobil sunt (0, —R) rezultd ecuatiile scalar

parametrice ale cicloider

x = R(t—sint)

y = R(1—cost),t € R.

Exemplul 5.1.1.2 Se numeste epicicloida curba descrisa de un punct al unui cerc de
raza T care se rostogoleste fara alunecare in exteriorul unui cerc de raza R. Alegem
un sistem de coordonate fix Oxy cu originea in centrul cercului fix astfel incdt punctul
My(R,0) sa fie punctul initial al cercului mobil. Alegem un sistem de coordonate O’ XY
legat de cercul mobil cu originea in centrul acestuta. In pozitia initiald cele doua sisteme

sunt paralele. Cand linia centrelor OO’ face cu Ox unghiul t raza O'My face cu linia
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centrelor unghiul 6 astfel ca Rt = rf. Cercul mobil s-a rotit cu 0+t si deci matricea de
trecere de la baza sistemului Oxy la baza sistemului O' XY este

cos(f+t) —sin(6+1t)

sin(6 +t) cos(6 +1)
Coordonatele centrului O" in sistemul fix fiind ((R+ 1) cost, (R+7)sint) i coordonatele

punctului mobil in sistemul mobil fiind (—r,0) gasim ecuatiile epicicloidei

r = (R+7“)cost—RcosR+rt,
r
R+ R
y = (R+r)sint— rsin R
r

Pentru r = R epicicloida se numeste cardioida.

Daca cercul se rostogoleste fara alunecare in interiorul unui cerc, curba descrisa de
un punct al cercului mobil se numeste hipocicloida. Ecuatiile hipocicloidei se obtin din
ecuatiile epcicicloidei inlocuind r cu -r. Cand r :% hipocicloida devine astroida de

ecuatii

r = Rcos’t

y = Rsin’t.
Exemplul 5.1.1.3 Curba parametrizata
7" = Rcosti + Rsint j +htk
se numeste elicea circulard, ea fiind situatd pe cilindrul circular drept x* +y? — R% = 0.
Daca in planul Ozy avem curba parametrizata
— —
Tt)=ti +f(t)5, t€ [z,

aceasta se poate scrie si sub forma

sau in ecuatii scalar parametrice
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curba parametrizatd este graficul functiei f(z) : [z1,22] — R parcurs de la stanga

spre dreapta. Spunem ca avem o curba plana definita explicit cu ecuatia explicita y =

flz), z €z, xq).

Exemplul 5.1.1.4 Fcuatia y = acoshZ,z € R este ecualia unei curbe apropiatd ca

forma de o parabola, curba numita lantisor. Fa da forma de echilibru a unui fir greu

flexibil.

Definitia 5.1.2 Punctul 7 (ty) al unei curbe parametrizate netede de ordinul intdi se
—_
numegte punct ordinar daca 1’ (ty) # 0; in caz contrar punctul se numegte punct singu-

lar.

—
Dacd 7 = 7 (t) este ecuatia de migcare a unui punct material, vectorul 7’ (to)

reprezinta vectorul viteza a punctului material la momentul ¢,.

Definitia 5.1.3 Numim curba de nivel constant ¢ a functiei F(z,y) multimea punctelor

din planul Oxy care satisfac relatia
Fz,y)=c

unde F(z,y) : D C Ey — R este o functie reald de doud variabile definita pe un domeniu
din plan, iar ¢ este o constanta. Curba de nivel constant se numeste neteda de ordinul

k daca functia F(x,y) are derivate partiale de ordinul k continue.

O curba data explicit poate fi considerata ca o curba de nivel constant 0 a functiei

F(z,y) = f(x) —y.

Definitia 5.1.4 Punctul de coordonate (x,y) al curbei de nivel constant F(x,y) = ¢ se

numeste punct ordinar daca in acest punct gradientul functiei F' este nenul

= oF — O0F —
grad F(z,y) = VF(z,y) = 5— 1 + oy # 0;

in caz contrar punctul se numeste punct singular.

Daca punctul M(z,y) al curbei de nivel constant este ordinar, de exemplu %—‘; #0,

atunci conform teoremei functiilor implicite exista o vecinatate a acestui punct astfel
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incat in aceastd vecindtate variabila y se poate explicita in functie de = : y = y(x) astfel
incat F(z,y(x)) = c. Deci in acea vecindtate curba de nivel constant poate fi considerata
ca o curba data explicit, deci ca o curba parametrizata. Aceasta curba parametrizata
are punctul sau M (z,y) ca punct ordinar gi este neteda de acelasi ordin ca si curba de

nivel constant.

Exemplul 5.1.1.5 Ecuatia 2% + y?> — R?> = 0 este ecuatia unui cerc. In vecindtatea
orictrui punct cu ordonata y # 0 se poate explicita y = vV R2 — 22 dacd ordonata y >
0 sau y = —vVR2 — 22 dact ordonata y < 0. Evident sunt mai convenabile ecuatiile
parametrice x = Rcost,y = Rsint,t € [0, 27].

Exemplul 5.1.1.6 Foliul lui Descartes are ecuatia x® +y> — 3axy = 0,a > 0. In loc sa
cautam o explicitare pe baza teoremei functitlor implicite, incercam sa vedem care este
intersectia unei drepte y = tx care trece prin origine cu curba. Gasim reprezentarea

parametrica
3at 3at?

x:— —_— —_—
1+8Y 118

t € (—o0,—1)U(—1,00).
Exemplul 5.1.1.7 FEcuatia lemniscater lui Bernoulli
(22 +9?)? — 2a%(22 — %) = 0
contine grupul 2% + y? ceea ce ne indeamnda sa trecem la coordonatele polare p, 0
x = pcob,y = psinf
st obtinem masi intdr ecuatia in coordonate polare
T T 3T om
p=av2cos20,0 € [_Z’ Z] Ul—, —]

din care obltinem imediat ecuatii parametrice.

Definitia 5.1.5 Se numeste curba intersectie a doua suprafete de nivel constant multi-

mea punctelor de coordonate (z,y, z) din spatiu care satisfac relatiile

F(l’,y, Z) = C1,
G(%ZJ, Z) = C2
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unde F(x,y,z2),G(z,y,2) : D C E3 — R sunt functii reale de trei variabile reale.
Relatiile de mai sus se numesc ecuatiile curbei. Curba intersectie de suprafete de nivel
constant este neteda de ordinul k daca in punctele sale functiile F, G care o definesc au

deriate partiale de ordinul k continue.

Definitia 5.1.6 Punctul M(z,y,z) al unei curbe intersectie a doud suprafete de nivel
constant de ecuatii F(x,y,z) = ¢1,G(x,y,z) = ca se numeste punct ordinar dacd in

acest punct gradientii

—= oF— O0F— O0F—
grad Fw,y,2) = VFE@y2) =G0 i+ 5.0 +50k
—= 0G— 0G— 0G—
gradG(:c,y,z) = VG@%:U;Z)—%Z +a—yj —l—ak

nu sunt colineart, adica matricea

OF OF OF

b dy 0z
oG 9G  9G
ox oy 0z

are in punctul (z,y, z) rangul doi. In caz contrar punctul se numesgte punct singular.

Daca o curba intersectie de suprafete de nivel constant are punctul M (zx,y, z) punct

ordinar, de exemplu

OF OF
6y62} O
@@#’
dy oz

atunci dupa teorema functiilor implicite, existd o vecinitate a punctului M(x,y, z) in

care coordonatele ¥, z se expliciteaza in raport cu coordonate x

astfel incat

F(z,y(z), 2(2)) = a1,

G(z,y(z), 2(x)) = ca.
Altfel spus, in vecindtatea acestui punct curba intersectie de suprafete de nivel constant
este o curba parametrizata. Dupa aceeasi teorema a functiilor implicite, aceasta curba
parametrizata are punctul M(z,y, z) ca punct ordinar si este netedd de ordinul k daca

curba intersectie este neteda de ordinul k.
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Exemplul 5.1.1.8 FElicea circulara poate fi data prin ecuatiile

2?2 +9y* — R? =0,

y— Rsiny =0
sau
?+y*— R?=0,
:z:—Rcos%zO
P+ —R* = 0,
z
— R - =0
T COSh
sau chiar

?+y*— R?=0,

y—xtanf = 0.
4y — R = 0,

z
—ztan= = 0.
Yy xanh

Exemplul 5.1.1.9 Curba lui Viviani

2? +y* 4+ 22 = R? =0,

> +y*— Rz =0
este intersectia dintre o sfera si un cilindru. Daca notam cu M’ proiectia punctului M
al curbei pe planul Oxy si notam cu t unghiul xOM', triunghiurile OAM', OMM' sunt
egale st deci OM' = Rcost si gasim ecuatiile parametrice

x = Rcos?t,

y = Rcostsint,

z = Rsint, t € [0, 27].

5.1.2 Tangenta la o curba, abscisa curbilinie

Daci o curb# parametrizats este netedd de ordinul intai si are punctul 7 (ty) ca
punct ordinar, atunci in vecinatatea acestui punct se poate scrie dupa teorema de la
analiza

— — 7
T'(t) = T (to) + 7' (to)(t — to) + o(t — to),
adica, abstractie facAnd de termeni neglijabili in ¢ — ¢y, suportul curbei coincide cu o

dreapta.
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Definitia 5.1.7 Dreapta de ecuatie vectoriala

—
/

T =T (to) + ' (to)(t — to)

se numeste tangenta la curba parametrizatd in punctul requlatT (to).

v L] v 9] . —_— . . . —_— N
S& consideram o dreaptd care trece prin punctul 7 (¢y) si are directia “a’. Distanta

de la punctul 7’ (t) al curbei la aceasts dreapta este

6(t) = () _é(fon B L (tI(%T 7|(t—zto) + o(t — to).
Avem

Deci are loc

Teorema 5.1.1 Tangenta in punctul ordinart (to) al unei curbe netede este singura
dreaptd care trece prin acest punct pentru care distanta 6(t) de la punct 7 (t) al curbei

la dreapta este parte neglijabila in raport cu t — ty.

ﬁ
Definitia 5.1.8 Vectorul ' (to) se numeste vectorul tangenta sau vectorul vitezd in
—
7,./

punctul 7 (ty); marimea acestui vector ‘ (to)| se numeste viteza in punctul T (to);

versorul vectorului T (to) se numeste versorul tangentei si il vom nota cu T (to).

Observatii:

1. Daci punctul 7 (¢) este un punct singular al unei curbe parametrizate netede de
ordinul k si daca 7T’“)> (to) este prima derivatd nenuld in acest punct, este natural s& numim
tangent in acest punct dreapta care trece prin punctul 7 (¢) si are ca directie vectorul
TTkS (to). In acest caz distanta 6(¢) de la punctul 7’ () al curbei la aceasts dreapts este
parte neglijabil# in raport cu (t — t)*.

2. Uneori acceptam curbe parametrizate netede de ordinul intai pe portiuni, adica
acele curbe pentru care exista derivata continua 7(1&) exceptand un numar finit de

puncte unde existd numai derivatele laterale. In aceste puncte vom vorbi numai de

semitangente. Vom mai spune ca aceste puncte sunt puncte unghiulare.
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Definitia 5.1.9 Curbele parametrizate

—
r

= T(t), te [t to]
T (1), TE€E[m,

se numesc echivalente daca exista o functie t = t(7) : [11, 72| — [t1,t2] strict crescatoare
astfel ca pentru orice T € [11, 2] avem T (t(7)) = p’(7). Dacd curba parametrica este
neteda de ordinul k atunci vom considera ca si functia t(7) are derivati de ordinul k

continua.

Se verifica ugor ca avem de-a face cu o veritabila relatie de echivalenta. Cum

p(r) = ' (tn)t'(r)

rezulta ca pentru curbele echivalente tangentele coincid.

Definitia 5.1.10 Daca extremitatea curbei parametrizate Cy coincide cu originea curbet
parametrizate Co, curba obtinuta prin parcurgerea curbei Cy gt apot a curbeir Cy se nu-
meste suma sau juxtapunerea celor doud curbe si o vom nota prin Cy + Cy. Curba care
consta in parcurgerea in sens opus a curbei C' se numeste opusa lui C §i o vom nota

prin —C..

Definitia 5.1.11 Curba C' se numeste rectificabila daca multimea lungimilor liniilor
poligonale inscrise in curba C are o margine superioard. Aceastd margine superioard se

numeste lungimea curbei C' gi o vom nota prin [(C).

Se verifica usor ca dacd curbele C7, Cy sunt rectificabile si exista Cy + Cy, atunci
si suma este rectificabild si [(Cy + C) = I(Cy) + I(Cy), adica lungimea este o marime
aditivd in raport cu suma curbelor. La fel se verificd cd I(—C) = [(C). Daca curba
parametrizats C : 7 = 7 (t), t € [t1,t] este netedd de ordinul intai este evident ci
lungimea curbei elementare dC' cuprinsa intre valorile ¢ si ¢ + dt ale parametrului este,

abstractie facAnd de marimi negiljabile in raport cu dt, egala cu lungimea segmentului

de dreapta ce uneste capetele, deci cu

T (4 dt) — T ()] = | 7 (t)dt + o(dt)| = | 7 (£)|dt + o(dt).
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—_
Marimea dl = [(dC) = |7’ (t)|dt se numeste elementul de lungime sau lungimea elemen-

tara a curbei C. Cum

7 (|dt = |d7| = |de & +dy ] +dz k| = \/dz? 1 dy? + d2?

se mai scrie

dl? = da? + dy® + d2°.

Dupa modul general de aplicare a integralei rezulta

~ [17 @i = [ V@ yar s sard

Definitia 5.1.12 Dacid o curba parametrizata 7 = 7 (t), t € [t1,ts] este netedd de

. ” ”- . .o e . L — .
ordinul intai, numim abscisa curbilinie de origing 7 (to) functia

5 = :[t1, ta] — [s1, 82,

s(t) — /|7“ Vldr.

Pentru t > t, functia s(t) este egald cu lungimea arcului de curb& cuprins intre
punctele 7 (tg) si 7 (t); pentru t < ¢, functia s(t) este egald cu opusul lungimii arcului
de curba cuprins intre punctele 7 (t) si 7 (to). Functia s(t) este strict crescitoare pentru
ca

S(t) =7 (1) > 0.

Deci exista functia inversa
t= t(S) . [51, 82] — [tl,tg]

si deci curba parametrizatd 7 = p’(s) = 7T (t(s)), s € [s1,s2] este echivalentd cu
curba parametrizats 7 = 7 (t), t € [t1,t,]. Pentru aceastd curbi parametrizats avem

7 (Hs) 7 (H(s))

S(() |7 (t(s))|

(t(5))t'(s) =

— —

. .U . o . —
Deci | p’ (s)| = 1, adica vectorul vitezd este un versor, versorul tangentei 7 (s) = p’ (s).
Ecuatia unei curbe parametrizate in care parametrul este o abscisa curbilinie se numeste

ecuatia naturala a curbei.
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Daci F(z,y) = c este o curba de nivel constant din planul Oxy si
ZL‘:I(S),y:y(S), S [81;52]

sunt ecuatiile ei naturale, atunci prin derivare avem

oF , oF B
52 F (s) N (s)=0
adica vectorul
0P 0P
Jy ! or 7

este un vector tangent la curba in punctul ordinar M (z,y), iar vectorul

— oF — O0F —
F —VF =
grad F(z,y) = V F(z,y) o 1+ 3y J

este ortogonal tangentei, adica este un vector normal la curba. Deci ecuatia

oF oF
%(xg,yo)(x — x9) + a_y('rOJ Yo)(y — o) =0

este ecuatia tangentei in punctul regulat My (zo, o), F'(xo,yo) = 0, iar ecuatia

T—% _ _Y—Y
%_5(515073/0) %_5(515073/0)

este ecuatia normalei la curba in acelasi punct.
Cum avem
oF oF

dF = Zde + gy = VEAT
_8x$ 3y Yy = dr

H
rezultd ca vectorul grad F'(z,y) = V F(z,y) este un vector normal la curba de nivel
dirijat in sensul de cregtere a functiei F(x,y).
La fel ca mai sus se arata ca in cazul curbei intersectie de suprafete de nivel constant

F(z,y,2) = c1,G(x,y, z) = c2 un vector tangent la curba in punctul sau M (z,y, z) este

grad F(z,y, 2) x grad G(z,y,2) = V F(x,y,2) x V G(x,y, 2).

5.1.3 Plan osculator, normala principala, curbura

Definitia 5.1.13 Punctul 7 (t) al curbei parametrizate 7 = 7 (t), t € [t1,t2] neteda
H
de ordinul doi se numeste biordinar daca vectorul viteza 1’ (t) $i vectorul acceleratie

H
" (t) sunt linear independenti.
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Daca

T = p(r)=T(t(1), TE€|[mn,

d) = 7))
A1) = )+ () ()

adica cele doua curbe parametrizate au simultan punctele corespondente biordinare si
subspatiile generate de vectorii viteza si acceleratie sunt aceleasi.

Fie acum curba parametrizatd 7 = 7 (t), t € [ti,t2] netedd de ordinul doi cu
punctul biordinar 7 (¢y). Se poate scrie

1—
—

T = () = Tlto) + 7 (t0)(t — to) + 577 (f)(t — t0)? + of(t — to)?),

adici abstractie ficand de termeni neglijabili in raport cu (¢ — ty)?, curba coincide cu
—
o parabold pentru ci dacd notdm cu X,Y componentele lui 7 (t) — 7 (to) dupa ' (¢o)

—
respectiv 1" (ty) avem

I
~

— 1o
(t —to)?
X2,

< <
I

NI= N|=

—
In plus, observam ca vectorul r”(tg) este dirijat in interiorul concavitatii parabolei.

Definitia 5.1.14 Planul care trece prin punctul biordinar 7 (t) al unei curbe si este
paralel cu vectorii viteza si acceleratie in acest punct se numeste planul osculator in

punctul respectiv.

Curbele parametrizate echivalente au acelasi plan osculator in puncte corespondente.

Ecuatia vectoriala a planului osculator este
— —
(7 —T(t), ' (), 7" (t)) = 0.
Dac# considerim un plan care trece prin 7 (¢) si are versorul normalei 7', atunci
distanta de la punctul 7 (¢) al curbei la acest plan va fi
8(t) = [(7() = T (k) 7| =
4

= (7 ()t~ t0) + 57" ()t — )T +o((¢ — 1))



5.1. GEOMETRIA DIFERENT TALA A CURBELOR 215

Vom avea

5(t) = o((t —t)?) & 7 (t) W =0 A 7 (tg) 7 =0

.o o . . o . . N — .
adicd, dacd si numai daca planul coincide cu planul osculator in 77 (¢y). Deci

Teorema 5.1.2 Singurul plan care trece prin punctul biordinar 7 (ty) pentru care dis-
tanta de la punctul 7 (t) la acest plan este parte neglijabila in raport cu (t — ty)? este

planul osculator.

Fie acum 7 = p’(s),s € [s1, 2] curba parametrizatd echivalentd cu curba 7 =
T (t),t € [t1,ta], p(s) = T (t(s)), s fiind o abscisa curbilinie. Cum 7(3)2 =1,
dacd curba este neteda de ordinul doi, prin derivare rezulta 27(5)/)_”)(5) = 0, adica
vectorul p_”>(s) este perpendicular pe tangenta in p’(s). Versorul 7°(s) al vectorului
p—“)(s) se numeste versorul normalei principale la curbd in punctul p’(s), iar mirimea
vectorului p_”>(s) se numeste curbura curbeiin acest punct: C(s) = |,0—”>(s)] Deci p_’;(s) =
C(s)7 ().

Intr-un punct de abscisa curbilinie sq vom putea scrie

1
T =7 (s) = P (s0) + T (0)(s = 50) + 57 (50)C(50) (5 = 50)” + 0((s = 50)*).
Notand cu X, Y componentele vectorului p’(s)— p (so)pe baza ortonormats 7 (sq), 7 (o)

avem
X = s — s,

Y = 3C(s0)(s — so),

Y = %O(So)X2
din care vedem ca parabola care aproximeaza curba se abate cu atdt mai mult de la
tangentd cu cat curbura C(sp) este mai mare, ceea ce justificd denumirea. De altfel

aveln

Teorema 5.1.3 O curba parametrizata are curbura peste tot nula daca si numai daca

suportul ei este un segment de dreapta.

In adevar din ?(s) =0 rezultd p'(s) = Cis+ 52), c. c. t. d.

Consideram acum curba parametrizata

T =T(s) = RCOS%? + Rsin%?,s € [0,27R]
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care reprezinta un cerc in planul Ozy cu centrul in origine de raza R parcurs in sens

direct trigonometric. s este o abscisd curbilinie de origine (R, 0,0). In adevar avem

— —

r'(s) = —sin%7+cos%7,\r' (s)|=1
— 1

r(s) = —}—%(cos }%7 + sin %7)

si deci in toate punctele curbura este constanta C(s) = %.
. o . o . v — —
Fie acum o curbd parametrizatd cu o ecuatie naturald 7 = p'(s),s € [s1,82]. In

jurul punctului de abscisa sy se poate scrie

T =" (s)="p(s0) + T (s0)(s — s0) + %7(30)0(80)(5 —50)> +0o((s — 80)?).

. v . . —_— A . v
Consideram acum un cerc care trece prin acelagi punct p’(so) in care are aceeasi tangenta
— . . v . . v > s
T (S0) $i aceeagi normala principald 77(sg). Pentru el vom putea scrie

7= T(s) = P (s0) + T (50)(s — s0) + %7(50)%@ = 50)* +ol(s = 50)*).

— — v . . v A
Vom avea T (s) — p'(s) = o((s — so)?) daci si numai daci & = C(so). In acest caz, in
.U . — . . . . . o . . .. . N
vecindtatea lui p’(sg) cercul si curba vor diferi numai prin méarimi neglijabile in raport
N — .
cu (s—sg)%. Acest cerc se numeste cercul osculator al curbeiin punctul p’(sg), iar centrul

acestui cerc, punctul de vector de pozitie

— 1

P (s0) + ey 7 (50) = 7 (s0) + o (s0)

se numeste centrul de curburd al curbeiin punctul 7’ (sg). Raza acestui cerc R(sq) = @
se numeste raza de curburd a curbei in punctul ' (s). Deci, incd odat#, in vecinitatea
punctului p’(sg), curba poate fi aproximati abstractie ficand de termeni neglijabili in
raport cu (s — s9)? cu un cerc cu centrul in centrul de curburd al punctului si cu raza

egala cu raza de curbura a punctului.

5.1.4 Baza si triedrul lui Frenét

Fie curba parametrizatd de ecuatie 7 = 7 (t),t € [t1,ts] si fie T = p'(s), s €
[s1, 52] echivalenta sa cu parametrizare naturald. In punctul biordinar 7 (¢) avem
— — —
@) = ps)s(t), $t)=|r @)
— —

P = S0+ 7 ()5,
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= =

S,,(t)_( 7(t)2>’_ (7@)2)/ 7(t).7(t).

24/ 7 (t)2 | ()]

Rezulta
w@:wéwhﬁw7@ﬂ4m00%wwm
h . (TOx ) x @
e o)
Deci curbura in punctul 7 (¢) este
o - 7 (8) x 77 (1)
[ ()

(o)l
S G?wj%ﬁ:ﬁw.

[ (O] 77 () x " (2)]

Definitia 5.1.15 Se numeste bazi a lui Frenét in punctul biordinar 7 (t) al curbei

parametrizate T = T (t),t € [t1,ta] baza ortonormatid dreapti <?(t), (1), ﬁ(t)) cu

F@z?vawzgﬁ

Definitia 5.1.16 Se numeste triedrul lui Frenét in punctul biordinar 7 (t) al curbei

parametrizate T = T (t),t € [t1,ta] triedrul rectangular cu varful in 7 (t) ale carui

muchii au directiile versorilor T (t), V' (t), ﬁ(t) Muchia cu directia T (t) este tangenta
in punctul 7 (t), muchia cu directia V' (t) se numeste normala principald in punctul
—
7 (t), muchia cu directia (3 (t) se numeste binormala in punctul 7 (t). Planul care trece
prin T (t) si se sprijindg pe versorii 7 (t), V'(t) este planul osculator in 7 (t), planul
care trece prin 1 (t) gi se sprijina pe versorii v (t), B (t) se numeste planul normal
H
in punctul 7 (t), planul care trece prin 7 (t) si se sprijind pe versorii T (t), 3 (t) se

numeste planul rectificant in punctul 7 (t).
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Cum 7(25) =2 (15)7> + y’(t)?> + 2/ (t)? rezultd ecuatiile scalare ale tangentei

r—x(t) y—ylt) z-2(

() oyt A

si ecuatia scalara a planului normal

2'(t)(z —2(t)) + ' () (y — y(t) + 2'(t)(z — 2()) = 0.
Daca notam cu A(t), B(t), C(t) minorii cu semne alternate extragi din matricea
2(t) Yyt ()
2"(t) y'(t) 2"(t)
atunci ecuatiile scalare ale binormalei sunt

r—x(t) y—ylt) z—=z(t)
A B(t) ct)

iar ecuatia scalara a planului osculator este

At)(z — =(t)) + B(t)(y — y(t)) + C(t)(z — 2(t)) = 0.

Daca notdm cu D(t), E(t), F(t) minorii cu semne alternate extragi din matricea

atunci ecuatiile scalare ale normalei principale sunt

z—a(t) y—yl) z—2z()

D) El)  F()

iar ecuatia scalara a planului rectificant este

D(t)(z — =(t)) + E(t)(y — y(t)) + F(t)(z — 2(t)) = 0.

Avem
)= (T 60)) = s (1) = s (07 0.

Pentru a exprima derivatele versorilor bazei lui Frenét vom scrie
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unde S(t) este matricea ortogonald (S*(¢)S(t) = I) a componentelor versorilor bazei lui

Frenét pe baza sistemului de coordonate. Vom avea prin derivare
(Fo. 70, F0) = (7.7, %) 80 = (F0, 7). F®) $'0)5'0).

Dar matricea (t) = S*(t)S’(t) este antisimetrica, aceasta rezulta din relatia S*(¢)S’(t)+
S"(t)S(t) = 0. Tinand cont de relatia stabilitd mai sus 7(15) = CO(t)s'(t) V' (t) rezultd

ca trebuie sa avem

0 —C)s'(t) 0
Q) =S50S0 = | et o ~T(1)s'(1)
0 T(t)s'(t) 0

0 —C(t) 0
(Fo. 70, F0) = (FO.7O.F0) | co) o 1) |0
0 T 0

Aceasta relatie matriceala scrisa pe componente da asa numitele formule ale lui Frenét.
Ele dau vitezele de variatie ale versorilor bazei lui Frenét. Se mai numesc si formulele
de derivare ale bazei lui Frenet.

Miscarea infinitezimala a triedrului lui Frenét pe curba se compune dintr-o translatie
infinitezimald a varfului si o rotatie infinitezimald d @’ = da7 +d3 W—i—dvﬁ. Am aratat

ca rotatiile infinitezimale se aduna. Vom avea atunci

A7 = do x T =dymw —dB 5,
dv = d?x7:—d7?+daﬁ,
d3 = d@x B =df7T —da7.

Comparand cu formulele lui Frenét rezulta

da dg dy

— =TS (t),— =0,— = C(t)s'(t),

== T(0)s'(0), 5 =0, = C()s' )
adica nu exista rotatie infinitezimala in jurul normalei principale, iar rotatiile infinite-
zimale raportate la unitatea de parametru in jurul binormalei si in jurul tangentei sunt

curbura si torsiunea in punctul respectiv inmultite cu viteza in punctul respectiv.
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Fig. 5.1: Rotirea in jurul tangentei

Vectorul vitezei de rotatie instantanee
@ (1) = (T(O)F (1) +C) B (1)s'(0).

se numeste vectorul lui Darbouz in punctul 7 (t).

Daca consideram curba parametrizata neteda de ordinul trei cu ecuatie naturala

T = p'(s), s € [s1, 89] vom putea scrie

pls) = 7(s)
Ps) = Cls)7(s)

F(s) = C'(s)7(s) + C(s)(~C(s) T (5) + T(s) B (s)

si deci in vecinatatea punctului luat ca origina a abscisei curbilinii vom avea
7)) = FO)+TO0)s +5COTO +

12 [0 7(0) + GO0 T0) + TO)F ()] 5 + o).

Notand cu X,Y, Z componentele Iui p’(s) — p’(0) dupa baza lui Frenét a punctului

avem
1
X = s— 60(0)253 + o(s%),
1 1
= 50(0)52 + 60’(0)53 + o(s%),

z - %C’(O)T(O)s?’Jro(sg).
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Fig. 5.2: Vectorul lui Darboux

Regésim astfel ci abstractie ficand de termeni neglijabili in raport cu s? curba se giseste

in planul osculator, fiind o parabola de ecuatii

017
.0.067,

Y(s) 0.05T

O | I
-0.5 0 0.5

—0.495, X(s) 0.495,

Fig. 5.3: Proiectia curbei pe planul osculator

X = s,
Y = -C(0)s®

si care se indepdrteaza cu atat mai repede de tangentd cu cat C'(0) este mai mare.

Proiectia curbei pe planul rectificant este, abstractie ficand de termeni nelijabili in

3

raport cu s°, o curba de ecuatii
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; 0.005T
3.472x10 7,
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—3472x107°, ~0.005L

—0.495, X(s) 00.495,

Fig. 5.4: Proiectia curbei pe planul rectificant

7 = %C(O)T(O)s?’

care prezinta in origine un punct de inflexiune, curba trecand de-o parte si de alta a
tangentei, indepartandu-se cu atat mai repede de tangentd cu cat torsiunea T'(0) este

mai mare. Proiectia curbei pe planul normal este, abstractie facAnd de termeni nelijabili

3

in raport cu s°, o curba de ecuatii

. _,, 0.005
3.472x10

L —3r -
—3.472x10 0.005

(] —— . [ |

Fig. 5.5: Proiectia curbei pe planul normal

Y = L0(0)s 4+ ~0'(0)s,
2 6
1

7 = 6C(O)T(O)s3

adica o curba care in origine prezinta un punct de intoarcere, curba indepartandu-se
de normala principald cu atét mai repede cu cét torsiunea 7'(0) este mai mare. In
concluzie putem spune ci torsiunea 7'(0) aratd cat de repede se indepéarteaza curba de

planul osculator. De altfel are loc
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Teorema 5.1.4 O curba parametrizata are in toate punctele torsiunea nulad dacd i

numai daca ea este o curba plana.

In adevar, dacd in toate punctele curbei T'(s) = 0 atunci ﬁ(s) = 0 i deci E}(s) = @),
un vector constant. Atunci 7(5)% = 0 si deci 7(5)% = C, deci curba se afla intr-
un plan perpendicular pe %. Invers, daca curba este plana atunci planul ei este plan
osculator in toate punctele gi deci E} = % siT(s) =0.

Daci curba parametrizats neteds de ordinul trei are ecuatia 7 = 7 (t),t € [ty,ts]

atunci putem scrie

) = T, £ =7 )
) = TOW) )+
P = BOCOT@)s 1) +

unde prin - - - am notat termenii linear dependenti de cei de pe linia precedenta. Luand

— — —
lungimea lui ' (¢), aria paralelogramului construit pe 7’ (t), 7 (¢) si aria paralelipipedu-
— — —
lui construit pe 7’ (t), 7 (t), " (t) avem formulele de calcul pentru curburd si torsiune

) = 17l
ey — T0xTw)
)P

T(t) = A@t)z"(t)+ Bt)y"(t) + C(t)2"(t).

5.1.5 Curbe plane

Fie o curba parametrizata situata in planul Oxy

T =T =at)i +yt)j, tel[t,t)
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Conform definitiilor generale, versorii tangentei si normalei principale sunt

T 0T YT

T<t> 7 (42 r(4\2)\1/27
|7 ()] (2'(t)? +y(1)?)

(70 x 1) < 7 )

v(t) = =

)7 () x 7 (1)

Cum
Toxrw = | 1O VO
z"(t) y'(t)
- - () () H -
() x " (t)) x ' (t) = (= (t) i +2'(t) j)
( ) l’”(t) y//(t> y J

rezultd versorul normalei

) Yt |\ v +2) ]
2(t) ') || @@ +y (1))

7' (t) = sgn

Deci avem

T'(t) x V'(t) = sgn k
z"(t) (1)

adica, baza (7 (t), 7'(t)) este orientati la fel ca baza <?, 7) numai daca

NI ECICRT

l‘”(t) y”(t)
Uneori se convine ca pentru curbele plane sa se redefineasca versorul normalei astfel
incat baza (7 (t), 7'(t)) sa fie orientat la fel ca baza <7, 7) , adica se alege pur si
simplu versorul normalei
()T ()]
v(t) =

(a/(8)? +y/ (1))

71'

adici 77(t) se obtine prin rotirea lui 7 (t) cu Z in sens direct trigonometric. Atunci

pentru a avea relatiile

il

(t) = Ct)s' )V (1),
V() = —C(H)s (1) 7 (2)

trebuie sa luam curbura cu semn data de relatia

8
I
—~

t) y'(t)
(2/(8)2 + g (1))
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Cu aceasta conventie, curba are curbura pozitiva intr-un punct daca in acel punct curba
N . N e . v v v N . A
se incovoaie in spre versorul 7' (t) si are curburd negativd dacd curba se incovoaie in
—>
spre — v’ (t).
Pentru curbele date explicit prin y = y(x), = € [z1, 23] curbura cu semn este data

de relatia
y"(x)
(1+y/(2)?)*"?

si curbura este pozitiva daca y”(x) > 0, adica daca functia y(z) este convexa.

. . U e o o w v . — - —

Fie acum s o abscisd curbilinie pe aceastd curba pland si 7 = x(s) ¢ + y(s) j,
. o . . — , -

s € [s1, So] 0 parametrizare naturald a sa. Atunci versorul tangentei 7 (s) = z'(s) i +

- v v . R RN

y'(s) 7 . Dacd notdm cu 6(s) unghiul pe care il face acest versor cu axa Ox pozitiva,

atunci

7' (s) = cos (9(5)7> + sin 9(5)7>

si versorul normalei cu conventia facuta va fi
V'(s)=—sinf i +cosb(s) i .

Atunci

—)
7! 7)

(s) = (—sinf i +cosf(s) 7 )0(s) = 0'(s) T (s).

Rezulta

C(s) =80'(s)

adica, curbura este viteza de variatie in raport cu abscisa curbilinie a unghiului pe care
il face tangenta cu axa Ox. Altfel spus, curbura este viteza sau rapiditatea de incovoiere
a curbei in punctul respectiv.

Daca pentru o curba plana cunoastem curbura sa in functie de o abscisa curbilinie,
atunci cunoagtem unghiul 6(s) = O(s) + 6y, abstractie facind de constanta 6y. Am
notat ©(s) o primitiva a lui #’(s). Atunci cunoagtem versorul tangentei, adica cunoagtem

derivatele in raport cu abscisa curbilinie ale coordonatelor punctelor curbei

Z'(s) = cos(O(s) + b)) = cosO(s) cos by — sin O(s) sin G,

y'(s) = sin(O(s) + 6p) = sin O(s) cos by + cos O(s) sin by
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gi dacd notdm cu X(s), Y (s) primitive ale lui cos O(s) respectiv sin O(s), putem scrie

z(s) = X(s)cosby— Y (s)sinby + xo,

y(s) = X(s)sinth +Y(s)cosby + yo

unde zg, o sunt constante arbitrare. Daca ne ddm coordonatele (x(sp),y(so)) ale unui
punct corespunzator abscisei sy si versorul tangentei la curba in acel punct, adica una
din componentele x’(sg), 1y (so) (cealalta se determina din conditia de versor) avem trei

ecuatii cu trei necunoscute g, 4o, 0y pe care le putem determina univoc. Deci avem

Teorema 5.1.5 O curba plana este cunoscutda abstractie facind de o deplasare in plan
daca cunoastem curbura sa functie de abscisa curbilinie. Curba este univoc determinata

daca cunoastem in plus un punct al sau si tangenta la curba in acest punct.

Avand in vedere acesta teorema, ecuatia 6 = 0(s) sau s = s(f) se numegte uneori

ecuatia intrinseca a uner curbe plane.

Exemplul 5.1.5.1 Lanfisorul y = acoshZ,x € R, are ca ecualie intrinsecd ecualia

6 = arctani sau s = atan.

Aceastad teorema este de fapt un caz particular: o curba in spatiu este cunoscuta
abstractie facand de o deplasare in spatiu daca cunoastem curbura si torsiunea sa ca
functii de abscisa curbilinie. Curba este univoc determinata daca cunoasgtem in plus un
punct al curbei si pozitia triedrului lui Frenét in acest punct al curbei.

Uneori o curba plana este data prin ecuatia sa in coordonate polare
p:p(9)7 0 € [01782]'

Aici p este distanta polara, adica distanta de la punct la origine, iar € este unghiul polar,
adica unghiul facut de raza vectoare a punctului cu axa Ox pozitiva. Daca cunoastem

ecuatia in coordonate polare, cunoastem si reprezentarea parametrica
T =T(0) = p(0) cos i +p()sindj, 0€l[0,0).

Vom avea

$'(0) =17 (0)] = Vp(0)* + p/(0).
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Aplicand formula pentru curburad gasim

pl0) +20/(6) ~ p(6)o'(0)
(0l + p/(0)"

C(o) =

Pentru curba plana linie de nivel constant F(z,y) = ¢ se giseste pentru curburd

expresia

Fy
F, F, 0 FupF? = 2F, F,F, + F, F?
O((E, y) = = 3/2
(F2+F?)

2
unde am notat F, = 3, F,, = 5 etc.

5.1.6 Evoluta, evolventa
Fie curba parametrizatid pland cu o ecuatie naturald 7 = 7 (s),s € [s1,5]. For-
mulele lui Frenét sunt

— 1 — 1
-

(S) = 7(5)7 v/ (S> = —R(S)

7 (s).
Curba loc geometric al centrelor de curbura va avea ecuatia

T ="p(s)=T(s)+ R(s) TV (s).
Putem scrie

— 1

7(5) = T ) + R ()T 8) = R(s) s

T (s) = R(s)7V (s).

Rezulta ca normala la curba initiala este tangenta la curba loc al centrelor de curbura.
Se spune ca aceasta curba este infasuratoarea normalelor la curba initiala, ea se numeste
evoluta curbei initiale.

Daci 7 = T (t) = 30(15)7> + y(t)?,t € [t1, 2], este ecuatia vectorial parametricd a
curbei initiale, atunci ecuatia evolutei este
— — —
r (1)

X
— —
X

' (t)

—_
[’

=T+

(1) (
|
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sau scalar
v o= () -y () YO
2'(t) y'(t)
z"(t) y"(t)
v = olt)+ (o) PO
2'(t) (1)
z"(t) y'(t)
Cum avem
1/ (s)] = R(s)
rezulta

/ |7 (0)]do = R(s) — R(s1).

adica curba initiala se poate obtine din evoluta daca de-a lungul acesteia punem un fir
si desfacem firul pastrandu-l tangent la evoluta; capatul firului descrie curba initiala.
Se zice despre curba initiala ca este desfasurata sau evolventa evolutei. Mai putem
considera ca evolventa este descrisa de un punct al unei drepte -tangenta de mai sus-
care se rostogoleste fara alunecare de-alungul evolutei.

Pentru a gési evolventa curbei initiale 77 = 77 (s), s € [s1, 53] s& observam c& evol-
venta este de fapt o traiectorie ortogonala a tangentelor sale. Punctul evolventei fiind

pe tangenta, evolventa are ecuatia parametrica

T =p(s) =T (s) + A(s) T (5).

Cum
7 (5) = 7 (5)(1+ X(5)) + Ms) o 7(5).
R(s)
Ca evolventa sa fie in adevar ortogonald tangentei, trebuie ca X (s) = —1 sau A(s) =

—s+ k. Avem deci o infinitate de evolvente de ecuatie vectorial parametrica

T =p(s)=T(s)+(=s+k)T(s).

Daci ecuatia curbei initiale este 7" = 7 (t) = 30(15)7> + y(t)?,t € [t1,t2] atunci ecuatia

evolventelor este
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sau scalar
t

x = z(t)+ (—/\/x’(7)2 + o/ (7)%dT + k)

to

_ _ x'(7)2 "()2dr Yy .
R ORY /¢ P+ + e

5.1.7 Infasuratoarea unei familii de curbe

Definitia 5.1.17 Familia uniparametrica de curbe de nivel constant
F(Q?,y, )\) = 0, A E [)\1, )\2],

admite infasuratoare curba v daca in fiecare punct al sau curba v este tangentd unei

curbe din familie.

Daca M este un punct curent al infasuratoarei ~, atunci prin acest punct trece o
curba C\ din familie corespunzatoare valorii A a parametrului. Invers, fiecarei curbe C'A
din familie, adica fiecarei valori a lui A ii corespunde un punct al lui v in care cele doua

curbe sunt tangente. Deci coordonatele punctului curent M vor fi functii de A
z=x(A),y =y(A).
Scriind ca punctul se afla pe C\ avem
F(z(M\),y(A),\) =0.
Derivand in raport cu A avem
F.2'(\) + E,y'(\) + FA = 0.

Cum curbele 7 gi C\ sunt tangente, presupunand ca M este punct ordinar pentru ambele

curbe, avem
(N _y'(N) , :

si rezulta

FA(z(V), y(\), A) = 0.
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In concluzie, daca familia uniparametrica admite infasuratoare in puncte ordinare,

atunci coordonatele acestor puncte satisfac simultan ecuatiile

F(z(A),y(A\),A) = 0,
FA@(\),y(\),\) = 0.

Invers nu este adevarat, daca din sistemul de mai sus eliminam A\ obtinem ecuatia

unei curbe
o(r,y) =0

care nu este totdeauna infasuratoarea familiei. Daca fiecare curba C'A din familie are un

punct singular M de coordonate (), y(\) atunci in acest punct vom avea

Derivand prima relatie rezulta

adica si locul geometric al punctelor singulare ale familiei verifica sistemul

F(z(A),y(A),A) = 0,
FA(z(A),y(A),A) = 0.

Multimea punctelor care satisfac acest sistem constituie curba discriminanta a familie.

Pentru a vedea ce reprezinta curba discriminanta a familiei formam matricea

F, FE, Fx
Fyy Fyy

m =

Daca rang(m) = 2 atunci din sistemul care d& curba discriminanta se pot explicita doua

dintre variabilele z, y, A\. De exemplu, daca

F, F,
F)\m F)\y

£0
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atunci se pot explicita x = z()\),y = y(A). Cum F}, F,, nu pot fi simultan nule rezulta

ca discriminanta este infaguratoarea familiei. Daca

F, F)\
Fyy Fi

= F,F\ #£0

atunci se expliciteaza © = z(y), A = A(y) si cum F, # 0 rezultd cd x = x(y) este ecuatia
infagurdtoarei, iar A = A(y) d& corespondenta intre punctele infigurdtoarei si curba
familiei.

Dacd rang(m) = 1 si F + F, # 0 atunci avem sistemul de patru ecuatii cu trei

necunoscute

F =0,
F\A = 0,
F)\z F)\y
F:r Fy? A

in general incompatibil si deci curba discriminanta nu exista . Daca totusi acest sistem
este compatibil cu solutii de forma = = z(A),y = y(\) sau z = z(y),\ = A(y) sau
y = y(x),\ = A(z) atunci oricare din acestea reprezintd infasurdtoarea.

Dacd rang(m) = 1 si F? + Fj = 0 atunci avem un sistem de patru ecuatii cu trei

necunoscute

F = 0,
Fx = 0,

F, = 0,F,=0

in general incompatibil si deci curba discriminanta nu exista. Daca totusi acest sistem
este compatibil cu solutii de forma = = z(A),y = y(\) sau z = z(y),\ = A(y) sau
y = y(z), A = A(z) atunci oricare din acestea reprezintd curba punctelor singulare ale

familiei.

Exemplul 5.1.7.1 Fie familia de parabole

)\2
F(:v,y,)\):(:U+)\)2—(y+7):0,)\€R.
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Ca sa gasim curba discriminanta derivam in raport cu A
FAX=2(z+)\)—-X=0.
Elimindand X avem
r* +y=0.
Pentru ca fiecare parabola din familie nu are puncte singulare, curba discriminanta este
infasuratoare. De altfel matricea

2+ =1 2z+ A
2 0 1

m =

are rangul 2.

Exemplul 5.1.7.2 Ca sa gasim discriminanta familiei de parabole semicubice
F(z,y,N)=(z+XN)?>—(y+A)’=0,A € R
derivam
FA=2(x+)\) —3(y+)\)?*=0.
Scoatem din a doua ecuatie
3
x+A:§@+AP

gt introducem in prima

9
W+ =+ N =0
Avem situatiile:

e y+ A =0. Atunci x + A = 0 si deci y — x = 0. Aceasta este curba punctelor

singulare pentru ca F, = 0, F, = 0.

o y+ A= % de unde z + X\ = % si deci x —y + % = 0. Se verifica ugor ca aceasta

este infaguratoare.
Exemplul 5.1.7.3 Pentru familia de parabole semicubice
F(r,y, ) =(z+N?*—y* =0, €R

avem
FX=2(z+X) =0

gt curba discriminanta este y = 0. Se vede ca ea este locul punctelor singulare.
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Sa presupunem acum ca familia de curbe este data prin ecuatiile
x = xz(t, ),
y = y(t,A),t € [t ta], A € [Ar, Ag]

unde t este parametrul care da pozitia punctului pe curba, iar A da curba din familie.

Daci ecuatia infagurdtoarei ar fi f(x,y) = 0 am avea

fla@t,A),y(t,A) =0
si prin derivare in raport cu t respectiv A vom avea

fxxt + fyyt = 07
fzx A+ fyyA = 0.

Dacd punctul nu este singular f7 4 f7 # 0 rezulta

Ty Y

TA YA

=0.

Deci curba discriminanta se gaseste prin eliminarea sau a lui ¢ sau a lui A sau a amén-

dorura din ecuatiile

Aceasta poate contine si locul punctelor singulare ale familiei pentru ca pe aceasta

xy = 1y = 0 si a treia ecuatie este verificata.

Exemplul 5.1.7.4 Consideram familia de drepte

T =X+1tcos),
y=tsin\, (t,\) € R
Avem
Ty Y

TA YA

=tcos’ A\ — (1 —tsin\)sinA =0

sau

U = sin \.
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Eliminand t avem ecuatiile parametrice ale infasuratoares

T = A+ sinAcos A\,
y = sin® \

pentru ca dreptele nu pot avea puncte singulare.

Si o familie de curbe spatiale parametrizate
=T (4HA), (5 A) € [t ta] X M, A

poate avea o infiaguratoare. Daca t1()) este valoarea parametrului ¢ corespunzatoare
punctului unde curba de parametru A este tangenta la infasuratoare, atunci ecuatia
infaguratoarei este

T =7\ =T (t(\),N), XE [N
Vectorul tangent la infasuratoare

- 07 o7

o () = SN + (). )

este colinear cu vectorul tangent la curba de parametru A

or

W (tl ()‘)7 /\>

si deci
— or or r
P (A) X o (t1(A),A) = N (t1(A), A) x T (t1(A), A) = 0.

Rezulta ca daca exista infagurdtoarea familiei de curbe, atunci trebuie eliminat sau

parametrul ¢ sau parametrul A intre ecuatiile

=T (t,\),
(t,\) x ZZ(t,\) = 0.

gl$ =l

Dar in aceasta curba discriminanta este continuta si curba punctelor singulare ale fa-

miliei.

Exemplul 5.1.7.5 Pentru a gasi infasuratoare familiei de drepte

7 = R(cos \ — tsinA)? + R(sin A —Hf(:os)\)7> + h(A +t)?, (t, k) € R?
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calculam
o7 . - — —
W:—Rsm)\ i +RcosAj +hk,
or : — W T
N = R(—sinA —tcosA) i + R(cosA —tsin)) j +hk,
a0 i '
5 on | —Rsin cos =
R(—sin A —tcosA) R(cos\—tsinA) h

. e - 2,777
= Rhtsin\i — RhtcosA j + Rtk =0.
Din ultima rezulta t = 0 i deci infasuratoarea este elicea circulara
7 = Rcos\ i + Rsin)\7 + Mk

De altfel familia de drepte data este familia tangentelor la aceasta elice.

5.2 Geometria diferentiala a suprafetelor

5.2.1 Suprafata parametrizata, suprafata de nivel constant

Definitia 5.2.1 Se numeste suprafata parametrizata aplicatia

T = () = 2(u,0) T+ y(u,0) G+ 2(u,0) K < Dyy — By,

unde D,, este un domeniu in planul variabilelor u,v. Multimea valorilor aplicatier
7 (Dyy) este suportul suprafetei parametrizate. Cel mai adesea confundam suprafata

parametrizatd cu suportul sau. u,v se numesc parametrii suprafeter.

Ecuatia

7 =7 (u,v), (u,v) € Dy,

se numeste ecuatia vectorial parametrica a suprafetei parametrizate. Ecuatiile
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se numesc ecuatiile scalar parametrice ale suprafetei parametrizate.

Suprafata parametrizata se numeste neteda de ordinul k dacs functia 7 (u, v) admite
derivate partiale de ordinul k continue. Vom nota derivatele partiale indicial 7, (u,v),
T (U, V), Tuu(u,v), Ton(u,v), etc.

v — ) .
Daca 7" (ug, vg) este un punct pe suprafata, ecuatia

T =T (u,vg), (u,v0) € Dy,

este ecuatia unei curbe parametrizate situata pe suprafata data si care trece prin punctul
% . .
7" (ug,v9). O vom nota prin C,,. La fel ecuatia

T = ?(uo,v), (o, v) € Dy

este ecuatia unei curbe parametrizate situata pe suprafata data si care trece prin punctul
—) . . 2 . o 4
7" (ug, vg). O vom nota prin C,,. Prin fiecare punct de pe suprafata trece o singura curba
Cy, si o singura curba C,. Din acest motiv cele doua familii de curbe de pe suprafata

se numesc familiile curbelor coordonate sau parametrice ale suprafetei parametrizate.
Exemplul 5.2.1.1 FEcuatia

— .
+vj,(u,v) € unui plan

este ecuatia vectorial parametrica a planului xOy. Ecuatiile scalar parametrice sunt

z2=0, (u,v) € unui plan

Curbele coordonate sunt verticalele x = ug i orizontalele y = vy.

Exemplul 5.2.1.2 Fcuatia

T =wucosv i +usinvj, (u,v) € [0,00) x [0,27)
este ecuatia aceluiagi plan Oxy, u fiind raza polara si v fiind unghiul polar. Acum curbele
v = v sunt razele care pleaca din origine, iar curbele u = ug sunt cercurile cu centrul

in origine.
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Exemplul 5.2.1.3 FEcuatia

—

7):Rcos£?+RSin£7+vk,(u,v) €[0,27R] xR

R R

este ecuatia vectorial parametrica a cilindrului circular drept
224y = R

cum rezulta imediat din ecuatiile scalar parametrice
r = Rcos %,
y = Rsin g,
z =, (u,v) € [0,2rR] x R.
Curbele coordonate u = uq, adica
U
T = Rcos g,
y = Rsin 4,
z=v,v €R
sunt generatoarele cilindrului. Curbele coordonate v = vy, adica
— U
r = Rcos %,
y = Rsin %,
z=1y, u€]l0,2rR]
sunt cercurile paralele. Parametrul u este abscisa curbilinie pe cercul paralel cu originea

in planul xOz.

Exemplul 5.2.1.4 Fcuatia

7 =usinacosv i +usinasinv j +ucosak,(u,v) € R x [0,27]

este ecuatia vectorial parametrica a conului de rotatie in jurul lui Oz cu varful in origine
st deschiderea o

z? +y2 — 22 tan’a =0
cum rezulta din ecuatiile scalar parametrice

T = usin o cos v,
Yy = usin asin v,

z=wucosa, (u,v)€ R x]0,2n].
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Curbele coordonate u = ug sunt cercurile paralele, iar curbele coordonate v = vy sunt
generatoarele. Parametrul u reprezinta abscisa curbilinie cu originea in vdrf pe gener-

atoare, iar v este unghiul facut de proiectia vectorului de pozitie pe planul Ozxy cu axa

Ox.
Exemplul 5.2.1.5 FEcuatia
7 = Rsinvcosu i + Rsinvsinuj + RCOSU?, (u,v) € [0,27] x [—g, g]
este ecuatia vectorial parametrica a sferei
2y A -RP=0
cum rezulta din ecuatiile scalar parametrice

xr = Rsinwvcosu,
y = Rsinvsinu,

z = Rcosv, (u,v)€[0,27] x [-%, %]

Parametriv u,v sunt longitudinea respectiv colatitudinea si deci curbele u = ugy sunt

meridianele, iar curbele v = vy sunt cercurile paralele.

Exemplul 5.2.1.6 Fcuatia

7 = p(v) cos wi + p(v) sin u7 + v?, (u,v) € 0,27] x R
este ecualia vectorial parametrica a unei suprafete de rotatie in jurul axei Oz care in
coordonate cilindrice (p,0,z) are ecuatia p = p(z). Aici v este cota punctului, iar u
reprezintd unghiul facut de proiectia vectorului de pozitie pe planul Oxy cu azxa Ozx.
Deci curbele coordonate v = vy sunt cercurile paralele, iar curbele coordonate u = uyg

sunt curbele meridian.

Ca un caz particular, daca p(z) = a cosh £, adica meridianele sunt lantisoare, suprafata

se numeste catenoid (catena-lant lat.).

Exemplul 5.2.1.7 FEcuatia

T =wcosv i +usin 1)7 + av?, (u,v) € [0,27] x [0, 00)
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este ecuatia vectorial parametrica a suprafetei generate de o semidreapta care se roteste
in jurul azei Oz ramandnd paralela cu planul Ozy si ridicdndu-se proportional cu unghiul
de rotatie. Suprafata se numeste suprafata helicoidala sau helicoid. v reprezinta unghiul
facut de proiectia semidreptei pe Oxy cu Ox, iar u reprezinta abscisa curbilinie pe o
generatoare. Curbele coordonate u = ug sunt elice circulare, iar curbele v = vy sunt

generatoare.

Exemplul 5.2.1.8 Daca z = z(x,y) este o functie reala definita pe un domeniu D,

din planul Ozy graficul acestei functii este o suprafata parametrizata cu ecuatia vectorial

parametrica
T=ai +yj +259)k,(2,9) € Dy
st ecuatitle scalar parametrice
T =,
Y=y,

z=2(x,y),(T,y) € Dyy.
In acest caz se zice ca avem o suprafatd data explicit cu ecualia explicita z = z(x,y),
(z,y) € Dyy. Curbele coordonate sunt intersectiile graficului cu planele verticale x =

Zo,Y = Yo-

Definitia 5.2.2 Suprafetele parametrizate cu ecuatiile vectorial parametrice
?} - ?(ulyvl)a (ula Ul) S Du1v17

T = 7(”2,?12), (ug2,v2) € Dyyu,

se numesc echivalente daca exista aplicatia bijectiva

Uy = Ul(UQ, UQ),
U1 = Ul(u27vz)

definita pe D, cu valori in D,,,, astfel incdt
7(“27 U?) - ?(U1(U2, U2)7 Ul(’UQ, UQ))? v<u27 UQ) € ‘D’LLQ'U2 .

In cazul suprafetelor netede de ordinul k aplicatia bijectiva se va considera cu derivate
partiale de ordinul k continue. Se verifica usor ca avem o relatie de echivalenta. Fuvident,

suprafetele parametrizate echivalente au acelasi suport.
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In cazul suprafetei parametrizate netede de ordinul intai 7° = 7 (u,v) curbele co-

—

7 =T (u,v9), Cyuy : T = T (up,v) care trec prin punctul 7 (ug,vo) au

ordonate C,, :

vectorii tangenti 7, (ug, vg), respectiv 7y (ug, vo)-

Definitia 5.2.3 Punctul 7 (ug,vo) al suprafetei parametrizate netede de ordinul intdi
se numeste punct ordinar dacd vectorii T (ug,vo), Ty (g, Vo) sunt mecolineari. In caz

contrar punctul se numeste singular.

Se verifica ugor ca punctele corespondente ale suprafetelor parametrizate echivalente

sunt simultan ordinare sau singulare.

Definitia 5.2.4 Se numeste suprafata de mivel constant multimea punctelor de coor-
donate (x,y, z) care satisfac relatia F(z,y,2) = ¢, unde F(x,y,2) este o functie reald
definita pe un domeniu din Es, tar ¢ este un numar real. Suprafata de nivel constant
se numegte neteda de ordinul k daca functia F(x,y, z) are derivate partiale de ordinul k

continue.

Definitia 5.2.5 Punctul (x,y,z) al suprafetei de nivel constant F(zx,y,z) = ¢ neteda
de ordinul intdi se numeste punct ordinar dacd in acest punct gradientul functier F

grad F'(z,y, z) = ?F(m, y,2) # 0. In caz contrar punctul se numeste singular.

Daca (x,y,z) este un punct ordinar al suprafetei de nivel constant F(z,y,z) =
¢ netedd de ordinul intai, de exemplu derivata partiald F,(z,y,z) # 0 atunci dupa
teorema functiilor implicite exista o vecindtate a punctului (x,y, z) in care variabila z
se expliciteaza in functie de variabilele x,y, deci existd functia z = z(z,y) definitd in
acea vecinatate astfel incat F'(x,y, z(x,y)) = ¢ pentru orice punct din acea vecinitate.
Deci in vecinatatea respectiva suprafata de nivel constant se poate scrie ca o suprafata
data explicit, deci ca o suprafata parametrizata.

De multe ori, in cazul suprafetelor de nivel constant, din considerente geometrice
caracteristice suprafetei respective putem gasi reprezentari parametrice diferite de cele

date de teorema functiilor implicite. Este cazul sferei considerate mai sus.
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5.2.2 Plan tangent, prima forma fundamentala

Daca avem suprafata parametrizata

— — -
7 =7 (u,v) = x(u,v) i +yu,v) i +2(u,v)k : Dy, — Fs,
si punctul sau T)(uo,vo), obtinem o curba situata pe suprafata care trece prin acest
punct dacd ludm parametrii u, v ca functii u(t),v(t) de parametrul ¢t € [tq,ts] astfel ca

u(to) = ug, v(to) = vo. Ecuatia parametricd a acestei curbe este
T =P ()= T (u(t),v(t),t € [t,ta].

Curba este neteda de ordinul k daca suprafata este neteda de ordinul k si functiile
u(t),v(t) au derivate de ordinul k continue. Vectorul tangent la aceasta curba in punctul
ordinar 7 (ug, vo) este

7 (to) = 7 (g, vo)1d (to) + T (10, 1) (to).
Deci toate curbele care trec prin punctul ordinar 7, (ug, vo) au tangentele in acest punct

A . . cee oy e —> —
in planul care trece prin acest punct si se sprijind pe vectorii 7, (ug, vg), T» (Uo, Vo).

Definitia 5.2.6 Planul care trece prin punctul ordinar 7 (ug,vo) al suprafetei parame-

trizate T = T (u,v) §i se sprijind pe vectorii T, (ug, Vo), Ty (Uo, Vo) Se numeste planul

tangent la suprafata in acel punct.

Observam ci orice vector din planul tangent se descompune dupa vectorii 7, (ug, vo),
7o (U, Vo). Acesti vectori alcituiesc o bazi a vectorilor din planul tangent, vectorul
H
tangent la curba p’ (tg) avand pe aceasta baza componentele u/(ty), v'(to).

Ecuatia vectoriala a planului tangent este
— = — —
(7" — 7 (uo, vo), Ty (U0, v0), Ty (o, v0)) = 0,
iar ecuatia scalara este

T — m(UO;UO) Yy — y(UOJ Uo) Z— Z(onvo)
xu(UOa'UO) yu(uﬂavﬂ) Zu(UOaUO) =0.

Ty (U, Vo) Yo (o, Vo) 2y (Uo, Vo)
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Notand cu A(u,v), B(u, v), C(u,v) minorii luati cu semnele alternand din matricea

ecuatia planului tangent intr-un punct curent se mai scrie
A, v)(x — z(u,v)) + B(u, v)(y — y(u,v)) + C(u,v)(z — z(u,v)) = 0.

Un vector normal la planul tangent este vectorul 7 (ug, vo) X Ty (ug, Vo).

Dupa teorema de la analiza se poate scrie

7 (u,v) = T (ug,v0) + Ty (U0, vo) (U — ug) + Ty (ug, vo) (v — vg) +

+o <\/(u —up)? + (v — 00)2)

De aici se poate arita usor ci planul tangent in punctul 7 (ug, vo) este unicul plan care

trece prin acest punct pentru care distanta dela punctul 7 (u, v) al suprafetei la plan este

0 (\/(u —up)?+ (v — vo)2> , adic este neglijabild in raport cu \/(u — ug)? + (v — vg)2.
Daca My(xo, o, 20) este un punct pe suprafata de nivel constant F(x,y,z) = C,

F(xo,yo,zo) =Csi

x = z(t), x(to) = xo
y=y(t), - y(to) = o
z = z(t) z(to) = 20

Derivand avem

Fx$/(t0) + Fyy/(to) + FZZ,<t0) = O

derivatele partiale fiind calculate in M. Rezulta ca vectorul
— — — —
gradF=VEF=F 1 +F, 7 +F,k
este un vector normal la planul tangent la suprafata in punctul dat. Cum

dF = F,dx + F,dy + F.dz = grad Fd T
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rezulta ca vectorul grad F' este dirijat in spre sensul de crestere al functiei F. Ecuatia

planului tangent la suprafata de nivel constant este
Fio(x —x0) + Fy(y — yo) + Fa(2 — 20) = 0.
O abscisa curbilinie pe curba

T =T (u(t),v(t)),t € [t1,ta).

de pe suprafata parametrizatd 7 = 7 (u,v) este

s(t) =/\/(E)(U(t),v(t))w(t)+ﬁ(U(t),v(t))v’(t))2dt~

Notand
E(u,v) = 7, (u, U)Q,F(u, v) = Ty (u, )Ty (u,v), G(u,v) = 7y (u, ?J)2

aveln

s(t) = / \/E(u(t), v(t)u!(£)? + 2F (u(t), v(t))uw' (t)v'(t) + G(u(t), v(t))v!(t)?dt.

Cum o/ (t), v'(t) sunt componentele vectorului tangent la curbd in punctul 7 (u(t), v(t))
dupa baza 7, (u(t),v(t)), Ty (u(t),v(t)) sub radical avem o formi patraticad pe spatiul
vectorial al vectorilor tangenti in punctul 7 (u(t),v(t)). Aceastd forms patratica se
numeste prima forma patratica a suprafetei.

Cum
ds(t)? = s§'(t)%dt* =
= (B(u(t),v(t)u'(t)* + 2F (u(t),v(t))u' (t)v'(t) + G(u(t), v(t))V'(t)*)dt* =
= E(u(t),v(t))du(t)® + 2F (u(t),v(t))du(t)dv(t) + G(u(t),v(t))dv(t)?
se scrie simplu
ds* = E(u,v)du® + 2F (u,v)dudv + G(u,v)dv?.

Cum

d7 (u,v) = 7y (u,v)du + 7 (u, v)dv
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putem considera c& d7 (u,v) este un vector tangent la suprafats in punctul 7 (u,v)

avand pe baza T, (u,v), T, (u,v) componentele du,dv. Putem inc# scrie
ds® =d7?% = (Tydu + 7, dv)? = Edu® + 2Fdudv + Gdv®.

Prima forma fundamentala a suprafetei este evident legata de proprietatile metrice
alte suprafetei. Ea se numeste si forma metrica a suprafetei. Am vazut ca prin ea se
exprima abscisele curbilinii pe curbe gi deci lungimile arcelor de curbe. Sa aratam ca si
unghiul dintre doua curbe se poate exprima prin prima forma fundamentala. Fie doua
curbe care trec prin punctul 7 (ug,vo) : u = uy(t), v = vi(t) si u = ux(t),v = va(t)
astfel ca ui(ty) = ua(to) = up si v1(ty) = va2(ty) = vo. Unghiul sub care se taie cele doud

curbe este unghiul 6 dintre vectorii tangenti

Tu (o, vo)uy (to) + To (1, vo )} (to),

T (o, vo)us(to) + T (o, vo) v (to)

adica avem

/ / / !/ / / / /
Eouigugg + FO(U10U20 + Uy + Govyguag

cosf =
12 / / /2 12 / / /2
V Eou2) + 2Fyugvlo + Gov'id v/ Eoudy + 2Fyubgvhy + Govld,

unde pentru simplitatea scrierii am notat prin indicele 0 faptul ca E, F, G sunt calculati
pentru wug, vg, iar derivatele pentru ty. Daca notam cu du,dv diferentialele pe prima

curbd si cu éu, dv diferentialele pe a doua curba, putem scrie

Edudu + F(dubv + dudv) + Gdvév
VEdu? + 2Fdudv + Gdv v/ Edu? + 2Fdudv + Gov?

cosf =

ne mai punand indicele 0. Conditia de ortogonalitate a celor doua curbe este deci
Edudu + F(dubv + dudv) + Gdvdv = 0.

Pe curba coordonata v = vy avem dv = 0, in timp ce pe curba coordonata u = ug

avem 6u = 0 si deci unghiul intre cele doua curbe este dat de

F(’UO, UQ) .
\/E(Uo, Uo)G(Uo, Uo)

Rezulta de aici ca liniile coordonate se taie ortogonal daca si numai daca in toate punctele

cosf =

suprafetei F'(u,v) = 0.
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Definitia 5.2.7 Doua suprafete parametrizate se numesc izometrice sau aplicabile una
pe alta daca intre ele exista o bijectie astfel incdt lungimile arcelor de curba corespondente

sa fie egale.
Este evidenta

Teorema 5.2.1 Suprafetele parametrizate cu ecuatiile vectorial parametrice

T = 71 (u,v), (u,v) € Dy,
T = T2(u,v), (u,v) € Dy,

cu acelagi domeniu al parametrilor sunt izometrice daca $i numai dacd coeficientii

primelor forme fundamentale ale lor sunt egale in toate punctele corespondente
Ei(u,v) = Ey(u,v), Fi(u,v) = Fy(u,v), G1(u,v) = Go(u,v),V(u,v) € Dyyp.
Exemplul 5.2.2.1 Suprafata parametrizata
T =i + ’07, (u,v) € unui plan
este planul Oxy. Avem
d7 = ddut jdv,
ds® = du®+ dv?,

E(u,v) = 1,F(u,v)=0,G(u,v) = 1.
Se confirma prin F' = 0 ca verticalele i orizontalele sunt ortogonale.

Exemplul 5.2.2.2 Suprafata parametrizata

7 = Rcos %7 + Rsin %7 + v?, (u,v) € [0,27R] x R
este cilindrul circular drept. Avem
d7 = —sin %Tdu + cos %Tdu +E dv,

ds®* = du®+ dv?,
E(u,v) = 1,F(u,v)=0,G(u,v) =1
Daca restrangem domeniul de definitie al planului la [0, 27 R] X R, adica din planul Oxy

luam numat o banda verticala de latime 2w R cele doua suprafete sunt aplicabile una pe

alta. Se zice ca cilindrul este o suprafata desfasurabila.
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Exemplul 5.2.2.3 Suprafata

T =vcosu i -+ vsin u?, (u,v) € [0,27) x [0, 00)

este planul Ozy raportat la coordonate polare, v fiind raza polara si v unghiul polar.

Avem
—s . i i
T = —wvsinui +wvcosuj,E(u,v) =12
—_ e . -
Ty = cosui +sinuj,F(u,v)=0G=1

Se confirma ca razele care pleaca din origine gi cercurile cu centrul in origine sunt

ortogonale.

Exemplul 5.2.2.4 Suprafata

T = vsinacosu?—l—vsinasinu? —l—vcosa?, (u,v) € 10,27] x [0, 00)

este un con circular drept. Avem

— . . - . g 2 .. 9
e = —wvsinasinu i +wvsinacosu j , F(u,v) = v*sin®a,
T, = sinacosu i +sinasinuj +cosak, F(u,v)=0,G(u,v) = 1.

Observam ca daca am renota vsina cu v, coeficientii primelor forme fundamentale
ar coincide. Rezulta faptul evident din geometria elementara: conul este o suprafata

desfasurabila.
Exemplul 5.2.2.5 Suprafata parametrizata
7 = acosh = cosv i+ acosh— sinv?> + u?, (u,v) € R x [0, 27]
a a

este catenoidul. Avem

u —- u — = u
7w = sinh—cosv i +sinh—sinv j + k,E(u,v) = cosh? =,
a a a
u — u — u
—_ . . .
Ty = —acosh—sinv i +acosh—cosv j,F(u,v) =0,G(u,v) = a®cosh® —.
a a a

ds® = cosh? %(du2 + adv?).
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Exemplul 5.2.2.6 Suprafata
%

T =ucosv i —l—usinv?-l—cw?,(u,v) € [0,00) x [0, 27]

este un helicoid. Avem

Ta = cosv7+sin07,E(u,v):1,
Ty = —usinv?—kucosv?—i—a?,F(u,v):O,G(u,v):u2+a2.

ds* = du® + (u® + a®)dv®.

o .. . /
Daca aici am pune u = asinh = am avea
!/

!/ !/
ds? = cosh? L du’? + (a? sinh? vy a?)dv? = cosh? E(du’Q + a*dv?)
a a a

adica, lucru surprinzator, helicoidul i catenoidul sunt suprafete aplicabile una pe alta.

Proprietatile unei suprafete care nu se modifica prin aplicarea ei pe alta suprafata,
deci cele care se exprima prin prima forma fundamentala a suprafetei, constituie geome-
tria intrinseca a suprafetei. Celelalte proprietati tin de geometria exterioara a suprafetes.

Am ardtat ci vectorul 7, (u,v) X Ty (u,v) este un vector normal la planul tangent

suprafetei in punctul 7 (u,v). Marimea acestui vector este dup# formula lui Lagrange

70X 7| = (7 x R = (R = (R = VEG = .

Versorul

I
VEG—F2 “ 7"

este versorul normalei la suprafata. In functie de coordonatele scalare z(u,v), y(u,v),

(u,v) =

z(u,v), cu notatia de mai sus se poate scrie
—
N k

7 (0, 0) = A(u,v) 7 + Blu,v) j + C(u,v) |
7 VA(u,v)? 4+ B(u,v)? + C(u, v)?

In acest fel vectorii 7, (u,v), 7 (u,v), 7 (u,v) alcituiesc o bazd a spatiului orientata
la dreapta. Atunci vectorii 7, (u,v), T, (u,v) formeazd o bazi a planului tangent care
trebuie considerata orientata drept. Vom observa ca daca suprafata este neteda de
ordinul intai, versorul 7’ (u, v) este continuu. Se zice ci suprafata parametrizati neteda

de ordinul intai este orientata. Exista suprafete, in sensul pe care il dam in mod obisnuit
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notiunii de suprafata, deci nu suprafata parametrizata sau suprafata de nivel constant,
care nu pot fi orientate. Cel mai simplu exemplu este al aga numitei benzi a lui Mobius
care se obtine dintr-un dreptunghi prin lipirea a doua laturi opuse dupa ce s-a rasucit
odata.

Daci pe suprafata parametrizatd 7 = 7 (u,v), (u,v) € Dy, considerim punctele

corespunzatoare perechilor de valori
(u,v), (u+ du,v), (u+ du,v + dv), (u,v + dv)

adica de vectori de pozitie

=

(u7 v Y
u,v) + Ty du + o(du),

)
(u,v)
(u,v) + Tudu + Ty dv + o(V/du2 + dv?),
(u, )

u,v) + Ty dv + o(dv)

7 (u+du,v) = T
—
=

7 (u+ du,v+ dv) =

=

T (u, v+ dv) =

ele formeaza un paralelogram curbiliniu cu laturile 7, du 4 o(du), 7, dv + o(dv), parale-

logram care se abate foarte putin de la planul tangent. Aria acestui paralelogram
do = |7, x 7y |dudv = VEG — F2dudv = v A2 + B2 + C2dudv

se numeste aria elementara sau elementul de arie al suprafetei parametrizate in punctul
7 (u,v). Dupd modul de aplicare a integralei duble, rezults c& prin aria suprafetei
parametrizate trebuie sa intelegem numarul

A= //da = //\/EG— F2dudy = / VA% + B? + C?dudv.

Duv D'u.'u D'u.'u

Uneori se considera vectorul arie elementara definit prin
— — — =
do = n'do=r, X r,dudv.

In functie de componentele scalare se poate scrie

- -

17k
= J— T 8 z J—
do" = |9z 2 2= \dudv=
oz Oy 0z
Ov Ov Ov
Dy, z)—  D(zz)—  D(x,y) 2
— k) dudv =
(D u,v) ! D(u,v) 77 D(u,v) uew
= (A(u, 0)7 + B(u, v)7 + C(u, v)?) dudv
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Se mai noteaza
do = n'do = dydz? + dzda:7 + dxdy?.

In cazul suprafetei date explicit z = z(z, y) avem

- =

v gk
0z— 0z— —
do 1 0 & |dzdy=( 3 a Jj + k)dzdy
0 1 &
Y

si

9z\> 0z\>
do = \/1 + <%) + (8_y> dzdy.
5.2.3 Triedrul geodezic, formulele lui Darboux

. O — . ~ X
Pe suprafata parametrizatd 7" = 7" (u,v), (u,v) € D, consideram o curba oarecare

cu parametrul o abscisa curbilinie
T = p(s) =T (u(s),v(s)),s € [s1, 53]

—)
Intr-un punct curent al curbei consideram alituri de baza lui Frenét 7 (s), 7°(s), 3 (s)

baza
T—u> X 7“—1; — — —
T(s), W (s) = 7 x 7| g'(s)="7(s) x m(s).

— . . o — v
7 (s) fiind versorul normalei la suprafata, versorul g’(s) este un versor normal la curba

situat in planul tangent al suprafetei. El se numeste versorul normalei geodezice.

Definitia 5.2.8 Baza 7 (s), 7' (s), g (s) se numeste baza geodezicd sau baza lui Dar-
boux. Triedrul cu varful in punctul dat cu muchiile dirijate dupa baza geodezica se

numeste triedrul geodezic sau triedrul lur Darbouz.

Toti vectorii 77 (s), ﬁ(s), 7 (s), g (s) sunt perpendiculari pe 7 (s), adicd sunt paraleli

cu planul normal la curbi. Notdm cu (s) unghiul convex dintre 7'(s) si 7'(s). Cum

triedrul lui Frenét are viteza de rotatie instantanee
— - —
w(s)=C(s) B (s) +T(s) 7 (s)

si triedrul lui Darboux are fata de triedrul lui Frenét viteza de rotatie instantanee

0'(s) 7 (s), rezultd ci triedrul lui Darboux are viteza de rotatie

— —

Q(s)=wW(8)+0(s)T(s) =C(s) B(s)+ (T(s)+8(s)7T(s).
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Avem

B (s) = sinf(s) T (s) + cos B(s) G (s)
si deci viteza de rotatie a triedrului geodezic este

ﬁ)(s) = (T(s)+0'(s)) 7T (s) +C(s)sinf(s) 7 (s) + C(s) cos O(s) g (s).

Rezulta ca au loc relatiile lui Darboux

unde am notat
Cy(s) = C(s)sinf(s),
Cn(s) = C(s)cosb(s),
T,(s) = T(s)+6(s).

Definitia 5.2.9 C,(s) se numeste curbura geodezica a curbei in punctul dat, Cy(s) se

numegte curbura normald a curbei si T,(s) se numeste torsiunea geodezicd a curbei.

5.2.4 Curbura normala, a doua forma fundamentala

Din prima formula a lui Darboux

Deci
Co(8) = Tau ' (8)? + 27 0 U (8)V'(8) + Ty 1 V' (5)?
sau notand

L(u,v) = Ty 10, M(u,0) = Ty 0, N(u,v) = 7oy 10

Cn(8) = L(u(s),v(s))u/(s)* + 2M (u(s),v(s))u' (5)v'(s) + N(u(s),v(s))v'(s)>.
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In diferentiale putem scrie
Cp(s)ds* =d7Tn =d*7T 70 = Ldu® + 2Mdudv + Ndv*.
Avand in vedere c& 7T n = 0, prin diferentiere rezultd d7 n + Tdn = 0 si deci a

doua forma fundamentald se mai scrie
Cnds* = —d7’dn = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?;

coeficientii sai se mai scriu

—— —— —— ——
L=—ryn, M=—-r,n, =—ryn,, N =—r,n,.

Pentru o curba cu parametrul ¢ oarecare u = u(t),v = v(t) curbura normala este

L{u(t), v(t))u' () + 2M (u(t), v(t))u' (D)v'(t) + N(u(t), v(t)v'(£)*
E(u(t), v(®))u' (8)? + 2F (u(t), v(t))u (t)0'(t) + Glu(t), v(t))v' (1)

Cn(t) =

Aceasta formula se numegte formula lui Meusnier. Observam ca la numitor a aparut
prima forma fundamentals, iar la numarator a aparut a doua forma fundamentala,
tot o forma patratica definita pe spatiul vectorilor tangenti la suprafata in punctul
7 (u(t), v(t)).

Cum vectorul tangent la suprafata 7, (u, v)u'(t)+ 7, (u, v)v'(t) este vector tangent la o
multime de curbe care trec prin acest punct, pentru toate aceste curbe curbura normala
este aceeasi. Vom spune ci vectorul tangent 7, (u,v)u'(t) + 7, (u,v)v'(t) defineste o

directie in planul tangent al punctului.

Teorema 5.2.2 Toate curbele care trec printr-un punct al suprafetei gi au aceeasi tan-

genta au aceeast curbura normala.

Prin definitie, curbura normald este C,(t) = C(t)cosf(t) unde C(t) este curbura
curbei, iar 6(t) este unghiul dintre normala principald 77(t) a curbei si normala 7' (t)
la suprafata in punctul respectiv. Daca 6(t) = 0 sau 6(t) = =, adica directia normalei
principale coincide cu directia normalei la suprafatd, atunci C,(t) = £C(t), ceea ce
justifica numele de curbura normald. Deci curbura normala este curbura curbei de

. . . o . . o . U . — .
intersectie dintre suprafatd si sectiunea normald, adica planul care contine pe 7 (t) si
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7 (t). Fie R,(t) raza de curburd a curbei sectiunii normale si R(t) raza de curbura a

curbei cu normala principald 7' (¢). Avem

1 1
R = R cos (t)
R(t) = R, (t) cos0(t).
Are loc

Teorema 5.2.3 Proiectia centrului de curbura al sectiunii normale pe planul osculator

al unei curbe cu aceeasi tangenta coincide cu centrul de curbura al acestei curbe.

5.2.5 Semnificatia geometrica a celei de a doua forme funda-

mentale
Fie suprafata parametrizatd 7 = 7 (u,v), (u,v) € D,,. Putem scrie

T (u+ du, v+ dv) — T (u,v)
1
= Tudu+ T dv+ 5(mdqf + 2 dudv + Tpydv?) +

+o(Vdu? + dv?)

Daca notam

7 (u+du,v+dv) — T (u,v) = X7y + YTy + 2710

aveln

1
X =du,Y =dv, Z = §(Lalu2 + 2Mdudv + Ndv?) + o(V/du? + dv?)
sau lasand la o parte termenii neglijabili
1
7 = 5(LX2 +2MXY + NY?).

Rezulta ca a doua forma fundamentala ne arata cét iese suprafata din planul tangent.

Mai precis:

e daca forma a doua fundamentala este pozitiv definita, atunci in vecinatatea punc-
tului suprafata poate fi aproximata cu un paraboloid eliptic; punctul se numeste

eliptic;
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e dacd a doua formi fundamentald este nedegeneratd (ambele valori proprii sunt
nenule) dar nu este pozitiv definita, atunci suprafata poate fi aproximatd cu un

paraboloid hiperbolic; punctul se numeste hiperbolic;

e daca a doua forma fundamentala este degenerata suprafata poate fi aproximata

cu un cilindru parabolic; punctul se numeste parabolic;

e daci a doua forma fundamentald este nula, suprafata poate aproximata local cu

un plan; punctul se numeste planar.

5.2.6 Directii principale, curburi principale, linii principale

Pe planul tangent al unui punct de pe suprafata parametrizatd 7 = 7 (u,v) avem

v w . — — — — —
doua forme patratice care pe baza r,, 7, pentru vectorul tangent dr” = r,du + 7, dv

au expresiile

d7T? = pi(du,dv) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,

TN = —d7Tdn = py(du,dv) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv>.

Prima form# fundamentals fiind pozitiv definitd, existd o bazi ortonormats e (u,v),
€5 (u,v) a planului tangent format# din vectori proprii ai celei de a doua forme patratice
astfel ca dacd e; (u,v)& + €3 (u,v)&; este un vector tangent, expresiile celor dous forme

patratice pentru acest vector sunt

p1(§17€2) = é‘%—’_ég?
p1(51>€2) = Olf%+02§§-

C1, Cy sunt valorile proprii ale celei de a doua forme patratice. Evident Cp,C5 sunt

curburile normale ale sectiunilor normale care contin pe ey (u,v), €3 (u,v).

Definitia 5.2.10 Directiile din planul tangent al unui punct definite de vectorii proprii
ai celei de a doua forme patratice se numesc directiile principale ale punctului. Curburile
sectiunilor normale care contin directitle principale se numesc curburile principale ale

punctuluz.
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— — . . x
Daca ey (u,v) cos 0+ e (u, v) sin § este un versor din planul tangent, curbura normald

a sectiunii normale care il contine este

01+C’2+01—C’2

5 5 cos 20.

C, = Cycos?f + Cysin? 6 =

Din aceasta formuld, numita formula lui Euler, rezultd ca valorile extreme (maximé-
minima) ale curburilor normale din punctul dat coincid cu cele doua curburi principale.
Curburile principale, fiind valorile proprii ale celei de a doua forme patratice, sunt
date de ecuatia
L—-CE M-CF
M—-CF N-OCG

sau, scrisa dezvoltat
C*(EG — F*) — C(EN + LG —2MF) + (LN — M?) = 0.

Definitia 5.2.11 Produsul K = C1Cy al curburilor principale se numeste curbura totala
sau curbura lui Gauss a suprafetei in punctul respectiv; media H = % a curburilor

principale se numeste curbura medie a suprafetei in punctul respectiv.

Din relatiile de mai sus avem

_LN-M? _ EN+LG—2MF

K=Fa—m = 2(EG — F?)

v — — . . . . v . o
Daca r,du + r,dv este o directie principala, trebuie sa avem

L-CE M-CF du
M-CF N-CG dv

=0

sau

Ldu+ Mdv — C(Edu + Fdv) = 0,
Mdu+ Ndv — C(Fdu+ Gdv) = 0

sau eliminand C
Ldu+ Mdv Edu+ Fdv

Mdu + Ndv Fdu+ Gdv
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sau inca, sub o forma mnenotehnica

—dv?® dudv du?
FE F G = 0.
L M N

Rezulta ca daca

r_G

M N

| &

atunci orice directie este principala si C; = Cy, altfel exista doua directii principale.

Definitia 5.2.12 Se numeste linie de curbura curba de pe suprafata care in fiecare punct

al sau este tangenta unei directis principale.

Ecuatia de mai sus da ecuatiile diferentiale ale liniilor de curbura. Daca curbele

coordonate sunt linii de curbura atunci si numai atunci avem F' = M = 0.

Exemplul 5.2.6.1 Consideram planul Oxy fie cu parametrii cartezieni
— .

+vj,(u,v) € unui plan

fie cu parametrii polari

T =vcosu i +vsinu7, (u,v) € [0,27) x [0, 00).

—

. — . —— —— —— "
In ambele cazurt 0" = k st L=1r"n =0, M= 71"n =0, N=1r"n" =0. Rezulta
ca in plan a doua forma fundamentala este nula in orice punct al planului, adica cur-
bura oricarei sectiuni normale este nula in orice punct. Proprietatea este caracteristica

planului pentru ca din celelalte expresii
——> ——> —— ——
L=—ryn,=0M=—-r n,=—-r,n,=0,N=—-7r,n, =0

o —> — . . — — g — . .
rezulta n, = n, = 0 gi deci m" = ng = const. Daca rq este vectorul de pozitie al unui

. . H
punct al suprafetet, pentru un punct oarecare al suprafetei r, avem

(F = 7)), = W7 =0,(F = 7)), = w7 =0

u v

gi deci (77— 79)m =0, adicd suprafata este un plan.
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Exemplul 5.2.6.2 Consideram sfera

T = Rsinvcosu?+Rsinvsinu7+Rcosv?,(u,v) € [0,27] x [—g,g]

Avem
ry, = —Rsinvsinu ¢ 4+ Rsinvcosu j,
r, = HRcosvcosu i + Rcosvsinu j — Rsinvk.
Rezulta
E = R’sin?v,F =0,G = R?,
n = —sinvcosu i —sinvsinu j — cosvk.
Mai departe
Tuww, = —Rsinvcosui — Rsinvsinu j ,
Tww = —Rcosvsinu i + Rcosvcosu j ,
Tvw = —Rsinvcosu i — Rsinvsinu j — Rcosvk,
—— . —— ——
L=r,n :Rsm2v,M:ruvn =0, N=r,,n =R
adica

L M N 1

EFE F G R
.U . .. .U . v 1 v vy v 9
adica curbura sectiunii normale a oricarei curbe de pe sfera este . Sa aratam ca aceasta

proprietate este caracteristica sferei. Din relatiile de mai sus rezulta

1 1
L = —mil=mB= i,
R R
— W =~ = F = TR
R R
N = —-7'n :igzlr—ﬂ
v v R v
st de aici
1_ 1
N, + Eru 0, n, + Erv =
adicd vectorul W + }%7 este constant pe suprafata, sa notam constanta cu }%7‘_0). Rezulta
H

7 —To = Rm sau |7 — 79| = R, suprafata este o sferd.
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Exemplul 5.2.6.3 Consideram suprafata de rotatie in jurul lui Oz

— red

7" = p(v)cosu i + p(v)sin uj + v?, (u,v) € ]0,27] x R.

Avem
7o = —p(v)sin wi + p(v) cos u?,
e = p(v)cos wi + p'(v) sin u7 + ?,
E = fW).F=00=11p0).
— cosu i +sinuj —p'(v)k
=
(14 p2(v))1/?
Mai departe
Tww = —p(v)cosu i — p(v)sinu j ,
Ty = —p(v)sin wi + o' (v) cos uy,
Tow = p"(v)cos ui + p"(v) sin u?
st dect
s T C) B Y N U O)

(14 p2(v))1/?’ (1+ p2())/2

Deci liniile parametrice sunt linii principale. Sectiunea normala in directia liniei v este o
curba meridian. Sectiunea normala in directia liniei u este o curba care poate coincide
cu cercul paralel numai daca normala la suprafata este perpendiculara pe Oz. Cum
centrul de curbura al cercului paralel este pe azxa de rotatie si cum centrul de curbura
al sectiunii normale se proiecteaza pe centrul cercului paralel, rezulta ca si centrul de
curbura al sectiunit normale se afla tot pe axa de rotatie. FEcuatia care da curburile
principale este

(‘H?%%ﬁﬁ‘cfwo(aﬁ%%gﬁ—cu+d@%):o

st dect
_ 1 A C NS
= AT P T T P

Rezulta curbura totala

),
K= aG =+ rope
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st curbura medie
Gt G plo)g () = (14 P (0)?)
2 p()(1+p'(v)?)32

Curbura totala este pozitiva in punctele pentru care p"(v) < 0, adica in punctele in

H

care concavitatea curbei meridian este indreptata spre axa de rotatie si este negativa in
punctele in care p”(v) > 0, adica in punctele in care concavitatea curbei meridian este

opusa axer de rotatie.

Suprafetele de rotatie care au curbura totala nula peste tot sunt cele pentru care
p(z) = az+ b, adica conurile de rotatie pentru a # 0 si cilindrii de rotatie pentru a = 0.

Ca sa gasim suprafetele de rotatie cu curbura medie nula trebuie sa rezolvam ecuatia
p(v)p"(v) = (1+ p/(v)?) = 0.

Punénd p'(v) = ¢(p) avem p"(v) = ¢'(p)p'(v) = ¢'(p)(p) si avem ecuatia

ppy =1+ ¢

sau
pdp _ dp
1+¢?  p

Gasim p(p) = p/(v) = \/C?p* — 1 si punand Cp = cosht,Cdp = sinhtdt avem dt =
Cdv, adica t = C'(v — vp) sau

1
P=c cosh C'(v — vp),

adica suprafata de rotatie cu curbura medie nula este catenoidul.
Exemplul 5.2.6.4 Consideram helicoidul

T =ucosv i + usinv7> + av?, (u,v) € [0,27] x [0, 00).

Avem
— - . -
Ty = COSV ¢ +snvj,
r, = —usinvi +ucosvyj +ak,
— _ asinvi —acosvj +uk

(a2 + u2)1/2
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Tuw = 0,7y = —SINV & 4+ COSV J ,Tyy = —UCOSV & — uSIiNV J ,
a
——> —— ——>
L=ryn=0M=r,n=—————- N=r,n =0.

(a? + u2)1/?’

Curburile principale sunt date de ecuatia

_C ___a

@A |
—W —C(CL2 + U2)
adica
a
Cio=+———.
b2 a? + u?
Curbura totala este negativa
2
a
K=———+
(a? + u?)?

in timp ce curbura medie este nula.

5.2.7 Formulele de derivare

In fiecare punct al suprafetei parametrizate 7 = 7 (u,v), (u,v) € Dy, avem un

. — — — .
triedru 7, (u, v), 7, (u,v), 7' (u,v). Vom avea formule analoage formulelor lui Frenet care

vor exprima derivatele vectorilor acestui triedru

Taw = Ih7a +T47, + L7,
Tow = FigT_J—l—F%QT_U)—{—MW,
Tow = F%QT_J—I—ngr_U)—FNﬁ,
N, = ajT, +ai7,,
M, = ayTy +a37,.

k

Se poate ardta ca toti coeficientii I'};, numiti coeficientii lui Cristophel de speta a doua,

se exprima prin coeficientii primei forme patratice E, I, G. De exemplu, pentru cei de

pe prima linie se poate scrie

1
FoulTu = I'LE+T3F = 5Eu,
1

TouTy = I F+T13,G=F,— 5B

Rezulta
E.G—-2FF,+ FE,
2(EG — F?)

—-FE,F+2FEF, — FFE,
2(BEG — F?)

1 _ 2
P11_ arll_
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In cazul in care prima forma patratica este
ds* = du® + G(u,v)dv®

singurii coeficienti Ff} nenuli sunt

Gu
2G"

Gy

1
gy = —§GU,F§2 BTek

2 _
F12_

. . .o ] v . ~ . o _ —
In ce privegte coeficientii a] vom observa cd prin inmultire scalard cu 7, , 7, avem

L M\ aj a? E F
\uwnv) \aa)lrFe
adica
a2\ (L M EFl_ 1 L M\[{ac -F
2] MmN Fal|  EG-F y N _F E

Daca liniile coordonate sunt linii principale F© = M = 0 atunci au loc formulele lui

Rodrigues
— L—>_ O 7
Ny = —=Ty = — U1y,
E
— N—>_ C. 7
Ny = _ET’U = —0aTy,

C1, (s fiind curburile principale.
Daca punctul 7 (u,v) descrie o suprafati parametrizata, versorul normalei 7’ (u, v)

dispus in origine descrie o suprafatd numita imaginea sferica a suprafetei date. Cum
o —_ =
[Ny X ng| = K|y X 7|

rezulta intre elementul de arie do al suprafetei parametrizate si elementul de arie d3 al

imaginii sferice exista relatia d¥ = Kdo si deci are loc

Teorema 5.2.4 o lui Gauss. Limita raportului dintre aria unei portiuni a imaginii
sferice si aria portiunii corespunzatoare a suprafetei cind portiunea se stringe la un

punct este curbura totala in acel punct.

Teorema lui Gauss este analogul relatiei care da curbura curbei plane C' = fl—z.
In legatura cu curbura totala, Gauss a demonstrat ceea ce el a numit 'teorema
egregium’, teorema minunata: curbura totala tine de geometria intrinseca a suprafetei,

adica se exprima numai prin coeficientii primei forme fundamentale.
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5.2.8 Curbura geodezica, geodezice

Din prima formula a lui Darboux
(s) = Cu(s) 1 (s) — Cy(s) g (5)

rezulta pentru curbura geodezica expresia

Mai putem scrie

Pe de alta parte

T BT () ptude () o
ds? “\ ds

sau dupa formulele de derivare

= _ 1 — du 1 — du dv
' (s) = (Fllru—l—Fllrv—i—Ln) <d3> +2(F12TU+F12T1,+MTL) dsds+
d*v
+ ([ 7a +T%,7 + N7 T
( 27“—}—227” )( ) —|—rds2
Notand
du\ 2 du dv dv\ 2
P-rh(F) b ntth(%)
du\? du dv dv\ 2
Q = F%l (d) F%Q%d ng (_3)
avem

. . — — —
Inmultind vectorial cu 7 (s) = 7, ‘Cﬁf + 7y fl” rezulta expresia curburii geodezice

d*v du d*u dv
C VEG — F? —— | —=+P)—].
als) = Kd 2 +Q> as (d32 * ) ds}
Curbura geodezica este obiect de geometrie intrinseca pentru ca se exprima numai prin

coeficientii primei forme fundamentale.

In cazul in care prima forma fundamentala este

ds* = du® + G(u,v)dv*
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expresia curburii geodezice este

\/é I/

// ! 13
(% T GuET (v"u’ — )-I— G v+ —

G G
v //2+_uu/2vl )

Cg(S) = 2G G

In cazul planului, curbura geodezica coincide cu curbura obignuita.

Definitia 5.2.13 O curba de pe suprafata parametrizata se numeste curba geodezica

daca in toate punctele sale curbura geodezica este nula.

Evident au loc

—

Teorema 5.2.5 O curbia 7, = p'(s) =

7o (u(s),v(s)) de pe suprafata parametrizatd

=
y o T -~ -

este curba geodezica daca gt numai daca p” (s) <p (s) x (u(s),v(s))) =0.
Teorema 5.2.6 O curba 7 = p'(s) = 7 (u(s),v(s)) de pe suprafata parametrizata

—
este curba geodezica daca §i numai daca vectorul sau acceleratie p” (s) este perpendicular

pe planul tangent la suprafata in fiecare punct al curbei.

Cu notatiile de mai sus, are loc teorema

Teorema 5.2.7 Curba u = u(s),v = v(s) de pe suprafata este geodezica daca gi numai

daca au loc relatiile

2 2 2 2
Tu p o Tu <d—“) L, dede oy <@> — 0,

ds? ds? ds 12 ds ds ds
d2v d2v du\ 2 du dv dv\?

= +12 [ — I? +T2,(=—) =0.
w9 = @ 11(ds> T (ds) 0

Din proprietatile sistemelor de ecuatii diferentiale rezulta

Teorema 5.2.8 Prin fiecare punct ordinar al suprafetei in orice directie data trece o

curba geodezica si numai una.

Exemplul 5.2.8.1 Consideram cilindrul circular drept

7 = Rcos %7 + Rsin%T + v?, (u,v) € [0,27R] x R.
Prima forma fundamentala fiind ds* = du®? + dv? geodezicele sunt date de ecuatiile

u" =0,v" =0, adica u = as + [F,v = vs + 0. Geodezicele sunt elicele de pe cilindru.
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Definitia 5.2.14 Parametrii u,v ai unei suprafete se numesc parametrii semigeodezici

daca prima forma fundamentala este
ds* = du® + G(u,v)dv’.
Parametrii semigeodezici sunt caracterizati de urmatoarele proprietati:
e curbele parametrice sunt ortogonale;
e curbele parametrice v = vy sunt curbe geodezice.
Se poate demonstra urmatoarea teorema

Teorema 5.2.9 Pentru orice curba C de pe suprafata parametrizata i orice punct Py
de pe aceasta curba exista o vecinatate a acestui punct st un sistem de parametrii semi-
geodezici u, v astfel incat curba C este curba u = 0 i punctul Py corespunde parametrilor

u=0,v=0.

Alaturi de punctul Py dat de teorema precedentd consideram punctul Qg corespun-
zator parametrilor u = ug, v = 0, ug fiind lungimea [ a arcului de geodezica care unesgte
pe Py cu @QQp. O alta curba oarecare care uneste pe Fy cu )y va avea ecuatiile u = wu,

v = f(u), u € [0,up], f'(u) # 0. Lungimea acestei curbe va fi

uo

L= 7)\/1 + G(u, f(u))f(u)?du > /du = uy = [.

0

Deci are loc

Teorema 5.2.10 Arcul geodezicei care uneste doua puncte Py, Qo are lungimea cea mai
mica fata de orice curba care uneste cele doua puncte, daca punctele sunt suficient de

apropiate.

Consideram un punct material care este obligat sa se deplaseze pe suprafata fara

forte exterioare. Vom putea scrie ecuatia
27 -

N dr
e i

m

unde R este marimea reactiunii normale a suprafetei, u este coeficientul de frecare.

: T — v
Inmultind scalar cu 4& x 7 rezultsd

- 27 ( ar

— R .
S (5 X n) = 0, adica punctul material se
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migca de-a lungul unei geodezice a suprafetei. Se poate arata ca daca un fir cu greutate
neglijabila este intins pe o suprafata, fara a actiona alte forte asupra lui, firul se dispune
dupa o geodezica a suprafetei.

Geodezicele pe o suprafata oarecare sunt analoagele dreptelor dintr-un plan.

5.2.9 Formulele lui Gauss-Bonnet

o . [ — . o ORI PR
Pe o suprafata parametrizatd 7 = 7 (u,v), (u,v) € D,, considerdm o curba inchisa

C. Presupunem ca parametrii pe suprafata sunt semigeodezici
ds* = du® + G(u,v)dv®, 7.2 = 1,7, 1y =0, 7,7 = G(u,v).

Primele trei formule de derivare sunt

r—mz = LW?
1G,
TTu_'U) - ——T—U>+MTL,
— 1., 1G,_, —s
Toy — _§Guru + —E re + Nn

iar curbura totald este

v . v — . o —
Notam cu € unghiul facut de versorul 7 al tangentei la curba cu versorul r,. Vom avea

N
N .
T = Ty cosf + ——sin 6.

VG

Versorul geodezic g va fi
H

-
— = .
T sin — —= cos 6.

! VG
Calculand diferentiala versorului 7 si folosind formulele de derivare gisim
— — — 1Gy_, —
dT = —gd9+COSQ(Lndu+§Ervdv+Mndv)—l—
1
(MW@-§@ﬁm+Nﬁmy

sin @

VG

Tinand cont de prima formula a lui Darboux rezulta

+

1
—Cyds 4 df — —~ G

Qﬁdv
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. v o — — — . . A .
Consideram ca baza 7, ,7,, n este orientata la dreapta. Integrand de-a lungul curbei

inchise C' in sens direct, avem

_!@®+!w—i[%¥v-%£Z§x£%>wM4/J<2wM

adica formula lui Gauss-Bonnet

/w:/@@ﬁﬁkm
C C S

S fiind suprafata limitata de curba inchisa C.

Daca curba C este neteds atunci formula lui Gauss-Bonnet devine

27T:/ngs—|—//Kda.
C s

Daca curba C' este un triunghi A; Ay A3 parcurs in sens direct, notam

/dezsol,/de:sog,/de:%

A A, Az Ag Az Ay
La pornirea din A; unghiul 6 este 0y; ajungem in fata lui A, cu valoarea lui 6 egala cu
0y + ©1; tangenta rotindu-se in Ay cu 0y = ™ — d9, 6o unghiul interior al triunghiului,
plecam mai departe cu valoarea lui 6 egala cu 6y + @1 + 65; ajungem in fata lui Az cu
valoarea lui 0 egala cu 6y + ¢ + 05 + @o; tangenta se roteste in Az cu 03 = ™ — 3, 03
unghiul interior al triunghiului, plecim mai departe cu valoarea 6y + @1 + 03 + o + 05;
ajungem in fata lui A; cu valoarea 0y + 1 + 02 + 2 + 05 + @3 egald evident cu 0y + 2.
Rezulta
01+ o+ 3 =21 — (01 + 02+ 03) = —7 + 61 + 62 + 63

si formula lui Gauss-Bonnet devine

61+(52+63:7T+ / ngS—l—/ Kdo.

A1A2A3A1 A1A2A3

Daca triunghiul este geodezic C; = 0 si avem

51+62+(53:7T+/ Kdo.
A1A2A3

Diferenta 6; + 63 + 63 — 7 se numegte excesul triunghiului geodezic. El este pozitiv daca

curbura este pozitiva, este cazul sferei.
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a doua forma patratica fundamentala, 251

abscisa curbilinie, 212

algoritmul lui Gauss-Jordan, 79
aplicatie lineara, 80

aria elementara, 248

aria suprafetei parametrizate, 248
axa de rotatie, 184

axe de coordonate, 24

baricentrul, 35

baza (triedrul) lui Frenet, 217

baza canonica, 70

baza duala, 103

baza in spatiu vectorial, 64

baza ortogonala (ortonormata), 124
baza ortonormata, 17

baza reciproca in spatii euclidiene, 149

binormala, 217

catenoid, 238

centru de simetrie a unei conice, 160
centrul de curbura, 216

centrul maselor, 35

cerc paralel, 184

cercul osculator, 216

cicloida, 204

coeficienti Fourier, 125

coloana coordonatelor (componentelor),
65

combinatie lineara, 13, 60

componente contravariante (covariante),
150

componentele vectorului, 65

con de ordinul doi, 189

conica, 157

contravariant, 74

conul asimptotic a hiperboloidului, 191

coordonata pivot, 69

coordonate (moduri) fundamentale, 155

coordonatele vectorului, 65

cosinusi directori, 18

covariant, 104

criteriul lui Sylvester, 117

cuadrica, 197

curba de nivel constant, 206

curba de ordinul doi, 157

curba directoare, 179, 182

curba discriminanta a unei familii, 230

curba intersectie a doua suprafete de nivel
constant, 207

curba meridian, 184

curba parametrizata, 203

curba plana definita explicit, 206
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curba rectificabila, 211

curbe coordonate (parametrice), 236
curbe parametrizate echivalente, 211
curbura, 215

curbura geodezica, 250

curbura medie, 254

curbura normala, 250

curbura totala ( a lui Gauss), 254

curburi principale, 253

defectul aplicatiei, 84

deplasare in spatiu euclidian, 146
desfasurata, 228

determinantul Gram, 121
dimensiunea spatiului vectorial, 70

directii principale, 253

dispunerea sau construirea vectorului liber,

9
dreapta vectoriala, 71
dublu covariant, 107

dublu produs vectorial, 33

ec. scalar param. ale supr. parame-
trizate, 236

ec. vectorial parametrica a supr. para-
metrizate, 235

echipolenta, 8

ecuatia canonica a conului de ordinul doi,
189

ecuatia canonica a elipsoidului, 188

ecuatia canonica a hiperboloidului cu 2

panze, 193

267

ecuatia canonica a hiperboloidului cu o
panza, 190

ecuatia canonica a parabiloidului eliptic,
194

ecuatia canonica a paraboloidului hiper-
bolic, 196

ecuatia intrinseca, 226

ecuatia naturala a curbei, 212

ecuatia vectorial parametrica a curbei,
203

ecuatiile scalar parametrice ale curbei,
203

element de lungime (lungime elementara),
212

elemente linear independente, 62

elementul de arie, 248

elicea circulara, 205

elipsa colier, 190

elipsoid, 187

endomorfism adjunct, 129

endomorfism izometric (ortogonal), 138

endomorfism linear, 80

endomorfism simetric, 130

enomorfism autoadjunct, 129

epicicloida, 204

evoluta, 227

evolventa, 228

forma bilineara, 106
forma canonica a unei forme patratice,
109

forma lineara, 81
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forma lineara de speta doua, 104

forma metrica a supr., 244

forma patratica, 109

forma patratica pozitiv (negativ) definita,
116

forma polara, 109

forma redusa a formei patratice, 109

forme hermitice, 108

formula lui Euler, 254

formula lui Meusnier, 251

formulele lui Frenet, 219

functie lineara, 80

functie omogena, 183

generatoare, 179

generatoare rectilinii, 192

helicoid, 239

hiperboloid cu doua panze, 193
hiperboloid cu o panza, 190
hiperplan vectorial, 71

homomorfism de spatii vectoriale, 80

imaginea unei aplicatii lineare, 82

inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniacovschi,
122

inegalitatea triunghiului, 122

infasuratoarea lineara, 61

infasuratoarea normalelor, 227

izomorfism, 83

linie de curbura, 255

lungimea curbei, 211

INDEX

marimea (modulul) unui vector in sp. euclid-

ian, 121

marimea vectorului, 7

matrice asemenea, 90

matrice ortogonala, 125

matricea asociata aplicatiei lineare, 86

matricea coordonatelor (componentelor),
66

matricea de trecere, 27, 74

matricea Gram, 120

metoda lui Gauss, 111

minor diagonal, 92

moduri fundamentale, 137

moment al vectorului, 37

multime legata, 63

multime libera, 63

multiplicatorii lui Lagrange, 106

multiplicitate algebrica, 94

multiplicitate geometrica, 94

norma unui vector, 123

nucleul unei aplicatii lineare, 83

omotetie, 81
operator linear, 80

opusa unei curbe, 211

paraboloid eliptic, 194
paraboloid hiperbolic, 195
parametrii directori, 18

plan osculator, 214

plan tangent la suprafata, 241

plan vectorial, 71
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planul normal, 217

planul rectificant, 217

polinom caracteristic al matricei, 92

polinomul caracteristic al endomorfismu-
lui, 93

prima forma patratica a supr., 243

principiul includerii si excluderii, 72

procedeul Gram-Schmidt, 124

produs exterior a doi vectori, 20

produs exterior a trei vectori, 23

produsul mixt a trei vectori, 31

proiectia (componenta) ortogonala a unui
element, 126

proiectia elementului, 81

pulsatii fundamentale, 137

punct biordinar, 213

punct eliptic, 252

punct hiperbolic, 253

punct ordinar (singular), 206

punct ordinar (singular) al unei supr. param.,

240
punct parabolic, 253
punct planar, 253

rangul aplicatiei lineare, 84

raportul in care un punct imparte un
segment, 24

raza de curbura, 216

regula paralelogramului, 10

regula poligonului inchis, 11

regula triunghiului, 10

relatia lui Leibniz, 36

269

relatie de reciprocitate, 129
relatiile lui Darboux, 250
relatiile paralelogramului, 123
reper cartezian, 24

rotitul unui vector in jurul unei axe, 33

simetrie, 81

sistem cartezian, 24

sistem de generatori, 60

sistem rectangular drept, 21
spatiu dual (conjugat), 102

spatiu euclidian, 120

spatiu vectorial, 58

spatiul aritmetic, 59

subspatii independente, 61
subspatii suplimentare, 62
subspatiu invariant, 91

subspatiu vectorial, 59

subspatiul complement ortogonal, 126
subspatiul intersectie, 61
subspatiul suma, 61

suma a doua curbe, 211

suma directa de subspatii, 62
suma vectorilor, 9

suportul curbei parametrizate, 203
suportul suprafetei parametrizate, 235
suprafata cilindrica, 179

suprafata conica, 182

suprafata de nivel constant, 240
suprafata de ordinul doi, 197
suprafata de rotatie, 184

suprafata parametrizata, 235
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suprafete izometrice (aplicabile una pe

alta), 245

tangenta la curba parametrizata, 210

tensorul tensiunii, 133

teorema completarii, 71

teorema de caracterizare a endomorfis-
melor autoadjuncte, 134

teorema de descompunere a unui endo-
morfism oarecare, 146

teorema de inertie, 116

teorema de structura a endomorfismelor
izometrice, 141

teorema de structura a matricelor ortog-
onale, 141

teorema de structura a matricelor simet-
rice, 135

teorema de structura a unei deplasari,
147

teorema inlocuirii, 69

teorema lui Cramer, 79

teorema lui Grassman, 72

teorema lui Kronicker-Capelli, 79

torsiunea curbei, 219

torsiunea geodezica, 250

transformare lineara, 80

triedrul geodezic (Darboux), 249

unghi orientat intre doi vectori, 20
unghiul dintre doi vectori, 15, 123

urma matricei, 93

valoare proprie, 91

INDEX

varful suprafetei conice, 182

vector de pozitie, 23

vector liber, 8

vector propriu, 91

vectori colineari, 9

vectori coplanari, 9

vectori linear (in)dependenti, 14
vectori reciproci, 39

vectorul acceleratie, 213

vectorul arie elementara, 248
vectorul lui Darboux, 220

vectorul viteza de rotatie, 143
vectorul viteza de rotatie al rigidului, 34
versorul normalei geodezice, 249
versorul normalei la suprafata, 247
versorul normalei principale, 215
versorul tangentei, 210

viteza instantanee de rotatie, 144



