Lector univ. dr. Cristina Nartea

Cursul 1 Calcul vectorial

Vectori liberi. Operatii cu vectori liberi.
Descompunerea unui vector liber dupa doua sau trei directii.
Produs scalar.Produs vectorial. Produs mixt

Vectorii sunt unelte matematice folosite cand avem de-a face cu sisteme ingineresti,
mdrimi mecanice sau fizice care nu pot fi caracterizate printr-un singur numar. Marimi precum
distanta, temperatura, timpul sau masa se exprima printr-un singur numar. Aceste marimi Se
numesc madrimi scalare.

Forta necesitd o marime si o singura directic si se numeste mdrime vectoriald. Alte
exemple de marimi vectoriale sunt viteza unui punct in miscare sau segmentul de dreapta
orientatd care uneste doud puncte. Acestea presupun cunoasterea mai multor elemente si se
reprezinta grafic prin vectori.

Definitia 1. Se numeste vector legat orice pereche ordonatd de puncte din spatiul euclidian
tridimensional (spatiul geometriei elementare).

Notim cu AB vectorul legat corespunzdtor perechii de puncte (A, B). Punctul A se

numeste originea vectorului, iar punctul B extremitatea sa. Grafic, un vector legat AB se
reprezintd printr-o sdgeata cu originea in A si cu varful in B.

B

Exercitiu. Clasificati urmatoarele marimi ca fiind scalare sau vectoriale

a) Aria R: scalar

b) Forta gravitationala R: vector

c) Densitatea R: scalar

d) Acceleratia R: vector

Orice vector legat este caracterizat de

a) Origine (punctul A);

b) Marime (distanta de la A la B), notata ﬁ” =dist(A,B);

c) Directia (directia dreptei AB);

d) Sensul (sensul de la A catre B).
Observatii: 1) Vectorul —AB se numeste opus vectorului AB (cei doi vectori au aceeasi
directie, aceeasi marime, dar sensuri opuse).

BA-—AB
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2) Vectorul nul 0 are lungimea 0 si directia nedefinita.

Definitia 2. Doi vectori AB si CD se numesc echivalenti daca au acelasi suport sau suporturi
paralele, au aceeasi marime si acelasi sens.

4

Definitia 3. Multfimea tuturor vectorilor liberi echivalenti cu un vector legat AB se numeste
vector liber determinat de vectorul legat AB.

Vom nota vectorii liberi cu litere mici cu sdgeata deasupra a .
Multimea tuturor vectorilor liberi o vom nota cu V.

A Vectorul OA = r: se numeste vectorul de pozitie al punctului A.

Operatii cu vectori liberi

1. Adunarea vectorilor
Regula triunghiului:

B
OB =0OA+AB
0
A
Regula paralelogramului
B
c OA+0OB=0C (diagonala paralelogramului
construit pe OA si OB)
0

Proprietati:
e Comutativitate: a+b=Db+a, VabeV,;
e Asociativitate: (5+5)+E:§+(5+6), Va,b,ceV,;
e a+0-a VaeV,:
o a+(-a)=0, vaeV,.
Deci (V;,+) grup abelian.
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2. Inmultirea cu scalari
Fie a eV, si AeR, A#0. Vectorul 4 .a are urmatoarele proprietati:
a) Are aceeasi directie cu a;
b) Marimea lui este |/”t|H5H X
¢) Sensul lui este acelasi cu al lui a daci 1>0 si sens opus lui a dacd 1<0.
d) Daci =0, atunci 1-a=0.

Proprietati:

a) A(a+b)=2a+1b,vabeV, vVieR;

b) l,u 5 ( ),‘v’aeVS,‘v%,,ueR;

C) (/1+,u)~a=/1-a+,u~5., VaeVB,V/l, HeER;

d) 1-a=a, VaeV,, 1 este elementul unitate din R .
Definitia 4. Prin versor intelegem orice vector de lungime 1.

Exemplu; u = H -a este versorul vectorului liber a.
aH

Definitia 5. Doi vectori se numesc coliniari daca au suporturi paralele sau coincid.

Propozitia 1. Daca a,beV, sunt doi vectori coliniari nenuli, atunci existi <R unic, astfel
incat b=1-a.

Observatie: Doi vectori liberi nenuli a si b sunt coliniari daca si numai daci existi A e R\ {0}
astfel incat a=1-b.

Teorema 1. Vectorii nenuli a si b sunt coliniari daci si numai daca existd «, R, nenule
simultan, astfel incat ca+ b =0.

Propozitia 2. Daca a si b sunt necoliniari, atunci a:a+ b =0 daci si numai daci o= 8=0.
Teorema 2. (Descompunerea unui vector dupa doua directii necoliniare) Fie a, b vectori liberi
necoliniari si ¢ un vector liber coplanar cu a si b. Atunci existd a si L €R unic determinati
astfel ca c=aa+b.

Definitia 6. Trei vectori se numesc coplanari daca suporturile lor sunt paralele cu acelasi plan.
Propozitia 3. Daca a, b si C sunt trei vectori liberi necoplanari si aa+ ,BBH/E:@, atunci
a=p=y=0.

Teorema 3. (Descompunerea unui vector dupa trei directii) Fie a,b si C sunt trei vectori liberi
necoplanari si V €V, . Atunci exista si sunt unici scalarii «, 3,y astfel incat v=caa+Bb+yc.
Observatie: Trei vectori liberi nenuli a, b si C sunt coplanari dacad si numai dacad existd
A, e R\ {0} astfel incat a=A-b+u-c.
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Reper cartezian

Fie O un punct fixat din spatiu si trei axe Ox, Oy si Oz, perpendiculare doua cate doua.
Prin axa se intelege o dreapta pe care s-a fixat un punct, numit origine, un sens si o unitate de
masura.

Notam cu i, j,k versorii celor trei axe Ox, Oy si Oz. Multimea {O,T,],E} se numeste

reper cartezian.
Fie A un punct din spatiu. Atunci existd X, Y,z € R unice astfel incat

OA=Xi+Y]+zk (1.1)
Numerele X, Y, z se numesc coordonatele lui A in raport cu reperul cartezian {O,T,],E} si se

noteaza A(X,Y,z). Expresia (1.1) se numeste expresia analiticd a vectorului OA.

1

[— L

Sy
v

x/ ’eM
Propozitia 4. Daca A(X,,Y,,Z,) si B(Xg, Ys:25), atunci
AB =(%g — X, )i+ (Vs = Va) I +(25 —2,)k.
Exemplu: Fie doud puncte A(1,2,3) si B(O,l, —2). Atunci
AB =—i— j—5k.

Produsul scalar

Definitia 7. Fie a,b eV, . Se numeste produsul scalar al vectorilor liberi a si b, numarul

-5 H5H~H5H~cos<(§,5), dacaa=0,b=0
) 0,dacaa=0saub=0

Propozitia 5. Doi vectori a,b €V, sunt ortogonali (adicd au suporturi perpendiculare) daca si

numai daci a-b=0.
Proprietati:
1. a-b=b-a (comutativitate) V a,beV,;
c
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3. Daca
a=ai+a,]+ak
b=bi+b,j+bk
atunci
a-b=a -b+a,-b,+a,-b,
Exemplu.  a=2i+3j+k

b=i—2j+5k
a-b=2-1+3:(-2)+1-5=2-6+5=120 = asi bnu suntortogonali.
|a]=Va-a=a; +a;+aZ

Exemplu. a=2i+3j—k
Ha” =2 +3 (1) =14,

Corolar.
COS(gl,/\B)Z al'b1+a2'b2+a3'b3 )
\/af +al+a’ -\/bf +b2 +b?
Aplicatii:
1. Se dau vectorii
u=2i-3j+k
v=i+ 2] +3K.

Sa se calculeze:
a) u+v, 2v, 3u, 3u+5v;
b> Jo. v]-
Se dau punctele O(0,0,0), A(12,—4,3),B(3,12,—4) si C(2,3,—4). Se cere:

a) Sa se arate ca triunghiul AOB este isoscel;

b) Sa se arate ca triunghiul AOC este dreptunghic;
c) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC;
d) Sa se afle masura unghiului A.

Solutie. OA=12i—4j+3k, OB=3i+12j -4k, OC = 2i+3]—4k .
a) HO—AH =13= H@H — AAOB isoscel.
b) OA-OC =0= OA este ortogonal pe OC = AAOC este dreptunghic in O.

C) ﬁ:—97+16]—7ﬁ; A—C:—107+7]—7R; B—C:—T—Qi;
=
|AC| = 198| = Pyug. = /386 + 198 +/B2.
[c|-
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d) cos A — 251 _ AB-AC

J386-4198| |[aB|-[AC

3. Sedau vectorii a=2i—j si b=i—3j+1k, 1 eR. Si se determine A astfel incat

unghiul dintre a si b s fie de 60°.
Solutie. Hé”=\/§

a-b=5
1 a-b 1 5 1

0SB0 ===~ ———_ 7 5 10+12=25>
2 Ha-b 2 [5.J10+47 2

A*=10=1=+410.
Produsul vectorial
Definitia 8. Fie a si b doi vectori liberi necoliniari. Se numeste produsul vectorial al lui asib
si se noteaza axb vectorul caracterizat prin:

1) Directie perpendiculara pe planul format de suporturile lui a si b ;
2) Sens dat de regula burghiului, adica sensul sau coincide cu sensul de inaintare al unui

burghiu care se roteste de la a la b cuun unghi minim;
3 Marime [ax| = ][5 -sin<(&.5)

c4

N .,

0 A

Proprietati:
1) bxa=-axb,Va,beV, (anticomutativ);

2) (a+B)xc=axc+bxc, vab,ceV,
ax(B+)=axb+axc, va,b,ceV,;

distributivitatea produsului vectorial fata de adunare;

3) axb=0<a=0saub=0sau a si b suntcoliniari.

Interpretarea geometrica a produsului vectorial
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Aria paralelogramului construit pe vectorii a si b este Héxﬁ”.

VC

A = 2| ABAC]|

Expresia analitica a produsului vectorial

P K
axb=|a, a, a,.
b b, b

Produsul mixt

Definitia 9. Fie a, 6 c €V;. Se numeste produs mixt si se noteaza (a,b,c) un numar definit

astfel
(ab.c)=a:(bxc).
Proprietati:
1) (45,)=(6,63), vabcev;
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Interpretarea geometrica

Volumul paralelipipedului oblic contruit pe a,b si ¢ este egal cu ‘(5,b,6)‘.
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B =
A
Volumul tetraedrului OABC este %‘(5,5,6)‘.
0
C
A
B
Expresia analitica
 koaa
(abc)=lo, b, by.
Cl C2 C3

Aplicatii: 1. Fie A(-11,2), B(2,3, —1) si C(1,-2,0). Sa se afle aria triunghiului ABC si

lungimea indl{imii corespunzatoare varfului A.

Solutie: S = EHEXEH
2

AB=3i+2j-3k, AC=2i-3]j-2k = ABx AC =-13i—13k.

HK&KEH:B\E:S:%
A |BC]-h, 2.5 132 136
h s=l— :,»hA=§5H=ﬁ: =
" BC=_i-5j+k
B C

2. Sise afle volumul tetraedrului ABCD, A(L1,-3), B(2,-1,1), C(3,31) si D(-14,2).

Solutie: V :%‘(KE,KE,E)‘
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AB=i-2j+4k, AC=2i+2]j+4k, AD=-2i+3j+5k
(AB,AC,AD)=74=V =%.
3. Sase arate ca punctele A(1,2,-1), B(0,1,5), C(-121) si D(2,1,3) sunt coplanare.
Solutie: Trebuie sa demonstram ca (ﬁ, A—C, ﬁ) =0

AB—-i-]+6K, AC—-2i+2K, AD=i~j+4k =(AB,AC,AD)-0=

A,B,C,D coplanare.
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Cursul 2

Planul si dreapta in spatiu

Tn acest curs sunt prezentate ecuatiile planului si dreptei in spatiu,
precum si probleme metrice relativ la plan si dreapta.

Planul in spatiu

Ecuatia generala a unui plan este o ecuatie algebrica de gradul I, de forma
Ax+ By+Cz+ D =0. Enuntam acest rezultat prin urmatoarea teorema.

Teorema 1. Pentru orice plan P din spatiu existi A B,C R nu toate nule,
astfel Incat ecuatia planului P este Ax+By+Cz+D=0.

Reciproc, multimea punctelor M (X, y,z) care verifica o ecuatie de forma

Ax+By+Cz+ D=0, cu A B,C eR nutoate nule este un plan.

Cazuri particulare de plane: Planele de coordonate
Planul xOy are ecuatia z=0.
Planul xOz are ecuatia y=0.

Planul yOz are ecuatia x=0.

v

/O v
X

S|

Vectorul A se numeste vector normal la planul P.

Definitia 1. Doi vectori necoliniari a si b care au dreptele suport paralele cu un
plan P, se numesc vectori directori ai planului P.

Definitia 2. Un vector nenul n se numeste vector normal la planul P daca
dreapta suport a vectorului este perpendiculara pe planul P.
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Ecuatii ale planului in spatiu

1. Ecuatia planului P care trece prin M(x,,Y,,Z,) si este perpendicular pe

vectorul nenul fi = Al + Bj +CK este
A(X_Xo)"'B(y_yo)"'C(Z_Zo):O (1.1)
Exemple: 1) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin M (0,—1,2) si este
perpendicular pe vectorul fi =2i + j +5k .
2) S se scrie ecuatia planului care trece prin M (1, 2,-3) si este perpendicular
pe vectorul fi =47 +5k .
2. Ecuatia planului care trece M (X,, Y,,Z,) si este paralel cu directiile

vectorilor V, =Li +m,j+nk si V, =Li +m,j+nk este

X=X Y=Y 2%,
I, m, n, |=0. (1.2)

Observatie. Aceeasi ecuatie se poate scrie sub forma ecuatiei parametrice
vectoriale

i

F:r0+i\7l+yv:, (1.3)
unde r, si r sunt vectorii de pozitie ai punctelor M, respectiv M, iar 1, zeR
astfel incat MM = /1\71 + ;1\72 (conditia de coplanaritate).
Ecuatia (1.3) este echivalenta cu ecuatiile scalare (parametrice)

X=X, + Al +pl,
Y=Y, +AM +um,. (1.4)
Z=17y+ANn + un,

Exemple: 1) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin M (1, 2,—3) si este

paralel cu vectorii V, =T +2j +4k si v, =2i —3] +k.
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2) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin M (2,1,0) si este paralel cu
vectorii V, =i —J si V, =1 —3] +2k .
3. Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare

M, (%, Y;,z),1=12,3 este

X=X% Y=Y -7
X=X Y=Y Z,—1% =0. (1-5)
X=X Y=Y Z3—7

Exemple: 1) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctele M, (1,2,-3),
M, (10,1 si M,(1,2,0).

2) Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctele M, (0,1,0), O(0,0,0) si
M,(-112).

Dreapta in spatiu

Definitia 3. Se numeste vector director al directiei dreptei d orice vector liber
nenul V =Ii +mj +nk , a carui directie coincide cu directia dreptei d (Fig.)

/ d
v

<l

Teorema 2. Ecuatiile dreptei care trece prin punctul M(X,,Y,, Z,) si are ca

vector director vectorul V =Ii +mj +nk sunt

X_XO:y_yO_Z_ZO' (16)

| m n

Observatie. Ecuatia (1.6) este echivalenta cu ecuatia parametrica vectoriala
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r=r+Av,1eR (1.7)
sau Cu ecuatiile scalare

X=x,+

y=Y,+Am,1eR. (1.8)

Z=1y+An

Observatie. In cazul In care cel mult doi dintre numitorii din ecuatia (1.6) sunt
zero se folosesc aceleasi ecuatii, convenind ca daca un numitor este zero, trebuie
egalat si numaratorul respectiv cu zero.

Ecuatiile (1.6) se numesc ecuatiile canonice ale dreptei in spatiu.

Exemple. 1) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul M(1; 2; 3) si are
directia G=1 —2] +5K .

2) Sase scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul M(1; O; 2) si are directia
=20 +]+kK.

X—X - 71—1
Observatie. Pentru t e R un parametru real, I 0o _ Y=Y _ 0 —t, rezulta
m n
X=X, =tl
Y=Y, =1m
z-7,=tn
si de aici se obtin ecuatiile parametrice ale dreptei
X=X, +1l
y=y,+tm,teR. (1.9
Z=17,+1tn

Exemple. 1) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale dreptei care trece prin punctul
M(1; 2; 3) si are directia G =1 —2] +5k .
2) Sase scrie ecuatiile parametrice dreptei care trece prin punctul M(1; 0; 2) si

are directia =27 + ] +K..

Propozitia 1. Ecuatiile canonice ale dreptei determinata de doud puncte
M. (%, ¥1,2,) 51 M,(%,, Y, 2,) sunt
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X_X1 _ y_yl _ Z_Zl ) (110)
X, =% Y= % Z,—1,

Exemple. 1) Sa se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctele M, (1 2,-3) si
M,(10,1).

2) Sd se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctele M,(1,0,-1), M,(2,2,1).
3) Sa se scrie ecuatiile laturilor triunghiului ABC, unde A(1;-2; 4); B(3; 1;-3);

C(5; 1;-7). Sa se determine un vector director al fiecarei laturi.
4) Sa se scrie ecuatiile medianelor triunghiului ABC.

Propozitia 2. Ecuatiile canonice ale dreptei de intersectie a planelor neparalele
Ax+By+Cz+D, =0 si Ax+B,y+C,z+D, =0 sunt

X=X — Y=Y, _ -1 (111)
Bl Cl o Al Cl A Bl
BZ CZ A2 C2 A2 BZ

unde M(x,,Y,,Z,) este un punct oarecare fixat pe aceasta dreapta, adica o

solutie particulara a sistemului

Ax+By+Cz+D, =0
Ax+B,y+C,z+D, =0

Exemplu. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei d de ecuatii
3X—y+2z+15=0
5X+9y-3z-1=0
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Fascicol de plane

Definitia 4. Se numeste fascicol de plane multimea tuturor planelor care contin
o dreapta datd. Aceasta dreapta se numeste axa fascicolului.

Fie dreapta de ecuatii

{Alx+ By+Cz+D, =0 w12

Ax+B,y+C,z+D, =0

B C
rang(Al ' 1}:2. (1.13)
AZ BZ CZ

Prin orice dreapta trece o infinitate de plane.

Teorema 3. Ecuatia oricarui plan din fascicolul determinat de drepta (1.12) este
a(Ax+By+Cz+D,)+B(Ax+B,y+C,z+D,)=0 (1.14)
unde «, £ € Rnu sunt simultan nuli.
Aplicatii practice — Probleme metrice
1. Distanta de la un punct la un plan

Propozitia 3. Distanta de la un punct M(X,, Y,,2) la un plan
(P) Ax+By+Cz+D=0 este

| A, + By, +Cz, + D|

JA? +B? +C?

d(M,P) = (1.15)

Distanta de la punctul M la planul P este egala cu lungimea vectorului MM’
unde M’ este proiectia punctului M pe planul P.

Exemplu. Sa se calculeze distanta de la punctul M(L0,2) la planul
(P) 2x+y-z+3=0.
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2. Distanta de la un punct la o dreapta in spatiu

Propozitia 4. Distanta de la un punct M(X,,Y,,Z,) la dreapta A de ecuatie

X=X _Y=¥ _2-%4
I m n

este

MM, xv|

d(M,A)="———,
v

unde M, (x,, Y,z este un punct al dreptei A si V=Ii +mj+nk este vectorul

director al dreptei.

Exemplu. Sa se calculeze distanta de la punctul M(-112) la dreapta
x-2 y-1 z

3 2 4
3. Distanta dintre doud drepte

Fie dreptele d, si d, de ecuatii

g XN Y% _2-1
1° - -
I1 m, n
.X_Xz_y_yz -1,
d,: = .
|2 m, n,

Daca dreptele sunt concurente, distanta dintre ele este zero.

Daca dreptele sunt paralele, distanta dintre ele poate fi calculata conform (1.16),

unde M, este un punct pe dreapta d, , iar \72 este vectorul director al dreptei d,

M, M, xV.
0=
2
sau
M, M, xV,
s I
1

unde M, este un punct pe dreapta d, , iar \71 este vectorul director al dreptei d, .

(1.16)
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Daca dreptele nu sunt nici paralele, nici concurente, distanta dintre d, si d, este

lungimea perpendicularei comune celor doua drepte.

Fie v, si v, vectorii directori al dreptelor d, si respectiv d,, iar M,(x,,V;,2)
si M,(X,,Y,,2,). Atunci

‘(MlMZ’Vl’VZ)

R

4. Unghiul a doua plane
Definitie. Unghiul a doua plane este unghiul facut de doi vectori normali.
Propozitia 5. Unghiul a doui plane de vectori normali A, = Li +m,j+nK si
A, =Li +m,j+nk este dat de

LI, +mm,+nn,

COS&: 2 2 2 2 2 2
\/Il +m +n; -\/I2 +m, +n,

Exemplu. Sa se calculeze unghiul intre planele 2Xx—y+2z+3=0 si
X+y—-2z+1=0.

Observatii. 1. Doud plane de ecuatii AX+By+Cz+D =0 si
AXx+B,y+C,z+D,=0 sunt perpendiculare dacd si numai dacd

AA +BB,+CC,=0.

2. Planele sunt paralele daca si numai daca % =

OO

N

_1

B,
5. Unghiul a doua drepte

Fie doua drepte de vectori directori vi=Li +mj+nk si va=Li +m,j+nk.

Unghiul celor doua drepte este unghiul dintre vectorii \71 si \72 . Noténd cu «

acest unghi, masura lui se obtine din relatia

LI, +mm, +nn,

cosar = 2 2 2 2 2 2
\/Il +m 4+ -\/I2+m2+n2

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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Observatii. 1. Doua drepte sunt perpendiculare daca si numai daca \71 1 V: , Ceea

ce este echivalent cu LI, +mm, +nn, =0.

2. Doui drepte sunt paralele daca si numai daca v, ||V, , ceea ce este echivalent

whom_n

L m, n,

6. Unghiul dintre o dreapta si un plan

Fie P un plan de vector normal fi=Ai +Bj+CK si d o dreaptd de vector

director V=Ii +mj+nk . Dacd dreapta este paraleld sau continuti in plan,

unghiul dintre d si P este zero, iar altfel unghiul, notat cu « este dat de relatia

: Al+Bm+Cn
sina = — .
JAZ £ B2 +C% 12+ m +1n?

(1.20)
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Exercitii recapitulative

1. a) Sa se reprezinte grafic in sistemul de axe xOy punctele A(2,3), B(1,-
2), C(4,0), D(-3,-2).
b) Sa se determine vectorii de pozitie ai punctelor de la exercitiul 1.
) Reprezentati grafic acesti vectori de pozitie.

2. Sedau vectorii a=1+2j+3ksi b=2i-j-2k.

a) Reprezentati grafic vectorii a sib .

b) Calculati a+b, a-b,23,3b,24a+3b.

¢) Calculati da-b, axb.

d) Calculati aria paralelogramului construit pe vectorii @ sib .
3. Sedau punctele A(1,0,2), B(-10,-3), C(2,1,3) si D(3,1,4).

a) Scrieti vectorii ﬁ, E, BC.

b) Calculati EE, EXE, (E,E,ﬁ)

¢) Calculati perimetrul triunghiului ABC.

d) Calculati aria triunghiului ABC.
e) Calculati volumul tetraedrului ABCD.

f) Calculati volumul paralelipipedului construit pe vectorii AB, AC,

AD.
g) Scrieti ecuatiile laturilor triunghiului ABC.

10
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Curs 3

Spatii vectoriale

Definitial. Daca n > 2 este un intreg, si X;, X,,..., X, sunt numere reale, (X, X,,..., X,) este

un vector n-dimensional. Multimea acestor vectori se noteaza cu R".

Un spatiu vectorial implica patru elemente: doua multimi V si K, si doud operatii
algebrice numite adunarea vectorilor si inmultirea cu scalari.

Definitia 2. Fie K un corp de numere (K =C sau K = R ) si V o multime de elemente pe care s-
au definit doud operatii (legi de compozitie):
I. +:VxV —V(lege aditiva);
Il. - : KxV —V (lege multiplicativa sau inmultire cu scalari).
(V, +, ) se numeste spatiu vectorial peste corpul K si notam V/K daca cele doua legi verifica
axiomele:
e inraport cu operatia de adunare V este un grup comutativ (abelian), adica
CXHY =YX, VX, Y E VY,
(XFy)tz =x+(y+2), VX, ¥, ZEV,
.30 € V astfel incadt VX € V : x + 0 = 0+x = X;
.V X€V,3—xeVastfel Incat x + (—x) = (—x) +x=0;
e Inmultirea cu scalari satisface conditiile
S(at+B)X=oax+PxVa, B EK,VXEYV,
o B)x=a- (P Xx),Va,pEK,VXEV,
o (X+y)=a-X+ta-y,VoeEK VX yEV,
.1-x=x,Vx€eV,1elementul unitate din K.

B WD

B W~

Elementele multimii V se numesc vectori, iar elementele lui K se humesc scalari.
VVom nota, in general, vectorii cu litere latine, iar scalarii prin litere grecesti.

Exemple
1. V,,V, multimea vectorilor liberi din plan, respectiv din spatiu este spatiu vectorial in
raport cu adunarea vectorilor si inmulgirea cu scalari.

2. Spatiul R" :RxRx...x]I\E:{()(1,x2,...,xn)/xi eR,izl,_n} (sau mai general K", unde

nori

K este R sau C), impreuna cu operatiile
(X0 X0 X ) F (Vi Yoreeon Yo ) = (X H Vi Xo + Yoo Xy + Y, )
(X Xpree s Xy ) = (X, Xy, X))
formeaza spatiu vectorial peste R, (respectiv peste C).
De exemplu, in R?,
L-3+(02) = L-1);2-3-2) = (6;-4).

1
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n R3,
(25-2) + (30,-1) = (55-3);(-2)-(3L0) = (-6;-2,0).

Tnzestrat cu cele doua legi de compozitie, R" este un R -spatiu vectorial. Vectorul nul este
0 =(0; 0; ...; 0), iar opusul vectorului x = (X;;...; X,) este vectorul -x = (-X;;...; =X, ).
Proprietatile din Definitia 2 se verifica imediat. Astfel, R" se poate organiza ca R -spatiu
vectorial. Elementele IuiR" se numesc vectori (linie) reali n-dimensionali (vezi Definitial).

3. M, ,(K) multimea matricelor cu m linii si n coloane este un spatiu vectorial peste K in
raport cu operatiile de adunare a matricelor si inmultirea cu numere a matricelor.

4. Spatiul R [X] al polinoamelor cu coeficienti reali, de grad < n este spatiu vectorial in raport

cu adunarea polinoamelor si inmultirea polinoamelor cu numere.
5. Spatiul C([a, b]) al functiilor continue definite pe intervalul [a, b]
C([a, b])={f/f:[a,b] >R , f continua}
formeaza spatiu vectorial in raport cu operatiile
(f+9)(x) = (x) + g(x)
(o - H)(X) = af(x)

Elementul neutru este 0, = fo(x) = 0 (functia identic nuld) , iar simetricul lui f este (—f)(x) = —(x) .

Proprietati (Reguli de calcul intr-un spatiu vectorial)
LLaXx-y)=a -x-a-y,VX; yeV,aekK;

2. (a—Bx=oax—Px, VxeV,;a, pK;
3.0:-x=0,,VxeV;

4.(-1) - x=-x, ¥xeV,;

5.-0, =0,, VaeK;

6.a-x=0, ®a=0saux=0,.

Demonstrayie:

1 a(x-y)tay=af(x-y) +y] = ax

2 (a-px+px=[(a-f)+BIx= ax.

3. Tn proprietatea 2 se ia a = f3.

4. Rezulta din proprietatile 2 si 3.

5 Rezulta din 1, luand x=y.

6 Din3si50:-x=a-0, =0,.

Reciproc, daci ax= 0, si a# 0, atunci existi a (K fiind corp), deci

at (ax) =a™* -0, = 0,.Dar a” (ax) = (@"-a)x =1 -x =X, decix =0, .

Subspatii vectoriale

Definitia 3. O submultime V’ a spatiului vectorial V peste corpul K este un subspatiu vectorial
al lui V daca V’ este spatiu vectorial Tn raport cu cele doua operatii restrictionate la V’.

Sunt evidente urmatoarele teoreme:
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Teorema 1. O conditie necesara si suficienta ca submultimea V' < V a spatiului vectorial V
peste corpul K sa fie subspatiu vectorial este ca V’ sa fie stabila in raport cu cele doua operatii,
adica

AX+tyeV, vx,yeV’

b) AXx € V', VAE K, VX € V.

Propozitia 1. (Criteriul subspatiului) O conditie necesara si suficienta ca submultimea V' c V a
lui V peste corpul K sa fie subspatiu vectorial este ca Ax +puy € V' VA, n € K, VX, y € V.

Exemple
1. Tn orice spatiu vectorial V multimea {0, } si V sunt subspatii vectoriale, numite subspatii
vectoriale improprii sau triviale.
2. In R"consideram, pentru orice 1<i<n, multimile
V., = {xe R"; X = (X5 .- Xips Op; Xirgi -os X))}

Se demonstreaza usor ca V, este subsptiu vectorial al lui R".

3. Adunarea vectorilor din R* si R® este usor vizualizati cu ajutorul regulii
paralelogramului, ca in figurd, pentru vectori din R?.

utv = (ugtvy, uptvy)

u={nyuy)

Orice dreapta care trece prin origine este subspatiu al lui R? (orice punct de pe aceste
drepte are coordonatele (X, aX)).

Tn schimb, dreptele care nu trec prin origine nu formeazi subspatiu vectorial deoarece
orice subspatiu trebuie sa contina vectorul nul.

Curbele din R? nu formeaza nici ele subspatii vectoriale deoarece, asa cum se vede in
figura urmatoare exista puncte de pe curba u si v asfel incat u+v nu se afla pe curba, deci prima
conditie din Teorema 1, nu este indeplinita.
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In consecinta, in R? singurele subspatii sunt cele triviale si dreptele care trec prin origine.
Tn R?, subspatiile improprii si dreptele care trec prin origine sunt din nou subspatii vectoriale,
dar aici mai sunt subspatii si planele care trec prin origine.

Lo

P

Dacd P este un plan care trece prin origine, asa cum se vede si in figura, suma a doi vectori din
P, se afla tot in P, iar inmultirea cu scalari este bine definita (rezultatul este tot un vector din P).

Combinatii liniare. Sisteme de generatori

Definitia 4. Fie V/IK un spatiu vectorial §i X, €V, i =ZL_n,05i eK,i=1n . Se numeste combinatie

- n

liniard a vectorilor x,, i=1,n cu scalarii «;, i=1,n vectorul x= X +...+ X, =Zo¢ixi :
i=1

Numerele ¢; se numesc coeficientii combinatiei liniare.

Exemplu. Fie spatiul vectorial R? si vectoriix =(2,3,1),y=(5,1,-3),z=(2,-1,0).

Atunci combinatiile liniare ale acestor vectori sunt de forma

X+ a,yY+ oz= Loy, 30y, ) + Ba,, a,, 3a,) + Loy, —ay, 0) =

=Qot5a,+ 2a,, 3yta, — a,, ay-3a,).
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Definitia 5. Fie V/K un spatiu vectorial si M € V, M £ . Se numeste spatiu generat de multimea M
si se noteaza cu SP(M) multimea tuturor combinatiilor liniare cu vectori din M si coeficienti din K.

Exemplu.
Fie spatiul vectorial R*, vectorii e = (l, 0, 0),e2 = (O, 1 O),e3 = (O, 0, 1) si M= {e,e,, e}
Atunci sp(M) = {(«,, @,, @), &, € R} = R®.

Definitia 6. Fie V/IK spatiu vectorial si M < V, M#@. Submulfimea M se numeste sistem de
generatori pentru spatiul V, daca spatiul generat de M este egal cu V, deci daca sp(M) = V.

Interpretare geometrica

Dacd u=0 este un vector din R®, atunci sp(u) este multimea dreptelor care trec prin origine si
prin u.

Combinatiile liniare a doi vectori u si v, sp(u,v), unde u si Vv sunt vectori nenuli si necoliniari,
este, dupa cum se vede si in figurd, planul care trece prin origine si contine cei doi vectori.

Definitia 7. Spatiul vectorial V/K se numeste de dimensiune finitid daca admite un sistem finit de
generatori.

Exemplu. {e e, e,}constituie un sistem de generatori pentru R®. in concluzie, R® are
dimensiune finita.
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Dependenta si independenta liniara

Definitia 8. Fie V/IK spatiu vectorial si {X,X,, ...,X,}< V. Spunem cé vectorii X, , i =1,_n sunt
liniar independenti (sau ci mulfimea {X,X,,...,X,} estt 0 multime liberd), daci din
X, + ...+ aX, =0, rezultd oq=...=¢, =0.

Definitia 9. Fie V/K spatiu vectorial si un sistem de vectori {X,,X,, ...,X,}< V. Vectorii X, i :1,_n

se numesc liniar dependenti (sau multime legatd) daca existd ¢; € K, nu toti nuli, astfel incat

oaX, +...+taX, =0,.

Exemple

1. Pentru V, multimea vectorilor liberi, M ={i, J,k} este un sistem liniar independent.
Demonstratie. Din oy + a,] + a,k =0, rezulti ;= a,= a,= 0, deci sistemul de vectori
este liniar independent.

2. Tn R®, vectorii e, = (1,0,0), e, = (0,1,0), e, = (0,0,1) sunt linear independenti.

3. In R", vectorii e = (1;0;. ;0)=e (0;1;0;... ;09; ;.. ) sunt linear
independenti.

4. In R®, vectorii x, =(1;0;2),x,=(0;1;1),X, =(1;1;-3) sunt liniar dependenti
deoarece X, +X,—X; =0.

5. Tn R®, vectorii x, = (1; 0; 1),x, = (0; 1; 0), X, = (2; 0; 0) sunt liniar independenti.

Demonstratie Din a X, + a,X, + a;X; =0, rezulta
o, +2a,=0
a,=0 S>ao=a,=0,=0,
a, =0

Deci sistemul este liniar independent.
Baza. Dimensiune

Sistemele de vectori care sunt simultan si sisteme de generatori si liniar independente vor
juca un rol fundamental in ceea ce urmeaza.

Definitial 0. Fie V/K un spatiu vectorial si B = {el,ez, ey en} c V. B se numeste bazdi in spatiul

vectorial V daca:
1. B este liniar independenta;
2. B este un sistem de generatori pentru V.

Teorema 2. Fie V/K spatiu vectorial, B = {el,ez, ...,en} Cc V, B este baza. Rezultad ca pentru

oricare x € V, existd o, ,, ..., &, € Kunic determinati astfel incat:
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n
X= 048 + a8+ ... + a8, =D e .
i-1

Numerele «, a,, ...,a, se numesc coordonatele vectorului x n raport cu baza B. Vom scrie

X=(ay, a,, ..., ;).

Demonstrayie.

Fie B = {el,ez, ...,en}bazé, si fie X € V. Din faptul cd B este sistem de generator, rezulta ca exista
o, &, ..o, €K astfel incat x = oy, + a8, + ... + €, . Presupunem prin absurd ca exista

si A, A, ..., A, €K astfelincatx=4¢ + Ae,+ ... + A€, .

Atunci 0, =X—x=(q—4)e +(a, - 4,)e, +...(a, —A,)¢€,, si cum B e sistem liniar independent
A i3 B

= Bi=0, Vi=ln=>¢, = A4,Vi=1n, deci scrierea este unica.

Exemple
1. Vectorii e, = (1,0,0), e, = (0,1,0),e, = (0,0,1) formeazi baza canoniciin R®.
2. In R“:{(xl,xz,...,xn)/xie]R,i=1,_n}si fie  vectorii e=(10,...,0),

e,=(0,100,...,0),...e,= (0,0,...,0, 1); atunci B = {e,,e,,....e,} este o bazd in R",

numitd bazd canonicad.

Demonstratie:
e Sistem liniar independent

Din o, + a8, +...+ a,6,= 0, =

(1 0,..,0) + (0,1 0,...,0) + ...+ &,(0,0,..,0, 1) = 0, =

(a4, y,..0)) = (0,0, ..,0) & oy = o, =...=, = 0= {e,,e,,...,€,} liniar independent.
e Sistem de generatori

Fiex = (X,%,....%,) =x=%(1 0, ...,0) +x,(0, 1, 0, ...,0) +...+x,(0, 0, ...,0, 1) =

=X€ + X6, + ... +X.8,= X € sp(B).

Dar x oarecare = B sistem de generatori.

3.1n spatiul R, [X] al polinoamelor cu coeficienti reali, de grad < n, fie vectorii

e, = le =Xxe6=x>...¢€, =X". Atunci multimea B = {e ,&,,...,€, .} este bazi canonici.

Teorema 3. Vectorii X, X,, ..., X, sunt liniar independenti daca si numai daca matricea

coordonatelor lorin baza B are rangul p.
Aplicatia 1. Verificati liniar independenta vectorilor

a) x, = (L2 -1),x, = (2 -1 0),x, = (4 -7, 2);

b) a) x, =(10,0),x, =(110),x;, =(11).
Aplicatia 2. Sa se arate ci multimea B={(2,2,-1), (2,-1,2),(-1,2,2)} este 0 bazi in R® si s se
determine coordonatele vectorului x=(1,1,1) in raport cu aceasta baza.
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NN

Definitia 11. Spunem ca spatiul vectorial V este de dimensiune n sau n-dimensional si se
noteaza dim, 'V = n daca exista in V' n vectori liniar independenti si orice n + 1 vectori sunt liniar

dependenti. Tn acest caz spatiul se numeste finit-dimensional. Spatiul vectorial care contine un
sistem liniar independent infinit se numeste infinit-dimensional.
Exemple

1) dimR"=n
2)dimR [X] =n+1

3)dimV, =3

Teorema 4. Intr-un spatiu vectorial V de dimensiune n exista o bazi formata din n vectori; mai
mult, orice sistem de n vectori liniar independenti din V constituie o baza a lui V .

Teorema 5. Daca B = {e,,e,,...,e,} este baza in V, atunci dim,V =n.

Teorema 6. (Teorema bazei incomplete) Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n. Pentru orice

parte liberd S ={X,X,,...,x,} din V, p <n, existd vectorii x . %, din V astfel incét

0 .
Aplicatia 3. Sa se afle coordonatele matricei A:( 2) in raport cu baza canonica din

M, (R), adica

p+l1 ** n

{x1,x2,...,xp,xp+1,...,xn} si fie bazd Tn V.

Matricea de trecere de la o bazi la alta. Schimbarea coordonatelor
unui vector la schimbarea bazei

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune nsi B = {e,,e,,...,e .}, B’ = {f,, f,,..., f.}
doud baze ale sale. Putem exprima vectorii din baza B’ in baza B. Pentru orice vector f;, j =1n
exista si sunt unici c; € K astfel incat

n
f =c,e +C,8,+ ... +C 8 = chlej ,
1

n
fi=cie +Cue+ ... +Cye =D Cje;,
=1

n
f,=C8 +Cp€+ ... +Cu€ =D .Cpr; .
j=1

Matricea
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Cy Cp Cin

C C C
C-= .21 ?2 2n

Ci Cp ... Cp

Se numeste matricea de trecere de la baza B la baza B’.
Teorema 7. Matricea de trecere de la o baza la alta este nesingulara.

Teorema 8. Fie dim V = n, iar C matricea de trecere de la baza B la baza B’. Daca x € V, are
coordonatele (%,X,,...,X,) Tn baza B si are componentele (X,,X,..., X, ), n baza B, atunci

X X
X | . X,
Xe1 = CXeyS1 Yoy = C71X[B]’ unde xg =| " |, iar xg. =|
X, X,

Aplicatia 4. Fie B={e, =(-11),e,=(2,3) }si B'={ f,=(L3),e,=(3,8) }.

a) Sa se verifice daca sistemele de vectori B si B’ formeaza baze.
b) Sa se gaseasca matricea de trecere din baza B in baza B’.
¢) Dacd Xg,=(2,1), gasiti coordonatele lui x in baza B.

d) Dacd X =(-10), gasiti coordonatele lui X in baza B’.

Dimensiunea unui subspatiu vectorial

Teorema 8. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n si S un subspatiu vectorial al lui V.
Atunci:

a) dim, (S) = dim, (V) daci si numai dacaV = S;
b) dacé S este subspatiu propriu al lui V, atunci dim, (S) < dim,(V);
c) S admite un suplement S; si avem:
dim, (V) = dim,(S) + dim, (S1).
Teorema 9. (Grassmann) Daca S, si S, sunt subspatii vectoriale finit dimensionale ale lui V,

atunci
dimK(Sl + SZ) = dimK(Sl) + dimK(SZ)-dimK (Sl N SZ).
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Cursul 4
Matrice. Rangul unei matrice.
Rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare.
Metoda eliminarii a lui Gauss

Definitie O matrice m x n este o serie de mn intrari, numite elemente, aranjate in m linii si n
coloane. In cazul in care o matrice se noteazi cu A, elementul din randul i si coloana j se
noteaza cu @; si matricea se scrie

8, ... A,

mi T mn
Exemple de matrice

e Matrice1x3 (1 2 3)

2
e Matrice 3x1 5
6

. 2 4
e Matrice 2x2

10

1 0 2
e Matrice 3x3 -1 3

5 1

O matrice pdtratica este o matrice in care numarul de linii m este egal cu numarul de coloane n.

Egalitatea a doua matrice. Egalitatea a doua matrice inseamna ca, daca A si B sunt egale, atunci
fiecare este o copie identica a celeilalte.

1 2 3) . 1 2 3 ) o
Ex. A= si B= . Aflati x astfel incat A=B.
0 -1 2 0 x 2

Adunarea a doua matrice. Adunarea de matrice A si B este definitd numai in cazul matricele au

acelasi numar de randuri si cu acelasi numar de coloane. Sa consideram A = [ai j] si
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B = [b”.]sé fie matrice m x n. Matricea m x n formata incat elementul din linia i si coloana j

este a; +b, pentru fiecare i si j este matricca A + B .

1 2 1 0 2 2
Ex. Pentru A= ,B= , A+B=
3 4 -1 1 2 5

Inmultirea unei matrice cu scalari. Sa consideram matricea m X n, A = [ai j] si A un scalar

(real sau complex). Tn cazul in care A este inmultit cu A, si se scrie LA, fiecare element din A este
inmultit cu A pentru a obfine matrice m X n,

A = [ 2a;].
. 1 2 3 2 4 6
Ex. Pentru 1=2s1 A= , AA= .
0 -1 2 0 -2 4

Inmulfirea matricelor. Este important si observati ¢, atunci cand produsul AB este definit,
produsul BA este in general diferit sau poate sa nici nu fie definit.

Se pot inmul{i matrice de tip mxn cu matrice nxp, iar rezultatul este o matrice de tip mxp.

1 0 2
Ex. A= 45 , B =| 2 |. Rezultatul este

3
1.1+0-2+2-3 7
A-B= = .

(-)-1+4-2+5-3 22

1 -5
. 10 1 0 1 . ..
Tema 1. Fie A:(Z 3),8:(0 J,C:( 3),D: 4 2 |. Determinati care inmultiri pot fi

1 0

efectuate si in acest caz calculati: AB, BA, AC, CA, ABC, CAB, AD, DA, CD, DC, ACD, DAC.

Transpusa unei matrice. . Sa consideram matricea m x n, A = [a;;|. Atunci transpusa lui A,

notati de AT este matricea obtinuta schimband liniile in coloane pentru a produce o matrice
nxm, AT =[aji].

1 2) 1 3
Ex. A= JA = )
3 4 2 4
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1 2
10 -1) .
A= A=l 0 1.
2 1 3
-1 3

Determinantul unei matrice. Fiecare matrice patratica, are ca element asociat un singur numar
determinant al lui A. Daca A este o n xn matrice, determinantul lui A este indicat prin afisarea
elementelor lui A intre doua bare verticale, dupa cum urmeaza:

8 ..o

anl cee a

nn

2
Ex. Determinant de ordinul 2. ‘:1-(—4)—2-5:—14.

:

Determinant de ordinul 3
1 01
2 3 4=13-6+2-2-1+(-1)-0-4-1-3-(-1)-4-2:1-6-0-2=18+4+3-8=17
-1 2 6
1 01
2 3 4

Rangul unei matrice. Fie Ae M, (C) o matrice nenuld. Spunem ca matricea A are rangul r

si notam rang A=r, daca A are un minor nenul de ordin r, iar toti minorii lui A de ordin mai
mare decét r (daca exista) sunt nuli.
Aplicatie. Calculati rangul matricelor
1 2 1 0
1 3 1 0 2
A=|1 0], B= , C= ,D=| 3 4].
0 4 31 4
1 -1 2

N W O

-2

*

. . ) . i A 1
Inversa unei matrice.Daci det A= 0, atunci A este inversabild si A™ = m A
€

1 2
Ex. Calculati inversa matricei A= (3 J :
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1 2 ) ) .
o (detA= 3 1 =1-6=-5#0, deci A este inversabila.

[ ] AT:13
2 1

e Complementii algebrici
Oy = (_1)1+l 1=1 6, = (_1)1+2 2=-2
5y, =(-D)*"-3=-3 6, =(-1)"*1=1

. 1 -2
[ ] A =
S

Aplicatie. Calculati inversa matricei A=

o N
=)
2 WN

Aplicatie |a spatii vectoriale. Fie B={e, =(-11),e,=(2,3) }si B’={f,=(1,3),f,=(3,8) }.

a) Sa se verifice daca sistemele de vectori B si B’ formeaza baze.
b) Sa se gaseasca matricea de trecere din baza B in baza B’.
¢) Dacd X, =(2,1), gasiti coordonatele lui x in baza B.

d) Dacd Xg =(-10), gasiti coordonatele lui X in baza B’.

Sisteme de ecuatii liniare

Forma generald a unui sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute este:

A X FapX, +...Fa,X, =h
Ay X +ayuX, +...+a, X, =D,

2n""n

(1.1)
A X Fa,X +...+a,,X, =b,
unde:

® X, X,,...X, sunt necunoscutele sistemului,
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e numerele a;,i=1m, j=1n sunt coeficiensii necunoscutelor,
e Db,Db,,...b, sunttermenii liberi ai sistemului.

Unui sistem liniar Ti asociem urmatoarele matrice:

a11 a2 ... p
a a ...oa . . .
o A= 21 22 2n matricea SIStemU|UI,
1
. | matricea termenilor liberi.
b,,
X1
X )
° ,2 matricea HECUHOSCUtE|OI’,
X
a1 ap ... dp b
~ |a a ... a b i ) ) ) .
e A= 21 22 2n 2 matricea extinsa a sistemului care se obtine

adaugand la matricea A coloana termenilor liberi.

Definitia 1. Se numeste solutie a sistemului de ecuatii liniare un sistem ordonat de n
numere (oq,as...,an )t astfel incat inlocuind necunoscutele xq,Xp..., X, respectiv prin

aq,a9 ...,ap este verificata fiecare din ecuatiile sistemului.

Definitia 2. Un sistem este

= compatibil daca are cel putin o solutie,

= compatibil determinat daca are solutie unica,

= compatibil nedeterminat daca are o infinitate de solutii,
= incompatibil daca nu are solutii.

Metode de rezolvare a sistemelor liniare.
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1) Metoda lui Cramer permite rezolvarea sistemelor liniare de n ecuatii cu n necunoscute
avand determinantul asociat matricei sistemului nenul.

Teorema 1. Daca sistemul

a11X1+a12X2+"'+a1n n:bl
A X +a,X, +...+8,,X, =h,

2n"*n

(1.2)

auX +a,X, +...+a,x, =b,

are determinantul A nenul, atunci solutia sa utilizind metoda lui Cramer este (Xl,..., Xn), unde

AX. . — .o L. . . . A . .
X; =T,|:1,n, Ax;,i=1n fiind determinantul obtinut din A prin Tnlocuirea coloanei

corespunzatoare coeficientilor necunoscutei X;, i =1,n cu coloana termenilor liberi, adica

a1l a12 e a‘l,i—l bl a‘ZL,i+1 ce aln

a'21 a22 a‘2,i—1 2 a'2,i+l ce a'2n
AX; =

an1 a'n2 a‘n,i—l bn a‘n,i+1 ce ann

2) Metoda de rezolvare a sistemelor liniare de m ecuatii cu n necunoscute.

1) Se determina rang A.

ai]_ a'lZ cee ail’

2) Se alege un minor principal A = A1 - Gy
9 P P P .

arl arz arr

3) Se precizeaza: necunoscutele principale Xq,...,X, si secundare X, 1,Xry2...,Xp $i
de asemenea ecuatiile principale (ecuatiile 1,2...,r ) si ecuatiile secundare (celelalte
M—r ecuatii). Daca existd ecuatii secundare se calculeazd minorii caracteristici
(minorul obtinut din minorul principal, prin bordarea acestuia cu elementele
corespunzatoare ale coloanei termenilor liberi si cate una din liniile ramase); numarul

minorilor caracteristici este egal cu numarul ecuatiilor secundare si este egal cu m—r
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4) Se stabileste daca sistemul (1.1) este compatibil.
Teorema 2. (Teorema lui Rouche) Un sistem de ecuatii este compatibil daca si numai

daca toti minorii caracteristici sunt nuli.

Teorema 3. (Teorema Kronecker — Capelli). Conditia necesara si suficienta ca sistemul

si fie compatibil este ca rangA= rangA.

5) Daca sistemul este compatibil solutia sa se obtine prin rezolvarea sistemului principal
format din ecuatiile rezultate trecind in membrul drept termenii care contin
necunoscutele secundare si atribuind acestor necunoscute secundare valori arbitrare):
- dacd numarul necunoscutelor secundare este 0 sistemul este compatibil

determinat;
- dacad existd necunoscute secundare, sistemul este compatibil nedeterminat;

numarul necunoscutelor secundare arata gradul de nedeterminare.

3) Metoda transformarilor elementare (Metoda eliminirii a lui Gauss)

Metoda transformarilor elementare este de fapt procedeul de reducere a necunoscutelor,
scris, eventual, sub forma matriceala. In cazul sistemelor de doua ecuatii cu doud necunoscute,
aceastd metoda este de fapt metoda reducerii.

Exista 3 tipuri de transformari elementare

e Schimbarea a doua ecuatii;

e Inmultirea unei ecuatii cu un scalar nenul;

e Adunarea unei ecuatii inmultite cu un scalar la o alta ecuatie.
2X+3y=4

Exemplul 1. Rezolvati sistemul { .
—X+y=5

Sistemul Matricea extinsa si

transformarile elementare

2x+3y =4 2 3| 4
-X+y=5 -1 1|5
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\LLZ+%L1

2x+3y =4 2 3| 4
5} 5)
—y=7 0 — 7
2y 2 |
2x+£:4 2x=—2 :—1—1
5 5 5
= =
L L P U
5 5) 5
X—-3y+z=3
Exemplul 2. Rezolvati sistemul <—x+y+2z=2.
3x+2y-z=1
Solutie.
X-3y+z=3 1 -3 1 | 3
—X+Yy+27=2 -1 1 2 | 2
3x+2y-z=1 3 2 1|1
Ll
531y
X—=3y+z=3 1 -3 1 | 3
—-2y+3z=5 0 2 3 | 5
11ly—4z=-8 0 11 -4 | -8
11
¢L3+2L2
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X=3y+z=3 1 -3 1 | 3

-2y+3z=5 0 -2 3 | 5

5,3 00 22

2 2 2
x—3y+§=3 x:ﬁ
25 25
39 4
—-2y+3-—=5=>y=——.
y 25 y 25
39 39
1=— 1=—
25 25

Calculul inversei unei matrice prin metoda transformarilor elementare.

Aplicatie. Sa se determine inversele matricelor

2 3
a) A=
5 1
2 -1 1
b) A=11 2 -3
3 1 -1
Solutie. a) | 1 0 |_2»L2—g~|_l 2.3 1 10 L %-Lz
olufie.
| 1 0 8 | 3 1
2 2
23] 1 0 20 -2 8 o 1 3
5 5 LoL-3L, 13 13 Lok 13 13
13 13 13 13
13
Deci At=| 1B 13
5 2

13 13
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2 11 | 100) wupe |27 L1100
Lol—L, 5 7 1 L
b1 2 3] 010 B0 2 Sl 2 1 o tekhy
3 1 -1]00 1
0o 2 5, .84
2 2 2
2 -1 11 1 00 2 -1 1 | 1 00
2 L
0§_Z|_E10 Lol 01—Z|—EEO Lol
2 2 2 c O———
00 1 | -1 11 00 1 | -1 -11
2 2
2 1 1] 1 0 0 2001 ¢ 0 ¢
1
010|_§_1%%010|_§_1% Lok
00 1] -1 -1 1 001 -1 -1 1
100 & ot 1 51
5 5 5 5
010 -2 | peciar=|-8 1 1|
S 5 5 5
001 -1 -11 111

Calculul rangului unei matrice prin metoda transformarilor elementare.

Se efectueaza transformari elementare asupra matricei pand cand toate elementele devin nule cu
exceptia unor elemente de pe diagonala principald care devin unu. Rangul matricei este numarul
elementelor 1 de pe diagonala principala.

Aplicatie. Determinati rangul matricelor

1 2 3
1 2 3 12
a) A= ; b) A= ;C) A= 2 1 -1].
3 4 2 8
-1 3 2

Solutie.

a) 12) s 5 1 2 ﬁ) 12 —2C2h Lo = rang A=2
3 4 0 -2 01 01 |
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Lector univ. dr. Cristina Nartea

3 12 LolL-21, 3 12 Lo, 1 4\ . o 10
I TN —>3 — 526G 0 0™ rang A=1.

2 8 0 0
1 2 3
L—L,-2l, L—>L+ L
2 1 _1 L3—>L3+Ll 3 3 2
13 2
L2 3 Lﬁ(—ggj-Lz 12 3
0 3 7 |—mlt fo g 7| _ese
3
0 0 —2—30 00 1
10 3 100 0o
01 L] eoae g g L] 995" g 1 g A=3
3 3 —=rang A =3.
00 1 00 1 001

In practica, pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare, proceddm astfel: se efectueaza
transformari elementare asupra matricei extinse pana cand toate elementele de sub diagonala
principala devin nule.

Pe parcursul algoritmului pot apdrea urmatoarele situatii:

coeficientii unei ecuatii devin toti nuli, iar termenul liber corespunzator este nenul, caz in
care sistemul este incompatibil;

coeficientii unei ecuatii sunt toti nuli si termenul liber corespunzator este nul, atunci
ecuatia respectiva este consecinta a celorlalte (deci inutila).

Metoda transformarilor elementare consta in reducerea sistemului (1.2) la un sistem mai simplu,
urmand pasii

Pasul 1. Se schimba ecuatiile intre ele astfel incat prima necunoscuta x, are coeficientul nenul in

prima ecuatie, adica a,, #0.

Pasul 2. Pentru fiecare i>1, se aplica operatia

Li - _a1'1|-1 +a11Li
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Adica se inlocuieste ecuatia i cu ecuatia obtinuta din inmultirea primei ecuatii cu —a,, ,

inmultirea celei de a i ecuatii cu @, si adunarea acestora.

Se obtine asfel o forma echivalenta a sistemului (i.e. are aceeasi solutie)

X +ta X, ...+ aX, =h

n

8, X), .ot 8 X

A, Xj, +oo A X, =by,

X;, este prima necunoscuta cu coeficient nenul dintr-o alta ecuatie in afara de prima. Se continua

procedeul pana cand se ajunge la forma echivalenta

X ta X+ +a,X, =b

a. X +...... +a, X =D
:212 iz 2n"n 2 (1.3)

a; X; +...+a,X, =b

Am notat coeficientii cu aceleasi litere ca in sistemul (1.2), dar in mod evident ei reprezinta alti
scalari.

X+2y=3

Aplicatia 1. Sa se rezolve sistemul .
3x+6y=9

Solutie.

1 2] 3) ., (1 2] 3
2 1 )
3619 00| O
Deoarece ultima linie este numai cu zerouri, inseamna ca ecuatia corespunzitoare este inutila. In

acest caz, r=1<2=n, deci sistemul este compatibil nedeterminat cu 2-1=1 necunoscute secundare.
Fie aceasta y. Atunci solutia sistemului are forma

{(3-2y,y).yeR}.
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-X+2y=4

Aplicatia 2. Sa se rezolve sistemul .
-3x+6y=9

Solutie.

-1 2| 4y ., (1 2] 3
2 1 )

-3 6 | 9 0 0| -3

Sistemul este incompatibil

2X+y—-2z+3w=1
Aplicatia 3. Sa se rezolve sistemul {3Xx+2y—z+2w=4 .
3X+3y+3z-3w=5

Solutie.
2 1 2 3 |1 21 -2 3 |1
L, »>-3L,+2L,
32 -1 2 4l—Losuen g 1 4 g | 5
333—35 0 3 12 -15 | 7
21 -2 3 1
—Lo% 510 1 4 -5 | 5 |. Sistemul este deci incompatibil.
00 0 O | -8
X+2y-3z2=4
X+3y+z=11

Aplicatia 4. Sa se rezolve sistemul .
2X+5y—-4z=13

2X+6y+2z=22

Solutie.

12314y (12 -3]4 12 -3 4
13 1 | 11| B23eb fo1 4 | 7| boyb (001 4 |7
2 5 -4 | 13 01 2 | 5 00 2 | 2|
2 6 2 | 22 02 8 | 14 00 0 | O
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X+2y—-32=4
Deci, sistemul este echivalent cu y+4z =7. Din ultima ecuatie, aflim z=1. Tnlocuind in a
21=2
doua ecuatie, se obtine y=3, iar apoi, din prima ecuatie X=1. Deci, sistemul are solutie unica, iar

solutia sistemului este {(1 3,1)} .

X+2y—2z+3w=2

Aplicatia 5. Sa se rezolve sistemul < 2x+4y—-3z+4w=5
5X+10y -8z +11lw =12

Solutie.

1 2 -2 3 | 12 -2 3 |2
L,—>-2L+L,
2 4 3 4 | 5|—==4L 500 1 2|1
5 10 -8 11 | 12 00 2 4] 2
12 -2 3 |2
—h>2ts 510 0 1 -2 | 1.

00 0 0 | O

Deci r=2<4=n. Avem 4-2=2 necunoscute secundare. Sistemul are forma echivalenta

X+2y—-2z+3w=2
z-2w=1

Solutia sistemului este {(4 —2y+W,y,1+2w,w),y,we R} .

Interpretare geometrica. Pentru un sistem de doud ecuatii cu doud necunoscute

ax+by=c
a,x+b,y=c,
pot aparea trei situatii

a) Sistemul este incompatibil;
b) Sistemul are solutie unica;
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c) Sistemul este compatibil nedeterminat.
Reprezentarea grafica in plan a unei ecuatii de forma ax+by =c este o dreapta. Interpretarea

geometrica a situatiilor de mai sus este

a) Cele doua drepte sunt paralele;
b) Cele doua drepte se intersecteaza intr-un singur punct;
c) Cele doua drepte coincid.

Tema. Sa se rezolve sistemele

X+2y—-3z=-1
a) 3x—-y+2z=7 ;
O9X+3y—-4z=2
2Xx+y—-2z=10
b) <3x+2y+2z=1;
SX+4y+3z=4
X+2y—-32=6
C) 2x-y+4z=2
4x+3y—-2z=14
X—3y+4z-2w=5
d) 2y+5z+w =2.
y—-3z =4
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Cursul 5

Aplicatii liniare

Definitial. Fie V/K si W/K doua spatii vectoriale. O aplicatie (functie) sau transformare
(termenul ingineresc) T : V — W se numeste liniara daca:

a) T(x +y) =T(x) + T(y), VX, y € V (aditiva);

b) T(a - X) = aT(X), VX € Vsi Va € K (omogena).

Aplicatii (transformari) liniare apar si in fizica.
Propozitia 1. T : V — W este operator liniar daca si numai daca Vo, feR, VX yeV,

T (ax+By)=aT (x)+ AT (y).
Demonstratie. “="T (ax+ BY) =T (ax)+T (By)=aT (x)+ LT (y).
“<” Considerand a=£=11InT (ax+,3y) =aTl (X)+,BT (y) se obtine proprictatea a)

din definitia functiei liniare. Pentru « € R arbitrar si =0 se obtine b).

Exemplu.
1 oaie "
T
—————p
) T
T .TI 1 .I ,'f]
2 b 3
Proprietdti

1.7(0,) =T(0x) = 0T(x) =0,.
2. T()=T((1) - ¥) = C)T(X) =-T(x) .

n n

3. T (Z o, XiJ = Z o T (Xi ) . Se demonstreaza prin inductie matematica.
i=1 i=1

4. Daca T este bijectie, atunci T este operator liniar.

Definitia 2. O aplicatie liniarda T : V — V se numeste endomorfism.
Notam cu L(V ,W) multimea tuturor aplicatiilor liniare definite pe V cu valori in W si cu

L (V ) mulfimea endomorfismelor pe V.
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Definitia 3. O aplicatie liniarda T : V — K se mai numeste functionala liniara.
Observatie. L(V, W) este spatiu vectorial in raport cu adunarea functiilor si cu inmultirea
cu numere (scalari).

Exemple. 1. Fie T:R?> —>R® T(x,X%,)=(X +2%,,X,,X, —X,). Verificati daca T este
aplicatie liniara.

Solugie. T(X+Y) =T (X + Y1, % +¥,) = (X + Y, + 206G +Y,). % + Yo, (X + Y1) = (% +Y,)) =
:(x1+2x2+yl+2y2,xz+y2,x1—xz+y1—y2)

T +T(Y) = (X +2%, X, X =% )+ (Vi +2Y5, Yo Vi = Y, ) =
:(x1+2x2+yl+2y2,xz+y2,x1—xz+y1—y2)

Rezultaca T(X+y)=T(X)+T(y). (1)
T(ax):T(a(Xl,Xz))=T(aX1,0{X2)=(a'X1+20{X2,0{X2,05X1—05X2).

aT (X) = aT (X, %, )= - (X, +2X%,, X, % —X, )= (ax, + 20X, aX,, ax, — axX,).

Rezultid ca T(ax) = aT (X). (2)

Din (1) si (2) rezulta ca T este aplicatie liniara.

2. Verificati daci T:R®—>R®, T(X,X,,X;)=(5X +X, +X5,X, —X,,—X, +X,) este
aplicatie liniara.

3. Fie F:R® - R® proiectia pe planul (xOy), F(X,y,z)=(X,y,0). Verificdm ca F este
liniara.

Fie v, :(Xv Yo Zl) $1V, :(X2’ yzyzz) . Atunci
F(V1+V2):F(X1+szy1+Y2’Zl+22):(xi+xsz1+y2’O):(X1’Y110)+(X21y2’0):
=F(v,)+F(v,).

Pentru ¢ eR si v=(x,Y,2),

F(av)=F(ax,ay,ay)=(ax,ay,0)=a(x,y,0)=aF (x,y,z).

Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare

Definitia 4. Se numeste nucleul aplicatiei liniare T : V — W, notat Ker T, multimea
elementelor lui V care prin T trecin 0eW

KerT={veV/T(v)=0,}.
Se numeste imaginea aplicatiei liniare T : V — W , notatd Im T, multimea valorilor din
W
ImT ={ueW/3aveV,T(v)=u}.
Teorema l. Fie T:V — W o aplicatie liniard. Atunci imaginea lui T este un subspatiu al
lui W, iar nucleul lui T este subspatiu al lui V.
Aplicatie. Fie T :R® — R® o aplicatie liniara definita prin
T(X,Y,2)=(Xx+2y—-2z,y+2,x+y—22).

Gasiti o baza si dimensiunea lui

a) ImT;

b) KerT.
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Solutie.
a) Imaginea generatorilor lui R® genereazi imaginea lui T.
T (1, 0, O) = (1, 0,1) T (0,1, 0) =(21 1) LT (0, 0,1) = (—1, 1, —2) . Formam matricea care

contine pe coloane acesti vectori si 1i detreminadm rangul.

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1} ¢oc2c (1 00
01 1 |—52kbyi0 1 1 |—5k2ktyi0 1 1 |—=2%9 4510 1 1
1 1 -2 0 -1 -1 0 0 O 0 0O
1 00
—&%2GG 10 1 0. Deci rangul este 2, adica dim Im T=2, iar 0 baza a lui ImT este
0 0O

formati din {(1,0,0),(0,1,0)} sau {(1,0,1),(2,11)}.
b) Cautam (X,y,z) astfel incat T(x,y,z)=0, adica

T(x,y,2)=(x+2y—-2z,y+27,x+y—-22)=(0,0,0) =
X+2y-z=0 12 -11]0 1 2 -1]0
y+z=0 =|0 1 1 | O|—=2b /0 1 1 | O
X+y—-2z=0 11 -2 1] 0 0 -1 -1]0
12 -11]0
L—>L-L, . X+2y-z=0 . U
—=>=3 50 1 1 | 0|. Adica S0 Singura variabilda libera
+7Z=
00 0 | O y

(secundara) este z, deci dim Ker T=1. O baza se obtine considerand, de exemplu, z=1.
Atunci y =—1,x=3. Deci o bazi a lui Ker T este {(3,-11)}.

Propozitia 2. Fie T : V — W o aplicatie liniard. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) T este injectiva,
2) KerT={0,};
3) T transforma orice mulfime de vectori liniar independenti intr-o mulime de
vectori liniar independenti.
Propozitia 3. O aplicatie liniard T : V — W este surjectiva daca transforma orice sistem
de generatori ai lui V intr-un sistem de generatori ai lui W.
Definitia 5. O aplicatie liniara bijectiva T : V — W se numeste izomorfism.
Spatiile V si W se numesc izomorfe daca exista un izomorfism T:V — W..
Un endomorfism bijectiv T : V — V se numeste automorfism.
Teorema 2. Orice K-spatiu vectorial de dimensiune n este izomorfcu K",
Corolarul 1. Orice doua spatii vectoriale peste corpul K, finit-dimensionale, care au
aceeasi dimensiune sunt izomorfe.
Observatie. a) V, = R®;
b) Spatiul polinoamelor R, [X]=R"";

c) Spatiul matricelor M, (R)=R™.
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Definitia 6. Fie T : V — W o0 aplicatie liniara.

e Se numeste defectul lui T dimensiunea nucleului lui T.

e Se numeste rangul lui T dimensiunea imaginii lui T.
Teorema 3. (teorema rangului) Fie V si W spatii finit dimensionale peste corpul K si
T:V — W o aplicatie liniara. Atunci

dimV = defect(T)+rang(T).
Matricea asociata unei aplicatii liniare in raport cu doua baze

Definitie. Fie T: V— W, T €L (V,W), cudimV =n, dimW =m.
Fie B = {e,,....e,} ©V o baza a spatiului vectorial V, B> = {f,...,f } cW obazia

spatiului vectorial W. Matricea A, = (aij) construitd astfel incat pe coloane sunt

coordonatele vectorilor T (e,), T(e,),...,T(e,) Tn baza B’ se numeste matricea asociatd
lui T in raport cu bazele B si B’

Exemplu. Fie T:R* = R®, T(x,X,)=(X +2X,,X,,% —X, ). Scrieti matricea asociata lui
T in bazele canonice.

Solutie.

Baza canonici din R? este B = {(1,0), (0,1)}.

Baza canonici din R® este B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

T(10) =(1,0,1)=1-(1,0,0)+0-(0,1,0)+1-(0,0,1)
T(01)=(21-1)=2-(1,0,0)+1-(0,1,0)-1:(0,01)

1 2
A=[0 1
1 -1

Teorema 4. Fie T : V — W o aplicatie liniara cu dimV = n, dimW = m. Fie

B = {e,...e,} =V o bazd a spatiului vectorial V, B> = {f,..,f }cW o baza a
spatiului vectorial W, iar A, = (aij) matricea asociatd lui T n raport cu aceste baze.

m,n

Dacd X, X,,..., X, sunt coordonatele unui vector x dinV, iar y,,..., Yy, sunt coordonatele
vectorului T (x) din W, atunci

=A | (1.1)

Ym X,

Legdatura intre operatiile cu aplicatii liniare §i matricele asociate.
Fie T,T,,T, e L(V,W). Atunci

a) (T,+T,)(x)= (Arl +A )X; (adunarea aplicatiilor)
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b) (aT )(X) = (OtAr ) X; (inmultirea cu scalari)

c) Compunerea  aplicatiilor. Daca T,eL(UV)T,eL(V.W), atunci
T,0T € L(U ,W) s A=A A

d) Inversarea aplicatiilor. Daca T e L(V,W) este bijectiva, atunci A= (A )71.

Modificarea matricei unei aplicatii la schimbarea bazei.
Teorema 5. Fie V si W doua spatii vectoriale finit dimensionale peste corpul K. Fie E si
G doud baze in V si F si H doua baze in W. Fie C matricea de trecere de la baza E la

baza G, iar D matricea de trecere de labaza F labazaH. Daca T e L(V,W), notam cu
A, matricea asociata lui T Tn raport cu bazele E si F si cu B, matricea asociata lui T Tn
raport cu bazele G si H. Atunci B, =DAC.

Aplicatii. 1. Fie  T:R®* 5 R?, T(X,%,,X;) = (3%, +2X, +X5,2%X — X, + Xg, X, — X, +2X, ).
Scrieti matricea asociata lui T in bazele canonice.

2. Fie T:R*5R®, T(X,X,%;) = (5% +2X, +X;,2X — X, +2X;,% — X, + X, ). Scrieti
matricea asociatd lui T in bazele canonice.

3. Fie T:R* > R? T(X,X%,)=(2% —3x,,2x,—X,). Scrieti matricea asociata lui T in
bazele B ={(1,2),(0,1)} si B'={(2,3).(-12)}.

4. Fie T:R® > R? T(X, Xy, %) =(=2% +2X, +X;, X, — X, +2X,). Scrieti matricea
asociata lui T in bazele B={(1,0,2),(-14,0),(0,1,0)} si B'={(11),(21)} .
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Cursul 6

Valori si vectori proprii pentru endomorfisme

Polinoame de matrice si de endomorfisme

Consideram un polinom f(t) pesteuncorp K, f(t)=at"+...+at+a,. Daca A

este 0 matrice patratica peste corpul K, definim
f(A)=a,A"+...+aA+al,,

unde I, este matricea unitate. Spunem ca A este rddacina a polinomului f(t) daca
f(A)=0

1 2
Exemplul 1. Fie A:(3 4} si fie  f(t)=2t>-3t+7 si g(t)=t>-5t—2. Atunci

, 1 2 (1 2) _(1 0) (18 14) |
f(A)=2A"-3A+71,=2 | -3 +7 - si

3 4 01 21 39
, 1 2y (1 2 1 0) (0 0 . e
g(A)=A"-5A-2I, = -5 -2 = . Deci A este radacina a
3 4 3 4 01 00
lui g(t).

Sa considerdm T :V —V o0 aplicatie liniara pe spatiul vectorial V peste K. Daca
f(t)=at"+...+at+a,, atunci definim f(T)=aT"+...+aT +a,l, unde | este

aplicatia identitate. Spunem ca T este raddacina a polinomului f(T) daca f (T) =0.

Daca A este reprezentarea matriceala a lui T , atunci f(A) este reprezentarea
matriceald a lui f(T). In particular, f(T)=0 daci si numai daca f(A)=0.

Definitii. Proprietati
Definitia 1.
e FieT:V— V,Tendomorfism (transformare liniara).

Un scalar 1 €K, se numeste valoare proprie pentru T daca exista veV , v #0,,
astfel Tncat
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T(V)=41-V.
e Vectorul v se numeste vector propriu al endomorfismului T.

e Multimea tuturor vectorilor proprii este un subspatiu al lui V, numit subspatiu
propriu asociat valorii proprii A,

V,={veV/T(v)=Av}.

Definitia 2. Fie VIK spatiu vectorial, SV un subspatiu vectorial si 7 - V' — V un
endomorfism. Subspatiul S se numeste subspatiu invariant in raport cu T daca T(S)

S,unde T(S) = {T(x) | x e S} :
Observatie. Daca A este valoare proprie a endomorfismului T, atunci multimea tuturor
vectorilor proprii corespunzatori lui A la care addugam si vectorul nul, notatd cu V, este

un subspatiu vectorial invariant in raport cu T.

Dimensiunea acestui subspatiu vectorial se numeste multiplicitatea geometrica a valorii

proprii A siovomnota r, .

1 2
Aplicatia 1. Gasiti valorile si vectorii proprii ai matricei A= (3 2] :

X
] astfel Tncat Av=Av. Adica
y

Solutie. Cautam un scalar A si un vector nenul V=[

1 2)\(x X
(3 2]( ] = /1( ] . Ecuatia matriceala este echivalenta cu sistemul omogen
y y

{x+2y:2x :{(ﬂ—l)x—Zy:O | L.1)

3X+2y=1y |-3x+(A-2)y=0

Sistemul omogen are solutii nenule daca si numai daca determinantul matricei
coeficientilor este 0.

A-1 =2
-3 A1-2

‘z/lz —34-4=0. Astfel, valorile proprii sunt 4 ,=4 si 4 ,=-1.
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- . . . 3x—2y=0
Inlocuind  pe A,=4 in  (1.1), obtinem =3x-2y=0
-3Xx+2y=0

X 2
=3X=2y=> X= % y. Putem alege y=3. Astfel, v= (yj = (3} este un vector propriu
nenul pentru valoarea proprie 4 ,=4.

~ ) . ) —-2x—-2y=0
Inlocuind pe A ,=-1 in (1.1), obtinem = X+y=0=x=-y. Putem
-3x-3y=0

X 1

alege y=-1. Astfel, v =£ j :[ J este un vector propriu nenul pentru valoarea proprie
y —

A,=-1.

Teorema 1l. Fie T: V — V o aplicatie liniara definita pe spatiul vectorial V peste corpul
K. Atunci 1 €K este o valoare proprie a lui T daca si numai daca aplicatia A1 —T este
singulara. Spatiul vectorilor proprii pentru A este nucleul lui A1 -T .

Teorema 2. Vectorii proprii corepunzatori valorilor proprii distincte sunt liniar
independenti.

Diagonalizare si vectori proprii

Fie T': V— V o aplicatie liniara pe un spatiu vectorial V cu dimensiune finita n. T poate

A 0 ... 0
, . , 210 4 ... 0 , , ,
fi reprezentata printr-o matrice diagonala oo . | dacd si numai daca exista
0 0 ... A4
baza {v,,...,v,} dinV pentru care
T (Vl) = /11\/1
T (Vz) = /12\/2
T(v,) = AV,

astfel incat vectorii {v,,...,v,} sunt vectorii proprii ai lui T corespunzitori valorilor
proprii {A4,...,4,}.

Teorema 3. Unendomorfism 7: V' — V' poate fi reprezentat printr-o matrice diagonala
B daci si numai daca V are o bazi constind in vectori proprii ai lui T. Tn acest caz
elementele diagonale ale lui B sunt valorile proprii corespunzatoare.

3
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In teorema anterioara, daca consideram P matricea ale cérei coloane sunt cei n vectori

proprii liniar independenti ai lui A, atunci B=P™AP.

1 .
Aplicatia 2. Sa consideram matricea A= (3 2} . In Aplicatia 1 am vazut ca doi vectori

2 1 2 1
proprii liniar independenti sunt v, = (SJ s1V, =[ 1] .Atunci P = (3 J, iar

1

5

Pt= . Atunci A este similara cu matricea diagonala

5

glw gk

1
B 5 (1 2)(2 1) (4 0
B=PAP= - .
23 2J{3 -1) (0 -1

5

Elementele de pe diagonala principala a matricei B, 4 si -1 sunt valorile proprii.

Polinomul caracteristic

&; &, ... G

- . - . - s a'21 a22 tee aZn
Sa consideram o matrice patratica A=

a; 4d,, ... d,

Matricea A—Al,, unde |, este matricea unitate de ordinul n se numeste matricea

n
caracteristica a lui A si are forma

-4 A, ...,
Al = a, ay—-A ... @,
a, a, ... a,—-4

Determinantul ei,
AL(2)=det(A—Al)
este un polinomin A, care se numeste polinomul caracteristic al lui A.

An(A)=det(A—41,)=0 se numeste ecuatia caracteristicd a lui A.
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1 3 0
Exemplul 4. Polinomul caracteristic pentru matricea A=| -2 2 -1 este
4 0 -2

1-2 3 0
An(A)=det(A-2l)=| 2 2-2 -1 |=-2*+27-22-28.
4 0 -2-2

Teorema 4 (Cayley — Hamilton). Orice matrice este o radacind a polinomului siu
caracteristic.

1 2
Exemplul 5.  Polinomul caracteristic ~al  matricei Az[3 2} este

1-14 2

3 2-2
Asa cum era de asteptat conform teoremei Cayley-Hamilton, A este radacind a acestui
polinom.

A(A):[; 3‘3@, 9‘4@ ﬂz(g gj

Teorema urmatoare indica un procedeu efectiv de determinare a valorilor si vectorilor
proprii.

An(2)=det(A-2l,)= =22 -31-4.

Teorema 5. Fie A o matrice patratica de dimensiune n peste corpul K. Un scalar 1 e K
este valoare proprie a lui A dacid si numai daca A este radacind a polinomului
caracteristic al lui A.

Teorema 6. Fie V/K spatiu vectorial, 7 - V' — V, T endomorfism, dimV = n. Atunci T are
cel putin o valoare proprie si vector propriu.

. . 1 4
Aplicatia 3. Fie matricea A= (2 3}.
a) Gasiti valorile si vectorii proprii corespunzatori.
b) Gasiti o matrice inversabila P astfel incat P"'AP sa aiba forma diagonala.

1-2
2 3-1
radacinile 5 si -1. Acestea sunt valorile proprii ale lui A. Calculam acum vectorii proprii.

Solutie. a) A-Al, :( J Polinomul caracteristic este A°—41-5, care are
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-4 4
I.  Pentru 4, =5, matricea A-A1l, =( 5 Zj. Vectorii proprii i1 determindm

R ) -4 4 \(x 0 )
rezolvand sistemul (A-Al,)v=0= =l |, i.e.
2 —2)ly) " lo
—x+4y=0 X 0=>x=y=V {(x X), X R} Un vector propriu
:> —_ = = = y y (S .
-2y -0 y Y=V, prop

corespunzator lui 4, =5 este (1,1).

. 2 4
I[l.  Pentru A,=-1 , matricea A—M2=(2 4). Vectorii proprii i1 determindm

A . 2 4)\(x 0 i
rezolvand sistemul (A-Al,)v=0= = |, i.e.
2 4)\y 0
2XHAY=0 oy 0 = x=—2y=V {(-2y.y).yeR}. Un vector
= = =— =1(-2y,y),yeR{.
2x+4y =0 y Y=V,oa y.¥)y
propriu corespunzator lui A, =—1 este, de exemplu (2,—1) .
1 2
b) Fie P matricea ale carei coloane sunt date de vectorii proprii P = (1 1} . Atunci
1 2
3 3 |1 4\1 2 5 0
B=piap=|3 3 - .
1 12 3)lt 1) o 1
3 3

Teorema 7. Criteriul general de diagonalizare. Un endomorfism este diagonalizabil daca
si numai daca

e T are n vectori proprii liniar independent;
e Polinomul caracteristic are toate radacinile in K, iar multiplicitatea geometricd a
fiecarei valori proprii este egald cu multiplicitatea sa algebrica.

1 -3 3
Aplicatia 4. Fie matricea A=|3 -5 3.
6 6 4

a) Gasiti valorile i vectorii proprii corespunzatori.
b) Poate fi matricea A diagonalizata? De ce?
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1-4 -3 3
Solutie. a) Polinomul caracteristiceste | 3 -5-1 3 :—(/1+2)2(/1—4) , care are
6 -6 4-1
radacinile -2 si 4. Deci valorile proprii sunt -2 si 4. Multiplicitatea algebrica a lui -2 este

2, iar multiplicitatea algebrica a lui 4 este 1.

I.  Gasim acum o baza a subspatiului propriu al lui -2.

3 -3 3)\(x 0 3x-3y+3z=0

3 -3 3||ly|=|0|=:3x-3y+3z2=0 =>x-y+z=0

6 6 6)\z 0 6Xx—-6y+6z2=0
=x=y-2=V,={(y-2,y,2),y,2eR}.

Multiplicitatea geometricd a lui 4 =—2 este 2 si este egald cu multiplicitatea

algebrica. O baza a acestui spatiu este

{(11,0),(1.0,-1)}.

Il Gasim acum o baza a subspatiului propriu al valorii proprii 4, =4.

-3 -3 3)\(x 0 -3x-3y+3z=0
3 -9 3|ly|=|0|= 3x—9y+3z:0:3{
6 -6 0)\z 0 6X—6Yy =0

X+y—-z=0
2y—-z=0

X=Yy N

z2=2y V4:{(y'yaZY),YE]R}_

Sistemul are doar o variabila secundara = {

Multiplicitatea geometricd a lui A, =4 este 1 si este egald cu multiplicitatea

algebrica. O baza a acestui spatiu este

(112)).
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b) Pentru fiecare din valorile proprii, multiplicitatea algebrici este egalda cu cea

1 1 1
geometricd, deci matricea este diagonalizabila, iar P=[1 0 1. Atunci
0 -1 2
-2 0 0
P'AP=/ 0 -2 0.
0O 0 4
-3 1 -1
Aplicatia 5. Fie matricea A=| -7 5 -1].
6 6 -2
a) Gasiti valorile si vectorii proprii corespunzatori matricei A.
b) A este diagonalizabila? De ce?
-3-14 1 -1
Solutie. Polinomul caracteristiceste | -7  5-4 -1 :—(/1+2)2(/1—4),care are

—6 6 -2-1

radacinile -2 si 4. Deci valorile proprii sunt -2 si 4. Multiplicitatea algebrica a lui -2 este
2, iar multiplicitatea algebrica a lui 4 este 1.

I.  Géasim acum o baza a subspatiului propriu al lui -2.

-1 1 -1)(x 0 -X+y-z =0
-X+y—-z =0
-7 7 -1)ly|=|0|= —7x+7y—z:0:>{ 0
—X+ =
66 0)lz) 0] |-6x+6y =0 y

y =X
:{Zzozv_zz{(x,x,o),xdk}.

Multiplicitatea geometricd a lui 4 =—2 este 1 si nu este egala cu multiplicitatea

algebrica. O baza a acestui spatiu este

(Lo}

Il Gasim acum o baza a subspatiului propriu al valorii proprii 4, =4.

-7 1 -1)\(x 0 —Ix+y—-z=0

—/X+y-z=0
-7 1 -1||y|=|0|=>{-7x+y-2z=0 = <=0 .
6 6 -6)lz) (0 —6X+6y—62=0 -

8
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=V, ={(0,y,y). yeR}.

Sistemul are doar o variabila secundara = {

Multiplicitatea geometricd a lui A, =4 este 1 si este egald cu multiplicitatea

algebrica. O baza a acestui spatiu este

(0.1,

b) Pentru prima valoare proprie, multiplicitatea algebrica nu este egala cu cea geometrica,
deci matricea nu este diagonalizabila.

-1 3 -1
Aplicatia 6. Fie matricea A=| -3 5 -1].
-3 3 1

a) Gasiti valorile i vectorii proprii corespunzatori matricei A.
b) A este diagonalizabila? De ce?
c) Sase calculeze A%,

Indicatie. Valorile proprii 4, =14, =4,=2

Vectorii proprii (1,1,1), (1,0,3), (0,1,3)

A0 0
B=P'AP,B"=| 0 4 0 [|A"=PB"P™.
0 0 A4

Tema

1
c) Gasiti valorile si vectorii proprii corespunzatori.
d) A este diagonalizabila?
2. Gasiti valorile si vectorii proprii ai endomorfismului
TR >R T(xY,2)=(2x+Yy,y-z,2y+4z).

) ) 3 -1
1. Fie matrlceaA:(1 ]

4 -2 2
3. Fiematricea A=| -5 7 -5].
-6 6 -4

a) Gasiti valorile si vectorii proprii corespunzatori matricei A.
b) A este diagonalizabila? De ce?
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c) Sasecalculeze A*®.
Recapitulare
Rezolvarea ecuatiei de gradul I

ax+b=0a%0

Solutie. ax=-b = x = b :
a

Exemplul 1. 3x+2=0=3x=-2 :x:—g.

Exemplul 2. 5(x+1) =2(x—2) =5x+5=2X-4 =5x—-2x=-4-5.=>3x=-9

= x=->=-3,
3

Rezolvarea ecuatiei de gradul al 1l-lea  ax® +bx+c=0,a#0

Solutie. Se calculeazd A =b® —4ac

b+JA

l. Dacd A >0, ecuatia are raddcini reale, X, = >
' a

—b+iv-A

. Dacd A <0, ecuatia are raddcini complexe nereale, X , =

2a
Exemple. Rezolvati ecuatiile
a) X*—3x+2=0:b) X*-5x+6=0; c) X’ —4x+4=0.
Rezolvarea ecuatiei de gradul al I11-lea  ax® +bx*+cx+d =0,a=0.

~~~~~

Exemplu. Si se rezolve ecuatia X° —3x° +x+1=0.

Solutie. D, ={+1}

X X2 X x°
1 -3 1 1
1 1 -2 -1 0

10
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Cursul 7
Spatii euclidiene.

Produs scalar. Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt. Baze ortonormate

Produs scalar. Spatii euclidiene. Definitii. Exemple.

Definitial. Fie E un spatiu vectorial real. Se numeste produs scalar pe E o aplicatie
(X, y) > <x,y>:EXE —>R daca:

1) <x,y>=<y,x>, VX, Yy€E.

2)<X+Yy,2>=<X,2>+<y,2>, VX, Y,Z€E.

3) <M, y>=A<X,y>,VXYEE VLER .

4)<x,x>>0,VXEEsi<x,x>=0e x=0;.

Definitia 2. Se numeste spatiu euclidian orice spatiu vectorial real Tnzestrat cu un produs
scalar.

Proprietati: n orice spatiu euclidian (E,<,>), au loc urmitoarele proprietiti:

1) <X,y +2>=<x,y>+<X,Z2> VX\y,Z€E.

2) <X, \y>=A<X, y>, VX,y €EE, VieR.

3)<x, 0.>=0,vx€eE.

Demonstratie.

() (2) [6h)
1L <X, Yy+Z>=<Y+Z,X>=<Y,X>+<Z,X>=<X,Yy>+<X,Z>.

@ ® @
2. <KAY> =< AYX>=A<Y,X>=A<X, Y >.

@ €)
3. <X,0 >=<0,Xx>=<0-X,x>=0<Xx,x>=0.

Exemplul 1. Spatiul vectorilor liberi V, 1inzestrat cu produsul scalar obisnuit
<X, ¥>=%X-y=|x|-|] COS()?,/\Y) este spatiu euclidian.

Exemplul 2. Spatiul R" Tnzestrat cu urmatorul produsul scalar formeaza spatiu euclidian

<x,y>=zn:xiyi, VX=(X,.... %, ) € R, Wy =(Y,,.... ¥, ) eR".

i=1

Exemplul 3. Spatiul C([a,b]) al functiilor reale continue pe intervalul [a,b] nzestrat cu

urmatorul produs scalar formeaza spatiu euclidian
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<f,g >:T f(x)-g(x)dx, vf,geC([a,b]). (1.1)

Teorema 1. (Cauchy-Buniakovski-Schwartz) Daca (E, <, >) este un spatiu euclidian, atunci
<X, Y > X>-<Y,y> VX YyeE. (1.2)

Aplicatia 1. Fie V =R? spatiu vectorial real, iar X = ()(1, Xz) siy =(y1, y2) doi vectori din acest

spatiu. Sa se arate ca aplicatia <-,- > R*xR* >R, <X,y >=XY, +X,Y, este produs scalar.
Solutie. Verificam axiomele produsului scalar

1) <X y>=XY,+XY,, <Y, X>=YX+VY,X,. Deci<x,y>=<y,x> VX VyE R?.
2)<X+y,Z>:<(X1+yl,X2+y2),(21,22)>:(X1+y1)-21+(X2+y2)-22:

=X2Z + V2, + %2, +Y,2, = (XZ,+X,2,) +(V,Z,+ Y,2,) = <X,Z> + <VY,Zz2> VXY, Z€E R2.
3)<2~X’y> :<Z*(X1’X2)1(y11y2) >=< (lxl’/lXZ)i(yl’yZ) >=

AX Y, + A% Y, =AY, + % Y,) =A< XY >, VXE R* VAER .

4) <x,x>=x"+X.> 0,Vx€ R si

<XX> = 0o X X =0x=X=0<x=(0,0=0_,.

Norma. Spatii normate. Definitii. Exemple.

Definitia 3. Se numeste norma unui vector oarecare din spatiul vectorial real V
aplicatia|s||:V — R, care indeplineste urmatoarele proprietati

1) ||x|=0,vxeVsi|x|=0<x=0,;
2) ||A-X|=|A-|x]. VA eR, vxeV;
3) [x+y|<|X|+]y]. ¥x, y €V (inegalitatea triunghiului).

Spatiul V pe care s-a definit o norma se numeste spatiu vectorial normat.
Propozitia 1. Fie E spatiu euclidian real. Atunci

X[ =< X, x> (1.3)

este o norma si se numeste norma euclidiana.

Demonstratie. Verificam ca ||X|| =/< X, x> verifica axiomele normei.

1) [X|=y<xx>20; [X|=0< J<XX>=0<X,X>=0< X=0;
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2) ||ﬂ-x||:«/</1x,ix> :«//12 <X, X > =ﬁ~«/< X, x> =|4|-|x[, V2 e R, vx € E;
3) ||x+y||2 <X+ Y, XHAYS=<XKX>A2<XK, Y >+ <Y, Y ><

Cauchy—
Buniakovski—

Schwartz 9
< X2yl I = (D Il =[x+ v+ v vxoy <E.

Exemplul 4. Tn spatiul euclidianR" , inzestrat cu produsul scalar

<x,y>:zn:xiyi, VX=(X,.... %, ) € R, Wy =(Y,,.... ¥, ) eR",

i=1

norma revine la

X = z X2 (1.4)

Definitia 4. Fie E un spatiu euclidian. Atunci d (X, y)=|x—y| este o distanta (sau metrica).
Definitia 5. Fie E un spatiu euclidian, iar X,y € E doi vectori nenuli. Definim unghiul dintre
cei doi vectori:

—~\ <X Yy>
CoS(X,y|=———. (1.5)
(x3) [X]-[1v1

Aplicatia 2. Gasiti norma vectorului v =(3,4) e R* in raport cu produsul scalar uzual (norma

euclidiand).

Solutie. [V] = /3* +42 = /25 =5.

1
Aplicatia 3. Fie V spatiul vectorial al polinoamelor cu produsul scalar < f, g >:j f(t)-g(t)dt.
0

Fie f(t)=t+2 si g(t)=t*—2t—3. Gasiti

) <f,g>;
i) |f].

Solutie.
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4 2

: h p L t ot
i) < f,g>=[ft)-g)dt=[(t+2)- (" -2-dt=[(t*~7t-6)dt=| — 76t

4 2
0

L
.

i) ||f||2:<f,f>:jf(t).f(t)dt:j(t+2).(t+2)dt:% :>||f||:\/%_

Ortogonalitate. Baze ortogonale.

Definitia 6. Intr-un spatiu euclidian E, doi vectori oarecare x, y € E se numesc ortogonali
daca <x,y>=0 . Pentru ortogonalitate folosim notatia x L y.

Teorema 2. Orice sistem finit de vectori nenuli x,X,,...,X, dintr-un spatiu euclidian E,
ortogonali doi cate doi, este liniar independent.

Definitia 7. O baza €,€,,...,€, a unui spatiu euclidian E se numeste ortogonali daca €, L e; pentru

orice i # j. Daca in plus ||ei || =1,Vi=1n, baza se numeste ortonormatd.

In concluzie, o baza este ortonormata daca si numai daca

0 pentrui=j

<g,e,>=0; = L
! " |1 pentrui=j

Aplicatia 4. Normalizati vectorul U = (2,1, —1) din R3,

Solutie. ||u]|= /2% +1* + (-1)* = J6 . Vectorul normalizat este ﬁ-u = (%%—%) .

Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt

Teorema 3. In orice spatiu euclidian E finit dimensional existi o bazi ortonormata.
Demonstratie. Fie B={e,,e,,...,€,} o bazd alui E.
I Se construieste baza F ={f, f,,..., f,} ortogonali.
f,=¢e

f,=e,+a,f,. Sealege «,, astfel incat < f, f, >=0.
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o <fe>

<f,f,>=0=<f,6,>+a, <f,f>=0=>0a, = :
<f,f>

f=e,+0a, f+a,f,. Sealeg o, si a,, astfelincat < f, f,>=0si < f,, f,>=0.
<f,f;>=0=<f,e;>+0, <f, >+, <f,f,>=0.Dar <f,f,>=0

N < f,e>
Oy =——————
o<t >

<f,, f,>=0=<1f,e;>+ay, <f,, >+, <f,, f,>=0.Dar <f,, f,>=0

<f,e>

=0y = .
32
<f,, f,>

Pentru un element oarecare f avem f =¢ +a;f +a,f,+. ..+ f +..0 T s

) . — . .. . < f.e>

impunem conditiile < f,, f, >=0V k =1,i—1, iar de aici rezultd = ¢, = TS
<f., f,>

Il. Se normeazi baza F si se obtine baza ortonormata B'={e";} _ .

i=1,n

1
e\ =—:-f
o L
1
e, =—--f
L
1
e\ =—-T
| i
1
eln:_'fn
[l

Demonstrdm acum ci acesti vectori au norma 1. [e';] =

1 1 .
—-fil === f| =1 vi=1n.
%] H I
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Aplicargia 5. Folosind procedeul Gram-Schmidt sa se ortonormeze baza B a spatiului euclidian
R?:

B={e =(111).e,=(0,11),&,=(0,0,1)}.
Solutie.

I Se construieste baza F ={f,, f,, f,} ortogonala.

f,=e =(111)
<f,e > 2 222 211
f=e,—— 127 f=(011)-=-(1,11)=(0,11)-| =,£, 2 |=| -£,=,=|.
2 =% <f,f> " (011) 3( )=( )(333j (333)
1

<f, f,> " <f,f,>

oon-(334 43904

Il. Se normeazi baza F si se obine baza ortonormata B'={e"} .

< f . e > <f, e > 1 Q 211
fog-Sf&> <hg fzz(o,o,l)_g.(1,1,1)_%.(—5,g,§
3

o1 (1 1 Lj.
AR WNANN L
1 1 1
== f =0, |
T ( «Eﬁj

Definitia 8. Fie v siw doi vectori nenuli. Se numeste proiectia lui v pew pr,v =

<V, W>
"
Aplicaria 6. Gasiti proiectia lui v pe w dacd v=(1,-12) si w=(0,1,1) din R®.

6
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Solutie. pr,Vv= VW= ~W=£(0,1,1) =£O%%j

ol 2

Aplicatii.

N

Tema

Gasiti cosinusul unghiului dintre vectorii U = (1, -3, 2) Sl V= (2,1, 5) din R3.

Sa se ortogonalizeze baza

B={e =(10,2),e,=(2,11),e,=(0,11)}.

Folosind procedeul Gram-Schmidt sa se ortonormeze baza

a) B={e=(111),e,=(1L1-1),e,=(1-1-1)}.

b) B={e =(-10,2),e,=(1-1-1),&,=(21,0)}.

Sa se verifice daca S = {ul = (1, 11),u, = (l, 1, —3),u3 = (5, —4, —1)} este baza ortogonala.
Sa se determine coordonatele lui X =(3,4,—2) in aceasta baza.

Sa se calculeze distanta si unghiul dintre vectorii U = (1, 2,-3, O) V= (2, 4, -3, 1) .

Sa se calculeze produsul scalar si normele vectorilor

a) x=(21),y=(-6,7).

b) x=(121),y=(3-6,2).

c) x=(-3125),y=(3071).

Folosind procedeul Gram-Schmidt sa se ortonormeze baza
a) B={e =(1-22),e,=(-10,-1),e,=(5-3,-7)}.

b) B={e =(10,1),e,=(0,1,-1),&,=(L11)}.
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Diagonalizarea unei matrice

Definitia 1. Spunem ca matricea Ae M, (K) are forma diagonald daci A este de forma

.0 0
A0 0
0 0 d

unde d,,d,,...,d, €K sisenoteazda A=diag(d,,d,,....d,).

Definitia 2. Doud matrice A,BeM, (K) se numesc asemenea daca existi o matrice

C e M, (K) inversabila astfel incdt B=C™-A-C.
Definitia 3. Spunem cd AeM, (K) este diagonalizabild daci existd o matrice diagonala D
asemenea cu A.

Teorema 1. Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt liniar independenti.

Definitia 4. Spunem ca aplicatia liniara T € L(V) este diagonalizabild daca in V existd o baza

relativ la care matricea lui T este o matrice diagonala.

Observatie. Daca aplicatia liniara T are n valori proprii distincte, atunci exista o baza in care
matricea sa are o forma diagonala si pe diagonala principala se gasesc valorile proprii.

Teorema 2. Daca aplicatia liniard T are §i vectori proprii liniar independenti, atunci existd o baza
n care matricea asociata lui T are forma diagonala.

Cazul particular al matricelor simetrice
Definitia 5. O matrice Ae M, (R) se numeste simetricd daca A=A".

Teorema 3. 1) Orice matrice reala si simetrica are toate valorile proprii reale.

2) Vectorii proprii ai unei matrice reale si simetrice care corespund la valori proprii distincte sunt
ortogonali intre ei.

Teorema 4. Orice matrice patratica reala si simetrica este diagonalizabila.
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7 -2 0
Exemplu. Sa se diagonalizeze matricea A=|{ -2 6 -2].
0 -2 5



Cursul 8

Forme biliniare si forme patratice
Forme biliniare

Definitia 1. Fie VIR un spatiu vectorial de dimensiune finitd n. O formada biliniara pe V este 0
aplicatie F:V xV — R care satisface proprietatile

i. F(ax+by,z)=aF(x,z)+bF(y,2);
ii. F(x,ay+bz)=aF(x,y)+bF(x,2);
pentru orice a,b € R si pentru orice X,Y,z€V .

Conditia (i) se numeste liniaritatea In prima variabild, iar conditia (ii) se numeste liniaritatea in
cea de-a doua variabila.

Definitia 2. F se numeste simetrica daca F(X,y)=F(y,X), VX,yeV.
Definitia 3. a) F este pozitiv definita daca

i. F(x,x)>0VvxeV;
ii. FMXx)=0=x=0,.

b) F este negativ definita daca
i. FXxx)<0vxeV;

. F(x,x)=0=x=0,.

Aplicatia 1. Fie V=R* si x=(x,%), Y=(V.¥,) si 2=(z,2,). Sa se arate ca functia
F(X,y) =Xy, +X,Y, este aplicatie biliniara.
Solutie. Trebuie sa demonstram proprietatile

i. F(ax+by,z) =aF(x,z) +bF(y,z);
ii. F(x,ay+bz) =aF(x,y)+bF(x,2);

i. F(ax+by,z)=F(a(xpxz)Jfb(yvyz)’(zl’zz)):
F((a'xilaxz)+(by1'by2)’(zl’ 22)): F((ax1+byl’ax2 +by2),(21,22))=

(ax, +by, )z, +(ax, +by, )z, = ax,z, +by,z, +ax,z, +by,z,. (1.1)



aF(x,z)+bF(y, z) =a(xz,+X,2,)+b(y,2, + ¥,2,)
=axz +by,z, +ax,z, +by,z,. (1.2)
Din (1.1) si (1.2) rezulta ca (i) este indeplinita.
i. F(x,ay+bz) =F((x.,%).a(¥,Y,)+b(2,2,)) = F((x.,).(ay, +bz,ay, +bz,)) =
x, (ay, +bz,)+x, (ay, +bz, ) = axy, + bx,z, +ax,y, +bx,z,. (1.3)
aF (x, y)+bF(x,2) =a(xy, + XY, ) +b(Xz, +X,2,)
=axy, +bxz +ax,y, +bx,z,. (1.4)
Din (1.3) si (1.4) rezulta ca (ii) este indeplinita.

n

Definitia 4. Fie F:VxV —»R o forma biliniard, dimV =n,B={e,,...e,} o bazi. Matricea

A= (a,.j ),aij =F (ei,ej ), Vi, j =1n se numeste matricea asociati lui F in baza B.

Aplicatia 2. Fie F:R*xR*> >R, F(X,y)=XY, +X,Y,. Si se determine matricea lui F in baza

canonica din R?.

Solutie. Baza canonic B ={e, =(10),e, =(0,1)}

a,=F(e,e)=1 a,=F(e.&)=

a21:F(e2’el):0 a22:F(eziez):1

. 10
Deci A= .

Teorema 1. Fie F:V xV —R o forma biliniara, A=(a;),a; =F(ee;), Vi,j=1n matricea

n n
asociatd lui F inbazaB ={g,,...e,}. Dacd Xx=) Xg , Y=Y y,e, ,atunci
i1 =1

n,Q &, ... a4, %
=D axy, sau F(xy)=X'AY =(x, .. x)| i . il

i=1 j=1
ay ... ad, )Y,



Teorema 2. Forma biliniara F:V xV — R este simetricd daca si numai daca matricea asociata

este simetricd (A= A').

Forme patratice

Definitia 5. Fie F:VxV —R o forma biliniara simetrica, unde V un spatiu vectorial real.
Functia Q:V > R, Q(x) = F(X,X) se numeste forma pdtratica pe V asociata lui F.

Teorema 3. Daca Q:V — R este o forma patratica asociata formei biliniare simetrice F, atunci

F(xy) =%[Q(X+y)—Q(X)—Q(y)],

iar F(X,Y) se numeste polara formei patratice Q.
Demonstratie. Q(x+y)=F (x+y,x+y)=F(x,x)+F(xy)+F(y,X)+F(y,y)=

Q(X)+2F (x,y)+Q(y) = F(x.Y) =%[Q(X+ ¥)-Q()—Q(y)].

Definitia 6. Forma patratica Q se numeste pozitiv definita daca Q(x)>0,Vx =0, si se numeste
negativ definiti daca Q(Xx) <0, Vx =0, . Forma patratica este cu semn nedefinit daca exista x,y
astfel ca Q(x) >0 si Q(y)<0.

Teorema 4. Daca Q:V — R este o forma patratica, iar B={e,,...e,} este o baza a lui V si A

este matricea lui Q Tn raport cu baza B (adicag; = F(ei,ej):aji, Vi, j=1n), iar
xeV,x=> xe ,atunci

i=1
Q(X) =D "aXX; =X +8,X5 +...4 &y X +28,X,X, + 28X, X +...+ 28, X, X, . (1.5)

i=1 j=1

Definitia 7. O forma patratica pe R" este o functie Q definitd pe R"ale carei valori intr-un
vector x din R" sunt calculate printr-o expresie de forma Q(x) = x'Ax, unde A este 0 matrice

simetrica nxn. Matricea A se numeste matricea formei pdtratice Q.

X

2

Aplicatia 3. Fie x = [ ) Calculati Q(X) = x' AX pentru urmitoarele matrice



(4 OJ

a) A= ;

0 3

b) A:(?’ _2].
-2 7

4 0 4
Solutie. 8) Q(X) = X'Ax =(x, XZ)[O Sj[:ij:(xl xz)(gfj:4xf+3x§.

RO NSCRES Iy o) OSSR
Aplicatia 4. Pentru xeR®, scrieti forma patraticd Q(X) =5x2 +3%2 +2XZ — XX, +8X,X, sub
forma x'Ax.

Solutie. Pentru a scrie matricea A, coeficientii lui X/,x;,x; se trec pe diagonala principala.
Pentru ca matricea A sa fie simetricd, coeficientul lui XX;,i# | trebuie impartit in mod egal intre
pozitia (i,j) si pozitia (j,i), deci va fi impirtit la 2. Coeficientul lui x,x, este 0. In consecint3,

5 ~5 0

1 X
QX)) =X'Ax=(X X, X,) -5 3 4 x|

0 4 2[\5

Aplicatia 5. Fie forma patratici Q(X) = x° —8x,X, —5x. . Calculati Q(x) pentru

-3
a) X= ;
) 1
2
b) x= X
) -2
C) X= 1.
=l 3
Solutie.

a) Q(-31)=(-3)"-8(-3)-1-5-12=28;
b) Q(2-2)= () -8(2)-(-2)-5:(-2)" =16;
¢) Q(L-3)=1°-8-1.(~3)-5-(~3)’ =-20.



Tn anumite cazuri, formele patratice sunt mai usor de utilizat daca nu au termeni de forma
XX;,1# ], adica matricea este diagonald. Acesti termeni pot fi eliminafi ficand o schimbare de
variabila.

Definitia 8. O forma patraticd se numeste redusd la forma canonica daca existd o baza in care
matricea asociata are forma diagonala (adica Q(X) este o suma de patrate).

Definitia 9. O forma patraticd se numeste redusd la forma canonica daca existd o baza

B={f,,..., f,} astfel cadaca x= ZXI f.,areloc

Q(X) = AX + X7 +.. .+ A X7, (1.6)

unde A4, i =1,n se numesc coeficientii formei patratice.

Reducerea la forma canonica

l. Metoda lui Gauss

Metoda lui Gauss consta in gruparea convenabild a termenilor formei patratice in scopul formarii
de patrate.
n n

Fie forma patraticd Q(x ZZa” X unde a; =a;,Vi, j= =1n.

i=1 j=1

I.  Daca a;, #0, atunci grupul termenilor care contin variabila X, se poate scrie astfel

A, X7 + 28, X Xy +...+ 28, X X, =a1{xf+2%x1x2 +...+2%><1an=
1 1

:aﬂ(x1+%x2+..+a1 J Zzai'a“

1 i2 j2 Ay

Notand vy, = xl+%x +. +%x si Y, =X, k=2,n, se obtine Q(y)=a,y;+> > aVy;,

1 1 i=2 j=2
;) ,i,j:ﬂ.
a;

unde a; =a; —



n n
Consideram Q (y)=)_> a;y,y;, care este o forma patratica in n-1 variabile si daci a,, #0 se
i—2 j=2

repeta procedeul si se obtine Q,(y) =a,,z; +Q,(z), unde Q,(z) este o forma patratica in n-2
variabile.

Tn final, Q(X) se scrie ca o sumi de patrate

Q(é)=a & +..+ &l

. Daca a,, =0, dar existd un coeficient a; =0, i =2,n atunci se incepe prin a

grupa termenii ce contin variabila X; .

1. Daca a, =0 pentru orice i =1,n, atunci se face o schimbare de variabila

X12y1+y2,X2=y1—yz,Xk:yk,k:&_n_

Astfel, forma patratici in y,,Y,,...Y, contine un termen de forma by,y; si se aplicd procedeul
descris mai sus.

Aplicatia 6. Sa se reduca la forma canonica urmatoarele forme patratice folosind metoda lui
Gauss

a) Q(X) =4xX +4X + X, —2XX,;
b) Q(X) =X +4XX; —6X,X; +3%X5 —2xZ .

1
Solutie. @) Q(X) =4X" +4x5 +X; —2%X, :4[x12 —§x1x2j+4x22 +x2 =
2
=4[xf—2-x1~%x2+ix§j—%x§+4x§+x§ = 4(&—%&) +%x§+x§.

16

Notand y, = x —% Xy, Y, = X5, Y3 = X5, rezultd forma canonica
2 15 5 o L. o
Q(y) =4y, + ) Yy, +Y; (pozitiv definitd).
Exprimand variabilele x;, x,, X; in functiede y,, y,, Y, se obtine

1
X1:>/1+ZY2’X2:y2'X3:YS'



Forma patratica are forma canonica in baza formata de vectorii

& =(L—%,Oj, e, =(0,1,0),e,=(0,0,1).

Matricea de trecere de la baza canonica la aceasta baza este

1 0 O
C= —1 10

4

0 01

In aceasta baza, matricea formei patratice are forma diagonala.

4 -1 0 4 0 0
A=-1 4 0|,D=C-A-C'=|0 15/4 0.
0 0 1 0 0 1

b) Q(X) = X +4X,X, —6X, %, +3x5 —2x2 :(xf +AX X, +4x§)—4x§ —6X, %, +3X —2%X¢ =
(% +2x%) +3(x5 —2%,%,) -6 = (X, +2%, ) +3(% %) —9%.
Notand y, =X, +2X;, ¥, =X, — X3, Y3 = X, s€ obtine forma canonica

Q(Y) = y,* +3y> —9yZ (nedefiniti).
Exprimand variabilele x,, x,, x, in functiede y,, Yy,, Y, se obtine
X =Y =2Y3, % =Y, + Y3, X =Y,
Forma patratica are forma canonica 1n baza formata de vectorii
e =(10,-2),e,=(0,11),e,=(0,0,1).
Matricea de trecere de la baza canonica la aceasta baza este

1
C=|0
-2

N =
R O O

In aceastd baza, matricea formei patratice are forma diagonala.



1 0 2
A=|0 3 -3
2 -3 -2
1 0 0
D=C-A-C'=|0 3 0
0 0 -9
1. Metoda lui Jacobi

Daca pentru orice i =1,n, determinantii

a, a,
Ai — a?Z a22
ali aZl

1.7)

n
sunt nenuli, atunci existd o baza B={f,,..., f } astfel ca daca x= Z x f, , In care Q are forma

canonica

o1, A AL
X)=—X"+—X, +...+—=X_".
Qx) Axl A, ° A"

1 2

Baza B se determina astfel

f.=c,e +...+C€ i=1n,

iar ¢y, J =11 satisfac sistemele de ecuatii

8 @y ... G
a12 a‘22 te a'2i
all a2i au

A, .
Observatie. ¢; =—=, i=1n, A, =1.
A

i=1

(1.8)

n

(1.9)

Cyi 0

Cyi _
1o
c 1



Criteriul lui Sylvester. Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n, iar Q o forma patratica cu
matricea A. Atunci

i.  Q este pozitiv definitd <> A, >0, i =1n;
ii. Q este negativ definitd <> (—1)i A >0,i=1n;
unde A, sunt dati de (1.7).

Aplicatia 7. Sa se reduca la forma canonicd urmatoarea forma patratica folosind metoda lui
Jacobi

Q(X) = X7 +4X X, —6X,X; +3%XC —2x%Z .

Solutie.
1 0 2
A=|0 3 -3
2 -3 -2
A =1>0
10
A, = =3>0
0 3
1 0 2
A, =10 3 -3|=-27<0
-3 -2

Forma patratica este nedefinitd, iar forma canonica este
N2 Lo 1,
Q(X)=x"+=x7 —=x.
X 37279’
Sa gasim acum baza B={f,, f,, f,} in care forma patratica are forma canonica.

A,

011=A—=1 = f,=c,e, =€ =(10,0).
1

lc,+0.c,=0 |20 1 1
= 1=1f,=c.e+cne,=-¢,=/0,-,0].
0-c,+3-c,=1 sz=§ 3 3



Css _ﬁ:_l
1-cy+0:Cpy+2:Cy =0 3 o
0-¢3+3:Cy—3:C33=0=7C; =—2C,, zé
2:C3—3:Cp3—2:Cyy =1 1

Cy =Cy =_§

2 1 1 2 1 1
= f3:c13e1+(:23e2+c33e3:§e1—§e2—§e3= — ==, == |.

Tema. Sa se reduca la forma canonicd urmatoarele forme patratice

1) 5%2—2x5 —5%Z —4X,X,;

2) XT+8xX, + X5 +3x%Z;

3) BX 46X +7X +AXX, —AX, X, ;

4) 3% +2X% 42X + 2% X, + 2% X + A%, X ;
5) 5X +6XC +7XC +4XX, —4X,X, .

10



Matrice ortogonale

Transformari liniare ortogonale

Definitia 1. Fie E un spatiu euclidian, T :E — E transformare liniard. T :E — E se numeste
adjunctul lui T daca <T(x),y>=<xT (y)> vx,yeE.

Definitia 2. Fie E un spatiu euclidian, T : E — E liniar. Transformarea T se numeste
autoadjunctd (operator autoadjunct) dacd T =T, adica
<T(x),y>=<xT (y)>=<xT(y)> Vx,yeE.

Teorema 1. Transformarea T :E — E este autoadjuncta, daca si numai daca matricea Iui T Tn
raport cu orice baza ortonormata este simetrica.

Definitia 3. Fie E un spatiu euclidian, T : E — E un operator liniar. T se numeste transformare
ortogonald (operator ortogonal) daca transforma orice baza ortonormata intr-o baza ortonormata
alui E.

Observatie. Daci B={e,,e,,...,e,} este o baza ortonormati in E, atunci

{T(&).T(e,).....T(e,)} este bazd ortonormati a lui E, adica

<86 >=5ij,i,j=1,_n:><T(ei),T(e )>=5ij,i,j=ﬁ :

]

Teorema 2. Daca E este un spatiu euclidian de dimensiune nsi T : E — E un operator liniar,
atunci urmatoarele afimatii sunt echivalente:

a) T este transformare ortogonala;
b) T pastreaza produsul scalar, adica

<T(x),T(y)>=<x,y> VX, yeE; (1.10)

¢) Daca A este matricea asociati lui T intr-o baza ortonormati, atunci exista A si
A=A

Demonstratie. Demonstram cd a=>b—=c=a.

“a=b”. Fie B={e,e,,...,e,} o bazd ortonormati in E. Atunci {T (e).T (ez),...,T(en)} este

baza ortonormata a lui E, adica <§,e; >= é‘ij =T (ei ),T (ej ) >, ] =1,_n )

11



Fie X,y € E,x=)_xg si y=> X, . Atunci <X,y>= > XY,.
i-1 j=1 i-1

Dar <T(x),T(y)>=Zn:Zn:xiyj <T(ei),T(ej)>=Zn:xiyi =< X,y >

i=1 j=1 i=1

=<T(x),T(y)>=<xy>Vx,yeE.
“b=>c”. Trebuie si demonstram cd <T (x),T(y)>=<X,y>Vx,yeE=A"=A",

Demonstram mai intai ca T este injectiva, adica KerT ={O}.

xeKerT  def prod scalar

XEKEFTDT(X)ZOED<X,X>2<T(X),T(X)> =0 = x=0.=KerT={0.}=>T

injectiv. Cum T este si surjectiv, rezulta ca este bijectiv, deci existda T™': E — E . Din ipoteza
stimcd <T(x),T(y)>=<xy> VX, yeE . Alegem in aceasta relatie

y=T(X)=T(y)=x=<T(X),x>=<x,T"(x)>.

Dar <T(x),x>=<xT (X)>= <x,TH(X)>=<xT (X)>=>T =T".

Se demonstreaza ci matricea lui T~ este A", iar matricea lui T este A, deci A' = A™.
“c=>a”. Dinipotezi A'=A"=T =T Trebuie sa aritim ci T este transformare ortogonala.

Fie B={e1,e2,...,en} este o bazd ortonormata in E si A matricea lui T in aceastd baza.

<T(ei),T(ej)>=<ei,T*(T (ej)) >:<ei,T’l(T(ej))=<ei,ej >=5,, i,j=1n.

Deci {T(e,),T(e,).....T(e,)} este baza ortonormati a lui E, adica T este ortogonal.

Corolarul 1. Un operator ortogonal pastreaza distantele si unghiurile.

Demonstraie. Trebuie si ardtim ca d (T (x),T(y))=d(x,y) si cos (W) = COS(X/EI).
Alegand y =x in (L.10), rezultd <X, x>=<T (x),T (x)>=|x|=|T (x)[, vx<E.

Atunci d(T(x),T(y))zuT(x)—T(y)HT":marHT(x—y)H=||x—y||:d(x,y), deci T pastreaza

distantele.

_<T().T(Y)>_<xy>

OO K

=CO0S (ﬂ ) , deci T conserva unghiurile.

cos (T/(m)

12



Matrice ortogonale

Definitia 4. O matrice Ae MH(R) se numeste matrice ortogonald daca este inversabild si

At=A.

0 -1)(cosa -Sina
1 0)'\sina cosa

: 10 .
Exemple. Matricele [0 J( ] sunt ortogonale. Acest lucru se verifica

prin calcul direct.

Propozitia 1. Daci Ae M, (RR) este matrice ortogonald, atunci det A==+1.
Demonstraie. A ortogonald = A'- A= A-A' =1 = det A-det A' =det |, .

Dar det A=det A", rezultd ca (det A)’ =1= det A=+1,

Definitia 5. Matricea A ortogonala pentru care det A=1 se numeste matrice de rotatie.

13



Cursul 9

Metoda transformarilor ortogonale pentru reducerea formelor patratice la
forma canonica.

Rotatii si simetrii

Metoda transformarilor ortogonale pentru reducerea formelor patratice la forma canonica

Daca V este un spatiu euclidian, forma patratica Q are forma canonica
Q(X) = AX> + X7 +...+ A, X7, unde A,...,4, sunt valorile proprii, baza formei canonice fiind

baza ortonormata formata din vectorii corespunzatori.

Teorema 1. Fie E un spatiu euclidian real de dimensiune n si F:ExE — R o forma biliniara
simetrica. Atunci existd o unica transformare liniara autoadjunctda T:E — E astfel ca
F(X,y)=<T(x),y> vx,yeE.

Teorema 2. Fie E un spatiu euclidian real de dimensiune nsi Q:E — R o forma patratica pe E.

Atunci exista o baza ortogonala B astfel incat matricea lui Q Tn baza B sa fie diagonala (adica in
aceasta baza Q este redusa la forma canonica).

Teorema 3. (teorema de inertie) Fie V un spatiu vectorial real si Q:V — R o forma patratica.

Atunci numarul termenilor pozitivi si al celor negativi din forma canonica a lui Q nu depinde de
alegerea bazei formei canonice. (nu depinde de metoda prin care a fost redusd la forma
canonica).

Aplicatia 1. Sa se reduca la forma canonicd urmaitoarea forma patratica folosind metoda
transformarilor ortogonale

Q(X) = 4x2 +4%2 + X2 —2XX, .

4 -1 0
Solutie. A=| -1 4
0 0 1



4-4 -1 0
A-Al,=[-1 412 0 |.Polinomul caracteristic este —A°+94° —231+15, iar ecuatia
0 0 1-2

caracteristicda —1°+94° -231+15=0.
Valorile proprii sunt 4, =1, 4, =3 si 4, =5 = forma canonicd Q(X') =X +3X,” +5x;’.
Determinam vectorii proprii

l. Pentru 4, =1, avem

3 1 0)(x) (0
1 3 ofyl=|0
0 o o)lz) lo

3 10 | 1 | 0

L—3L,+L,

0
-1 3 0| 0] » |0 8 0 | 0]|.Deci y=0,x=0,zeR. Deci, pentru
0 0 0] 0 0 0 0

z =1, obtinem un vector normat,

v, =(0,0,1).

. Pentru 4, =3, avem

1 -1 0 \(x 0

-1 1 0(yl|=|0

0 2 )\ 2z 0
1 -1 0 | O L -1 0 | O
-1 1 0O | 0f »> |O 0 0 | O|.Deci z=0,x=yeR. Deci, pentru
0 0 2|0 0 0 2|0

I1l.  Pentru 4, =5, avem

-1 -1 0 \(x 0
-1 -1 0(yl|=|0
0 0 -4 )\ z 0



0 - -1 -1 0 | O
-1 -1 0 | 0] » o 0 0 | O|.Deci z=0,x=-yeR. Deci, pentru
0 0 0 4 |1 0

y =1, obtinem vectorul (—1,1,0), care normat da

Forma patratica are forma canonici in baza ortonormatd B ={v,,v,,v,}.

Rotatii si simetrii
In continuare vom determina forma matricelor ortogonale de ordinul 2 si vom prezenta aplicatii

ale acestora in domeniul transformarilor geometrice.

a
Consideram A=[ ],a,b,c,d €eR o matrice ortogonald. Din relatia A-A'=1,=
c

d
a’+c’=1
b>+d?=1=a,b,c,d e[-11].
ab+cd =0

ab=—cd /:bd :gz—%.Notam ‘%Z —a—=a=-da,c=ba.

oT|o

Din a*+c” =1, rezulta (—doe)2 Jr(boz)2 =1=q? (b2 erz):lb +:d>:locz =l=a=+1.

l. a=1
Cum ae[-11], rezulti ci existd 6 [, 7] astfel incat a=cosé, deci & =arccosa.

c?=1-a’=1-cos’@=sin*@=c=+sind. Vom considera in continuare c=sin®, deoarece
schimband € in -6, se rezolva analog si cazul c=—siné.

Atunci avem a=cos@, b=c=sind, d=-cos@d, deci matricea ortogonala va avea forma

A cosd sin@
“sing —cos@)



1. a=-1

cosd -—sind

Avem a=cos@d, b=-sin@ c=sind, d=coséd =B=| .
sin@ cosé@

j, matrice care are
determinantul 1, deci este matrice de rotatie (determina rotatia de unghi @ in plan) .

Cazuri particulare

10
Daca € =0, rezultd A, = (0 1] care reprezintd simetria fatd de axa OX.
10 o o
B, = 0 1) e determind operatorul identitate.

-1 0
Daca 0 =7, rezultd A [ 0 J care reprezinta simetria fata de axa Oy.

-1 0
= [ 0 lj care reprezintd simetria fatd de origine.

Transformarile ortogonale in plan sunt fie rotatii, simetrii sau compuneri de rotatii cu Ssimetrii.

Vom nota cu E, planul xOy conceput ca o multime de puncte.

Fie T : E, — E, operatorul cdruia i se asociaza matricele A),By, A ,B, Tn raport cu baza {T, ]} .

i) (1 0
Cazul 1. Pentru matricea A, avem {L]:( j(
JI

fata de axa OX.



Y

X 1 0)x'
Pentru un punct de coordonate (x,y), avem = .
y) \0 -y’

Reamintim  formulele  pentru  schimbarea  coordonatelor la  schimbarea  bazei
X =CX', X'=C™X, unde C este matricea de trecere, Tn cazul nostru C = A, .

(ij = C-l[ij _ (; _O ](’;) _ (_ij . In concluzie, dacd M (X, y) =M '(x,—y).

i') (1 0)(i i'=i
Cazul II. Pentru matricea B,, avem ETJ:( ){J:{_ﬁ _, se obfine operatorul
i) \0 1){j i'=]
identitate.
_ iy (-1 o)\ (i i'=—i .
Cazul 111. Pentru matricea A_, avem _|= 0 1 | . |=9. . ,reprezintd simetria faa de
J’ ] I'=1]
Oy.
_ i) (-1 0)(i i'=—i .
Cazul IV. Pentru matricea B_, avem _|= 0 1 1L =9 _, reprezinta simetria fata
J' - J '=—]
de O.

Definitia 1. Aplicatia T, E, > E,, T,(M)=M" se numeste rotatie de unghi 6 daca

1. d(O,M)=d(O,M");
2. m(xMOM")=0.



_' M
e

2] X

Observatie. Cand unghiul @ este pozitiv, rotatia se efectueaza in sens trigonometric, iar daca
este negativ, rotatia se efectueaza in sensul acelor de ceasornic.

Teorema 1. O transformare T,:E, > E, este rotatic de unghi & dacd si numai daca

T,(x,y)=(xcos@—ysin,xsin@+ycosH).

Teorema 2. Compunerea a doud rotafii este tot o rotatie. Daca T,,T, :E, - E, sunt rotatii de

unghi @, respectiv ¢, atunci T, oT  este rotatie de unghi ¢ +6.
Sé consideram d o dreapta din E,, iar M’ simetricul punctului M fata de dreapta d.
Definitia 2. Aplicatia S, :E, > E,, S;,(M)=M" se numeste simetrie de axd d.

Am studiat anterior cazurile particulare ale simetriilor fatd de axele de coordonate. In
cazul general, cand dreapta d nu este nici una din axele de coordonate, se poate alege sistemul de
axe astfel Tncit d sa treaca prin origine si pentru a determina relatiile de transformare a
coordonatelor simetricului fata de dreapta d, parcurgem urmatorii pasi:

- Se efectueaza rotatia de unghi —« , pentru a duce dreapta d peste axa Ox. Daca notam cu
M, (x,,y,) imaginea lui M (x,y) prin aceasta rotatie, avem relatiile

) (cos(-a) —sin(-a))(x) (cosa sina)(x
y,) \sin(-a) cos(-a) \y) \-sina cosaly
- Se face simetria fatd de axa Ox. Notam cu M, (X,,y,) imaginea lui M, (x,y,) Tn urma

e S

- Se face o nouad rotatie de unghi «, care duce dreapta d in pozitia initiala. Notam cu
M'(x',y') imaginea lui M, (x,,y,) in urma acestei rotatii. Avem

X"\ (cosa —sina (X,
y') \sina cosa Jy,)

acestei simetrii. Atunci



In concluzie, relatiile intre coordonatele lui M (x,y) si ale simetricului sau M'(x',y")
fata de dreapta d sunt date de

X' _(cosa —sina (1 0 ) cosa sina)(x
y') (sina cosa |0 -1)\-sina cosa |y
X' cos2a sin2a \( x
= = . .
y' sin2a  —cos2a )\ 'y

L ¥ L §
L
(73 X (d) X
o 0
* M,
(d)
Vo4 VoA
o M
({i) . Mg
o X o X
(d)




Cursul 10

Metoda rotatiilor a lui Jacobi pentru determinarea numerica

a valorilor proprii

Metoda Jacobi este 0 metoda convenabila pentru a gasi toate valorile proprii si vectorii
proprii ai unei matrici reale si simetrice, de ordin moderat.
Reamintim ca valorile proprii ale unei matrice simetrice A sunt reale si se afla rezolvand

ecuatia caracteristica det(A—/iln): 0. Rezolvarea exactd a acestei ecuatii nu este intotdeauna

posibila. Nu se recomanda determinarea valorilor proprii ale unei matrice rezolvand numeric
ecuatia caracteristica, deoarece modificari mici ale coeficientilor pot produce modificari mari ale
radacinilor ecuatiei.

Scopul este sa micsordm, eventual pana la disparitie elementele nediagonale ale matricei
astfel incat in final sa obtinem o matrice diagonala, iar valorile proprii vor fi elementele de pe
diagonala principala.

Metoda lacobi constd in efectuarea unei suite de transformari de similitudine ale matricei
A utilizand matrice ortogonale de forma:

1
1
cos® ... ... ... Sing «~p
: 1 :
U=
1
. €y
—sing ... ... ... COS@ «~q
1
T T
P q
Asadar, elementele matricei U sunt
u; =ldacai=psii=q
U, =C0S@, U, =sing,u,, =—sing,u, =Ccosp @)

u; =01n rest.



O asemenea matrice este ortogonald: U'U =1_,U™"=U" si reprezintd din punct de vedere

geometric o rotatie in planul determinat de vectorii €, si €, .
Dacanotimcu A'=UTA sicu A"=A'U, atunci:

a;=a; dacai=psii=q
8y =8 COSp—ay sing ©

a; =a,sing+a; cose, J=1,n.

a; =g dacaj= psij=q
&, =a, C0Sp —ay sing )

a, =, sinp+a, cosg, i=1,n.

Din (3) si (4) deducem:

" _ 2 - -2
a,, =a,,c0s°p-2a ,cosgsing+a,, sin“ ¢

_ s 02 : 2
a,, =a,,Sin° p+2a, cosgsinp+a,, cos” ¢ (5)

Ay, =8y, =y, — 8y, )SiN@COS @ +a,, COS 20,

Linia p si coloana q se aleg astfel incat elementul nediagonal a, sa fie cel mai mare in valoare

absolutd. Cum intentia noastra este, ca In urma transformarilor de similitudine, elementele

nediagonale sa se anuleze, punem conditia ca a;q =0 sau

%(app —aqq)sin 2p+a,, cos2¢p=0, deci
a,—a
ctgzw=$. (6)

pa

5 nats Qg ~ % i i =
Dacd notam cu § =—— si cu t=tge, atunci din (6) rezulta
a
P

t?+20t-1=0. (7

Rezolvand aceasta ecuatie obtinem:



0+J6? +1

Pentru a evita ca numaratorul sa fie mic alegem

! daca -0

t= 6’+sgn(0)»\/92+1 . (8)

1 daca =0

Tinand seama de formulele cunoscute de trigonometrie deducem ca:

1
1+t°

J1+t2

C=CoSp=

9)

ﬁ.j

s=singp=

1 . 1 . . . T
t|<1, |C|Zﬁ si |s| <—=, deci unghiul de rotatie (/)e{_Z’Z]

V2

Asadar, algoritmul de alegere a matricei U este urmatorul:

Din (8) si (9) rezulta ca

1) Se alege cel mai mare (in valoare absoluta) element nediagonal al matricei A, Situat
deasupra diagonalei principale. Fie acesta a,, .

a —a A
2) Secalculeazd 0= % si apoi se determind t din formula (8). In sfarsit din (9) se
pq

determina ¢ =C0S¢ si S=sing si se introduc in (1).
Tn urma acestei alegeri a matricei U , matricea A = A'=UT AU are proprietatea ci
elementul

a,_ =0. (10)

pq

Dacé notam cu S (B) suma patratelor elementelor nediagonale ale matricei B, atunci un

calcul direct ne da:

S(A')=(S(A)-2a5,)+2a"

pq *
Tinand seama de (10) deducem ca

S(A)=S(A)-2a, <S(A). (11)



Cum a; <a’, pentru orice i = j, rezultd ca

S(A)<n(n-1)a;, sau -2a;, <-

pa —

Din (11) si (12) obtinem:

1

S(A)<S(A)|1-———— [<S(A),n>2.
Sa consideram acum un sir de rotatii n urma carora se obtin matricile:

A=A A=A A=A e

Din (13) rezulta ca

Cum Iim{l—

k—o0

k
j =0, deducem ca l!imS(A():O.

2
n(n-1)

(12)

(13)

(14)

Asadar, sirul de matrice {Ak} tinde la o matrice diagonald ale carei elemente diagonale sunt

chiar valorile proprii ale matricei A.

Se poate arata ca

Cum S(A)<n’? -(a(k))2 rezulta ca

pq

‘ai(i") —}L,‘ < n‘ag;)‘.

(15)

Inegalitatea (15) se poate lua drept criteriu de oprire, in sensul ca punand conditia ca n‘afm <eg,

va rezulta numarul k de rotatii necesare pentru a aproxima valorile proprii A ale matricei A, cu

elementele diagonale a!*) ale matricei A cu o aproximatie mai mici ca &.



Exemplul 1. Folosind metoda rotatiilor a lui Iacobi si se determine valorile proprii ale matricei
4 11
A=|1 4 1]
1 1 4

Cel mai mare element nediagonal este 1. Asadar alegem a,, =1, p=1q9=2.

a11_322 . . 1
O=——2=0t=Lc=s=—.
2a,, V2
11,
2 2 3 0 0
1 1
U-=l-—— — 0]: A=UTAU.=|0 5 2].
1 \/z \/E A&. 1 1
0 0 1 0 V2 4

Cel mai mare element nediagonal este a23:\ﬁ, deci p=2;q=3. In continuare avem:

Q:ﬁ:—i; 1+<92:g; tzéz—ﬁ
22 22 8 1 _\F 2
22 \8
c—ﬁ' s——i
V3’ V3
1 0 0 30 0
U—Oﬁ N A =U;AU,=0 6 0
2 \/5 \/§ ’ 2 2
0 0 3
o L V2
B B
Valorile proprii cautate sunt
A=31,=6,4,=3.



Conice

Definitia 1. Se numeste conicd o multime de puncte C din plan, de forma
C={M(xy)| f(xy)=0}, (1.16)
unde f:R* >R,
f (X, y)=a,X* +2a,Xy +a,Yy* +28,X + 28, + &, (1.17)
a; eR,i, j —1,3,a% +a’ +a’ >0. Ecuatia
a, x> +2a,Xy +a,,y° +2a,X+2a,,y+a, =0 (1.18)
se numeste ecuatia conicei C.
Prezentam acum conicele uzuale si ecuatiile lor.

Cercul.

Definigia 2. Cercul este multimea punctelor din plan egal departate de un punct fix numit
centru, distanta de la centru la punctele cercului numindu-se raza.

Proporzitia 1. Ecuatia carteziana implicita a cercului de centru (a,b) si de raza r este

(x—a)2+(y—b)2:r2. (1.19)
o
Demonstratie.
o Din Definitia 1 rezulta ca distanta dintre C si M este
e Moy constanta si egala cu raza r a cercului
7 &
1/ \ 2 2
{ Y _ A _
\‘ s ' HCMH_r,deu \l(x—a) +(y-b) =r.
N\ \ /
\\V_./ Prin ridicare la patrat se obt{ine ecuatia carteziana
. implicita a cercului.
o 4 6 8




Exemple.

1. Cercul (x—l)2 +(y+2)2 =9 are centrul
(1, —2) siraza 3.

Reprezentarea grafica a acestui cerc este

2. Cercul (x—3)2 +(y—2)2 =4 are centrul
(3,2) siraza 2.

Reprezentarea grafica este

Daci desfacem parantezele in (1.19) si notind m=—a,n=-b, p=a®+b*—r?, ecuatia devine

X2 +y% +2mx+2ny + p =0. (1.20)
2 2
Ecuatia (1.20) se numeste ecuatia carteziand generald a cercului. Daca m-+n-p> O, atunci
2 2
centrul cercului are coordonatele (™™ ) gi raza este VM +N° —P
Ecuatiile parametrice ale cercului in R? synt
X=a-+rcost,
. te [O, 27[). (1.22)
y=b+rsint,



Demonstratie.

™.
d Fiecarui punct M(X,y) 1i punem in corespondentd o pereche
(r,t) de numere reale r €(0,),t €[0,27) determinati prin
Mix.y)
r=0M =X +y? si
5 > X
COSt_?’ . [x=a+rcost,
de unde se obtine . te[0,27).
. y y =b+rsint,
sint ==,
r
Numerele r si t se numesc coordonatele polare ale punctului M.
Tangenta la cercul (1.19) Tn punctul M, (X,,Y,) are ecuatia
(% —a)(x—a)+(y, —b)(y-b)=r?. (1.22)

Elipsa.
Fie ¢ un numar real pozitiv si F si F’ doua puncte fixate din plan astfel incat FF'=2c.

Definitia 3. Elipsa este mulfimea punctelor M din plan care au suma distantelor la doua puncte
fixe constanta, i.e.

MF + MF ' = 2a, (1.23)

unde a>c.

Punctele F(c,0) si F'(-c,0) se numesc

focarele elipsei iar distanta FF'=2c constituie
distanta focala a elipsei, iar segmentele MF si
MF " se numesc razele focale ale punctului M.

Daca c¢=0, atunci elipsa se reduce la cercul de
raza a.




Teorema 1. Punctul M (x,y) apartine elipsei daca si numai daca

2 2

%+§:1, b =a?—c?. (1.24)

Ecuatia (1.24) se numeste ecuatia carteziana implicita a elipsei.
Punctele A'(-a,0),A(a,0),B'(0,-b),B(0,b) se numesc varfurile elipsei. Segmentele [A'A] si

[B'B] se numesc axa mare, respectiv axa micda a elipsei.

Ecuatiile parametrice ale elipsei in R? synt

{X ~ 808y 10,27). (1.25)

y =Dbsint,

Tangenta la elipsa (1.24) in punctul M, (X,,Y,) are ecuatia

%+%=1. (1.26)

Hiperbola.
Fie ¢ un numar real pozitiv si F si F’ doua puncte fixate din plan astfel incat FF'=2c.

Definitia 4. Hiperbola este multimea punctelor M din plan care au diferenta distantelor la doua
puncte fixe constanta, 1.e.

IMF —MF 1= 2a. (1.27)

Punctele F(c,0) si F'(—c,0) se numesc focarele hiperbolei iar distanta FF' constituie

distanta focala a hiperbolei.



Teorema 2. Punctul M (X, y) apartine hiperbolei daca si numai daca

2 2
X__y_:j_1 b? =¢? —a’. (1.28)

2 2

QD
(o

Ecuatia (1.28) se numeste ecuatia carteziand implicita a hiperbolei.
Punctele A'(—a,0),A(a,0) se numesc varfurile hiperbolei. Axa Ox se numesc axa transversd a

hiperbolei. Asimptotele hiperbolei sunt dreptele de ecuatie y = iE X.
a

Ecuatiile parametrice ale hiperbolei in R? synt

X = acht,
{ teR. (1.29)

y = bsht,

Tangenta la hiperbola (1.28) Tn punctul M, (X,,Y,) are ecuatia

%—% 1. (1.30)

Parabola.
Fie h o dreapta din plan si F un punct care nu apartine lui h.
Definitia 5. Parabola este multimea punctelor M din plan egal departate de o dreaptd si un

punct fix,

10



d(M,h) = MF.

Punctul F se numeste focarul parabolei, iar dreapta h se numeste directoarea parabolei.

(1.31)

Dreapta AF este axa de simetrie pentru parabola P. Numarul p=AF se numeste parametrul

parabolei.

Y/P

B | M

N/

F(B,oj, hox—P A[_B,oj.
2 2 2

Teorema 3. Punctul M (X, y) apartine parabolei daca i numai daca
y? = 2px.
Ecuatia (1.32) se numeste ecuatia carteziand implicita a parabolei.

Ecuatiile parametrice ale parabolei in R synt

11

(1.32)

(1.33)
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