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CUPRINS v

PREFATA

Prezenta culegere de probleme se adreseazi studentilor din universitatile tehnice,
economice, militare etc. Ea are la bazd indelungata experienta pedagogica a autoru-
lui in cadrul Catedrei de Matematica si Informatica din Universitatea Tehnicd de
Constructii Bucuresti gi respectd programa analiticd in vigoare (post Bologna).

Obiectivul lucrarii il constituie fizarea cunostintelor teoretice si aprofundarea
acestora prin probleme care nuanteazd rezultatele teoretice gi pun in evidentd im-
portanta lor. La redactare am avut in vedere imbinarea rigorii matematice cu clar-
itatea $i accesibilitatea prezentarii. Intentia mea a fost ca materialul de fata sa
scoata in evidenta legaturile algebret lintare cu geometria analitica, cu alte ramuri
ale matematicii: analiza matematica, analiza numerica, ecualii diferentiale, serii
Fourier, precum si cu mecanica, teoria elasticitatii etc.

Cartea furnizeaza celor interesati un material de studiu din domeniul algebrei
liniare si al geometriei analitice. Sunt tratate urmdtoarele capitole: complemente de
calcul matriceal, vectori liberi, spatii vectoriale, aplicatii liniare §i matrice, vectori
$t valori proprii, spatii euclidiene, forme patratice, elemente de calcul tensorial,
planul si dreapta in spatiu, conice gi cuadrice.

Fiecare capitol este structurat astfel: un breviar teoretic cu definitiile notiu-
nilor folosite, teoremele si formulele de baza necesare rezolvarii problemelor, prob-
leme reprezentative rezolvate in detaliu, probleme propuse, indicatii §i raspunsuri
la problemele propuse.

Pentru cei interesati de improspatarea cunostintelor teoretice, recomand cartea
"Algebra liniara, geometrie analitica si diferentiala”, vol. I ([8]), aparut in anul
2002 la editura AGIR.

Autorul multumeste calduros referentilor stiintifici-prof. wuniv. dr. Gavriil
Paltineanu gi prof. univ. dr. Sever Angel Popescu-pentru amabilitatea, rabdarea i
efortul depus in parcurgerea materialului. Sugestiile gi observatiile facute se regas-
esc in forma finald a lucrdarii. Multumiri anticipate tuturor celor care vor face
observatii pe marginea lucrarii de fata.

Bucuresti, iulie 2007
Autorul
email: pavel.matei@gmail.com






CAPITOLUL 1

Complemente de calcul matriceal

1. Preliminarii

Matrice triunghiulare. Fie L o matrice inferior triunghiulard si U o matrice
superior triunghiulara:

lu 0 0 0 U111 U2 U113 ... Uin
121 122 0 0 0 U22 U223 ... U2p
L= l31 l32 l33 0 5 U= 0 0 Uus3 ... U3np
an lng lng lnn 0 0 0 e Upn

Determinantul unei matrice triunghiulare este egal cu produsul elementelor de
pe diagonala principald. In consecint®, o matrice triunghiular este nesingulars
(adicd are determinant nenul) daci si numai dacd toate elementele de pe diagonala
principald sunt nenule. Produsul a doud matrice inferior (superior) triunghiulare
este o matrice inferior (superior) triunghiulard Inversa unei matrice inferior (su-
perior) triunghiulard nesingulard este o matrice inferior (superior) triunghiulard
Daci l;; # 0, i = 1, n, matricea inferior triunghiulari L este inversabild, inversa sa
B = (b;;) fiind datd de formulele

1
—,dacai=j

i—1
— 1
(2 k=j

0, dacai < j

De asemenea, daca u;; # 0, ¢ = 1,n, matricea superior triunghiulard U este
inversabild, inversa sa C' = (¢;;) fiind datd de formulele

1 .
—,dacat =7
Ui

J
(1.2) cij = ! (Z ) 54 <
- UikChj | , dacd i < j
Wit \k=it1
0, daca i > j

Factorizarea LU. Fie A = (a;;) o matrice patraticd de ordinul n. Dacd minorii
principali
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a1 a1z ... QAig

a a e Q95 . —
(1.3) A= 7 T2 2l i=1,n—-1,

;1 ;2 (0777

sunt nenuli, atunci exista o matrice inferior triunghiulara L cu 1 pe diagonala prin-
cipald si o matrice superior triunghiulara U astfel incat A = LU, descompunerea
fiind unica.

Prezentdm algoritmul de descompunere, conform [9]. Fie A(®) = A, deci daci

AO) = (a%»), atunci agg) = a;j, i =1,n, j = i,n. Pentru fiecare r = 1,n — 1, fixat,

se calculeazi matricea A(") = (al(-j)), ale carei elemente sunt date de formulele

af Y, dacii=Tr,j=Tn
(T) Odacai—k—i—lnj:l,r
@ij a(?‘ 1)
a(f'—l) Yy (’
Y aly

2 ,dacii,j=7r+1,n

De fapt, A") = L, - A=Y r =T n—1, unde L, este matricea care difers de
matricea unitate numai prin coloana r, ale carei elemente sunt

0,dacai=1,r
1,dacai=r

lir = a(r 1)

(r=1)”

Ay

dacai=r+1,n

O astfel de matrice se numeste matrice Frobenius. Inversa matricei L, este o
matrice de acelasi tip. Mai precis, dacd L,”' = (Ij;), atunci L; " diferd de matricea
unitate numai prin coloana r, ale carei elemente sunt

0,dacai=1,r
, 1, dacai=r
Lir = (r=1)

agl ok ,dacati=r+1,n

Infinal, L=L7' Ly'-...- L' iar U= A("Y,
Metoda eliminarii a lui Gauss. Fie sistemul de ecuatii algebrice liniare:

a11 1 +a12 T2+ ...+ aip T =b1

(1.4) a21 T1 + Qo Ta + ... + asy, T, = by 7

Apl L1+ Ap2 T2 + .o. + Gpn T, = by,

care se mai scrie matriceal sub forma

Az =0,
unde
a1 @12 ... Gip T by
(1.5) A= | @2 G22 .. G2 &= 2 b= b

Anl  Gn2 . Gun Ty, by,
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Folosim notatiile de mai sus. Presupunem ci A; # 0, i = 1,n. Atunci aM) #0,

—_— 1
=1n-1, aﬁm ) # 0. Metoda constd in eliminarea succesivd a necunoscutelor.

Astfel, pentru fiecare r fixat, se elimind necunoscuta z, din ecuatiile r + 1, ...,

n, ceea ce este echivalent cu operatia de inmultire la stanga a matricei AT~V cu

matricea Frobenius L... Este clar ca, la eliminarea unei necunoscute, se modifica

si termenii liberi corespunzdtori ecuatiilor din care se elimind necunoscuta. Daca
o) _ . .

b;” =b;, 1 =1,n, atunci

bz(-r_l), daca i < r
b(") _ (r—
: p{" Y — “(T - b( ,dacki=r+1,n
a

Tr

De aceea, vom lucra cu matricea extinsa a sistemului

ail ai12 . A1n b1
A’ _ as1 a22 e Qo2p bg
ap1  QAp2 ... Qpp bn

Vom calcula succesiv A" = L, - Ar=D r =T n—1, A® = A. In final, se
ajunge la sistemul superior triunghiular Uz = b*~Y unde U = A™ 1. Acest
sistem se rezolva regresiv:

b(”*l)
T o
! alsLT:L b
(n 1) Z Cl n 1)
=i+1 .
T; = (nil) ,i=n—1..,1
Qg
Elementele aﬁ), ag), . agﬁf 1), se numesc elemente pivot. In cazul general,

(k)

se poate intdmpla ca unii pivoti si se anuleze. Daca a;; = 0 si cel putin unul din
elementele de pe coloana k si de pe liniile k + 1, k + 2, ..., m este nenul, fie acesta
E_k), atunci permutam liniile k£ i r intre ele gi continudm eliminarea. Din motive
de stabilitate numericé, trebuie si efectudm permutéri de linii nu numai caAnd un
element pivot este egal cu zero ci gi cand el este foarte mic (in valoare absolutd).
Pentru a avea erori de rotunjire cat mai mici, se alege elementul pivot, la efectuarea
pasului k, astfel: fie r cel mai mic numér intreg pentru care ‘aff,?‘ = kr<naéx a(,]i) ’
m
Se permutd liniile &k si r astfel incat a k) devine pivot.

Algoritmul lui Gauss se poate aplica si pentru rezolvarea sistemelor de m ecuatii
cu n necunoscute. Pe parcursul algoritmului pot apare urmatoarele situatii:

-coeficientii unei ecuatii devin toti nuli, iar termenul liber corespunzator este
nenul, caz in care sistemul este incompatibil;

-coeficientii unei ecuatii sunt toti nuli si termenul liber corespunzator este nul,
atunci ecuatia respectiva este consecinta a celorlaltor.

Algoritmul lui Gauss ne permite si rezolvam simultan p sisteme de ecuatii cu
aceeasi matrice A, dar cu termeni liberi diferiti. In acest caz, la fiecare pas operatiile
aplicate asupra matricei sistemului se aplica tuturor celor p vectori coloana termeni
liberi. Dupa eliminare vom obtine p sisteme triunghiulare. Un caz particular al
acestui procedeu este inversarea unei matrice. Intr-adevir, daci in relatia AA~! =
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I,,, notdim A~! = X, atunci AX = I,, sau Az; = e; unde z; si e; sunt coloanele j
din X respectiv I,,. Astfel, coloanele matricei A~! sunt solutiile sistemelor liniare
cu termenii liberi respectiv egali cu coloanele matricii unitate.

Metoda lui Cholesky. Reamintim cd matricea A = (a;;) se numeste simetricad
dacil a;; = aj;, Vi,j = 1,n. Matricea simetricd A se numeste pozitiv definitd daci
' Az > 0, Yz # 0 dat de (1.5). Se poate ardta ci matricea simetricd A = (a;;) este
pozitiv definitd daci si numai dacd A; > 0, Vi = 1,n, unde A; sunt dati de (1.3).
Metoda lui Cholesky constd in descompunerea unei matrice simetrice gi pozitiv
definite A, sub forma A = R'R, unde R este matricea superior triunghiulara

i1 T2 ... T1i,n—1 T1in
0 T22 T2,n—1 Ton
R =
0 0 co Tp—1n—1 Tn-1n
0 0 .. 0 Tnn
A 0 . aa— . - . .
Pentru inceput, punem agj) = a4, 1 = 1,n, j = i,n. Elementele matricei R
se calculeaza succesiv, linie cu linie, folosind urmatorul algoritm. Calculul liniei
(i-1)
LT (i—1) a;j ¢ .
i € 1,n se face cu formulele r;; = \/a;; 7, 7ij; = , dacd j =1+ 1,n, urmat
A ‘1 i
(dacd i < n) de calculele aé? = agjf ) _ riktij, k=1+1,n, j =k,n.

Determinarea rangului unei matrice prin metoda transformari elementare. Prin
transformare elementard a unei matrice se intelege una din urméitoarele operatii:

- schimbarea a doud linii (coloane) intre ele;

- iInmultirea tuturor elementelor unei linii (coloane) cu acelasi factor nenul;

- adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor corespunzitoare ale
altei linii (coloane).

Tinand seama c& transformaérile elementare nu afecteazd proprietatea unui de-
terminant de a fi nul sau nenul, rezultd cd rangul unei matrice nu se modifica
dacd asupra matricei se efectueazs transform#ri elementare. In practicsi, pentru
determinarea rangului unei matrice, procedam astfel: se efectueaza transformari
elementare asupra matricei pAnd cand toate elementele devin nule cu exceptia unor
elemente de pe diagonala principald care devin 1. Rangul unei matrice este numarul
elementelor 1 de pe diagonala principala.

2. Probleme rezolvate

1. Sa se calculeze inversele urmatoarelor matrice triunghiulare:

1 1 1 1 1 1.0 0
01 1 1 01 10
WA=l 01 1 |PA= 001 1
0 0 0 1 0 0 0 1
Solutie. a) Folosind formulele (1.2), se obtine: ¢1; = cag = ¢33 = cqq = 1,
cio=—1,c03=—1,c34=—-1,¢13=0,c24 =0, c14 = 0.
1 -1 0 0
Asadar A1 = 0 1L -1 0

0 O 1 -1
0 0 0 1
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1 -1 1 -1
0 1 -1 1
i -1 _
b) Un calcul similar conduce la A~ = 0 0 1 -1
0 O 0 1

2. Si se rezolve urmitoarele sisteme prin metoda eliminirii a lui Gauss. In
fiecare caz sd se gaseasca descompunerea LU a matricei sistemului.
T1+2x9+323+4x4 =11
2x1+3zo+4x3+ x4=12
3x1+4 a0+ x3+22x4=13
4171+ LE2+21’3+3IL‘4:14

221 —x9+323=3
a) 3z14+22—523=0 ; D)
4IE17I2+ LE3:3

2 -1 3
Solutie. a) Matricea sistemului este A = 3 1 =5 |, iar coloana ter-
4 -1 1
3 B 2 -1 3|3
men liber este b = 0 |. Fie A = 3 1 -5]0 matricea extinsa a
3 4 -1 1] 3
sistemului. Deoarece
9 _1 2 -1 3
A1 =2#0, Ay = =5=#£0,A3=1| 3 1 =5 |=-6+#0,
’ 3 1 ‘ 4 -1 1

matricea A se poate scrie sub forma A = LU.
Vom aplica metoda eliminarii a lui Gauss. Se obtine succesiv

1 00 2 —1 3 3
3 - 5 19 9
Li=| -2 1 AV =, A= o I
1 5 0 1 0 5 5 2
5 0 1 0o 1 -5 | -3
2 -1 3] 3
Lo SR
Lz = L0 | A = [, A0 = 5 2|2 |
0 —= 1 6 6
0 0 —2 | -2
e 5 5
2 -1 3 2 _é 13
AV — A= o g _% A — A0 Z | 0 5 =
0o 1 -5 00 fg

Trebuie rezolvat sistemul superior triunghiular

2 11— To+ 3 x3 =
5 19
— T9g— — I3= —
2 2 g P
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care se rezolva regresiv. In consecintd, solutia sistemului va i 3 = 1, o2 = 2,
I = 1.

2 -1 3
0 5 19
De asemenea U = A?) = 9 9 |si
6
0 0 —=
5
1 00 1 0 0 ;) 0 0
L=IL7'L" = 210 0% =lz 0
2 0 1 0 = 1 5 2
5
1 2 3 4
4 . . . 2 3 4 1
b) In acest caz matricea sistemului este A = 341 92 | coloana termen
4 3 2 1
liber b si matricea extinsa a sistemului ﬁ, fiind date de
11 1 2 3 4 11
12 ~ 2 3 4 1| 12
b= 13 A= 3 4 1 21 13
14 4 3 2 1| 14
Matricea A se poate scrie sub forma A = LU, deoarece Ay = 1 # 0, Ay =
1 2 3 4
1 2 123 2 3 41
=—-1#0,A3=1]2 3 4|=4#0,A4= = 160 # 0.
2 3 3 4 ] 3 4 1 2
4 3 2 1

Vom aplica metoda eliminarii a lui Gauss. Se obtine succesiv

1 0 0 0 1 2 3 4 11
| 2100 1) _ o -1 —2 -7 -10
Li=1 _3 01 0 AT =LA= 0 -2 -8 —10| —-20 |~
-4 0 0 1 0 -7 —10 —13 | =30
1 0 0 0 1 2 3 4 11
o 100 @ _ w_|[ 0o -1 -2 -7] -10
La=l g 91 0 A =LA 0 0 -4 4 0|’
0 -7 0 1 0 0 4 36 40
10 0 0 1 2 3 4 11
o100 @) _ @_ [0 -1 -2 —7| -10
Ls=119 01 0 , A = LsA 0 0 —-4 4 0 |’
00 1 1 0 0 0 40 40
1 2 3 4 1 2 3 4
 _ o -1 —2 -7 @ w_|o -1 -2 -7
AT =LiA= 0 -2 -8 -—10 4 LA 0 0 -4 4
0 -7 —10 -13 0 0 4 36
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1 2 3 4
0o -1 -2 =7
0O 0 —4 4
0 0 0 40

Rezolvand sistemul superior triunghiular

AB) — L3A(2) —

I1+ 2 £E2+ 3 LE3+ 4 Try4 = 11
—To2— 2 Trs3— 7 Ty = —10

—4 3+ 4 x4 = 0’
40 Ty = 40

se obtine x4 =1, z3 =1, 3 = 1, x1 = 2. De asemenea,

1 2 3 4

[0 -1 —2 -7

U=A"=10 0 4 4

0 0 0 40

siL=L'Ly Lyt =

1000 1000 10 00 10 00
2 100 0100 01 00| [21 00
[ 3010 0210 00 1 0] [32 1o0
400 1 0701 00 -1 1 4 7 -1 1

3. Folosind metoda elimindrii a lui Gauss, sd se rezolve urmaéatoarele sisteme

de ecuatii:
2x1+5x3—8x3= 8 r1— 2 20+ T4 = -3
a) dx1+3x2—923= 9b) 3 r1— To— 2 I3 = 1.
2I1+3I275I3: 7 2LU1+ To— 2£E37 T4 = 4’
T+ 8 x9 — 7 x3 =12 1+ 3xo0— 2x3— 234 = 7

3x1—5xo+ 2x3+4x4=2
c) Tx1—4 z9+ T3 +3T4=5 .
S5x1+Txzo— 4dax3—624=3

Solutie. a) Sistemul are 4 ecuatii si 3 necunoscute. Deoarece a;; = 2 # 0,

1 0 0 O
-2 1 00
putem considera matricea Frobenius Ly = | —1 0 1 0
1
—= 1
5 0 0
2 5 =8 8
_ _ o -7 7] _
Atunci A =L,A=| o _2 3 1| Procedeul continui.
11
= 8
0 5 3
1 0 00 9 5 _g 3
0 1 00 0 -7 7| _7
2 ~ ~
Le=|o0 -2 10 [ AY=LAY =10 o 1| 1 [,
5 5
11 Z bt
0 — 01 0 0 2 2
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1 0 0 0 9 5 -8 8
0 1 0 0
~ oY 0 -7 T =7
Ly=| 00 1 0 |, A®=134% = 0 0 1 1
0 0 *g 1 0 0 0 0

Deci ultima ecuatie este consecintd a celorlalte. Sistemul este compatibil de-
terminat. Sistemul dat este echivalent cu sistemul superior triunghiular

2x1 +5x9 —-8x3= 8
-7 To +7 T3 = -7 .
I3 = 1

Rezolvand gasim z3 = 1, x5 = 2, 1 = 3.
b) Procedand ca mai sus, obtinem succesiv

1 0 00 1 -2 0 1] -3
| -3 100 (1) ~ 1o 5 —2 -3 10
Li=1 5 01 0 AT =LA= 0 5 -2 31| 10 |’

-1 0 0 1 0 5 -2 —-3| 10
1 0 0 0 1 -2 0 1] -3
0 100 2, 7y _ | 0 5 —2 =3] 10
La=1 ¢ 1 1 o A7 =LA7=1 4 o o o 0
0 -1 0 1 0O 0 0 0] 0

Ultimele doud ecuatii sunt consecintd a primelor doud. Sistemul este compatibil
dublu nedeterminat. Sistemul
1 — 2 X9+ Ty =—3
5:132— 25(53— 3.%'4:10

4 1
este echivalent cu sistemul initial si are o infinitate de solutii: z; = 1+ ga + 5b’

2 3
x2=2+5a+5b,m3=a,m4=b,a,bGR.

¢) Obtinem succesiv:

1 0 0 3 -5 2 4

23 11 19 %

Li=| 3 VY[ AV == 03 T3 3 3|,
2201 46 22 38| 1
3 3 3 3 3
-5 2 4 2
bmefo 10 awopan_|, B 1 1|1
0 -21 T

Sistemul este incompatibil.

4. Folosind metoda elimindrii a lui Gauss, sa se calculeze inversele matricelor:
1 0 1

a)A:<_S :g);b)A: 01 1
1 1 1

Solutie. a) Problema se reduce la rezolvarea simultand a doud sisteme de ecuatii
cu aceeagi matrice, coloanele termeni liber ale celor doud sisteme fiind coloanele
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matricei unitate Is. Notam Z(O) = ( _g :g ' (1) (; ) Pentru a folosi metoda
1 0
eliminarii, fie L1 = 9 E Atunci
8
1 0 8 =7 1 0
=1 _ . =) _ 8 =711 0\ _
AT =14 _<9 1)(9 6‘ 0 1)‘(0 JHbe 1)'
8 8 8
Efectuam, in aceastd ordine urmatoarele transforméri elementare: inmultim
linia 2 cu BEEEL apoi inmultim linia 2 cu 7 ¢i o adunam la linia 1. Se obtine
matricea
4856
8 0 111 111
0 1 9 8 ’
111 111
de unde prin impartirea liniei 1 cu 8, rezultd matricea
L
1 0 111 111
0 1 9 8
111 111

In acest moment, in stanga barei este matricea unitate I, iar in dreapta barei
1 6 -7
seaflif A=! deci A=l = — .
111\ -9 -8
b) Procedim ca mai sus. In acest caz, trebuie rezolvate simultan trei sisteme
de ecuatii cu aceeagi matrice, coloanele termen liber fiind coloanele matricei unitate
I3. Organizam calculele astfel:

. 101100
2%- 1 01 1l0 10|,
111|001
100 ) ) 101] 100
L= o010, 2%=,2%= 01 1| 01 0],
10 1 01 0[-101
100\ i 1o 1] 1 00
=0 10|, 2%=,2%= 01 1] 0 10
0 -1 1 00 1] -1 -1 0

Matricea celor trei sisteme a devenit superior triunghiulara. Pentru rezolvarea
celor trei sisteme, vom cduta ca prin transforméri elementare asupra liniilor sa
obtinem in stdnga, matricea unitate. Facem, in ordine, urmatoarele transformari

elementare asupra matricei A(Q): —Ly — L3, Lo — Ly — Ly, L1 — Ly — L. Se
obtine matricea

1 0 0 0 -1 1
010 -1 0o 1],
0 0 1 1 1 -1
0 -1 1
decidA™'=[ -1 0 1
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5. Sa se determine matricea superior triunghiulard R, astfel incat sa avem

6 —2 2
A= R'R, unde A = —2 5 0 |]. S& se rezolve apoi sistemul Ax = b, unde
2 07
10
b= -7
9
Solutie. Folosim metoda Cholesky. Obtinem succesiv 11 = V6, r12 = —%,
oo V2 By 2 w19 VI3 2 ) 40
13*\/:;7 22*3723737 33*3322*\/5723*33 337137
2 2
5 Y2 V2
V3 V3
r33 = i, deci R = 0 Vi3 2 Sistemul inferior triunghiular
Vi3 V3 V39
0 0 9
13
5v2
V3
11
Rty = b are solutia y = ,E . Sistemul superior triunghiular Rx = y are
9
V13
solutia x3 =1, x5 = —1, 1 = 1.

6. Folosind metoda transformérilor elementare, si se determine rangul matricei

2 4 35

1 2 1 2

A= 31 5 3
-1 5 2 8

Solutie. Se obtine succesiv (la fiecare pas, transforméirile elementare efectuate
se gasesc in dreapta matricei. Notatia Ly — L + L4 inseamna linia 1 se inlocuiegte
cu suma liniilor 1 si 4 etc.)):

2435\ ;oo L9 5 13\
1 21 2 0 7 3 10
Ly — Lo+ Ly —

315 3 | 2 0 16 11 27 .
-1 5 2 8 3 3 4 -1 5 2 8

L9 5 1B\ o o ga 1 0 0 0
o700 2o o7 310

0 16 11 27 [ 28 7% oL 0 16 11 27

0 14 7 21 4 4 ! 0 14 7 21
Ly—Ls—16Ly _ | 0 1 3/7 10/7 53:53_130//77002 _
Ly — Ly —14L, 0 0 29/7 29/7 4 v 2

- 00 1 1
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10 0 0 Ly — 7/20L 1 00 0
01 0 0 T ot oo |

0 0 29/7 29/7 4T s 001 1
00 1 1 - 0000

1 000

C4—>C4—03 01 0 0

N 0010 |

00 00

deci rangA = 3.

3. Probleme propuse

1. Folosind metoda eliminarii a lui Gauss, sé se rezolve urmaétoarele sisteme
de ecuatii:

3x1+2204+ x3=5 1 . :gi?’ii?i:g
a) 2214+3x24+ x2z3=1 ;b) 2 3 4= :
2x_’_ x+3$‘_11 31’1+2$2 —51’4:12
' ? . 4214+3x2—5 23 = 5
221 —3x2+ Sz + Taoy=1
C) 421 —6x0+ 223+ 3x4=2
21 —3x2—11l23—-1524=1
21’1"‘ To — £C3—|— Ty = 1 x1 + x2—3$3:—

1
d) 31 —2x9+223—3x4= 2  ¢) 221+ mpe—2x3= 1
521+ 29— x3+2x34=-1" T1+ To+ wx3= 3’
2x1— To+ x3—3x4= 4 T1+2x9—3x3= 1

1+ 3x94+2x3=0
2x1— x90+32x3=0
3x1— baxa+4ax3=0"
$1+17$2+4I3:0

f)

2. Folosind metoda eliminarii a lui Gauss, s& se calculeze inversele urmé-
toarelor matrice:

a)(5 3>;b)428,c)394;d)1111;
135 15 3 L1 1

12 3 4

ol 23 1 2

11 1 -1

10 -2 -6

3. Folosind metoda lui Cholesky, sa se rezolve urmatoarele sisteme, precizandu-
se, in fiecare caz, descompunerea R'R a matricei A a sistemului respectiv.

59317237272173:2 3$1+2$2+2{E3:3
a) —2x1+6 2o =14 ; b) 2x1+3x2+2x3=1 ;
—2x1 + 4x23=10 2x14+2x3+323=3
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2214+ To4+ T3+ x4= 2
C) T1+2x9+ 23+ 4= 1

1+ To+2x3+ 14=-2"

T1+ To+ x3+2x34=-1

4. Folosind metoda transformaérilor elementare, si se gidseascd rangul ma-
tricelor:

5 % _g 2 -1 3 -2 4
a) ;b)) 4 -2 5 17
-2 -3 2 -1 1 8 2
-1 4 =2
4. Indicatii si raspunsuri
1. a) T, = 2, zo = =2, x3 = 3. b) r1 =1, 290 = 2, 23 = 1, x4y = —1.
1 3 1 11
c) rp = 3 + éa — 1—6b, To = a, T3 = —§b7 x4 = b, a,b € R. d) Sistemul
este incompatibil. e) Sistemul este incompatibil. ) z1 = 11¢t, x5 = ¢, 3 = —Tt,
7 1 -10 -7 6 -1
1 1 1
-5 1 6 -6 3 3
1 1 1 1 22 —6 —26 17
1 1 1 -1 -1 -17 5 20 —13
BN I T T T IR I S S R SN (e
1 -1 -1 1 4 -1 =5 3
2 2 2 2
B oL 2 i 2 2
vb Vb V3 V3
26 24/2 5 2
o VX 22 Lz =2,20=3,23=1;b)R=| 0 V52
Vs V65 V3 V15
2
0 0 @ 0 0 ﬁ
V13 L | V5
V2 =
V2 V2 V2
o V3 L 1
x1=1, 29 =-1,23=1. ;¢) R= V2 V6 Ve X =2, 20 =1,
2 1
0 0 — —=
V3 2V3
0 0 o0 ?

x3=-2,14=—1. 4. a)3.b)2.



CAPITOLUL 2

Vectori liberi

1. Preliminarii

Fie S spatiul geometriei elementare. O pereche ordonatd (A, B) € & x S se

numeste vector legat (sau segment orientat) cu originea in A i extremitatea in
—

B si se noteazd AB. Dacd A # B, dreapta determinatd de punctele A si B se

numeste dreapta suport a vectorului AB. Vectorul legat AA se numeste vector
legat nul, dreapta sa suport fiind nedeterminatd. Se numeste lungimea (norma sau
modulul) unui vector legat A—B>, distanta dintre punctele A gi B (relativ la o unitate
de masurs fixatd) gi se noteazi HA—B)H Evident, lungimea vectorului legat nul este
egald cu zero. Doi vectori legati nenuli AB si C’_D> au aceeagt directie daca dreptele
lor suport sunt paralele sau coincid. Un vector legat nenul AB determini unic
dreapta AB si un sens de parcurs pe aceastd dreaptd: sensul de la A la B. Doi
vectorii legati nenuli care au aceeagi directie, au aceeasi orientare (acelasi sens)
daca extremitatile lor se afla in acelagi semiplan determinat de dreapta care unegte
originile lor, in cazul in care dreptele suport sunt paralele, dar nu coincid; in cazul
in care dreptele lor suport coincid, atunci cei doi vectori au aceeasi orientare daca
sensurile determinate pe dreapta suport comuna coincid Doi vectori legati care au
aceeasi directie, dar nu au aceeasi orientare, se spune ci au orientari opuse (sensuri
opuse). Vectorii legati A_B> si C—D) sunt egali dacd si numai dacd A =C si B=D.

Se numeste vector liber multimea tuturor vectorilor legati care au aceeasi di-
rectie, acelasi sens si aceeasi lungime. Vom nota vectorii liberi cu litere mici: @,
?7.... Daci @ este vector liber, un vector legat A—B> € @ se numeste reprezentant
al vectorului liber @

Adunarea vectorilor se face cu regula triunghiului sau regula paralelogramului.

1D - — DA - — . -

Dacd AB € a, BC € b, atunci @ + b este vectorul liber de reprezentant AC.
Definitia este corectd (nu depinde de alegerea reprezentantilor). Pentru orice trei
puncte A, B, C € S, are loc AC = AB + BC (relatia lui Chasles). Dacd A € R,
A U este vectorul de lungime || || % ||, avand acelasi sens cu u daci A > 0 si sens
contrar lui w dacid A < 0.

Fie A, B € S, A # B. Punctul M € AB imparte segmentul [AB] in raportul

—_— — .
A€ R\ {1} dacd MA =X MB. In acest caz are loc
1
(1.1) Tyv=——(Ta—A7pg).
1—A
Dacd A(xa,ya,24), B(zp,yB,28), iar M(x,y, z) imparte segmentul [AB] in
raportul A, atunci

1 1 1

33217)\(%4—)\963)72/: (yA—)\yB),Zzli/\

1—A

(za — X zB).

13
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In particular, dacid M(z,y, 2) este mijlocul lui [AB], se obtine

1 1 1
v=g@atas),y=5yatys) 2= (atzs).

Vectorii liberi care au aceeasi directie se numesc coliniari. Daca vectorii nenuli
% si U sunt coliniari, atunci existd A € R astfel incat w = X\ ¥. Dacd o si v
sunt necoliniari, atunci o o + v = 0 ea= B = 0. Vectorii liberi se numesc
coplanari dacd reprezentantii lor sunt paraleli cu un plan. Pentru orice vector o
coplanar cu vectorii necoliniari @ si b existd a, 8 € R unic determinati astfel incat
U=aa+p 3} (descompunerea unui vector dupa doud directii date). Daci @, ?
si ¢ sunt necoplanari, atunci o @ + 3 ? +97C = 6> Sa=p=v=0. In acest
caz, pentru orice vector u € Vs existd a, 3, ¥ € R unic determinati astfel incat
TU=aa+p ?Jrfy?. (descompunerea unui vector dupd trei directii necoplanare).

Fie @, b e V3\{6)} Numdrul real ¢ € [0, 7], care reprezintd unghiul dintre
dreptele suport a doi reprezentanti ai vectorilor @ si 7, avand origine comuna, se
numeste unghiul dintre vectorii @ si D,

Produse cu vectori

Fie @, D e Vg\{ﬁ} si ¢ € [0, 7] unghiul dintre @ si D,

1. Produsul scalar a doi vectori liberi. Se numeste produs scalar al
vectorilor @, b € V3 numadrul real notal @ - ?, definit prin:

= 1@ T cosp ,daci @, b €V5\{0}
a- b= o — — —
0 ,dacd @ = 0 sau b = 0
Proprietati ale produsului icalar a doi vectori liberi
— —
Ha-b=b-a,va, b eVs;
— — —
QNT-b)=Nd)-b=d-(\b),Va,b cVs N R;
— — —
)T (D +3)=T-b+T -, VT, b, T eVy;
— —
4)a-d>0,Va eVs\{0};d-d =0 7d=0;
— . . —
5) @ si b sunt ortogonali <= @ - b = 0;
. — — — - 5 — — - .
6) dacd @ =a1 ¢ +a2j +task, b =by ¢ +byj +bsk, atunci:
-
a - b =aiby + asby 4+ asbs,
@@ =af+aj+a;=|d*
7) daci @, b e V3\{6>}, atunci
., =
a-b a1by + asbs + azbs

p= = ;
1ZN- 10 Val + a3+ a3 /83 + 03 + 03

8) dacd A, B € S si A(x1,y1,21), B(22,y2, 22), atunci distanta dintre punctele
A si B, notatd d (A, B) este data de

d(A, B) = |ABI| = /(@2 — 21 + (g — 1) + (22 — 2)".

2. Produsul vectorial a doi vectori liberi. Se numeste produs vectorial al

. I o —> -
vectorilor ‘@ si b sise noteazd @ x b, vectorul:
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QO(

—
a

. _) . . .

si b sunt necoliniari
X —
b

= _JI@l- 1B sing- €, dac
sunt coliniari

LN
0 ,daa si

unde ¢ este un versor perpendicular pe planul determinat de reprezentantii lui @
si b avand aceeagi origine gi orientat dupa "regula burghzuluz si anume in sensul

de inaintare a unui burghiu cand @ se roteste citre b printr-un unghi minim.
Proprietati ale produsului vectorzal a doi vectori liberi

_ —
)a@xb=—(bx a)Va l)EVg7
— - —
2) M@ x b)Z/\E)X b=1a x)\b VAER, @, b € Vs
— —
3) (d + b)x?:?x?mx?,va’, b, ¢ € Vs;
—
4)d xad=0,Yd €V
— —
S)laxv|?>=a)?>|6|>~(a-b ) o, €V3, (identitatealuiLagmnge)
g - i - _’
6) Dacd @ =a1¢ +a2j +ask, b b +b2j +b3k atunci
7 X Z} = (agbg — a3b2) 7 + (CLgbl — albg) 7) + (a1b2 — agbl) ? =

- = -
it 5k

=]l a a2 az |;
by by b3

—
7) | @ x b || este aria paralelogramului construit pe suporturile reprezentantilor

lui @ si b avand aceeasi origine. Aria unui triunghi ABC' este dat# de
1, — —
AAABC = §HAB X ACH

3. Produsul mixt a trei vectori liberi. Se numeste produs mixt al vectorilor
- T = < — T =
@, b, ¢ € Vs, numirul real, notat (@', b, ¢), care este egal cu produsul scalar

. — . —_—
al vectorilor @ i b x ¢:

(@, 0,0)=7 (b x72).
Proprietati ale produsului mizt a trei vectori liberi
o — i s 5 T - i 77— - i =
1)Dacd @ =a1 i +asj +ask, b =by i +byj+bsk, c =c1i+caj+esk,
atunci

. ar az as
(1.2) (d,b,C)=|b by b3
€1 C2 (3
2) (7, 0,7)=(b,7, @)= (?,a’,?), (@, 5,79)=~(a. 2, )
3) (a, ?, ) = 0 dacd si numai daci @, b Fie® sunt coplanam

. . — T = . . .. o
reprezentantilor vectorilor '@, b, ¢ considerati cu origine comuna,;
—

5 (W+7,0,¢)=(,0,0)+(7,0,7C).
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2. Probleme rezolvate
1. Fie vectorii necoliniari % si v'. Si se determine «, astfel incat vectorii
— — . N T T
a =au +3v, b =u + v safie coliniari.
—
Solutie. Din @ = A b, rezultd (a —A\) W + (3 -\ 0 = 0. Vectorii @ siv
fiind necoliniari, rezulti ca « —A=0,3—-A=0,deci A\=3 ¢i « = 3.

2. Fie O un punct fixat. Punctele A, B, C' sunt coliniare daca si numai daca
exista a, B, v € R, nenule simultan, astfel ca

(2.1) @« OA+BOB+70C="0sia+h+v=0.

Solutie. Dacd A, B, C sunt coliniare, existd A € R astfel incat
— — — —
OC — OA = \(OB — OA). Atunci are loc (2.1) cua = A—1, 8= -\, v =

. y . L= CR—" y —>.
Reciproc, dacd, de exemplu, o # 0, atunci S+ # 051 OA = m B+ ocC.

— — = = — . . B.> v ol ﬁi}’}/
Dar OA = 0B + BA, OC = OB + BC. Inlocuind, obtinem BA = mBC7 deci

punctele A, B, C sunt coliniare.

3. Fie O un punct fixat i A, B, C' trei puncte necoliniare. Pentru orice punct
M din planul ABC existd «, 5, v € R, astfel incat

— — — —
OM=aOA+50B+y0Csia+p+~v=1
Afirmatia reciproca este adevarati?
— — —
Solutie. Vectorii AM, AB, AC fiind coplanari, existd A\, u € R astfel ca AM = A
— — — — — — — — o
AB 4+ p AC sau OM — OA = X (OB — OA) + u (OC — OA). In consecintd
— —_— — —
OM=(-A—pu+1)OA+XOB+puOC. lusim a = -A—pu+1, 8=\, v = p.
—_— —
Iﬁgiproc, dacd « = 1— 8 —, introducand in relatia datd, rezultd AM = 8 AB +~
AC adica punctele M, A, B, C sunt coplanare.
4. Fie G centrul de greutate al unui triunghi ABC' gi O un punct oarecare din
. — 1 — — —
spatiu. S& se arate c& OG = g(OA + OB+ 00).
) . —_— — L= 1 — —
Solutie. Dacd AD este mediand, DB = —DC, deci OD = i(OB + 0C).
— — — 1
De asemenea din GA = —2GD obtinem OG = g(OA + 20D), de unde rezultd

afirmatia.

5. Fie n puncte materiale My, Mo, ..., M,,, de mase my, ma, ..., m,, respectiv.
S& se arate cd existd un punct G unic determinat astfel incat
—_— — —_— —
Daca M este un punct oarecare, atunci
—_— —_— —_— —

Solutie. Punctul G, dac# exist#, este unic. Intr-adevir, daci Gy ar fi un alt
punct ce satisface

SN —
m1G1M1 —+ m2G1M2 —+ ...+ mnGan =0

)
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atunci, scazand din (2.2) i tindnd seama cid G1M; — GM; = G1G, 1 < i < n,
— —
rezultd cd (my +m2 + ... + my,) G1G = 0. Cum my +ms + ... + m,, # 0, obtinem
ca G1 =(@. R
In ceea ce priveste existenta punctului G, fie O un punct fixat. Cum GM; =
— —
=O0M; — OG, 1 < i <mn, rezultd cid
1
mi+mo+ ... +my,
Punctul O fiind fix, iar punctele M; si numerele reale m;, 1 <i < n, fiind date,
rezultd cd punctul G este bine determinat prin relatia de mai sus. Relatia (2.3) se
obtine folosind faptul cd MM; = MG + GM;, 1 <i<mn, si (2.2).
Punctul G dat de (2.2) se numeste baricentrul (centrul de greutate al) sistemului
de puncte (My, Ms, ..., M) relativ la sistemul de ponderi (my, ma, ...,my).

6. Fie @ =137, b =-u+27, |7 =3, |7 = V2 u(0) =
fiind unghiul dintre % si ¥’. S& se calculeze:
—
a) a- b;
—
b) lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe vectorii @ si b si
unghiul dintre ele.

— — — —
OG = (mlOMl +moOMs + ... + m,LOMn).

™
—, 0
47

Solutie. a) Cum w - ¥ = 3, rezult ci a - b = 6. b) Diagonalele parale-
— — = — — —
logramuhg sunt di = @ + 2}, dy="a —b,decidy = -7, dy =2u —57.
Atunci ||d; || = || 7]| = V2, ||da|]? = (2% — 57) - (2% — 57) = 26. In consecint,
— =
- . d1 . dg 2

ld2|l = V26 i cos) = ——=— = .
ldi]l [ldof] V13

7. Fie A, B,C,D patru puncte in spatiu. S& se demonstreze egalitatea lui
FEuler:

— o — e oy
AB-CD+ BC-AD+ AC-DB =0.

Solutie. Daca O este un punct din spatiu, egalitatea rezulta folosind AB =
O—B>— O—/l etc. Din aceastd egalitate obtinem:

a) In triunghiul ABC, fie H punctul de intersectie a dous inaltimi, fie ele AH
si BH. Aplicand egalitatea lui Euler punctelor A, B, C, H, rezultd cd gi CH este
indltime. Astfel se demonstreaza vectorial concurenta indltimilor intr-un triunghi.

b) Daci intr-un tetraedru existd doud perechi de muchii opuse perpendiculare,
atunci si cea de a treia pereche de muchii opuse este formata din muchii perpen-
diculare.

8. Sedau punctele A (2, —1,3), B(3,3,1), C(4,2,2). Si se calculeze perimetrul,
aria triunghiului ABC precum si lungimea inaltimii din B.

— — —

Solutie. Cum ||AB| = 21, |BC|| = V3, |AC|| = /14, perimetrul este
VIL + /3 + VIA Dar 48 = |AB|* |AC|*sin* A = |[AB|* || AC|?* — || AB|
|AC||? cos? A, deci S = %\/||A’B’|\2 |AC|2 — (AB - AC)2. Cum AB = i +47j —

- = — - . = TR . V38 .
2k, AC =2i¢ +3j5 — k, obtinem cd AB - AC = 16. Atunci S = ——, iar

2
25 V38 V19
|AC| V14 VT

hp =
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9. Sa se calculeze aria paralelogramulul construit pe vectorii v; = @ + 3 b
—
=27 — b, stiind i | @) =3, | b ]| =45 «(T, b)fg.
Solutie. ||'a x ?H = ||| ||?|| sing =6, V] X U3 = 70 x @. Aria paralelo-
gramului este|v; x vz || = ||3) x || = 42.

10. Si se calculeze aria triunghiului ABC, unde A(—1,1,0), B(2,-1,3),
C(4,2,2).

- = = — — —
Soluzjze Deoarece AB = 3 i 2543k, AC =51 + +2 k: atunci ABx AC =
1 — — 1
77 —|—9] +13k,dec1S:§ |AB x AC’||:§ 299.

se determine volumul paralelipipedului construit pe vectorii @ =
=5u —4v +3w T=u+v-uw §t11ndca||uH—2\f 7] = V3,
||E>H 2 (7, w) = g, iar unghiul dintre vectorul % si planul determinat de

Solutie. (@, b,7C) =17(7, 7, @), (T, 7, @) =u - (¢ x @) =|7| |7 x
xw| = ||V

E>||cosz = 6, deoarece ||V’ v ||||E>||Sing = 3. Atunci volumul este

V=17-3=51.

12. Si se determine volumul V gi indltimea h din D ale tetraedrului ABCD,
dacd A(1,-5,4), B(0,-3,1), C(2,4,3), D(1,0,1).

Solutie. AB = —4 +27 — 3k, AC = 7+97—?_,}A—2>>:_5>7—3?,
AB,AC,AD)| 1
(AB,AC,AD) =13, ABx AC =257 —47 —11%. v = LAB: 60’ )|=§.

Aria AABC este ?, deci h = i

V762

3. Probleme propuse

1. Fie ABC un triunghi si M un punct variabil in spatiu. Sa se arate ca
— — —
vectorul M A+ 2MB — 3MC nu depinde de punctul M.

2. Daca O este punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului ABC D,
—_— T s ey —
iar M un punct oarecare, atunci MA+ MB+ MC + MD = 4MO.

3. Fie AB i CD doud coarde perpendlculare inc Cercul de centru O si I punctul
lor de intersectie. Sa se arate ci 1A + 1B + c + 1D = 2I0.

4. S4& se arate ca G este centrul de greutate al unui triunghi ABC daca si
— — — — 4

numai daci GA+ GB + GC = 0. In plus, dacd AM, BN, CP sunt medianele

triunghiului ABC, atunci triunghiurile M N P gi ABC au acelasgi centru de greutate.

5. Fie A;, 1 <1 < 6 mijloacele laturilor hexagonului convex ABCDEF. Sa
se arate ca:

a) se poate construi un triunghi cu segmentele [A; As], [A3A4], [A546);
b) triunghiurile Ay A3As si As A4 Ag au acelagi centru de greutate.
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3
6. Punctul C se afli pe segmentul [AB] la — de B. Dacid M este un punct
) e o
oarecare, si se exprime MC' in functie de @ = MAsi b = MB.

7. Daca punctele Ay, By, Cy impart segmentele [BC|, [C A], [AB] respectiv in
acelagi raport A, sd se arate c8 segmentele [AA;], [BBi], [CCh] pot fi laturile unui
triunghi.

8. Dac8 AD este bisectoarea unghiului A a triunghiului ABC, D € (BC), iar
b si ¢ sunt lungimile laturilor [AC] si respectiv [AB], atunci

= b-Tg +c 1o
b b+c

a —_—
9. In trapezul isoscel ABCD se cunosc baza mare AB = @, una din laturile
— —
neparalele AD = b, iar masura unghiului A este g S4 se descompuni dupd @ si

N
b vectorii care dau celelalte laturi si diagonalele trapezului.

10. Daci a, b, ¢ sunt lungimile laturilor [BC], [C' 4], respectiv [AB] ale unui
triunghi ABC, iar I centrul cercului inscris in triunghiul ABC, atunci are loc

a-TA+b-tg+c-r¢=(a+b+c) 77

11. Fie A si B doud puncte distincte. Determinati multimea punctelor M
pentru care existd ¢ € R astfel incat r3; = (1 —t)-74 +t - rp. Caz particular
te0,1].

12. Se dau punctele A (2,-3,4), B(3,2,-1), C(0,1,—2). S& se determine un
punct D astfel incat ABC D si fie paralelogram.

13. a) S& se arate cd punctele A (1,5,—2), B(9,—1,22), C'(—3,8,—14) sunt
coliniare;

b) Pentru ce valoare a lui A punctele A, B g¢i D (—7,11,—2 4 12)) sunt coli-
niare?

¢) Punctele A, B si E(—7,5— 2\, —2 + 12)) pot fi coliniare?

— =
14. Si se determine A astfel incat vectorii @ = i + 27 +4k, b = 7

Jr

20
(A=1) 7+ (6—M\) ?, T =27 - )\7+ (A +4) ¥ si fie coplanari. Pentru A = 5
si se descompung vectorul @ dupi directiile lui ? si7c.

15. Fie m, ™, ] trei vectori necoplanari.
a) Sunt coplanari vectorii U =m+n+p, v =m+20 -3p, W =
m4+An +9p7

b) S& se descompund vectorul
v, W

— — —
a =2

m + 71 + 217 dupi directiile vectorilor

=l

) )

.= . . o o = T L=
16. Fie a’, b vectori nenuli. S& se arate ca vectorii @ + b si @ — b sunt
—
. . . v —
ortogonali dacd si numai dacd ||a’|| =1 b .

— —
17. Sise arate ci vectorii w = (@’ - b)-¢ —(@-¢)- b si @ sunt ortogonali.

18. Daca u gi v sunt doi versori ortogonali, atunci vectorii @ = Au — v si
N

— — .
b = U + A\ v sunt ortogonali.
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Iz -2 =

5 . . ey — . T2 _
19. S& se interpreteze geometric egalititile |@ + b |* =
=02 12
Fa |l + 1 o |-
20. Sk searate ci | @+ b2 +]|T — b2 =272+ | D|?). Interpretare
geometrica.

21. Dacd G este baricentrul sistemului de puncte materiale (M, Mo, ..., M},)
relativ la sistemul de ponderi (mq,ma, ..., m, ), iar M un punct arbitrar, si se arate

L —_— — n n —_—
cd Y m||[MM;|)? = | MG|? Y. m; + 3 my||GM;||? (Stewart).
i=1 i=1 i=1
o - — - = — —
22. Sa se calculeze rezultanta fortelor Fy = 2m +3n + P, Fo = m — 37,

daca ||| = 1, | P = 2, £(7, P) = =.

3
-
23. Daci ||| = ||€)|| =|¢|=1sid+b+7C = 0, si se calculeze
— =
a-b+b-c+a-7.
24. Fie vectorii m si 7, unde ||m| = 2, |7 = V2, £(m, 7)) = Z Sa se

N
determine \ astfel ca vectorii @ =2m — 37 si b = A\m + 7 si fie ortogonali.

25. S&a se calculeze unghiul dintre medianele duse din varfurile ascutite ale
unui triunghi dreptunghic isoscel.

26. Pentru ce valoare a lui A, vectorii u = T+ 27 +(A=1) ?, v =

- = .7 .
214 — j + 3k sunt ortogonali?

— — —
27. Fie vectorii W =2@ — b, v = —-3d +2b, unde || @] =3, || b =4,
—
iar @ si b sunt ortogonali. S se calculeze lungimile diagonalelor paralelogramului
construit pe vectorii w si ¥ si unghiul dintre ele.

28. Se dau punctele A (1,—1,1), B(2,—1,—1), C(0,2,4). S& se calculeze
perimetrul si unghiurile triunghiului ABC.

29. Se dau punctele A (12,-4,3), B(3,12,—4), C'(2,3,—4). S& se arate ci:
a) triunghiul AOB este isoscel;

b) triunghiul AOC este dreptunghic;

¢) si se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

— — —
i+35+3k,

30. S4 se calculeze unghiurile triunghiului ABC, stiind ca AB = +3

== - =
CB=—-1+ 3] +2k.
31. S4& se determine un vector de norma 26 situat in planul xOy, care si fie
— — —
perpendicular pe vectorul @ =124 +55 —Tk.
N .o - — i T T S
32. Se considerd vectorii @ =2¢ +55 — Tk, b = 1 j + k. S& se
—

i
calculeze unghiul dintre vectorii @ si b, precum si pr— 5 b.

+

33. 54 se determine un versor al bisectoarei unghiului C' al triunghiului ABC,
unde A (0,1,1), B(-1,1,2), C(1,2,3).

34. S4 se arate c8 punctele A (—4,0,1), B(0,1,1), C (4,4,0), D (4,6, —1) sunt
coplanare. S& se calculeze aria patrulaterului ABCD.

< — 7 7 = .
35. Si se calculeze (@' + b) x (b — @). Interpretare geometrica.
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—_— = —

36. S&a se arate ci in orice triunghi ABC are loc AB x BC = BC x CA =
—_— —
=CA x AB.
37. Sa se calculeze aria gi lungimile diagonalelor paralelogramului construit pe

— — — —

vectorii W =@ —2b, 0 =2 +3 b, stiind ca || =4, ||| =5, (T, b) = g
38. Si se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii @ = i +2j —

- = - = = . . - .
—k, b =27 — 7+ k. Sase determine un versor perpendicular pe cei doi vectori.

. .o o . d . —> . .o
39. Fie vectorii necoliniari « si v". Pentru ce valoare a lui a vectorii

=
a =au —2v, b =24 + v sunt coliniari?

40. Se dau punctele A (-1,2,0), B(1,1,1), C'(2,3,4). S& se calculeze aria
triunghiului ABC gi lungimea inaltimii din C' pe AB.

41. Fie vectorii '@ = @ — 7 + k, b = i +2j5 + k. Sa se determine un

=

vector v astfel incat ¥ x @ = b.

42. S se calculeze aria paralelogramului construit pe vectorii o si v, stiind
ci |7 =4, || V|| =5, iar w - v = 10.

43. Fie triunghiul ABC, cu AB = 3P —47, B—C>' =7 +5q¢, P si ¢ fiind
doi versori perpendiculari. S& se calculeze lungimea inaltimii din C.

44. S4 se determine volumul paralelipipedului construit pe vectorii @, 3}, <,

—

unde @ =m+2n+p, b =2m+30 +3p, ¢ =3m+7Tn +p, unde ||| =1,
17 = 2V2, |7 = 2V3, £(7,p) = g, iar unghiul dintre vectorul 7 si planul
determinat de vectorii m si p are misura T

—

45. Si se arate ci vectorii m =d +2b + ¢, m=d + b — ¢,
— — ry — .
p = a +3b + 3¢ sunt coplanari.
< < e - - - ., =
46. Sa se arate ca vectorii @ = i + 5+ k, b =1+ j +2k, ¢ =i+
- - . o o — - - -
42 j + 3k nu sunt coplanari. S& se descompuna vectorul v =647 +935 + 14k

—
o . . . — —
dupa directiile vectorilor a’, b, ¢.

o . R e — - - -
47. S& se determine A astfel incat vectorii @ = i +Aj —4k, b = (A —
- L, = — - . o o
1)j +k, ¢ =14 +45 —2k si fie coplanari. Pentru A = 2 s& se descompund
—

vectorul @ dupi directiile vectorilor b si ¢.
. e T - S S T I e
48. Sedauvectorii@a =2i+ 5 -3k, b =31425 -5k, c=1i—75+k.

Se cere:

. . . . e —> - —_
a) volumul paralelipipedului construit pe vectorii @', b, ¢;

b) lungimea indltimii paralelipipedului pe baza determinatd de @ si ?
49. Si se determine A astfel incat volumul paralelipipedului construit pe
. - T = - =
vectorii @ =24 —3j5 +k, b=14+4+ 35 —2k, ¢ =Xt +27j sifie 10.
50. Se dau punctele A (3,1,4), B(5,2,1), C'(1,1,-6), D (1,2,3). S& se cal-

culeze volumul tetraedrului ABCD si lungimea inaltimii tetraedrului dusa din B
pe planul ACD.
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4. Indicatii si raspunsuri

— —_— — — — —
1. De exemplu, MA = MB + BA, deci MA+2MB —3MC = (MB - Mc)

— — —_— — — —%
—|—BA = 3C’B + BA 2. Se aduna rela‘gnle MO =MA+ AO MO = %B —|—_B>O,
— —
MO MC+CO MO = MD+DO si se tine seama c& AO+CO = ,BQ;l—DO_)
0. 3. Fie B gi F' mijloacele coardelor [AB] respectiv [C’D] IA = 10 + OA,
— —  — - — — T = —
IB = IO+OB deci IA+IB = 2[O+OA—|—OB Dar OA—i—O.B) Z.O>E7 d’eg

1A + 1B = 210 O+ 20E S1m11ar c + ID — 270 + 20F. Dar OF + OF = Ol.
In consecints, 14 + 1B + c + ID = 2I0. 4. Daci G esteg}ntr&de grilgate al
triunghiului ABC, fie D mijlocul segmentului [AB]. Atunci GA+GB = 2GD, deci
P — = — —_— = — —
GA+GB+GC =2GD+ GC = 0. Reciproc, din GA+ GB 4+ GC = 0, obtinem
e — — e — — — —

GA+GB =CG. Cum GA+ GB = 2GD, rezulta CG = 2GD, deci punctele G, C,
D sunt coliniare, adicd G se afla pe mediana GD. Similar se arata ca G se afld pe
celelalte doust mediane, deci G este centrul de greutate al triunghiului ABC. In plus,

B —_— — —_— 11— . — — 11—
GM =GB+BM = GBJrEBC. In mod asemanator se aratd ca GN = GC+ §C’A,
_— = 11— L = = e = — | f—y s —

GP = GA+§AB, deci GM+GN+GP = GA+GB+GC’+§ (BC—I— CA+ AB) =

— —_— 1—
0, adicd G este centrul de greutate al triunghiului MNP. 5. a) A1A; = §AC,

_— l— — 1— . —
A3A4 = §C’fg7 A5A6 = iEA, deci A1A2 + A3A4 + A5A6 = 0. b) Dacd G este
—_—

centrul de greutate al triunghiului A; A3As, atunci GA1 + GA3 + GAs = 0. Dar
— — 1— — — 1—

GAy; = GA; + §AC’ GAy = GAs + §CE, GAG = GA5 + §EA. In consecinti
2 + (744 + Cﬁg = ﬁ, deci G este centrul de greutate al triunghiului A;A4Aq.

—

CA = fgCB. Din (1.1) se obtine MC = 3 a + = b 7. Din (1.1), avem:

I 72

1 —_— — 1 — —

—_

. .. . . 92 - i3 v
Adunand cele trei relatii si tindnd seama cd AB + BC + CA = 0, rezulta ca
- 55 = - . . . v v D Cc ==
AAi + BB+ CC{ = 0. 8. Din teorema bisectoarei, rezultd ci DB = ~3 DC.

Relatia doritd se obtine din formula (2.2), cu A = —g. 9. Fie AD bisectoarea
BD D
unghiului A. Din teorema bisectoarei avem —— = C bj— deci BD = bj—c
c

Cum BI este bisectoarea unghiului B, aphcand din nou teorema bisectoarei, gdsim
b
TA = - +CID Folosind (1.1) si 7 p =
a

ﬁ(b -rg + ¢ rc), se obtine relatia
c

din enunt. 10. Relatia din enunt se mai scrie sub forma AM = tA—B>7 deci M
se afld pe dreapta AB si reciproc. Dacd t = 0, atunci M = A, iar dacd t = 1,
atunci M = B. Din relatia de mai sus, dacd ¢t € (0,1), rezultd c& M € (AB).
— — — — — — - =
11. OD = OC + BA. D(-1,-4,3). 12. a) AB=8i —6j +24k, BC =
- — - . TR 2 - - — - .
—124 +9j — 36k, deci AB = —-BC. b) AD = -84 +6j + 12X\ k. Din
— — 3 —_— — — —
AB = aAD se obtine « = —1, A= —2. ¢) AE = —-81i —2\j + 12\ k. Conditia
— —
AB = aAF conduce la relatiile: 8 = —8a, —6 = —2Aa, 24 = 12Aa. Din primele
doud relatii se obtine @« = —1, A\ = —3, care nu o verifica pe a treia, deci punctele
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nu pot fi coliniare. 13. Metoda I. Din @ = ab +ﬂ? se obtin relatiile « +28 =1,
2
aA—=1)—=BA =2, a(6 — ) + B(A +4) = 4, de unde rezultd A\ = 50 Metoda II.

— 4— 1
Se pune conditia (E}, b ,?) =0. @ = 3 b — 6? 14. Metoda I. Daca vectorii
ar fi coplanari, atunci ar exista o, 5 € R astfel ca @ = a@ + Bw, ceea ce conduce

la sistemul de ecuatii: a+ =1, 2a+48 =1, —-3a + 95 =1, care nu are solutii.

Metoda II. Calculim produsul mixt. ¥ x W = 2m x +12m X P 4307 x
— L= = — — = — — — — - = — —>—>—>
p, deci (m,v,w) =30(m,n,p), (W,v,w) =12(n,m,p), (p,v,w) =
9 17 39
2(F, 7, 7). Atci (7,7, ) = 20 (7,7, F) £0. T = o7 — T+ 20
15. Se tine seama ci (@ + E’).(a’—?)z T2 = D). 16. ©-a@ =0
— —
17. Din |¥|| = ||V =1si W -7 =0, rezultd cd @ - b =0. 18. @ - b = 0.
N — — N —
. HaII—HbH_, _ v 1@ -]
19. DC = a, BC b — ——=ada, A — a,
P TR R k]
BD = b — @. 20. Se aduni relatiile |@ + b|?> = [|@||>?£2a - b + [ b]?
. — —_—  — . 2 — |2
21. Se tine seama ca MM, = MG + GM;, 1 < i < n, = ‘MG‘ +
si SomGM; = 0. 22 F1+F2—3m+ P,m-p =1,

IF + Fa|)? = 9||i|% + 67 - 7 + | 7|12 deci |Fi + Fo|| = v19. 23. Din 0 =
— — — —

@+ b +7CP= P+ >+ CI?+2(a-b+b-C+a- 7<), rezultd

7.?+?.?+7.?:7. 2. W-TW =23 b =2\ -2, deci A = 1.

25. Daca mdasura unghiului ABC' este g, atunci medianele BD gi CE sunt date

—_— — 11— — — 1— — .
de BD = BA + ;AC, CE = CA + ;AB. Daci - HACH — z, atunci
4
|BB| = | CF| = Lo, BD-CF = o2 cosa = 2. 26. A= 1. 27. & = 7 + 7.
do =7 -7 =5d —3b0. Cum @ - b = 0, avem HCTlH = 5, ||£H = 341,
dy - dy = —93, deci cosf 3 g AB =7 — 2K, AC=—-7+37 +3%
. = —93, dec1 cosl) = ————. . = 17 — , =—1 ,
P 5v41 ] J .
—_— — — —
BC =-2i 43 +5k,P=v5+V19+ 38, cosA = ———, cosB = —,
I NGE V190
26 —_— —
cosC = WA 29. a) OA=0B =13. b) OA-OB =0, ¢c) P = v/386+v198+/82.
11 4V/2 2
30. cosA = ——, cosB = —f, cosC = —L. 31. Daci @ =a i + 8 7),
3v19 V57 3v3 . .
atunci v/a2 4 8% = 26 si 12a+56 = 0. Seobtine v = £(107 +24 7). 32. @- b =
O
—b)-b 1
0, deci unghiul cautat este z. pr 7? = (C|l|_>)_> =3 33. Fie CD,
a— b

—
€ (AB), bisectoarea unghiului C. ||AC|| = ||BC| = v/6, deci D este mijlocul

1 3\ == 3 3 — V22

segmentului [AB]. Atunci D ( —=,1,- |, CD = 2T 7 — 7?7 ICDJ| = .
2 2 2 2 2

. . — 1 .= - - =

Un versor al bisectoarei este v = +——(34 +2j5 +3k). 34. AB=41i + j,
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— — — = — — — — — — —
AC=8i+4j—k,AD =81 +6j —2k, deci AD = —2AB+2AC, adica punctele

—_— — —— — — — — —
sunt coplanare.O alta cale: (AB,AC, AD) =0. ABxAC =—1i +4j5 +8k,
27

Similar SAACD = 9, deci SABC’D = ? 35.

— — —
(@+ b)x(b—-"a)=2(a x b), deci, daci S este aria paralelogramului construit
pe cei doi vectori, iar di, do sunt diagonalele acestui paralelogram si ¢ unghiul

. . 1 . —_— = —_— = = —
diagonalelor, atunci S = §d1d2 singp. 36. ABxBC = (AC+CB)xBC = ACxBC
ete. 37. -0 =10, [T x 0| =103, x0T =7ax b, S =||7 x 7| = 70v/3,

e
di = |7+ 7| =229, do = | @ — V| = 669. 38. @x b =1i-3] -5k,

||A—B> X A—dn =9, deci Saac =

N ©

|

+1 1
S=@x V| =V3 T=——(@xb)=—=(7-37 —5k). 39
1T x b 35
— —_— — —
Txb=(a+2)(TXxT),a=-2 40. ABxAC =5(—i — 5 + k), Saanc =
5v/3 5v/2

—hc—T. 41. Dacé?zwz’—i—yj—l—zk b :(y—i—z)T—i—(z—

2

X

)7—(m+y)? = ?4—2]' k. Obtinem z =t -2, y=1—t, 2=t ¢t € R.
42. Se poate aplica identitatea lui Lagrange. 10v/3. 43 % 44 3) X € = 5m x
w4+ Tp xm+18p x n, deci (i, b <)=(m,p,n), (ﬁ),?,?) = (n,p,m),
(?,?,?) = (p,m,n). Atunci V = \(m,_> )| = |m| |7 x ?Hcos% = 6.
45. WxP =2a x b +6b x € +47 x ¢, deci (m, @, b) = (T, @, b),
@, b,¢)=(a,b,%), (Ma,7¢) = 2(7,7,?). Atunci (1,7, P) = 0, deci
vectorii sunt coplanari. 46. (?,?,?) = —1, deci vectorii nu sunt coplanari.
T =T +2b +3¢.47. (7,0, C)=32—-6=0,deci \=2. @ =-2b +¢.
48. V:(( D, )):1. Txb=1i+]+Fk,deci|a x?||=\/§ h:%,
49. V = ‘( b, )] = [5A+£10. A; =0, Ay = —4. 50. (E,A_d,ﬁ)) — 44,

29 )
deci V = 2. ACx AD =107 +187 —2k. SAACD:\/107,h:W.



CAPITOLUL 3
Spatii vectoriale

1. Preliminarii

Fie K = R sau K = C. O multime nevidd V' se numeste spatiu vectorial (sau
liniar) peste corpul K daci este inzestratd cu doud legi de compozitie: una interna,
notatd aditiv, (z,y) — x + y si una externd, notata multiplicativ («,z) — az, cu
urmatoarele proprietati:

Dez+y=y+az Vo, yeV,;

2) (x+y)+z=a+(y+2), Yz, y, z€V;

3) existd un element 0y astfel incat x + ()V =z, Vx eV,

4) pentru orice x € V existd un element o’ € V astfel incat x 4+ 2’ = Oy;
)J1l.z=z, VeV,
)
)
)

5
6) a(fz) = (aﬁ)xVaﬁeKVmeV'
T (a+B)r =ax+ Bz, Va, B € K, Vx € V;

) alr+y)=azx+ay, Vae K,Vz,ye V.

Elementele lui V' se numesc wvectori, iar elementele lui K se numesc scalari.
Cand K = R, V se mai numeste spatiu vectorial real, iar K = C, V' se mai numeste
spatiu vectorial complex.

Fie V un K-spatiu vectorial. O submultime nevida S C V se numeste subspatiu
vectorial daca:

Nz, yeS=az+yes;

Q)zeS,aceK=axebl,

sau, echivalent,

ar+ Py e S, Ve,y € S, Vo, € K.

Agadar, submultimea S insési este spatiu vectorial peste corpul K.

Fie A C V. Vectorul z € V este combinatie liniard de vectori din A, daci
exista vy,..., v, € A gl aq, ..., a, € K astfel incat z = ayvy + ... + apvy,. In acest
caz, scalarii aq, ..., a,, se numesc coeficientii combinatiei liniare. Multimea tuturor
combinatiilor liniare (finite) de vectori din A este subspatiu vectorial al lui V', numit
subspatiu vectorial generat de mulfimea A sau acoperire liniara a lui A si se noteazi
Sp(A). Spunem ci submultimea A a lui V este sistem de generatori pentru V sau
cd A genereazd V, dacd orice x € V este combinatie liniara de vectori din A. Daca
A este finitd, atunci V' se numeste finit generat. Multimea {x1,...,2,} C V se
numeste liniar independentd (sau liberd) dacd din a1 + ... + apz, = Oy rezultd
a1 = ag = ... = a, = 0. Aceeasi multime se numeste liniar dependenta (sau legata)
daca exista scalarii aq, ..., ap, nu toti nuli, astfel incat ayxq + ... + apx, = Oy in
acest caz, se mai spune ca vectorii z1, ..., x,, sunt liniar independenti respectiv liniar
dependenti. O multime infinitd de vectori din V' se numeste liniar independenta (sau
libera) dacd orice submultime finitd a sa este liniar independentd. O submultime
de vectori din V' se numeste baza, daca este liniar independenta si genereaza V.

25



26 3. SPATII VECTORIALE

Spatiul vectorial V este de dimensiune finita (sau finit dimensional) dac este finit
generat. Orice doud baze intr-un spatiu de dimensiune finitd au acelagi numar de
elemente. Se numeste dimensiune a unui spatiu vectorial finit dimensional V' si se
noteaza dim V', numarul de vectori dintr-o baza oarecare a sa. Un spatiu vectorial
se numeste infinit dimensional cand contine o mul{ime infinitd libera.

Dacs dim V = n, atunci orice submultime liberd S = {e1,ea,...,ex} C V, cu
k < n, poate fi completatd pand la o bazd {ej,es, ...k, €xt1,...6nt a lui V. Si
anume, dacd Vi, = Sp{e1,ea,...ex} =V, nu avem ce sd completdm. Dacd Vi # V,
ludm ey € VNV si construim Vi1 = Sp{er,...,ex,ext1}t- Continudm apoi
rationamentul cu Vi1 in locul lui Vj. Deoarece dim V' = n, putem face acest lucru
pana la Vj,—j4 (n—r), deci procedeul se termina dupa n — k pasi.

Daca B C V este un sistem finit de vectori, se numeste rangul sistemului
B, numarul maxim de vectori liniar independenti din B. Este clar ca rangB =
dim Sp(B). Fie E o bazd in V. Matricea M, ale cérei coloane contin coodonatele
(unic determinate) ale fiecdrui vector din B in raport cu baza E, se numeste ma-
tricea sistemului B in raport cu baza E. Are loc rangB = rangM. (teorema
rangului).

Teorema lui Grassmann. Dacd si sunt subspatii finit dimensionale ale unui
spatiu vectorial, atunci

dim(S; 4+ S3) = dim Sy + dim Sy — dim(S; N Sa).

Dacid B = {ey,ea,...,en} si B" = {f1, fa,..., fn} sunt doud baze in spatiul

vectorial V, atunci matricea patratd, unic determinati C = (Cij)ij:ﬁ, care sa-
n

tisface relatiile f; = " ¢;je;, 1 < j < n, se numeste matricea de trecere de la
i=1

n n
baza B la baza B’. In plus, dacd © € V se scrie © = Y mje; = > x}f;, atunci
i=1 i=1

(21, T2, oy zn)’ = C (2, @, ...,z

2. Probleme rezolvate

1. a) Si se arate ci in R3, vectorii v; = (1,1,1), v2 = (0,1,1), v3 = (0,0,1)
formeazd un sistem de generatori si sunt liniar independenti. S& se calculeze coor-
donatele vectorului = (1,2, 3) in raport cu baza {vy,v2,v3};

b) Aceeasi problems in R*, pentru vectorii v; = (1,1,1,1), vo = (1,1, -1, —1),
V3 = (13 -1,1, 71)7 Vg = (17 -1,-1, 1) siz= (17 2,1, 1);

c¢) Aceeasi problema in R?, pentru vectorii v; = (1,2), vo = (3,-5), si z =
(1,-3).

Solutie. a) Fie x € R3, & = (x1, 72, x3). Vom arita ci putem determina oy, as,
ag astfel incat © = av1 + avs + azvs. Aceastd relatie se mai scrie (z1, xo, 3) =
(1,01 + @z, 1 + @z + a3), de unde a1 = 1, a1 + @ = 9, @1 + @3 + ag = x3.
Rezultd a; = x1, ag = ©9 — x1, ag = T3 — X2, deci vy, va, vg formeazd un sistem
de generatori pentru R3. In plus, vectorii vy, vs, v3 sunt liniar independenti. Intr-
adevir, dacd pentru ay, as,az € R are loc relatia av1 + asvy + azvs = (0,0,0),
atunci ¢y = 0, a3 +as = 0, a1 + ag + az3 = 0, de unde a; = ay = az3 = 0.
In consecinti, {v1,v9,v3} este o bazd in R®. Tinand seama de prima parte, dac#
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x = (1,2,3) = a1v1 + asvs + azvs, obtinem coordonatele lui x in raport cu aceasta
bazd: a3 =1, ap =1, ag =1, deci (1,2,3) =1 -v1 +1-vy+1-vs.

b) Din & = (z1, 2,3, 24) = @101 + @02 + @303 + a4v4 obtinem a1 + as +
ag+aqg = 21, 1 Q2 —Q3 —Qg = T2, @] — Q2+ Qa3 — Qg = T3, Q] — Q2 —

a3 + ay = x4, deci o :1(m1+m2+x3+x4), 04221({,614-{)32—1'3—1'4)7 a3 =

Z(xl —To a3 —x4), Q4 = Z(xl — &g — x3 + x4). Prin urmare, vy, vy, v, v4

formeazi un sistem de generatori pentru R*. In plus, vectorii v1, ve, v3, v4 sunt
liniar independent;i. Tntr—adevér7 dacd ayv1 + agve + aszvs + agvy = (0,0,0,0), din
relatiile anterioare gisim a3 = as = a3 = ay = 0. Agadar, {vy,vs,v3,v4} este o
baza in R%. Totodat#, dacd = = (1,2,1,1) = ayv; + qave + a3v3 + vy, obtinem
. 1 1 1
coordonatele lui z in raport cu aceastd baza: o = T = T ag = T oy = 1
¢) Similar, din & = (21, 22) = a1v1+agvs rezultd oy +3as = 21, 201 —Hag = X2,

deci a7 = hl (521 4 3x2), g = T (221 — x2), lar din ajv1 + azve = (0,0), gdsim

a1 = ay = 0. In consecinta, {v1,v2} este o bazd in R?. Folosind relatiile anterioare,
4 5

se obtin coordonatele lui = in aceasta baza: a; = EETEAARETE

2. Fie a € R*. S& se arate cd functiile p; : R — R, p;(z) = (x — a)i, 0<i<n,
formeazd o baza in spatiul functiilor polinomiale de grad cel mult n pe R.

Solutie. Dacd . \p(x — a)* = 0, atunci, derivand de n ori relatia, obtinem
k=0

n—1
A -n! =0, deci A\, = 0. Derivand acum, de n — 1 ori relatia > A\p(z — a)* = 0,
k=0
obtinem A,,_1 - (n — 1)! = 0, deci A\,_1 = 0. Procedeul continui. In final, rezultd
Ao = A = ... = A\, =0, deci polinoamele pg, p1, ...,p, sunt liniar independente. S&

aratdm ca aceste polinoame formeaza un sistem de generatori. Intr-adevar, daca
flz)=ap-14+a1-(z—a)+..+a, (z—a)"”, atunci oy = f(a). Derivand, obtinem
! 1

) = / ('a ) Derivand din nou, gasim as = / 2('(1). Continuand procedeul, rezulta
N ™ (a) . . 3 o
ca ap = I 0 < k < n. In consecinta, functiile polinomiale p, 0 < k < n,

formeaz un sistem de generatori, deci o baza in spatiul functiilor polinomiale de
grad cel mult n pe R.

3. In spatiul vectorial real al functiilor continue pe R, cu valori reale, s& se
arate cd functiile 1, cost, cos?t, cos® ¢ sunt liniar independente. Aceeasi problems
pentru functiile 1, cost, cos 2t, cos 3t

Solutie. Fie a, B, v, 6 € R astfel ca a- 1+ Bcost + ycos?t + dcos>t = 0,

vVt € R. Dand succesiv lui ¢ valorile 0, %, g, m, se obtin relatiile a + 8 +~v+ 9 =0,
2 1 2

a—|—£ﬁ+§"y+%5 =0,a =0, a—f+v—06 = 0. Determinantul sistemului omogen
astfel obtinut este nenul, deci admite numai solutia banald a = 8 =~v = § = 0.
Prin urmare, functiile 1, cost, cos? ¢, cos® ¢ sunt liniar independente. Similar, dacs
a-14Bcost+ycos2t+Jdcos3t =0, Vt € R, tinand seama c& cos 2t = 2cos?t — 1,
cos 3t = 4cos®t — 3 cost, rezultid ci o — v + (8 — 35) cost + 2y cos? t + 46 cos® t = 0,
vt € R. Deoarece functiile 1, cost, cos?t, cos® ¢ sunt liniar independente, obtinem
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a—-v=0,-30=0,2y=0,40 =0, deci a = f =~ =6 = 0, adica functiile 1,
cost, cos2t, cos 3t sunt liniar independente.

4. Fie z = (1,2,3) € R3. Si se determine coordonatele vectorului x in baza
B = {6376,2765}7 unde 6/1 =(1,0,1), 6,2 = (1, _170)7 eé = (2707 1>~

Solutie. Fie B = {e1,ea,e3} baza canonicd din R3. Deoarece €] = e; + e3,
el = e — eg, €5 = 2e1 + e3, rezultd cd matricea de trecere de la baza B la baza B’

1 1 2
esteC=| 0 —1 0 |. Totodatde; = —e]+eh, ea = —e] —eb+eh, es5 = 2¢) —ef,

1 0 1

-1 -1 2

deci matricea de trecere de la baza B’ la baza B este C~! = 0 -1 0

1 1 -1

x) 1 3

Daci z = z) e} +xheh +ahel, atuncise obtine | zf | =C71| 2 | =] -2

xh 3 0

Asadar © = 3¢} — 2é5,.

5. Fie S;, S» dous subspatii vectoriale ale lui R*, generate de vectorii f; =
(1,1,0,0), f = (0,1,1,0), f3 = (0,0,1,1) respectiv g; = (1,0,1,0), g2 = (0,2,1,1),
g3 = (1,2,1,2). S& se afle dimensiunile si cate o bazd in S, S, S1 + Sz gi 51N Ss.

Solutie. Deoarece rang{ f1, f2, f3} = 3, rang{g1, 92,93} = 3, rezultd cd dim S; =
dim Sy = 3, iar {f1, f2, f3} si {g1, 92, g3} sunt baze in S; respectiv Sa. Pe de altd
parte, in mod evident, {f1, f2, f3,91,92,93} genereazi S; + So C R Deoarece
rang{ fi, f2, f3, 91} = 4, atunci dim(S; + Sp) = 4, adicd S; + Sz = RY. Putem lua
ca baza in Sy + S vectorii f1, fo, f3,91, de exmplu. Din teorema lui Grassmann,
dim(S; N S3) = 2. Vom determina o bazd in S; N Sy. Dacd u € S; NSy, atunci
w=ofl + Bfs+7fs =a'g1 + B g2 +7'gs. Se obtine sistemul liniar

a=ao ++
a+ =28 +2
Bty=ao + 5+

v=p8+2

Din ecuatiile 1, 2, 4, rezultd a = o/ ++/, f = —a' + 26" ++', v = + 29"
Introducand in ecuatia 3, gisim o/ = ' ++/. Atunci v = £'(1,2,2,1)+7'(2,2,2,2).
Vectorii (1,2,2,1) si (2,2,2,2) fiind liniar independenti, rezultd c& formeazd o bazi
in Sl N 52.

3. Probleme propuse

1. Fie V = (0,00). S& se arate ci in raport cu operatiile z ®y = zy, z,y € V
sia®z=2z% ae€R, z eV, V devine spatiu vectorial real. Sa se arate ca vectorii
V2 si v/3 sunt liniar dependenti.

2. Fie V un K-spatiu vectorial si v € V', v # 0y . Definim

rdy=z+y-—v,z,y €V,
a@r=ar+ f(a)v,ae K,z €V,

unde f : K — K. S& se determine f («) astfel incat V inzestrat cu cele doud
operatii sd fie spatiu vectorial.
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3. S4 se precizeze care din urmatoarele submultimi ale lui R® sunt subspatii
vectoriale ale lui R3.
a) Sl = {(xl,.’bg,xg) | X1 + 21’2 — 31’3 = 0},
b) Sy = {(x1,22,23) | x1 — w2 + w3 = 1};
) Sz ={(z1,22,23) | |z1| + |z2| = 1}
d) Sy={(z1,22,23) | 27 — 22 = 0};
{ )

(1,29, 23) | T1 = 222}

»n

4. In M, (R), fie S; = {A € M,(R) | A* = A}, S5 = {A € M, (R) |
= —A}. Si se arate c8 S si So sunt subspatii vectoriale ale lui M, (R) si
(R) = S1 4 Ss. Si se giseascd dimensiunile acestor subspatii.

5. Fie Ae My (R), A= (a;;) siS={x eR", v = (21,....,2,) | Y asjz; =
j=1
0, 1 <i<m}. S& se arate cd S este un subspatiu vectorial al lui R™.

6. Fie V un spatiu vectorial. S& se arate ca daci v1, v, vz € V sunt liniar
independenti atunci si vectorii wy = v1 +ve +v3, wo = v +vg —V3, W3 = V1 —Va+ V3
sunt liniar independent;i.

7. S8 se arate cd vectorii v; = (1,2,2,1), vo = (5,6,6,5), v3 = (—1,-3,4,0),
vg = (0,4,—3, —1) sunt liniar dependenti. S& se scrie v4 ca o combinatie liniard de
U1, V2, V3.

8. Sid se arate cd vectorii v; = (2,1,-3), vo = (3,2,-5), v3 = (1,-1,1)
formeaza o bazd a lui R3. Si se determine coordonatele vectorilor z = (4,4, —9) si
y = (6,2,—7) in aceastd bazi.

Aceeasi problemd pentru vectorii vj = (1,2,1), v = (1,1,1), v§ = (1,3,2),
' =(2,1,1), v = (1,1,0).

9. Si se arate ci vectorii vy, va, vs, vy formeazi o bazd a lui R*. Si se
determine coordonatele vectorului z in raport cu aceastd baza:

a) v = (1,1,1,1), va = (1,2,1,1), v3 = (1,1,2,1), vqg = (1, 3,2, 3);

= (17 _47 _27 _5)7
b) v = (150707 1)a Vg = (271737 1)7 U3 = (1717()’0)) Vg = (07 1a _171)a
z = (0,0,0,1).

10. Sunt liniar independente matricele A = < ; i1’> ), B = ( g 7:13 >’

C = < ; :;’ )? Dar functiile fi, fa, f3 : R — R, fi(z) = €*, fo(z) = e 2,
f3(x) = e2*?

11. S& se determine dimensiunea subspatiului generat si o baza a subspatiului
generat de vectorii:

a) vy = (1,1,1), va = (1,2,3), v3 = (0,1,1), vy = (0,0,0);
b) v = (1,0,0,-1), v = (2,1, 1,0, v = (1,1, 1, 1), v = (1,2,3,4),
=(0,1,2,3).

12. Si se determine dimensiunile sumei si intersectiei subspatiilor generate:
a) up = (1,2,-1), us = (3,4,-2), uz = (2,2,—1), respectiv v; = (0,1, 1),
V2 = (1; 2, 0),
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b) Uy = (1’ 1’ 17 1)7 U2 = (17 _15 17 _1)? Uz = (1a37 173)7 reSpeCtiV
U1 = (1ﬂ27072)3 V2 = (1727172)3 U3 = (371737 1)

13. S4 se completeze sistemul format din vectorii v; = (2,-1,3), vo = (4,1,1)
la o bazi a lui R3.

14. S4 se arate ci functiile fi = ¢, fo = t> + 1, f3 = t> + t formeazs o bazi
in spatiul functiilor polinomiale de grad cel mult 2. S& se determine coordonatele
functiilor #2 4 2¢ + 4 respectiv ¢2 + 3 in raport cu aceastd bazs.

15. Sa se gédseascd o baza in spatiul vectorial al solutiilor sistemului x7 + zo—
—x3=0,21 —x9+x4 =0, x0 + x4 =0.

16. In spatiul vectorial al functiilor f : R — R si se arate c& functiile
f1(t) =sint, fo(t) = cost, f3(t) =t sunt liniar independente.

17. Sa se gaseasca rangul matricelor:

;T_g 2 -1 3 -2 4
a) 72713;b)4725 17
2 -1 1 8 2

-1 4 -2

17. Fie S si S, subspatiile vectoriale ale lui R* date de: S = {(x1, 72,73, 24) |
o+ w3+ x4 = 0}, So = {(x1, 22, 23,24) | 1 + 22 = 0, x3 = 224}. S& se giseascd
dimensiunile gi baze ale acestor subspatii, precum si ale subspatiilor S1M.Ss, S1+S55.

18. In R? fie z = 2f; + fo, unde f; = (—1,1), fo = (2,3). Si se determine
coordonatele lui z in baza {g1, g2}, unde g1 = (1,3), g2 = (3,8).

19. S4 se determine matricea de trecere de la baza B = {f1, fo, f3} la baza

C = {gl,gz,gg}, daca f1 = (1,0,0), f2 = (1,1,0), f3 = (1,1,1), g1 = (3,0,2),
g2 = (—1,1,4), g3 = (3,5,2). Cum se schimbi coordonatele unui vector cand se
trece de la baza B’ la baza B?

20. Fie aq, asg, ..., a, numere reale distincte. Se considera functiile polinomiale
L;:R—R, 1< <n,
(x —a1)(z — a2)...(x —a;—1)(x — aiy1)...(x — ap)

Ll(m) = (ai — al)(ai — CLQ)...(CLZ' — ai—l)(aﬂi - ai-i-l)"'(ai - a”) .

S& se arate ca:

a) Sa se calculeze L;(a;), 1 <1,j < n;

b) S& se arate cd functiile L;, 1 < ¢ < n, sunt liniar independente;

c¢) S& se arate cd functiile L;, 1 < i < n, formeazd o bazd in spatiul vectorial
real al functiilor polinomiale de grad cel mult n — 1.

4. Indicatii si raspunsuri

1. (V,®) coincide cu grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive, deci au
loc proprietdtile 1)-4). Elementul neutru este 1, simetricul unui € V este —. 5)
IQr=al=2,Vr€V.6)a®(Be1)=a® (2°) = (2°)* = 2% = (af) ® =, Va,
BERVzeV. N (a+pB)@r=aF =22 =228 = (a®2)® (B 2),
Va, BER, z€V. 8 a®(zdy)=(2y)*=2%y*=2*Py* = (a®z) D (a®y),
Va € R, Vz,y € V. V2 = a®+/3, unde a = logy 2. 2. Proprietitile 1)-4) sunt
satisficute, elementul neutru fiind v, iar simetricul unui z € V este 2’ = —z + 2v.
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5= f(1) = 0. 6)= af(B) + f(a) = f(ap). T)= fla+ ) = fla) + f(B) — 1.
8)= f(a) =1—a. 3. Sy gi S5 sunt subspatii vectoriale. S si S5 nu sunt subspatii
vectoriale deoarece nu contin (0,0,0). S4 nu este subspatiu vectorial deoarece
(a+ B)? # o + % 4. Deoarece (A + B)t = A* + Bt si (A)! = AA?, rezultd
imediat c& S gi S sunt subspatii vectoriale ale lui M, (R). Pentru orice matrice
A € M, (R), putem scrie A = B+ C, unde B = %(A—}—At) siC = %(A—At). Cum
(AH)t = A, rezultd c& B! = B, C* = —C, deci B € S si C € Sy. Prin urmare,
M, (R) = S; + S3. Daci A € SN Sy, atunci A = A 5i A = —A?, deci A este
matricea nuld. In consecintd, M, (R) = S & S3. Matricele E;, i = 1,n, ale ciiror
elemente sunt e;r = 1, dacd j = kK = i si e;; = 0 In rest, precum si matricele Fj;,
i,j = 1,n, i < j, ale ciror elemente sunt f;; = fj; = 1 si fir = 0 in rest, formeaza

2
o bazd in Sq, deci dimS; =n+(n—-1)+n—-2)+...+1= 1 ;—n Matricele
Gij, i,j = 1,n, i < j, ale ciror elemente sunt g;; = —g;; = 1 si gix = 0 in rest,
2
formeazg o bazd in Sy, deci dim Sy = (n—1)+(n—2)+...+1= n 5 . 5. Daci

n
z=(21,..2p) €S,y = (Y1,..,Yn) € S si ,B € R, atunci > a;j(az; + fy;) =
i=1

« Z aijxj—i—ﬂ
Jj=1 J
A2 —A3)va+ (A1 — A2+ A3)vs = Oy. Cum vy, ve, vz sunt liniar independenti, rezultd
)\1+>\2+A3:O, )\1+>\27A3:O, )\17)\2+A3:O, deci)\leg:/\gzO. 7.
>\1U1+)\2’02+>\3’03+>\4’U4 = (0,0,0, 0) =\ +5)\2—>\3 = O, 2\ +6)\2—3)\3+4)\4 = 0,
2A1+6X+4A3—3XA4 = 0, A1 +5X2 — A4 = 0. Determinantul sistemului fiind nul, are
11

QY5 = 0. 6. \qwi+Aw2+A3w3 =0y = ()\1 +)\2+>\3)01+()\1+
=1

solutii nenule. vy = —wv; — —vy —v3. 8. Relatia avy + fve +~yvs = (0,0, 0) conduce
la sistemul omogen 2o+ 3 +~v =0, a+28 —v =0, —3a — 58 + v = 0, al carui
determinant este nenul. Atunci o = 8 = v = 0, deci vectorii vy, v9, v sunt liniar
independenti. Cum dim R? = 3, rezults cd vectorii v1, vo, v3 formeazi o bazi in R3.
T =wv1 + vy —v3, y =1 +v2 +v3. De asemenea, 2’ = v} + 2v) — v}, ¥’ = 20] — v4.
9. Determinantul de ordinul 4, ale carui coloane contin componentele vectorilor
V1, Vg, U3, U4, este nenul, deci vectorii sunt liniar independenti. Cum dim R* = 4,
rezultd ci vectorii vy, vo, v3, v4 formeazd o bazd in R*. a) x = 3v; + vy — 3vs. b)
T = %vl + %vg — %’Ug + %114. 10. Conditia aA + B +~C = ( 8 8 ) conduce la
sistemul omogen 2a+56+v=0,a—38—~v =0, ba+28+2y =0, 3a+5—3v =0,
a ciirui matrice are rangul 3. In consecintii, @ = § = v = 0, deci matricele sunt
liniar independente. Derivand de doud ori relatia ae® + Se™* + ve?* = 0, obtinem
ae® —Be " +2ve?® = 0, ae® + Be * +4ve?* = 0. Determinantul sistemului omogen
cu necunoscutele «, 3, v, este nenul, deci « = 8 = v = 0, adica functiile sunt liniar
independente. 11. a) Cum vy = (0,0,0) si v1, ve, vz sunt liniar independenti,
rezultd ca dim Sp({vi,ve,vs,v4}) = 3. b) Rangul matricei sistemului de vectori
este 3, deci dim Sp({v1,ve,vs3,v4,v5}) = 3. v = va — v;. Putem alege ca bazi
{v1,v2,v4}. 12. a) Fie S1 = Sp({u1, u2,us}), S2 = Sp({v1,v2}), dimS; = 2,
dim Sy = 2, S1 + S este generat de wuy, uo, uz, v, vo. Cum wui, ug, v; sunt
liniar independenti, rezultd c& dim(S; + S2) = 3, deci dim(S; N.S2) = 1 (teorema
lui Grassmann). b) Fie S; = Sp({u1,us,us}), Sz = Sp({vy,v2,v3}), dim Sy = 2,
dim Sy = 3, S1 + Sy este generat de uy, ug, us, v1, v, v3. Cum uy, v1, v, vz sunt
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liniar independenti, rezultd cd dim(S; + S2) = 4, deci dim(S; N S2) = 1. 13. vy si
vy sunt liniar independenti. Putem alege vs = (1,0,0) ¢ Sp({v1,v2}). 14. Relatia
at + B(t? +1) + y(t> +t) = 0 conduce la sistemul 8+~ =0, a+v =0, 8 = 0.
Atunci o = 8 = v = 0, deci polinoamele ¢, t? + 1, t> + ¢ sunt liniar independente.
Pentru orice polinom de gradul 2 avem at®> + bt +c = (b —a + ¢)t + c(t> + 1) +
(a — c)(t? +t), deci cele trei polinoame formeazi un sistem de generatori, adici o
bazd. t2 4+ 2t +4 =5t +4(t +1) = 3(t* +1), * +3 =2t + 3(t* + 1) — 2(¢* + t). 15.
S ={(2t,t,3t,—t) |t €e R}, dim S =1, v = (2,1,3,—1). 16. Derivand de doud ori
relatia asint + S cost + v = 0, obtinem acost — Ssint = 0, —asint — Scost = 0.
Determinantul sistemului omogen cu necunoscutele «, 5, v, este nenul, deci o =
B =~ = 0, adicd functiile sunt liniar independente. 17. S; = {(a,b,¢,—b —¢) |
a,b,c € R}, dim S; = 3, bazd: u; = (1,0,0,0), ug = (0,1,0,—1), ug = (0,0,1, 1),
Sy = {(a,—a,2b,b) | a,b € R}, dim S; = 2, bazi: v; = (1,—1,0,0), vo = (0,0,2,1).
dim(S] + S2) = 4, se poate lua ca bazd {uj,us,us,v1). Atunci dim(S; N Se) = 1,
S1 NSy ={(3t,—3t,2t,t) | t € R}. Vectorul v = (3,-3,2,1) este bazd in S; N Ss.
18. 2 = (0,5) = ag1 + fg2 = (@ +36,3a+88), deci 435 =0, 3a+ 83 = 5, adici
= 15g1—5g2. 19. g1 = 3f1—2f2+2f3, 92 = —2f1—=3f2+4[3, g5 = —2f1+3f2+2f5,

deci C = 72 7523 ; . Daci © = z1 f1 + 22 fo + w3 f3 = 291 + xhge + 2493,
atunci x; = 323:’1 —42x’2 E 2xh, wog = —2x) — 3xh + 3z, vz = 2z} + 4ab + 225,
20. a) Li(a;) = { (1): jggijiz . b) Dacd o; € R, i = 1,n, sunt astfel ca
i a;Li(z) =0, € R, atunci dand succesiv lui « valorile aj, ag, ..., a,, obtinem
Zazll = a3 = ..=qa, = 0. ¢) Dacid p este un polinom de grad cel mult n — 1,

n JE—
atunci din p(z) = > a;Li(x), rezultd o; = p(a;), ¢ = 1,n. Prin urmare, multimea
i=1

functiilor L;, 1 < 7,; n, este sistem de generatori, deci baza.



CAPITOLUL 4
Aplicatii liniare si matrice

1. Preliminarii

Fie V si W doud K —spatii vectoriale. Functia T : V' — W se numeste aplicatie
liniara (morfism de spatii vectoriale) daci:

a) T(zx+y)=Tax+ Ty, Vz,y € V;

b) T(az) = Tz, Va € K,Vz € V.

In fapt, T este aplicatie liniara dac# si numai daci T'(ax + By) = aTx + BTy,
Vo, € K, Vz,y e V.

Daca aplicatia liniara T : V' — W este bijectiva, atunci T se numeste izomor-
fism de spatii vectoriale si se noteazd V ~ W. Aplicatia liniara T : V — V se
mai numeste endomorfism al lui V, iar un izomorfism T : V — V se numegte
automorfism al lui V. Orice spatiu vectorial de dimensiune n este izomorf cu K".

Multimea L(V,W) ={T :V — W | T liniara} este un K—spatiu vectorial.

Fie T : V. — W o aplicatie liniar8. Atunci T(0y) = Oy . Multimea ker T' =
{z € V| Tx = 0y } este subspatiu vectorial al lui V' i se numeste nucleul lui T'. De
asemenea, InT = {y € W | 3z € V,y = Tz} este subspatiu vectorial al lui W si se
numegte imaginea lui T'. Dimensiunea nucleului lui 7' se numeste defectul lui T si se
noteaza de T, iar dimensiunea imaginii lui 7" se numesgte rangul lui T' si se noteaza
rangT. Dacd V este un spatiu finit dimensional peste corpul K, iar T': V — W
este o aplicatie liniard, atunci dim V' = defT + rangT (teorema rang-defect).

Daca T € L(V,W) gi dimg (V) = n, dimg(W) = m, iar E = {e1,...,en},
F ={f1,..., fm} sunt baze fixate in V respectiv W atunci, pentru orice j, 1 < j <mn,
existd scalarii a;; € K, 1 <1¢ < m, unic determinati, astfel ca:

m
Te; =Y aijfi, j=1n
i=1

Matricea A = A?’F = (a;5) de tip (m,n) a cérei coloand j este constituita
din coordonatele vectorului T'e; in raport cu baza F', se numeste matricea lui T in
raport cu bazele E gi F. Dacd x = x1e1+ ... + xpen, y=Tx=y1f1+ .. + YmSm
siX = (21,0, 2,), Y = (Y1, .0, ym) ¥, atunci Y = AX.

Dacd matricea lui S € L(V,W) in raport cu bazele E si F este B, atunci
matricea lui 7'+ S in raport cu cele doud baze este A + B. De asemenea, daca
A € R, atunci matricea lui AT in raport cu bazele E gi F este AA.

Fie U, V, W trei K-spatii vectoriale By, Bs, B3 baze ale lui U, V., W respectiv.
Fie S € L(U,V), T € L(V,W), Asi B matricele lui S gi T in raport cu bazele date.
Atunci, matricea lui T o S in raport cu bazele By ¢i Bs este C = B - A.

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita, C o bazda in V si T un
endomorfism al lui V. Matricea A a endomorfismului 7" in raport cu baza C este
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inversabild, dacd si numai daci T este un automorfism al lui V. In acest caz,
matricea Iui 7! in raport cu baza C este A~

Fie V, W sunt doud K-spatii vectoriale de dimensiune finitd si T' € L(V, W).
Daca A este matricea aplicatiei liniare T in raport cu doud baze fixate in V' respectiv
W, atunci rangT = rangA.

Fie V, W doud K-spatii vectoriale de dimensiune finita, E si F' doud baze fixate
in V respectiv W, T € L(V,W) si A matricea lui T in cele doud baze. Dacd E’ si
F’ sunt alte baze in V respectiv W, iar B este matricea lui T' in noua pereche de
baze, atunci B = D™'AC, unde C este matricea de trecere de la baza F la baza
E’, iar D este matricea de trecere de la baza F la baza F’.

In particular, daci T este un endomorfism al lui V, E si E’ sunt dou# baze in
V,iar A si B este sunt matricele lui T in bazele E respectiv E’, atunci B = C~1AC.
In acest caz, matricele A si B se numesc similare sau asemenea.

2. Probleme rezolvate
1. Fiex € R3 x = (v1,70,73) 5i T : R? — R3,
Tz = (z1 + z2 — 3,21 — T2 + T3, dT1 — T2 + T3).

Sa se arate cd T este liniara si sa se determine cate o baza in subspatiile ker T’
siImT.

Solutie. Daca y € R?, y = (y1,y2,¥y3), atunci = +y = (21 +y1, T2 + Y2, 3+ ¥3),
deci T(z +y) = ((z1 +y1) + (@2 + y2) — (x5 +y3), (x1+y1) — (22 +y2) + (23 +
y3), 5(z1+y1) — (w2 +y2) + (23+y3)) = Tx+Ty, Yo,y € R3. De asemenea, T(ax) =
(axy + axe — ax3, ary — axe + ax3, 5ar; — axs + axz) = oTx, Va € R, Vo € R3.
Asadar, T este aplicatie liniard. Pe de alta parte z € kerT dacd si numai daca,

1+ 20 —2x3=0
coordonatele sale verificd sistemul liniar omogen 1 —xo+2x3=0 . Solutia

S5x1 —x9+x3=0
generald a acestui sistem fiind x1 = 0, o = ¢, 3 = t, t € R, rezultd ca kerT =
{x e R® |2 =1(0,1,1), t € R} = Sp({u}), unde u = (0,1,1). Atunci defT =1, o
baza in ker T fiind formata din vectorul u. Conform teoremei rang-defect, rezulta
cdrangT = 2.Dar Te; = (1,1,5), Tes == (1,—-1,-1), Tes = (—1,1,1)({e1, e2,e3}
fiind baza canonicd in R?) formeaza un sistem de generatori pentru Im 7. Deci doar
doi sunt liniar independenti, de exemplu T'e; si Tes, acestia constituind o baza in
ImT.

2. a)Fie T :R? — R?, T(z,y) = (—z,—y) (simetria in raport cu originea).
Sé se determine matricea endomorfismului 7" in baza canonicd {e1, ez} din R?.

b) In R? considersm baza canonici {e1, ez, e3}, iar in Ry[X] baza {fi, f2},
fi=1, fo = X. Dacid z = (a1,a2,a3) € R3, definim T : R? — Ry[X], Tz =
a1 + ag + (a1 + 2a9 — a3)X. Si se determine matricea lui 7' in cele doud baze.

Solutie. a) Cum Tey = —ey, Tea = —eg, rezultd cd matricea lui T' in baza

{e1,e2} este A = < -0 ) b) Deoarece Te; = f1 + fo, Tea = f1 + 2fo,

Tes = —fo, rezulta A = ( 1 )
3. Fie @ = a17 + a 2] + a3 #+ 0 un vector liber dat siT : Vs — Vs,
T(T) =7 x 7.
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a) S& se arate cd T este liniara,;

b) Sa se determine ker T" si Im T si s se arate cd V3 = ker T @ Im T

c) Sa se determine matricea lui T' in baza canonicd {7, 7, ?} a lui Vs.

Solutie. a) Fie W, v € V3 si \,p € R. Atunci T(\U +pv) = @ x
AU 4 pv) =A@ x W) +p(d xV) = ATW + pT7, deci T este liniard. b)
Fie 7 € kerT. Atunci @ X v = 6}, deci T este coliniar cu @. In consecinti,
kerT = {ad@ | a € R}. Fie, acam, w € Im7T. Atunci W = @ x ©. Prin urmare,
Im7 = {W € V3 | WLd} Pedealts parte, orice vector nenul v din V3 se
poate descompune ca suma a doi vectori T =T0V14 Vs, cu v Coliniar cu @ si
v QJ_ a, de01 Vs = kerT —i— ImT. Dac§ ¥ € ker T NIm T, atunci v € ker T, deci
v =ad,acR. Cum v € ImT, rezultd ci v Ld, deci (aa) a = 0 A§adar

afO adica Vo= 0 Prmurmare ngkerT@ImT C)TZ —Cbgj 7(12]{5

Tj = —as z + ay k: Tk = as z —ay j deci matricea lui T in baza { ,7,?}
0 —as a2
este A = as 0 —a
—as a1 0

4. Aplicatia liniard T : R? — R? are in baza canonici E = {ej,eq,e3} a lui

1 10
R3, matricea A = 0 1 1 |. S4 se determine matricea lui T in baza E' =
1 0 1

= {6376/2’6/3}3 6/1 = (27 1, 73)7 6,2 = (332; 75)7 eé = (17 -1, 1)
Solutie. Matricea de trecere de la baza E la baza E’ este:

2 3 1 -3 -8 -5
C= 1 2 -1 |,iarCct= 2 5 3
-3 -5 1 1 1 1

Atunci, daci A’ este matricea lui T in baza E’, rezulti

1219 -10
A=ctAac=| -1 -11 6
0 0 2

3. Probleme propuse

1. S4 se precizeze care din urmatoarele aplicatii sunt liniare:

a)T:R? - R3 Ta = (11 +x9 — 23,71 + 23,271 — 309 +513), © = (21, T2, T3);
b) T : R3—>R3 Tz = (z3,71 + 1,20 — 1), z = (21, T2, T3);

¢) T:R® = R? Ta = (z1 + 22 + 323,221 + 23), © = (¥1, T2, T3);

d) T:R? — R3 Tz = (z1,%2 — 71,271 + 312), T = (21, T2, T3);

e) T:R? - R3 Tx = (2%, 01 + 22,25 + 1), = (21, T2, 3);

) T:R? = R3 Tz = (23,21 4 x2,23), v = (21,32, 23).

Dupa caz, daca aplicatiile sunt liniare, sa se determine ker T gi Im 7.

2. Si se giseascd aplicatia liniard T : R? — R3 care duce vectorii u; = (2,0, 3),
= (4,1,5), uz = (3,1,2) in vectorii v; = (4,5, —2),vo = (1,-1,1), v3 = (1,2 1)
respectiv .

3. FieT :R* — R® Tax = (v1+ 22+ 3,71 — T2 + 3,371 — T2 + 323),
x = (1, 22,x3). Si se determine rangT, defT si cate o bazd in ker T i Im T'.
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4. Fie T : R® — R* o aplicatie liniar#, a cérei matrice in raport cu bazele

1 1 1
canonice din R? respectiv R* este A = 71 (2) ;) . S4 se gaseasca rangT,
1 -1 -3

defT si cate o bazd in kerT gi ImT.

5. Fied € VssiT: V3 — V3, T2 = (7 - @) @. S se arate c& T este liniars.

v — - - 7 . o o . . R - = 7 .
Daca @ = i +2j + 3k si se giseascd matricele lui T in bazele { 1,7,k } si

— —

(01,53, 08}, 0 =1 + K, 3=27 - K, 05=1+ 7.

6. Fie T:R3 — R3,

T = (21 — 229 + 23,221 + o — 3,22 — 323), & = (T1, T2, T3).
S4 se determine matricea lui 7" in baza canonicd a lui R?, precum si ToT . Sd

se arate ci T este automorfism, si se determine T~ ' si matricea acestuia in baza
canonica.

7. Fie S :R?® — R2, T:R?2 — R4, 5(1‘1,.1‘2,.133) = (.731 + x9,2x1 — X9 —|—.133),
T (y1,y2) = (Y1,91 + Y2, Y2, Y1 — y2). S se giseascd matricele asociate lui S, T si
T o S in bazele canonice ale spatiilor respective si sd se determine T o S .

8. Fie S,T : R? — R% Matricea lui S in baza f; = (=3,7), fo = (1,-2)

esteA—<2 -1

5 _3 >, iar matricea lui T in baza g1 = (6,-7), g2 = (—5,6) este

B = ( ; ;; ) S4 se determine S, T, S+ T, So T, S~1.

9. Matricea unui endomorfism al lui R® in raport cu baza canonici este

1 -1 2
A= 1 0 1 |. Care este matricea endomorfismului in baza f; = (1,2, 3),
1 0 -1

f2 = (3a172)7 f3 = (2’3,1)?

10. Matricea unui endomorfism al lui R? in raport cu baza g; = (1,0,0),

-1 1 1
g2 = (1,1,0), g3 = (1,1,1) este | —1 0 1 |. Care este matricea acestui endo-
1 2 3

morfism in baza f1, f2, f3 de la problema anterioara?

11. Fie V este un spatiu vectorial peste corpul K. Si se arate ca orice aplicatie
liniara nenuld T : V' — K este surjectiva.

12. Fie V este un K—spatiu vectorial si T" un endomorfism al lui V care
satisface T oT =T. Sa se arate cA V =kerT & ImT.

4. Indicatii si raspunsuri

1. a) T este liniard. kerT = {(0,0,0)}. Im7T = R3. b) T nu este liniara,
deoarece T ((0,0,0)) = (0,1,—1). ¢) T este liniard. kerT = {¢t(1,5,—2) | t € R},
defT =1, {(1,5,—2)} este bazd in kerT. rangT = 2, o bazd in Im7T fiind, de
exemplu, {T'(e1),T(ez2)}, adicad {(1,2),(1,0)}. ImT = {(a+ 5,2a) | o, 8 € R}. d)
T este liniard. ker T = {¢(0,0,1) | t € R}, defT =1, {(0,0,1)} este baza in ker T
rangT =2, o bazd in Im T fiind {T'(e1), T'(e2)}, adicd {(1,-1,2),(0,1,3)}. ImT =
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{(a,—a+ B,2a +38) | o,8 € R}. e) T nu este liniard, deoarece T ((0,0,0)) =
(0,0,1). f) T nu este liniard, deoarece T'(ax) # oTz, o € R, Va # (0,0,0). 2. Fie
{e1, €2, e3} baza canonicd din R®. Atunci u; = 2e; + 3e3, vy = 4dej + bey — 2e3. T
fiind liniard, din T'(u;) = v1 se obtine 27T'(e1) + 3T (e3) = 4e; + 5ea — 2e3. Similar,
din celelalte doud conditii, obtinem 47 '(e1) +T (e2) + 5T (e3) = e1 —ea+e3, 3T (e1) +
T(e2)+2T(e3) = e1+2e3 —e3. Din ultimeélle 3 relatii gésim T'(e1) = 4e; + 8ex — des,

T(e2) = —?el — geg + Tes, T(e3) = —561 — 362 + 2e3, deci matricea lui T in
g B4
3 3 25
baza {e1,es,e3} este 8 44 11 | In consecints, Tx = 4z, — gaig —
3 3
—4 7 2
4 44 11

3%3) 8501733327?%, —4x1+Tro+2x3). 3. ker T = {t(1,0,-1) | t € R}, defT =

1, {(1,0,—1)} este bazd in ker T. rangT = 2, o bazd in Im T fiind {T'(e1), T(e2)},
adicd {(1,1,3),(1,-1,-1)}. ImT = {(a+8,a—B,3a—0) | a, 8 € R}. 4. rangT =
rangA =2, ker T = {t(1,—-2,1) | t € R}, defT =1, {(1,—2,1)} este bazi in ker T
Ca baze in Im T putem alege: {T'(e1),T(e2)}, adicd {(1,-1,1,1),(1,0,2,—1)} sa

{T(e3),T(e3)}, adicd {(1,1,3,-3),(1,0,2,—1)} si nu numai. 5. T (7 +7¥) =
(T+7Y) ad)d=(7 ad+Yy - a)d =TT +Ty. T\T)=\7-a)d =
ATZ, deci T este liniard. Pentru @ dat matricea lui 7 in baza {7,7},?}
este A = 2 4 6 |. Matricea de trecere de la baza {i, j, k} la baza
3 6 9
1 2 1
{v1,v3,03} este C = 0 0 1 Matricea lui T in baza {v7,vs,v3} va fi
1 -1 0
20 -5 15 1 -2 1
Ct'AC==| -16 4 -12 |. 6. A=| 2 1 —1 |. Deoarece A? =
3\ 24 -6 18 0 1 -3
-3 -3 0
4 —4 4 |, (ToT)(z) = (—3zx1 — 3xa,421 — 4xo + 43,221 — 222 + 8T3).
2 -2 8
det(A) = —12 # 0 = A inversabili= T automorfism. Cum A~! =
1 2 5 -1
=—| -6 3 =3 |,vomaveaT '(z) = — (211 + 53 — 3, —621 + 379 — 313,
12 9 1 _5 12
1 0
—21‘1+CE2—51’3). 7. AS:< ; _]i (1)>,AT= é } 7ATOS:AT'AS:
1 -1
1 1 0
3 0 1 .
s 1 1 | deci (ToS)(x1,xa,x3) = (x1+x2, 321 +23, 201 —x2+23, —21+
—1 2 -1

229 — x3). 8. Determinim matricele lui S si T’ in baza canonicd din R?, Ag, Ar.
Matricele de trecere de la baza canonicd la bazele {fi, fo} respectiv {g1, g2} sunt
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(=31 ([ 6 -5 . L (-2 4
C’1—< _— ),C’g—(_7 6>.Atur1c1AS—C1AC’1 —< 1 1),
B L -143 122 - [ —145 123
Ar = CpAG" = ( 177 151 ) Aser = As +4Ar =1 478 15 )

ASOT:AS-AT=<1§2 ZS)’ASI:ASI:( i ;) Dacd = =
(z1,22), atunci Sx = (=221 — x2, 1 + 2), Tax = (—143x1 — 12229, 17721 + 151x9),
(S+T)x = (—14521 — 1239, 17821 +152x2), (SoT)x = (109z1+ 9322, 341 +2922),
S=Yz) = (—x1 — T2, w1 + 222). 9. Matricea de trecere de la baza canonici la baza

1 3 2 1 -5 1 7
{fi,fo, faesteC=| 2 1 3 |,C7t= R 7 —5 1 |. Matricea in
3 2 1 1 7 =5
1 -35 —18 )
baza {fi, f2, f3} va i B = C71AC = 18 20 18 —7 |. 10. Matricea
43 36 17
-1 2 -1
de trecere de la baza {g1, g2, 93} la baza {f1, f2, fsteste C=| -1 -1 2 |,
3 2 1
1 -5 -4 3
c—1= = 7 2 3 |. Matricea in baza {fi, fo, f3} vafi B = C71AC =
1 8 3
1 —-13 23 -10
8 47 11 50 |. 11. Fie a € K. Cum T este nenula, exista xg € V astfel
53 17 38
ca T(xg) # 0. Este clar cd x = on €V siTx = a. 12. Daca z € V, atunci

T'(zo)

y=x—Tx € kerT, deci x = y + Tz. Prin urmare, V = kerT + Im7. Fie acum
ye€kerTNImT. AtunciTy =0y siy =Tz, z € V,deciy = (ToT)(z) =Ty = Oy.



CAPITOLUL 5
Valori si vectori proprii

1. Preliminarii

Fie V un K-spatiu vectorial (K =R sau C) ¢i T : V — V un endomorfism.

Un vector x € V, z # 0Oy, se numeste vector propriu pentru endomorfismul
T, daci existd un scalar A € K astfel incat Tx = Ax. Scalarul A se numeste
valoare proprie a endomorfismului 7', corespunzitoare vectorului propriu . Daca
A este valoare proprie, subspatiul vectorial V) = {x € V | Tx = Az} se numeste
subspatiu propriu corespunzator lui A, dimensiunea acestui subspatiu, ry = dim Vj,
numindu-se multiplicitate geometricd a valorii proprii A.

Daca A este matrice patratd de ordin n, atunci polinomul

pa(N) = det(A — Al,)

se numeste polinom caracteristic al matricei A, iar ecuatia pa(A\) = 0 se numesgte
ecuatie caracteristicd a matricei A. Radacinile A € K ale ecuatiei caracteristice se
numesc valori proprii ale matricei A. Dacd )\ este valoare proprie a lui A, atunci
solutiile nenule ale sistemului Az = Az, unde x este vector coloand din K™, se
numesc vectori proprii corespunzatori lui A. Matricele asemenea au acelagi polinom
caracteristic, deci au aceleagi valori proprii.

Daca dimg V' = n, iar T este un endomorfism al lui V', a cdrui matrice, in-
tr-o bazd {ey,ea,...,e,} a lui V, este A, atunci p(A) = det(A — AI,,) se numegte
polinom caracteristic al endomorfismului T', iar ecuatia p(A) = 0 se numeste ecuatie
caracteristici a lui T, rddacinile A € K ale ecuatiei caracteristice fiind valorile
proprii ale lui 7. Daci x = (x1,...,x,)" este solutie nenuld a sistemului Az = Az,
atunci x = x1e1 + x2e9 + ... + T, este vector propriu al lui T'.

n
Teorema Gerschgorin. Fie A € M, (C), r; = > Jail, D; = {z € C |
=15 i
|z —ai;| <7, i =1,n}. Daci X este o valoare proprie a matricei A, atunci \ €
n

U D;. In particular, cand A € M, (R) si A € R, rezult ci
i=1

A€ U[a“‘—ri, a“‘-i-?“i] C R.

i=1

Teorema Hamilton-Cayley. Daca pa(A\) = det(A — Al,,) este polinomul carac-
teristic al matricei A, atunci pa(A4) = 0.

Daca dimg V = n, un endomorfism 7" al lui V' are cel mult n valori proprii
distincte. Daca T are exact n valori proprii distincte, atunci vectorii proprii core-
spunzatori formeaza o baza in V', matricea lui 7" in raport cu aceasta baza fiind o
matrice diagonald, elementele de pe diagonald fiind chiar valorile proprii ale lui 7.
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Endomorfismul T se numeste diagonalizabil daca existd o baza in V' astfel ca
matricea lui T' in aceastd baza si fie diagonala. Matricea A se numeste diagonaliz-
abild dacd este asemenea cu o matrice diagonala.

Un endomorfism T este diagonalizabil daca si numai daca:

-T are n vectori proprii liniar independenti;

-polinomul caracteristic are toate radacinile in K, iar multiplicitatea geometrica
a fiecdrei valori proprii este egald cu multiplicitatea sa algebrica.

2. Probleme rezolvate

1. Fie T :R3 — R3 endomorfismul dat de
Tz = (721 — 1229 + 623, 1021 — 1929 + 1023, 1221 — 2429 + 1323),

x = (x1,22,23). Si se giseascd valorile proprii i vectorii proprii ai lui T'.

7T —-12 6
Solutie. Matricea asociatd lui T' in baza canonici este A = 10 —-19 10
12 —-24 13
Ecuatia caracteristicit det(A — Al3) = 0 se scrie sub forma — (A —1)* (A4 1) =
0. Se obtin valorile proprii A\; = Ay = 1, A3 = —1. Pentru A\; = 1, rezolvand sistemul

6:]31 — 121’2 + 6%3 =0

10z1 — 2029 4+ 1023 = 0 | obtinem z = (2a — 8,¢,8), «, 8 € R, subspatiul

12371 — 24:E2 + 12.%'3 = 0
propriu asociat lui A; fiind Vi = {(2a—8,a, 8) | a, € R}. Similar pentru A3 = —1,
obtinem V_; = {(3t,5¢,6t) | t € R}. Asadar dacd «, 8 nu sunt simultan nuli, orice
vector propriu corespunzator lui A\; = 1 este de forma «(2,1,0) + 5(—1,0,1), iar
dacd t £ 0, t(3,5,6) este un vector propriu corespunzitor lui A3 = —1.

2. Matricea unui endomorfism definit pe un C-spatiu vectorial intr-o baza
data este

4 =5 7
A= 1 -4 9
-4 0 5

Sa se gaseasca valorile proprii si vectorii proprii ale endomorfismului.

Solutie. Procedand ca mai sus, se ajunge la ecuatia caracteristicd —A\> + 51% —
17X + 13 = 0, care are radacinile Ay = 1, Ao = 2 + 3i, A3 = 2 — 3i. Vectorii
proprii corespunzitori vor fi v1 = ¢(1,2,1), vo = s(3 — 31,5 — 3i,4) respectiv v3 =
r(3+3i,5+3i,4), curst £0, r,s,t € R.

3. Folosind teorema lui Gerschgorin, s& se localizeze valorile proprii ale ma-
tricelor:

. 3 i 0
a) A:<232i 2*{21);10)/1: i 30
0 0 4

Solutie. a) Deoarece ri = 2/2 = ry, rezultd c& Dy = {z € C| |z — 3| < 22},
Dy = {z eCllz—-1|< 2\/5} In consecinté, dacd X este valoare proprie, atunci
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A€ Dy UDy (ﬁg 1)

///ff/’ﬁ/j,

Vdax
I

Dvrivi

Fig. 1

Un calcul direct arata ca Ay = 5, Ao = —1, deci A1 2 € [3 — 2\/5,34—2@ U
[1-2v2,1+2v2] = [1-2v2,3+2V2].

b) Avem 11 = rg = 1, r3 = 0, Dy = Dy = {z€C||z-3| <1}, D3 =
{z € C| |z —4| <0} = {4}. Orice valoare proprie se afli in D; U Dy U D3 = Dj.

4. Folosind teorema Hamilton-Cayley, sa se afle inversa matricei

2 -1 2
A= 5 -3 3
-1 0 -2

si sd se calculeze A°.

Solutie. Deoarece pa () = —A* —3X% — 3\ — 1 i pa(0) = —1 # 0, matricea A
este inversabild. Conform teoremei Hamilton-Cayley —A% — 342 — 3A — I3 = Os.
Inmultind cu A=! obtinem A% +3A4A+3I5+ A~ = O3, deci A~' = —A%2 —34—31I5.

-6 2 -3
Calculand rezultds A=t = | -7 2 —4 |. Pe de alt parte, inmultind relatia
3 -1 1

A3 = —342 —3A — I3 cu A, obtinem A* = —3A43 — 342 — A. Inlocuind A3, rezults
A* =642 + 6A + 313 s.a.m.d.

5. Fie T : R® — R? un endomorfism care, in baza canonici a lui R?, are
matricea

5 =3 2
A= 6 -4 4
4 —4 5
Sa se arate ca T este diagonalizabil.
5—A -3 2
Solutie. Polinomul caracteristic este pa(A) = 6 —4-X 4 =
4 —4 5—A

—(A = 1)(A = 2)(A = 3), deci valorile proprii sunt Ay = 1, Ay = 2, A3 = 3. S&
determinam vectorii proprii. Coordonatele vectorului propriu corespunzator valorii
proprii Ay = 1, satisfac sistemul
4z — 3x9 + 223 =0
6x1 — dxo +4x3=0
4.231 — 4l‘2 — 4$3 =0
Notand x3 = t, rezultd x1 = 2¢, xo = t, t € R. Deci: Vi = {(¢,2t,t) | t € R}.
Un vector propriu este, de exemplu, v1 = (1,2,1). Similar V5 = {(¢,¢,0) | t € R},
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Vs = {(t/2,t,t) | t € R}. Putem lua vo = (1,1,0), v3 = (1,2,2). Deoarece
dimgVy, = 1,7 = 1, 2, 3, rezultd ci T este diagonalizabil. In baza {v1,vs,v3},

O N O
w o o

1
matricea lui T este 0
0

6. Fie acum 7 : R* — R* un endomorfism care, in baza canonici din R?, are
matricea

1 0 O 1
01 0 O
A= 00 1 -2
10 -2 5

Sa se arate ca T este diagonalizabil.

Solutie. Polinomul caracteristic este pa(\) = A(A — 6)(A — 1)2, deci valorile
proprii sunt \; = 0, Ao = 6, A3 = A\y = 1. Procedand ca la exemplul anterior gasim:
Vo = {(tvoa —2t, 7t) | te R}a Vo = {(tvoa *2t75t) | te R}v Vs = {(20&,&,0[,0) |
@, B € R}. Deoarece dimg(Vy,) = 2, T este diagonalizabil. In baza {v1,vs,vs,v4},
vy = (1,0,—2,-1), v3 = (1,0,-2,5), v3 = (2,0,1,0), v4 = (0,1,0,0), matricea lui

T este

0 0
0 6 . . S
0 0 , deci T este diagonalizabil.
0 0

o= o O
_ o o o

7. S& se cerceteze posibilitatea diagonalizarii matricei

1 -3 4
A= 4 -7 8
6 -7 7

Solutie. In acest caz, pa(A) = —(\+1)%(\ — 3), deci valorile proprii sunt A\; =
Ay = —1, A3 = 3. Atunci V_; = {(s,25,8)" | s € R}. Cum dimg(V_1) =1 < 2,
matricea A nu este diagonalizabila.

3. Probleme propuse
1. Sa se giiseasca valorile gi vectorii proprii ai endomorfismelor:
a) T :R? - R? z = (v1,12) € R?,

Tz = (—xz1cos0 + xosinf, —x1 sinf + x4 cosb), 0 € [07 %] ;

b) T:R? - R2, 2 = (21,22) € R%, Tz = (z1 + 232, 221 + 472);
c) T:R® = R3 x=(z1,2,73) € R?,

Tx = (21 — x2 + 223, 521 — 322 + 323, —x1 — 273);

N - = - = >
AP Vs =V, PU =xi +yj,Vv=xi+yj +2zk €Vs;
e) D:Ry[X] — Ry [X], Dp=a+2bX,Vp=a+bX +cX? € Ry [X].

2. Folosind teorema lui Gerschgorin, sa se determine domeniul plan in care se
afld valorile proprii ale urmétoarelor matrice:
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iv3
(2 (0,
a 1—1i 3 ’ l\/g ; € ’

Ve 1 1 0 -1
2
1 2 1 1 1-1 0
)| 2 -3 2 |;e)| 141 3 i
1 -2 2 0 -i 1

3. Folosind teorema Hamilton-Cayley, sd se determine inversele urmatoarelor
matrice:

3 5 1 -3 3 6 6 —15
a)(_l 2);b) -2 —6 13 |50 1 5 =5 |;
-1 -4 8 1 2 =2
010N T s
d)[ -4 4 0 |;e)
9 1 9 0 -3 1 3
-1 -4 0 8

4. S& se gaseascd valorile si vectorii proprii ai urmé&toarelor matrice. Sunt
diagonalizabile?

9 9 6 -5 -3 5 2 =3 01 0
)<11>b) 3 2 -2 o6 4 -4 ;) -4 4 0|
2 =2 0 4 5 -4 -2 1 2
Csay [ 1s sy (Lo
e 5 =7 3 |;6)| -2 -6 13 |;¢g)
6 -9 4 -1 -4 8 0000
1 0 0 1

5. S& se arate cd urmatoarele matrice sunt diagonalizabile, sa se gaseasca
forma diagonald si baza formei diagonale. Folosind forma diagonald, sa se calculeze
apoi A", n € N*.

L g 10 3 3
)<32>b) 2 1 2 —35—1;
3 0 1 -3 3 1
11 1 1 1000
1 1 -1 -1 000 0
DIy 1 1 2090100 0
1 -1 -1 1 0001

6. Sia se arate ca dacd A\ este valoare proprie a matricei A, atunci \" este
. .. o . . o =1
valoare proprie a matricei A™. Daci A este o matrice inversabild, atunci A\~ este
valoare proprie a matricei A"

7. Sa se arate cd dacd x este vector propriu al matricei A, iar P este o matrice
inversabild, atunci Pz este vector propriu al matricei PAP ™.

8. Fie V spatiul vectorial real al functiilor y : [0,1] — R, de clasi C*,
ce satisfac y(0) = y(1) = 0. S8 se gidseascd valorile proprii si vectorii proprii ai
endomorfismului 7: V — V, T(y) = —y".

27

9. Fie T :C([0,27]) — C([0,27])), T(f) =g, g(x) = { [1+sin(x —1t)] f(¢)
dt, z € [0, 2x].
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cd f(x) = a+bsinz + ccosz, a, b, ¢c € R, s se calculeze T(f);
se determine ker T, Im T, rangT;
c) S4 se determine valorile i vectorii proprii ale endomorfismului 7T'.

a) Da
b) S

10. Fie S spatiul vectorial al matricelor patrate X € Ms(R), de forma
X = < Z _Z >, unde a,b,¢c € R si T endomorfismul lui S, dat de T(X) =

a —a cv_ [ a —a o o o . . .
( bic bic ) daca X = ( b ¢ ) Sa se gdseasca valorile si vectorii proprii

ale endomorfismlui T'. Este T' diagonalizabil?

4. Indicatii si raspunsuri

1. a) p(\) = \* — cos20, A2 = £Vcos26, v1 = t(1,ctgf + \/m),
vy = t(1,ctgh — /ctg?0 —1). b) Ay =0, v1 = t(2,—1), Aa = 5, v = (1,2). ¢)

2 -1 2
Matricea asociatd lui 1" in raport cu baza canonicd este A = 5 -3 3
-1 0 -2
Polinomul caracteristic este p4(A\) = —(A+1)3. Ecuatia caracteristica are radicina
tripla Ay = Ao = A3 = —1. Vectorii proprii corespunzétori valorii proprii —1,
4r1 —3x92 + 223 =0
satisfac sistemul 6x1 — bxo +4x3 =0 . Notand x1 = ¢, rezultd x5 = t, x5 = —t,

41}1 - 4ZE2 — 42113 =0
t € R. Subspatiul propriu corespunzitor valorii proprii —1 este V_1 = {¢(1,1, —1);
t € R}. Un vector propriu este, de exemplu, v; = (1,1, —1). Cum dimensiunea
acestui subspatiu este 1, rezultd cd dimensiunea geometrica a valorii proprii A =

. . . B s
—1 este 1. d) Matricea asociatd lui P in raport cu baza canonicad {i, j, k}
1 00
este | 0 1 0 Polinomul caracteristic este pa(\) = —A(\A — 1)2. Ecuatia
0 0 0

caracteristica are radécinile Ay = 0, Ay = A3 = 1. S& determinam vectorii proprii.
Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A; = 0, satisfac sistemul z = 0, y = 0,
deci Vo = {tk, t € R}. Similar, vectorii proprii corespunzitori valorii proprii
— —
A1 = 1, satisfac sistemul —z =0, deci Vi = {a i +bj, a,b € R}. O bazd in V; este
— — —
{k}, iar o bazd in V; este { i, j }. e) Matricea asociatd lui D in raport cu baza
010
canonici {1, X, X?} este [ 0 0 2 |. Polinomul caracteristic este p4(\) = —A°.
0 0 0
Ecuatia caracteristicd are raddcina tripld A\; = Ay = A3 = 0. Vectorii proprii
corespunzatori valorii proprii 0, satisfac sistemul y = 0, 2z = 0, deci sunt de forma
p=a+0-X+0-X2 a#0. Subspatiul propriu V; este format din polinoamele
degrad 0. 2. a) 11 =2, Dy ={z€C ||z -1 <V2}, o =2, Dy = {2 €C|
3 3 3
:£7D1:{Z€(C|‘Z—2|§£},7‘2:£,
2 2 2
V3
DQZ{ZG(C‘|Z—1|S7},)\ED1UD2. c)r1 =3, D1 ={2€C||z-1]| <3},
ro =2, Dy ={2€C||z-1 <2}, r3 =1 D3 ={2¢€ C| |z+1] <1},
ANeDiUDyUD3=Dy.d)r =3, D1 ={2z€C||z2—1| <3}, ro=4,Dy={z €
(C||Z+3| §4},7"3:3, D3:{Z€C| ‘2’72‘ S3},)\ED1UD2UD3. e) T1:\/§,

‘Z—3|§\/§},)\€D1UD2. b) 71
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D1:{Z€C||Z—1|§\/§},T2=1+\/§,D2:{26C‘ |Z—3|S1+\/§},7‘3=1,
D3 ={z€C||z—1] <1}, € D1UDyUD3 = DUD5. 3. a) p(A) = A2+ -1, deci

A4 A1y = Oy Atunci A~! = A+L, = ( 2 > b) p(A) = —A*+3A2-3A+1,
4 12 -21
deci A=' = A2—3A+3I5. AV = 3 11 =19 |.¢)p(\) = =\>4+9\2—27A+27,
2 7 —12
. . 0 —6 15
deci A7l = — (A2 —9A+27L;). AV = -1 1 5 |.d)p)=-\+
27 ol | 5 g
) L[4 10
6A% — 12X + 8, deci A7 = (A2 =6AF12L;). ATh = 2 40 0 | e
2 —1 2

p(A) = A — 4N 4607 — 4N + 1, deci A7 = —A3 4442 —6A 4+ 4I,. A7 =
4 12 0 -21

3 11 0 -19
3 12 1 —21 a) )\1 = O’ U1 = S(]" 71)2 S 74‘ Oa )\2 == 3; V2 = 5(27 1)t7
—12

s # 0. Matricea este diagonalizabila. D = ( 8 g ) b) At = Ao =1, v =
5(1,1,0)t, s £ 0, A3 = 2, v2 = 5(2,1,1)%, s # 0. Matricea nu se poate diagonaliza.
A =3, =1+V3 A3 =1-v3,v; = 5(1,2,2)", vy = 5(30+/3,45+13/3,69)?,
v3 = 5(30—/3,45—13/3,69)", t # 0. Matricea se poate diagonaliza. d) A\; = \y =
A3 =2, v =a(l,2,0)" +b(0,0,1)t, a® + b*> > 0. Matricea nu se poate diagonaliza.
e) A\ = X2 =0, v1 =5(1,2,3)Y, s #0, A3 = 1, va = s(1,1,1)%, s # 0. Matricea
nu se poate diagonaliza. f) \y = Ao = A3 = 1, v = s(3,1,1)%, s # 0. Matricea nu
se poate diagonaliza. g) A\ = A = 0, v; = a(0,1,0,0)* + 5(0,0,1,0)!, a® + b2 > 0,
A3 =M =1, v =5(0,0,0,1)%, s # 0. Matricea nu se poate diagonaliza. 5. a) A\; =

4, v1 = 8(2,3)t, s £ 0, g = =1, v = s(1,-1),, s £0. D = ( 40 > A" =

0 -1
1 2n+1 _1)" 2n+1 —1)nt!
< 2 +3(-1) 2 +2(-1) ),neN*. b)Y A =1, A= -2, A3 =

g 3.22n+3(_1)n+1 322n+2(_1)n
1 00
4, vy = 5(0,1,0)%, vo = 5(1,0,—-1)%, v3 = 5(3,4,3)!, s #0. D=| 0 -2 0
0 0 4
1 3.2"2" +(=1)"] 0 3-.27[2" 4 (—1)"*1]
AY = = 22nt2 _ ¢y 6 22nt2 _ 4 ,n €N ¢) A =1,
6\ 3. 0m2n 4 (—1)™) 0 3-202n 4 (—1)7
Ao = A3 = 2, v1 = s(1,1,1)}, s # 0, vy = a(1,0,3)* +b(0,1,3)t, a® + b > 0.
1 00 3—2ntl 32" —-1) 1-27
=10 2 0| A= 3(1-2") 22 -3 1-2" |, neN. d) )\ =
0 0 2 3(1—2") 3(2" —1) 1
Ao = A3 = 2, (1,1,0,0)" + b(1,0,1,0)* + ¢(1,0,0,1)*, a®> + b*> + 2 > 0
2 00 0
A= =2, v =s(1,-1,-1,-1)", s #0. D = 3(2)(2) 8 A% = 2%k ],
00 0 —2
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ke N¥ A%+ = 9284 L e N. e) A\ = Xo = 0, 1y = a(O,l,O 0

)" +6(0,0,1,0)",
a? +b% >0, A3 =M\ =1, v3 = a(1,0,1,0)* + 5(0,0,0,1)*, a® + b> >

0,1,
0. D=

LAY = A, n e N*. 6. A% = A(Az) = A(\x) = Mz = Xz ete.

Inmultind egalitatea Az = Az cu A~! gi impértind cu A, se obtine A~™'z = \z. 7
Ax = Ax = PAxz = APz sau (PAP’I) Px = APx. 8. Se cautda y # 0 gi A astfel
incat Ty = Ay sau y” + Ay = 0. Dacit A < 0, atunci y(z) = CreV = 4 Che VA7,
Conditiile in 0 si 1, conduc la C; = C5 = 0, ceea ce nu convine. Similar, dacd A = 0,
atunci y(x) = C1x + Cy. Din nou se obtine C7 = Cy = 0. ceea ce nu convine. Daci
A > 0, atunci y(z) = Cy cos vV Az 4+ Cysin v Az. Conditia y(0) = 0 implicd C; = 0.
Pentru ca y # 0, este necesar ca Cy # 0. Conditia y(1) = 0 implica sinvV\ = 0,
deci VA = nm, n € N*. In consecinti, valorile proprii sunt A\, = n?w?, n € N*,
iar vectorii proprii corespunzétori sunt functiile y, = sinnwz, n € N*. 9. a) In

general, T f(x f fydt+ <2fﬂf(t) cos tdt) sinx — (Qfﬂf(t) sin tdt) cosz. Pentru
0

2

f dat, f f(#®)dt = 2ra, f f(t)costdt = e, [ f(t)sintdt = b, deci T f(x) = 2ma+
0

mesinz — wbeosx. b) Funcgule 1, sinz, cosz, ﬁind liniar independente pe [0, 27],

2m
din Tf = 0 rezultd ker T = {f € C([0,27]) | ff t)dt = 0, [ f(t)costdt = 0,
0

2m
J ft)sintdt = 0}. ImT = Sp({1,sinz,cosz}), rangl = 3. c¢) Evident, orice

0
f € kerT, f # 0, este vector propriu corespunzitor valorii proprii A = 0. Vom
determina vectorii proprii care nu sunt 1 1n ker T'. Integrand de la 0 la 27 in egalitatea

27
Tf = M\f, se obtine 27 [ f(t)dt = A f f(t)dt, deci A\ = 2m. Vectorul propriu
0

1
corespunzator f, satisface f = Z—Tf € ImT, deci f(x) =a+bsinz + ccosz cu a,
7r

b, ¢ nenule simultan. Egalitatea Tf = 21nf = b = ¢ = 0. In concluzie, f(z) = 1
este vector propriu corespunzitor valorii proprii A = 2x. 10. Matricele B; =

( L-1 >, By = ( 00 >, B3 = ( 00 > formeaza o baza in S. Matricea lui

0 O 10 0 1
100
T in aceastd baza este A = 0 1 1 |]. Valorile proprii sunt Ay =0, Ay = 1,
0 1 1

A3 = 2, subspatiile proprii corespunzdtoare fiind Vo = {s(Bas — Bs) | s € R*},

Vi = {SBl ‘ S € R*}, V2 = {S(B2 + Bg) | S € R*} T baza {Xl,XQ,Xg}, unde
X = ( (1) _(1) >7 Xy = ( (1) -1 >7 3 = (1) (1) , matricea A are forma
0 0 0 0 1 0
diagonali D= 0 1 0 |,D=C'AC,C = ( 1 0 1 |. Endomorfismul
0 0 2 -1 0 1

este, deci, diagonalizabil.



CAPITOLUL 6
Spatii euclidiene

1. Preliminarii

Fie ' un R—spatiu vectorial. Se numeste produs scalar pe E, o aplicatie
<+ ->:V xV — R, cu proprietatile:

1) <z,y>=<y,z>, Vz,y€E,

A <zH4yz>=<z,z2>+<y,z> Vr,yz€E

) <A, y>=A<zy> VIER, Va,ye E;

) <z,2>>0, VeeEsi<z,z>=0<=2=0g.

Spatiul vectorial E inzestrat cu un produs scalar se numeste spatiu euclidian.
Orice spatiu euclidian E este spatiu normat, norma unui element z € F fiind data
de relatia ||z|| = /{(x,z). Aplicatia x — ||z|| : E — R are urm&toarele proprietati:

1) |lz]| = 0,Vz € E; ||z =0 & z = 0g;

2) | Azl = |Al||z]], VA € R, Vz € E;

3) llz+yll < llell + llyll, va,y € E.

Intr-un spatiu euclidian E are loc inegalitatea lui Cauchy-Schwarz- Buniakowski:

|<$7y>‘ < V <.73,.Z‘> . \/W, Vm,y c k.

Prin definitie, unghiul ¢ dintre doi vectori nenuli z si y dintr-un spatiu euclidian

E este unghiul ¢ € [0, 7], pentru care cos ¢ = m Distanta dintre doi vectori
Ty
z sty din E este d(z,y) = |Jz —y||. Vectorii = i y din E se numesc ortogonali

gi se noteazd x 1Ly, dacd (z,y) = 0. Sistemul de vectori {ej, es,...,e,} se numegte
sistem ortogonal de vectori dacd (e;,e;) =0, dacd i # j, ¢,j = 1,n. Dacd, in plus,
lleill = 1, Vi = 1,n, sistemul de vectori se numeste sistem ortonormat de vectori.
Orice sistem ortogonal de vectori nenuli este liniar independent. In consecinti,
dacd dim ' = n, orice sistem ortogonal format din n vectori nenuli din E este o
baza ortogonala a lui F, iar orice sistem ortonormat de vectori din F este o baza
ortonormatd a lui E. Dacid {ey, e, ...,e,} este o bazd ortogonald a lui F si x € E,
atunci

n
_ d _ <$7ei> =1
T = cie;, unde ¢; = —— i =1,n.

P (i, €:)

Dac4, in plus, {e1, ea, ..., e, } este o bazd ortonormatd a lui F, atunci ¢; = (x, e;),

i = 1,n. Coeficientii ¢;, ¢ = 1,n, se numesc coeficientic Fourier ai vectorului x in
raport cu sistemul ortogonal (ortonormat, dupd caz) {e1,es, ..., en}.

Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt a unui sistem de vectori liniar inde-

pendenti {e1, e, ..., e, } constd in construirea, pornind de la acest sistem de vectori,

a unui nou sistem ortogonal de vectori {f1, f2, ..., fn}, in modul urmétor: f; = ey,

k—1
fo = er — Z)‘kifia k = 2,n, unde \y; = ijf’j:l;, i =1,k — 1. Atunci, sistemul
i—1 1y J1

47
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de vectori {g1,92,...,9n}, unde g; = i = 1,n, este un sistem ortonormat de

ya
: 1 fill”
vectorl.

Fie, acum, F un spatiu euclidian si S un subspatiu vectorial sdu. Un vector
x € E se numeste ortogonal pe S si se noteazd x 1S dacd (x,y) = 0, pentru orice
y € S. Multimea S+ = {x € E | (z,y) = 0,Vy € S} este un subspatiu vectorial al
lui E, numit complementul ortogonal al lui S. Daca S este finit dimensional, atunci
x 1S dacd si numai dacd x este ortogonal pe fiecare din vectorii dintr-o baza a lui
S.

Presupunem ci E este de dimensiune finitd. Atunci £ = S@ S+. Prin urmare,
orice vector x € E se scrie in mod unic sub forma 2 = y+ 2,y € S, z € S'.
Elementul y din aceastd descompunere, se numeste proiectia lui x pe subspatiul S
si se noteazd prgx. Acest element are proprietatea

—y| = inf ||z -yl
lz =yl = inf o —u]

Prin definitie, distanta de la elementul 2 € E la subspatiul S este dist(z,S) =
urelt:g |z — ul|. In consecinta, dist(x,S) = ||z — prsz|.
u

Fie A = (aij)
sdi coloand transpusi, deci a; = (@14, a2i, ..., an;), ¢ = 1,m. Matricea A se numeste
ortogonald daci sistemul de vectori {a1, as, ..., a, } este ortonormat, adicd (a;,a;) =
8ij, Vi,j = 1,n. Matricea A este ortogonald dac# si numai dacd A~! = A’. Daci
A este ortogonald, atunci det A = £1. O matrice ortogonald A cu det A = 1, se
numeste matrice de rotatie in R™.

Fie E un spatiu euclidian. Endomorfismul 7" al lui E se numeste transformare
ortogonala (operator ortogonal) dacd matricea lui T intr-o bazd ortonormatd a lui
E este o matrice ortogonala. Un endomorfism al lui F este operator ortogonal
dacd si numai daca duce o bazd ortonormata a lui E intr-o baza ortonormata sau,
echivalent, daci gi numai dacd "péstreazi" produsul scalar, adici (Tz, Ty) = (z, y),
Vz,y € E. Un operator ortogonal pastreaza unghiurile gi distantele.

Matricea pétraticd A = (ai;); j_15 € Mn(R) se numeste simetrica daci A" =
A. Valorile proprii ale unei matrice simetrice sunt reale, la valori proprii distincte
corespunzand vectori proprii ortogonali. Pentru orice matrice simetricd A exista o
matrice ortogonald C astfel incat D = C*AC si fie o matrice diagonald. Mai precis,

ij=Tm € /\/ln(R) 0 matrice patraticd si fie aq,ao, ..., a, vectorii

A 0 ... 0
D— 0 X ... O ,
0 0 .. A

unde A1, Ag,...,\,, sunt valorile proprii ale matricei A, coloanele matricei C' continand
vectori din sistemul ortonormat de vectori proprii corespunzatori acestor valori pro-
prii. Un endomorfism T' al unui spatiu euclidian E se numegte transformare au-
toadjuncta daca (Tx,y) = (z,Ty), Vz,y € E. Un endomorfism T este autoadjunct
daca si numai dacd matricea lui T intr-o baza ortonormata a lui E este o matrice
simetrica.

Metoda rotatiilor a lui Jacobi pentru determinarea numerica a valorilor proprii.
Fie A = (aij); j—17 € Mn(R) o matrice patratica simetrica. Prin transformare de
similitudine asupra matricei A, se intelege orice transformare de tipul C*AC, unde
C este o matrice ortogonala.
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Metoda rotatiilor consta in efectuarea unei suite de transformari de similitudine
asupra matricei A, transformari care nu modificad valorile proprii ale acesteia. Scopul
acestor transformaéri este micgorarea, eventual anularea, elementelor nediagonale ale
matricei, astfel incit sa se obtind practic o matrice diagonals. Valorile proprii vor
fi elementele de pe diagonala principald. Algoritmul este urmétorul. La fiecare pas,
se determind cel mai mare (in valoare absolutd) element de deasupra diagonalei
principale. Fie acesta a,q. Se calculeazd matricea A’ = U'AU, unde U este o
matrice ortogonald (U~ = U?), de rotatie, construiti astfel incat elementul situat
pe linia p si coloana g al matricei A’ si se anuleze. Matricea U = (uij)i,j:ﬁ este
data de

u; =1, dacai #psij#q
Upp = Ugq = COS P, Upg = SIN Y = —Ug
u;; = 0, in rest
Numerele ¢ = cos p, s = sin g, se determina cu formulele
1

V1412
t

)

§ = ——
V142
unde
1
,daca 0 #£0
t=tgp =14 0+ sgn(0)V6*+1 ,
1, daca 0 =0
iar 6 este dat de 0 = w. Procedeul continui cu matricea A’. Daci
Apq
(ag-c)) ___ sunt elementele matricei A’ dupd k pasi, atunci
i,j=1,n

)

o 2] < nfufy

aceastd inegalitate putdnd fi luatd drept criteriu de oprire, in sensul ca algoritmul

se termina cand n ‘agf,)‘ < g, € > 0 fiind un numar suficient de mic dat.

2. Probleme rezolvate

1. 1In spatiul euclidian R3, inzestrat cu produsul scalar canonic, se considers
baza f1 = (1,-2,2), fo = (-1,0,-1), f3 = (5,—3,—=7). Folosind procedeul Gram-
Schmidt, sd se construiascsi o bazi ortonormats in R3.

Solutie. Asadar f; = (1,-2,2), iar fo = (=1,0,—1) — Aay (1,—2,2), unde

< e, f1> R .

A1 = ————. Dar < ey, f1 >= -3, < fi,f1 >=9. 1 ) =
212 2< f1if1 ~ ar < e, fi fi, fi n ;OHSZCIHT fa
(—3,—3,—3;. Fie acum f3 = (5,f—3,—7)—/\31(1,—2,2)—)\32(—3,—3,—3), unde

<es, f1 > < es, fo >
A3p = s, 1 A = L Cum < 63,f1 >= -3, < 637f2 >= 1,

T A32
< fi,fr >’ < f2, f2 >
< fa, fo >=1, rezultd f5 = (6, —3,—6). Atunci baza ortonormati este:

__h _(1 2 %) __f _(_g 2 _1)
NIl 3 33 27 a1~ "3 373"
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_ho_2 12
A Y U ML

2. Fie S = {(a,—a,b,c) € R* | a,b,c € R}. Si se arate ci S este subspatiu
vectorial al lui R* si sd se determine o bazd ortonormati a lui S. Si se completeze
aceastd bazi la o bazi ortonormatd a lui RY. Si se determine S*. Daci z =
(2,3,4,5), sd se determine prgz, prgrz si dist(zx, S).

Solutie. Fie z,y € S, deci x = (a,—a,b,c), y = (d,—d,e, f), a,b,c,d,e, f € R.
Atunci z +y = (a+d,—(a+d),b+e,c+ f),cua+d, b+e, c+ f € R, deci
x+y € 5. De asemenea, dacd A € R, atunci Az = (Aa, —(Aa), Ab, A¢), cu Aa,
Ab, Ac € R, adici Az € S. Asadar S este subspatiu vectorial al lui R*. Daca
x = (a,—a,b,c) € S, atunci z = a(1,—1,0,0) + 5(0,0,1,0) 4+ ¢(0,0,0,1). Notdm
fi=(1,-1,0,0), fo = (0,0,1,0), f3 = (0,0,0,1). Prin calcul direct se constati
cd (fi, f2) = 0, {f1,f3) = 0, (fa, f3) = 0, deci {f1, f2, f3} este bazd ortogonald
in S. Cum ||fi]l = V2, |2l = 1, |If3]l = 1, rezulta cd {g1, g2, 93}, unde g1 =
(\%,—\%,0,0), g2 = (0,0,1,0), g3 = (0,0,0,1), este bazi ortonormatd in S.
Dacd = = (a,b,¢,d) LS, atunci din L f; se obtine a — b = 0, iar din L fo, x L f3
se obtine ¢ = 0, d = 0. Prin urmare, S* = {a(1,1,0,0) | a € R}. Dacd punem

1 . < N %
ga = (ﬁ’ E,O,O), atunci {g1, g2, 93,94} este bazd ortonormatd in R*. In cazul

concret x = (2,3,4,5), coeficientii Fourier ai lui  in raport cu baza ortonormats

1
{91,92,93,94} sunt ¢; = (2, 91) = VA c2 = (x,92) = 4, c3 = (v,93) = 5,

5 55 11
¢y = (x,94) = —ﬁ, deci z = <2,2,0,0>, iar y = <—2,2,4,5>. Deci, pregz =
11 5v/2
_Z 24 ; ; = |lz — gy = =2,
( 53" ,5), iar dist(z,S) = ||z — y|| 5

3. Fie P2(R) spatiul euclidian tridimensional al functiilor polinomiale cu
coeficienti reali, de grad cel mult 2, cu produsul scalar dat de:

1
<nw:/mmw% Vp,q € Po(R).
21

Sa se ortonormeze baza {1, t, tz}.
Solutie. Folosim procedeul Gram-Schmidt. Fie, deci, e; = 1, e3 = ¢, e3 = t2.

1
Atunci f1 = 1, fg =t—Ag1-1. Cum < €9, f1 >= f t-1dt = 0, rezultd Ao = 0, deci
-1
1
fo =t. Fieacum f3 = t? — A3y -1 — 3o -t. Calculand, obtinem: < es, fi >= il 2.1
-1

2 1 1
dt = g, < (:’37f2 >= f 2 tdt= 0, < f17f1 >= 2. A§adar A3l = g, Azo = 0, deci
-1

1 1
fs=1t2— 3 Am obtinut baza ortogonald f1 =1, fo =t, f3 =t — 3 Cum | f1|| =

VL) = V2, 1l = V{fa, f2) = g, I f3ll = V/{fs f3) = gﬁ, rezulta ca
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. U S B S s VB s
{91,92,95}, u degl_||f1||_\/§’92_||f2||_\/it’g?’_Hfsll_Q\/i(gt 1),

este 0 bazd ortonormatd a lui Pa(R).

Mai general, dacd P, (R) este spatiul euclidian al functiilor polinomiale cu co-
eficienti reali, de grad cel mult n, cu produsul scalar definit ca mai sus, atunci
pornind de la baza {1,t,...,t"}, construim prin procedeul de ortogonalizare o nous

bazi {1,t,t% — %,t3 - %t, o
Polinoamele din baza ortogonald astfel construitd coincid, abstractie facand de
un factor multiplicativ, cu polinoamele
1 a2 - 1)
2k kL dtk
numite polinoame Legendre. Polinoamele Legendre formeaza deci o baza ortogo-

nald in acest spatiu euclidian. Prin normarea vectorilor acestor baze, obtinem o
bazd ortonormatad {gx},_g5. Dacd g este un polinom arbitrar de grad cel mult n,

, k=0,n,

coordonatele co, c1, ..., ¢, € R ale lui ¢ in baza {gx};_g, vor fi determinate prin
relatiile

1
cr =< ¢, gk >= /q(t)gk(t)dt, k=0,n.
-1

4. Se considera sistemul de functii fo, f1, ..., font1 : [0,27] — R, unde fo =1,
fi(t) = cost, fa(t) = sint, ..., fan(t) = cosnt, font1(t) = sinnt. Combinatia lor
liniar& cu coeficientii ag, a1, ..., an, b1, ..., bp € R,

p(t) = % 4 aj cost + by sint + ... + a,, cosnt + b, sinnt

se numeste polinom trigonometric de grad n. S& se construiascd o bazid ortonor-
mata in spatiul vectorial 7 al polinoamelor trigonometrice de grad n, inzestrat cu
produsul scalar

27
<pg>= /p(t)tJ(t)dt, Vp,qeT.
0

Solutie. Vom ardta cd sistemul de polinoame {fo, f1,..., fan+1} este o bazd
ortogonald in V. Tinadnd seama de formulele trigonometrice de transformare a
produselor in sume, se verificd usor cd, dacd [ # m, atunci

27 27 2m
/cos lt cosmitdt = 0, /sin lt cosmtdt = 0, /Sinlt sinmtdt = 0.
0 0 0

27 27
De asemenea, [ sinktdt = [ coskt =0, Vk € N*, deci (f;, f;) =0, dacd i # j.
0 0

Prin urmare, sistemul de functii { fo, f1, .., font1} este o bazd ortogonald in V. Pe
27 2 27
de altd parte, deoarece [ sin?ktdt = [ cos?kt =, Vk € N*, [ 1dt = 27, rezultd
0 0 0
ca functiile
1 1

1 1 1 .
——, —= Ccost, —sint, — cosnt, — sinnt,
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formeazd o baza ortonormata in acest spatiu.

Observatie importantd. Spatiul vectorial al polinoamelor trigonometrice impre-
und cu baza ortonormata construitd mai sus joacd un rol important in teoria seriilor
Fourier.

Sl
-5l 5l

5. Si se arate ca matricea A = 0o - este ortogonali.

1
V2 V6
1 1 1 1 1
Solutie. Fiea; = | —=, —=,—= |, a2 = | —=,0, —- ,
te- oo = (5 5 ) on = (750 15)
1 2 1
a3 = | —=,———=, —= |. Atundci ||a1|| = ||az2|| = ||las3|| = 1, {a1,a2) = {(a1,a3) =
3 (\/6 \/6\/6) lai]l = [lazl| = [|as]| (a1,a2) = (a1,a3)

(ag,a3) =0, deci A este o matrice ortogonald.

S-Sl Sl

1 1 1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
giseascd o matrice ortogonald C astfel incat matricea D = C*AC si fie diagonali.

6. S4a se afle valorile proprii ale matricei A = i sa se

Solutie. Ecuatia caracteristicd a matricei A este

1-x 1 1 1
L e A S B
1 -1 1-x -1
1 -1 -1 1-2x

sau (2 — A)3(=2 — \) = 0. Valorile proprii sunt \; = Ay = A3 = 2, \y = —2, iar

2 00 O

0 20 0
D= 00 2 0
0 0 0 -2

Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 2, se obtin rezolvand sis-
temul nedeterminat o« — 5 — v — § = 0, deci subspatiul propriu corespunzator
valorii proprii Ay = 2, este Vo = {(a + b+ ¢,a,b,¢) | a,b,c € R}. Pentru a = 1,
b = ¢ = 0, se obtine vectorul propriu u; = (1,1,0,0). Alegem acum un vector
propriu u = (a + b+ ¢,a,b,c) € Vs, ortogonal pe uy. Rezultd 2a + b+ ¢ = 0, deci
orice vector propriu corespunzator valorii proprii A\; = 2 si ortogonal pe u;, este
de forma (—a,a,b,—2a — b). Pentru a = —1, b = 0, se obtine vectorul propriu
uy = (1,—1,0,2). In final, alegem un vector propriu u = (—a,a, b, —2a — b), orto-
gonal pe usy (datoritd formei sale el este ortogonal si pe uq). Rezultd 3a + b = 0,
deci orice vector propriu corespunzator valorii proprii Ay = 2 si ortogonal pe u;
i ug, este de forma (—a,a,—3a,a). Pentru a = —1, se obtine vectorul propriu
uz = (1,—1,3,—1). Prin urmare, {u1,us2,u3} este o bazi ortogonald in V5. Vec-
torii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = —2, se determina rezolvand sistemul
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nedeterminat

3a+B+y+d6=0
a+38—7—-6=0
a—04+3y—-6=0
a—0B—-—7+36=0

Rezolvand sistemul, rezulta ca subspatiul propriu corespunzator valorii proprii
Ay = =2, este Vo = {t(-1,1,1,1) | t € R}. Putem alege uy = (—1,1,1,1). Fie

1 < 1 1 1 2
acum v; = U] = 7,O,O), Vg = Uy = (,—,0, ), vz =
[ [ V2 V2 [[uz]] V6 V6T V6
1 ( 1 1 3 1 ) 1 ( 111 1) Sist 1
——ug = ,— , ,— , V4= —Ug = | —=, =, =, = |. Sistemu
Jusl >~ \2v3 23 2v3 2v3) " Jual " 22722

de vectori {v1,va,v3,v4} este o bazd ortonormata in R?, formata din vectori proprii
ai matricei A. Matricea de trecere de la baza canonica din R* la baza {v1,va, v3,v4}

1 1 1 1
V2 V6 2v3 2
N
este matricea ortogonald C' = V2 V6 2v3 2 . Se verifica ugor c&
3 1
0 0 — =
2v3 2
.2 11
V6 2v3 2

CtAC =

OO O N
o o N O
o NN OO
O OO

7. Folosind metoda rotatiilor a lui Jacobi, s se afle valorile proprii ale matricei
0 1 1
A= 1 0 1
1 10

Solutie. Cel mai mare element nediagonal este 1. Alegem, aio = 1, deci p = 1,

TR

V2 V2

- 1

q:2.Atunciﬁ:wzo,tzl,czszf’U: 1 1 e

22 V2 BRI

0 0 1
-1 0 0

A = UAU = 0 1 +2 |. Continuim procedeul cu matricea A’. Cel

0 vV2 0

mai mare element nediagonal este ab; = V2. Prin urmare, p = 2, ¢ = 3, 0 =

azg —ah, 1 71+02:§,t: 1 1 1

V2 i
:—7’C: 7782_7. n
T 3 - T BTTS

T2 22

2a5;3 2V/2
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1 0 0
V21 10 0
consecintd, U = V3 V3 |, A =UA'U = 0 2 0 |. Asadar,
1 \/§ 0 0 -1
"V VB
valorile proprii ale matricei A sunt \y = Ay = —1, A3 = 2.

3. Probleme propuse

1. Folosind produsele scalare canonice din spatiile euclidiene corespunzatoare
sd se calculeze produsele scalare si normele vectorilor:

a) T = (273)7 Y= (_674)7

b) T = (17 130)7 Yy= (17 *1;2)3

c)xz=(1,-1,2,3), y =(1,0,2,—4).

2. Fiez,y € R x = (v1,22,23), ¥y = (y1,¥2,¥3) §i < T,y >= m1y1 + 62292 +
3x3y3 + T1Y2 + T2y1 + T1Ys + T3y1. Sa se arate cd < -,- > este un produs scalar
pe R%. Dacid z = (1,—1,0), y = (—1,1 —2) s se calculeze < x,y > si normele
acestor vectori date de produsul scalar de mai sus. Precizati dacd < z,y >=
3xoye + 3T3y3 + 2x1Ys + 2x2y1 + 221Y3 + 2x3Yy1 — T2Ys — X3y este un produs scalar
pe R? (justificare).

3. Fie E un spatiu euclidian de dimensiune n # 3. Si se arate ca vectorii uq,
U2, ..., U, de norma 1, care satisfac ||u; —u;|| = 1, 1 <i < j < n, formeazd o baza
alui F.

Pe spatiile euclidiene din problemele urmatoare consideram produsele scalare
canonice.

4. Fiew; = (1,1,1), us = (1,2,-3), uz = (5,—4, —1). S& se arate cd vectorii
formeazi o bazi ortogonald a lui R3. Si se determine coordonatele vectorului
x = (1,2,3) in raport cu aceastd bazi.

5. Si se calculeze distanta si unghiul dintre vectorii:
a)u=(1,2,-3,0), v =(2,4,-3,1);

b) f(t)=2t—1,g(t) =t>+1pe C([0,1)).

6. S&a se ortonormeze sistemele de vectori:

a) Uy = (13071)7 U2 = (0717 1); uz = (L 171);

b) v1 =(2,1,3,-1), vo = (7,4,3,-3), v3 = (5,7,7,8), vy = (1,0,—1,0).

7. Sa se gdseascd o baza ortonormata a subspatiului vectorial S, generat de
vectorii v1 = (1,2,2,—1), vo = (1,1,-5,3), v3 = (3,2,8,—7). S& se completeze
aceastd bazi la o bazd ortonormatd a lui R*.

8. S& se gdseascd un vector unitar ortogonal vectorilor v; = (1,0,2,1), vo =
= (27 13 23 3)7 U3 = (07 13 727 1)

9. Fie S subspatiul vectorial al solutiilor sistemului omogen

201+ a2+ 3x3— 24 =0
3$1+2I2+4I3721‘4:0
3x1+ x2+5x3— 24=0

S4 se giseascd cate o bazd ortonormatd in S si S*.
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10. Fie S subspatiul vectorial al lui R*, generat de vectorii v; = (2,1,1, —1),
vy = (1,1,3,0), v3 = (1,2,8,1). Si se scrie vectorul z = (5,2, —2,2) sub forma
r=y+z,yeS, zc St

11. Fie T : R® — R3, Tz = (11zy + 229 — 823,271 + 279 + 1023, —8x1 +
10xy + 5z3), © = (71,72, 73). Si se giseascd o bazi ortonormati a lui R? astfel
incat matricea lui T' in aceastd baza sa fie diagonald. S& se precizeze aceasta forma
diagonald. S# se determine o matrice ortogonald C astfel incat A = C*AC, A fiind
matricea lui T in baza canonici a lui R3.

12. Problems similara pentru 7 : R* — R*, Tz = (21 + x4, T2, T3 — 224,71 —
2x3 + bxy), v = (v1, T2, T3, T4).

13. Problemi similari, stiind ci matricea lui 7' in baza canonici a lui R? este

17 -8 4
A= -8 17 -4
4 —4 11

14. Si se arate ci T : R? — R?, Tz = (z1 cos ) — x5 sin 6, x1 sin O + x5 cos 6),
0 € R, z = (x1,x2) este o transformare liniard ortogonala.

15. Fie T : R® — R3 un endomorfism a ciirui matrice, in baza canonicg a lui

-3 -2 6
R3, este A = = 6 —3 2 |. Sasearate cd T este o transformare ortogonala.
2 6 3

Afirmatia ramane adevarata daca A este matricea lui T intr-o baza oarecare a lui
R3?

1 1 -1
16. Este ortogonald matricea A = | 1 3 4 17
7T =5 2

17. S& se arate cd urmatoarele matrice sunt ortogonale:

D
. )

V5
(2 1 2 0 1
S EREE) K R
T NG

0 O

Sl gl = gl-

18. Pe [—m, 7], fie E = {a+ Bcosz +ysinz | a, 5,7 € R} spatiul euclidian al
polinoamelor trigonometrice de grad 1, in raport cu produsul scalar

(f,9) = /f(x)g(a:)dax, f,g€ E.

Fie transformarea liniarda T : F — E, T(a + Bcosx + ysinx) = § + v +
(a+7)cosx + (a+ B)sinz. Si se determine o bazd ortonormatd in E astfel incat
matricea lui 7" in aceastd baza sa fie diagonala. Precizati forma diagonald a matricei
lui T" in aceasta baza ortonormata.
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19. Folosind metoda rotatiilor a lui Jacobi, sa se géseasca valorile proprii ale
urmatoarelor matrice:

DY e ey (1011
a)[ 1 5 1 |;b)| 2 4 -2 |;¢ 1 -1 1 -1
31 1 0 -2 5 1

4. Indicatii si raspunsuri

1. a) {z,y) = 2-(=6)+3-4 = 0, |lo]| = VIET 3 = VI3, |yl = /(O + £ =
2v13. b) (z,y) =0, [zl = V2, |yl = V6. ¢) {z,y) = =7, |lz] = V15, |lyl| = v21.
2. Se aratd usor ci {ax + By, 2) = alz,2) + B(y,2), Vz,y,2 € R? Va,B € R
si cd (r,y) = (y,z), Yo,y € R®. Pe de altd parte, pentru orice + € R? are loc
(r,2) = 234+623+ 323 + 27122+ 21123 = (21 + 72 +23)% + (22 —23)% +423 +22 > 0,
iar din (x, ) = 0 se obtine 1 = x5 = 23 = 0, adicd z = (0,0,0). Deci (-, -) este un
produs scalar. In cazul concret, (z,y) = =7, ||lz|| = V/5, |ly|| = v21. In al doilea caz,
(r,2) = 303+ 323 +4x1 00 +42173—22273. Dacd x = (1,0,0), atunci (z, ) = 0, deci
(-,-) nu este un produs scalar. 3. Din 1= [lu; — u;]|”> = [lui||* = 2 (us, us) + |4,

| . .
rezultd cd (u;, u;) = —g3 Vi # j. Este suficient sa ardtam ca vectorii uy, ug, ..., Up,

sunt liniar independenti. Inmultind scalar succesiv relatia ayu +aous+...+a,u, =
1

O cu uy, ug, ..., Uy, se ajunge la sistemul omogen: a; — 5052 - = 504” =0,
+ 1 L 0 L L L + 0, al carui det
——oatas——az—...—=a, =0, ..., ——a1— = —...— = p_1+a, = 0, al carui deter-
2 1 2 2 3 D) n ) 2 1 D) 2 2 n—1 n

minant este nenul, deci a1 = ag = ... = a,, = 0. 4. (ug,uz) = (uy,uz) = (ug, uz) =

0, deci {uq,u2,us} este o bazi ortogonald a lui R3. Daci 2 = aiju; + asus + asus,
T, U T, U 2 x 1

atunci oy = (@, ) =2 oy = (@, u2) = ——, a3 = (@, us) = —=. 5. a)
(u1,u1) (ug,us2) 7 (us,us3) 7

d(lu,v) = /6, cosalz 2\}%. b) d(f,lg) = 3, cosa = 132\\/;.1 6. a) fi =
7(15(),1)’ f2 = 7(_1v271)7 f3 = 7(1717_1)' b) fl = 7(2a1a35_1)a

V6 V3

V2
Fo= —(3,2,-3,—1), fs = ——(1,5,1,10), fo = ——
2 \/ﬁ ) ) s J3 \/ﬁ sy by ) J4 14799

7. Folosind procedeul Gram-Schmidt, obtinem baza ortogonald in S, {f1, f2, f3},
fl = (172727_1)7 f2 = (2737_372)7 f3 = (27 _]-7_]-7 _2) Atunci {91792793}7 unde
1 1 1
= (1,2,2,-1), go = ——(2,3,-3,2), g3 = ——(2,—1,—1,-2), este o
bazd ortonormatd in S. Dacd z = («a,f,7,0)LS, atunci o + 28 4+ 2y — 0 = 0,
3 3
20438 —-37v+20 =0, 2a— 8 —v7— 206 = 0. Rezultd a = 57, B=—v, 6= 57,
v € R. Putem alege x = (3,-2,2,3). Baza ortonormata {g1,92,93} a lui S se

V15
(125, —157, -6, 67).

poate completa cu g4 = —26(3, —2,2,3), obtinandu-se o baz# ortonormata in R*.
8. Fie z = (a, 3,7, d) vectorul cdutat. Din (z,v1) = (x,v3) = (z,v3) = 0, se obtine
sistemul a +2v+ 95 =0, 2a+5+27y+35 =0, 5 —2v+ 6 = 0, ale ciirui solutii sunt
1
a=—2a—b, 8 =2a—b,vy=a,d =b,a,beR. Deexemplu, vectorul —3(1, 1,0,-1)

satisface conditiile din problemd. 9. S = {(—2a,a + b,a,b) | a,b € R}. Pentru
a =1gib=0, gdsim vectorul propriu u; = (—2,1,1,0). Un vector propriu oarecare
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din S este ortogonal pe u; dacid b = —6a. Luadnd a = —1 si b = 6, gdsim vectorul
propriu ug = (2,5,—1,6) € S si ortogonal pe u;. Deci putem alege in S baza orto-

1
normatd {vy,ve}, unde v; = —(—2,1,1,0), vo = —(2,5,—1,6). Determinim
{ 1 2} 1 \/6( ) 2 \/%( )
acum S+t. Fie z = (a,b,c,d) € St. Atunci —2a +b+c =0, 2a + 5b — ¢+ 6d = 0.
1
St ={(a,b,2a—b,—b) | a,b € R}. Procedand ca mai sus gisim vg = ﬁ(l, 0,2,0),

1 . N .
vy = 5(2,5,—1,—5). 10. dimS = 2, o bazd in S fiind, de exemplu, {vy,va}.
Prin ortogonalizare, se obtine baza ortogonald a lui S, f1 = (2,1,1,-1), fo =
(z, f1) 8 (z, f2) —1
~5,1,15,6). y = afi + Bfs, a = S 5= - 2bose
( )y h f2 (f1, f1) 7 B (f2, f2) 7
obtine y = (3,1,—-1,-2), z = (2,1,—1,4). 11. Matricea lui T in baza canoni-
11 2 =8
cd din R3, este A = 2 2 10 |]. Valorile proprii sunt A\; = 9, Ay = =9,
-8 10 5

)\3 = 18. Subspatiile proprii corespunzitoare sunt Vy, = {t(2,2,1) | t € R},
= {t(1,-2,2) | t € R} Vs = {t(—2,1,2) | t € R}, deci putem alege baza

ortonormata v; = 22 = 1 —g g 2 1 z Forma di
R 3 —\3 3'3) 33’3 ”
N 1 N
3 3 3
9 0 O 9 9 1
agonald a matricei A este D = 0 -9 0 C = - —= - 12.
0 0 18 8 3 3
2 2
3 3 3
1 0 0 1
. s C o 1 4 0 1 0 0 .
Matricea lui T' in baza canonicd din R*, este A = 0 0 1 2 | Valorile
1 0 -2 5

proprii sunt Ay = 0, Ao = 6, A3 = A4 = 1. Subspatiile proprii corespunzatoare sunt
V, = {t(1,0,-2,-1) | t € R}, V), = {t(1,0,—2,5) | t € R}, V), —{aO,l,O 0)+

b(2,0,1,0) | a,b € R}, deci putem alege baza ortonormatd vy = < ,0,
V6 \f f
0

1 -2 5 1
Vg = ,0, , ,v3 = (0,1,0,0), vg = ,—,0]. Forma diago-
= (3% 7o v ) = )4<¢31¢5>1 o
- O -
V6 V30 VB
0 0 0 O 0 0 1 0
9 .. 0 6 00
nald a matricei A este D = 00 1 0 .C = 71 - 9 . i
000 1 % Ve
1 5
—— — 0 O
V6 /30

13. Valorile proprii sunt Ay = Ao = 9, A3 = 27. Subspatiile proprii corespun-
zdtoare sunt Vi, = {(a,b,—2a + 2b) | a,b € R}, V), = {t(2,-2,1) | t € R}.
Determindm o baza ortonormata in Vy,. Pentru a = 1 si b = 0, gésim vectorul
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propriu u; = (1,0, —2). Un vector propriu oarecare din V), este ortogonal pe u;
dacd 5a — 4b = 0. Luand a = 4 si b = 5, géisim vectorul propriu ug = (4,5,2) € V),

1 2
i ortogonal pe u;. Deci putem alege baza ortonormatd v; = | —,0,——= |,
E g pe uy p g 1 (\/5 \/5>
(4 5 2) (2—21>F di 14 tricei A est
vo=(——=,——=,——= ], v3 = | -,—, = |. Forma diagonalid a matricei A este
VAR VAN A CUE R "
142
VB 3v5 3
9 0 O 5 9
D = 09 0 |.C= 0 —— —= |. 14. Matricea lui T in baza
00 27 3v5 3
2 2 1
vh 3v5 3

cosf) —sinf
sin 0 cos
ortogonala. 15. Coloanele matricei A transpuse formeaza un sistem ortonormat
de vectori din R3. Nu. 16. detA # =41, deci A nu este ortogonald. 17. Se
aratd cd vectorii care coincid cu coloanele transpuse ale matricei, formeazé un sis-
tem ortonormat de vectori. 18. Matricea lui T in baza B = {1,cosz,sinx} este

canonicd (bazd ortonormata) a lui R? este A = < ) gl este o matrice

0 1 1
A = 1 0 1 |. Valorile proprii sunt Ay = Ay = —1, A3 = 2. Subspati-
1 1 0
ile proprii corespunzitoare sunt V_; = {a + bcosxz — (a + b)sinz | a,b € R},
Vo = {t(1 + cosz +sinz) | t € R}. Determindm o bazid ortonormatd in V.

Pentru a = 1 si b = 0, gdsim vectorul propriu fi(z) = 1 —sinz. Un vector pro-
priu oarecare din V), este ortogonal pe f; daca f [a+bcosz — (a+ b)sinz] (1 —
sinz)dr = 0. Calculand obtinem 2arm + (a —l—;);ﬂ' = 0. Luand a = 1 si b =
—3, gisim vectorul propriu fo(x) = 1 — 3cosz + 2sinz € V_; si ortogonal pe
fi. O bazd in Vy este functia f3(z) = 1 + cosaz + sinz. Dar ||fi|]> = }r(l —

—T

sinz)2dz = 37,.|| fal* = [ (1 —3cosz + 2sinz)2dz = 157, | f3]|> =

—T

(1+cosx +

—x

sinz)?dz = 4m. Deci putem alege baza ortonormati g(z) = (1 —sinx),

2~

1 1
xT) = 1—3cosz + 2sinx), ) = ——= (1 4+ cosz +sinx). Forma dia-
-1 0 0
gonald a matricei A este D = 0 =1 0 ].19.a) A1 =—-2, 2 =06, A3 =3.
0 0 2

b))\lil,)\2:4,A3:7. C))\1:>\2:)\3:2,A4:72.



CAPITOLUL 7

Forme patratice

1. Preliminarii

Fie V un spatiu vectorial real. Functia F': V x V — R liniard in ambele argu-
mente se numeste forma biliniara pe V. Forma biliniard F' se numegte simetrica
dacd F(z,y) = F(y,z), Vz,y € V. Fie B = {e1,e2,....,e,} 0 bazi in V. Ma-
tricea A = (a;5) € Mp(R), unde a;; = F(e;,¢e;), i,j = 1,n, se numeste matricea
atasata formei biliniare F' in baza B. O forma biliniara este complet determinata

n n
de matricea sa. Mai precis, dacd @ = ) z;e;, y = > y;€;, atunci
i=1 j=1

n n
(1.1) F(z,y) = ZZaijxiyj.
i=1 j=1
Forma biliniard F' este simetricd dacé si numai dacd matricea A este simetrica.
Daci B’ = {e},é€5,...,e,} este o altd bazd in V gi A’ = (a;j), a;; = Fleg,el),
i,7 = 1,n, este matricea lui F in baza B’, atunci A’ = C*AC, unde C este matricea
de trecere de la baza B la baza B’. Se numeste rang al formei biliniare F, rangul
matricei atagate lui F intr-o baza a lui V. Forma biliniara F' se numeste degenerati
dacd rangF < n si nedegenerata dacad rangF = n.
Fie, acum, F' o form& biliniard simetricd pe V. Functia @ : V — R, Q(z) =
F(z,z), se numegte forma pdatraticd pe V, asociatd lui F. Daci este cunoscutd
forma patraticd @, forma biliniard F' care o definegte, se determina cu formula

1
F(z,y) = 5[@({1} +y) — Q(z) — Q(y)] si se numeste polara formei pitratice Q.

Forma pétratici ) se numeste pozitiv definitd dacd Q(x) > 0, Vo # Oy si se
numeste negativ definita dacd Q(z) < 0, Va # Oy. Forma p#traticd este cu semn
nedefinit dacd existd x, y astfel ca Q(z) > 0 si Q(y) < 0. Dacd B = {e1,e3,...,en}
este bazd in V i a;; = F(e;, e5) = aji, Vi,j = 1,n, din (1.1) se obtine

n n

(12) Q) = 33 aiywiay.

i=1j=1

O matrice simetrica se numeste matrice pozitiv definitd dacd forma patratica

asociatd este pozitiv definitd. Matricea A = (ai;); j=Tn Se numeste tare diagonal
J=1,

dominantd daca pentru orice i, 1 < i < n, are loc
n
|a'ii| > Z |aij\ .
j=1,j#i
Dacd matricea simetricd A = (a;;)

ij=Tn este pozitiv definita, atunci a;; > 0,

Vi = 1,n. Daca matricea simetrica A = (a;;); ;_15 este tare diagonal dominanta si

ai; > 0, Vi = 1,n, atunci este pozitiv definita.

59
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Se spune ca forma patratica @ este redusa la forma canonica dacd se determina
n

o bazd {f1, fa,..., fn} In V astfel incat pentru orice z = >_ a.f; € V are loc
i=1

_ 12 12 /2
. — 1 “ee n )
(1.3) Q) = My + Aoz + ... + Ay

unde \; € R, i = 1, n, se numesc coeficientis formei patratice.
Prezentdm acum metode pentru reducerea la forma canonicé a unei forme péa-
tratice. Fie, deci, @ o form& pétraticd ce are in baza {e1, e, ..., e, } expresia (1.2).
Metoda lui Gauss. Consta in scrierea formei patratice ca suma de patrate de
forme liniare (avand coeficienti reali). Dacd a;; # 0, grupdm toti termenii care
contin z; si formam un patrat perfect. Vom avea

1 n
(@i + Z aijzi)* + Q1(z),

j=1.j#i

Q(z)

i

unde & = (21, ..., Ti—1,Tit1, -, Tp). Dacd ay; = 0, Vi = 1,n, atunci exista i # j,
astfel ca a;; # 0. Cu schimbarea de variabile z;, = yx, k = 1,n, k # 1, k # jJ,
Ti = yi +yj, Tj = yi — Yj, obtinem a;;x;x; = a;;(y; — y3), deci, in noile variabile,
() va contine un termen péatratic. Prin urmare, se poate aplica tehnica de mai
sus. Continuam procedeul cu forma péatraticd Q1 care contine n — 1 variabile. Din
aproape in aproape, dupa un numdr finit de pasi, forma péatratici @ se scrie ca
sumé de pétrate de forme liniare.
Metoda lui Jacobi. Dacé pentru orice i = 1, n, determinantii

ai;p Qa2 ... Qi
a a e Q94
(14) Az — 12 22 24
ai; ag; Aiq

n
sunt nenuli, atunci existd o bazid B = {fi, fa,..., fn} astfel ca dacd x = 3 zf;,

i=1
1 AN Ap_q
1.5 Qz) = —a?+ —a2 + ..+ z’2.
( ) ( ) Al 1 Ag 2 An n
Baza B se determing astfel:

(16) fz = C14€1 +~~+Ciiei; L= l,n,

iar cj;, j = 1,1, satisfac sistemele de ecuatii
ail ai12 a1 C14 0
a2 @22 a2; C2; 0

1i—1 Q24—1 - Gi—14 Ci—1,i 0

a1, a9; (077 Ci; 1

Metoda transformarilor ortogonale (a wvalorilor proprii). Dacd V este spatiu
euclidian, forma pitraticd @, datd de (1.2), are forma canonicd (1.3), unde Ay,
A2,...,A\n, sunt valorile proprii ale matricei A, baza formei canonice fiind baza orto-
normatd formata din vectorii proprii corespunzatori.

Criteriul lui Sylvester. Forma pétraticd @, datd de (1.2), este pozitiv (negativ)
definitd dac# si numai dacd A; > 0 ((—=1)'A; > 0), i = 1,n, unde A; sunt dati de
(1.4).
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Reducerea simultanda la forma canonicd o doua forme patmtzce Fie v.Q :
R™ — R dou& forme pitratice date de ¥(z) = Z Z a;jzx;, Qx) = Z Z bijxixj,
1=17=1 1=17=1
z = (21,22, ...,Tn). Notdm cu A = (as;), ;_17,, B = (bij); j_17,- Daca Q este pozi-
tiv definitd, atunci polara sa I’ defineste pe R" produsul scalar (z,9)p = F(z,y),
x,y € R™. In acest caz, existd o bazi ortonormatd in raport cu produsul scalar
() s {f1s f2, .., fn} astfel incat sd avem

Qa) = af +af + ... + a7}
U(z) = Mo + Xod? + oo + ANpal2

unde z = 2 fi+a5 fo+...2), fr, M1, A2, ..oy A, sunt solutii ale ecuatiei det(A—AB) = 0
si(A—AB)f; =0,i=1,n.

2. Probleme rezolvate

1. Sisearatecd F : R3xR? — R, F(x,y) = x1y1+21y2+22y1 +220y2+220y3+
2x3ys + brsys, ¢ = (T1,22,23), ¥ = (y1,Y2,¥3), este o formd biliniara simetrica.
Care este matricea lui F' in baza {f1, f2, f3}, unde f; = (1,0,0), fo = (2,1,0),
fz = (-=3,2,1)? Dar in baza {g1, 92,93}, unde g1 = (0,3,1), go = (6,—1,—1),
g3 = (—4,1,1)? Care este rangul lui F'? Ce legiiturd existd intre cele doud matrice?
Este pozitiv definita forma biliniara?

Solutie. Fie x = (z1,72,23), ¥y = (Y1,v2,3), 2 = (21, 22,23) € R3. Atunci
Flx+y,2) = (x1+y1)z1 + (21 +y1) 22 + (w2 +y2) 21 + 2(z2 +y2) 22 +2(22 + y2) 23 +
2(z3+y3)z2 +5(x3+ys)zs = F,2) + F(y, 2) si F(z,y+2) = z1(y1 +21) +o1(y2 +
z2) + @2(y1 + 21) + 222(y2 + 22) + 222(y3 + 23) + 223(y2 + 22) + Sw3(ys + 23) =
F(z,y)+ F(x,z). De asemenea, daci « € R, atunci F(az,y) = (ax1)y1 + (ax1)y2 +
(az2)yr + 2(az2)yz + 2(ax2)ys + 2(aws)ys + 5(axs)ys = al(z,y) si F(z,ay) =
z1 (o) o1 (ayz) a2 (o) + 22 (ayz)+222 (ays ) +2x3(ay2) +523(ays) = aF (z,y),
deci F' este o formd biliniar8. Deoarece F(y,x) = y121 + y122 + yax1 + 2y222 +
2yox3 + 2ys3x2 + byszs = F(x,y), rezultd ci forma biliniard este simetrici. Fie
A = (a;;) matricea lui F' in baza {f1, fa, f3}. Cum a;; = F(f;, f;), se obtine A =

1 3 -1
3 10 1 |. Similar, dacd B = (b;;) este matricea lui F' in baza {g1, g2, 93},
-1 1 18
35 -1 7
atunci B= | -1 35 —25 |. Deoarece g1 = f1 + fo+ f3, g2 = f1 + fo — f3,
7 =25 19
g3 = f1 — fa + f3, matricea de trecere de la baza{fi, fo, f3} la baza {g1, 92,93}
1 1 1
este C = 1 1 —1 |. Legstura dintre cele dous matrice este B = C*AC.
1 -1 1

Totodatd det A = 1, deci rangA = 3. In consecinti, rangul formei biliniare este 3.
Dar F(z,z) = 2% + 22172 + 223 + 42023 + 523 = (21 + 22)? + (x2 + 223)? + 23 > 0,
Vz € R? si din F(z,7) = 0 rezultd = = (0,0, 0), deci forma biliniars F este pozitiv
definita.

2. Fie Q : R? — R forma pétratici, avand in baza canonici {e1, ez} a lui R?,
expresia Q (z) = 23 + 423 — 23179, © = (21,72). S& se reduca la forma canonica
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folosind metoda lui Gauss, precizdndu-se baza formei canonice. Este pozitiv definita
forma patratica?

Solutie. Grupam termenii care contin z; si cdutam sa formam un patrat perfect.
Avem Q(z) = (23 — 2x122) + 423 = (71 —12)? +323. Notand y; = z1 — 22, y2 = 72,
obtinem forma canonic Q(x) = y? + 3y3, * = y1.f1 + y2f2, unde {f1, f2} este baza
formei canonice. Pentru a gési aceasta baza, determindm matricea C', de trecere de
la baza canonica la baza {fi, f2}. In acest scop, vom exprima coordonatele initiale
1 §i 2 in functie de coordonatele noi y; si y2. Deoarece x1 = y1 + yo2, T2 = yo,

rezultd cd C = ( (1) 1 ), deci fi = (1,0), f2 = (1,1). Dacd A = ( ,i _i

este matricea lui @ in baza canonic#, matricea in baza {f1, fo} va i D = C*AC =

1 0 . C o .. o
( 0 3 ) Din forma canonicé, este clar ci ) este pozitiv definita.

3. Fie Q : R? — R forma pétratica, avand in baza canonici {e, ez, e3} a lui
R3, expresia Q () = 23 + 23 + 423 + 23129 + 42123 + 22973, T = (1,72, 73). SA
se reduca la forma canonicd folosind metoda lui Gauss, precizdndu-se baza formei
canonice. Este pozitiv definitd forma pétraticd? Aceeagi problem& pentru forma
patraticd Q1 (x) = 223 + 53 + 523 + 4129 — 47123 + 8T273.

Solutie. Grupam termenii care contin z; si cdutam s& formam un patrat perfect.
Avem Q(z) = (23 +2z1709 +42173) + 23 + 422 + 22073 = (21 + 72 +273)% — 22073 =

Y7 — 2y3 + 2y3, unde y1 = 1 + T2 + 223, Y2 = 5(332 + 3), Y3 = 5(3?2 — x3).

Asadar Q(z) = yi — 2y3 + 2y3, © = y1.f1 + y2f2 + y3f3, unde {f1, f2, fs} este baza
formei canonice. Pentru a determina aceastd bazi, exprimdm coordonatele initiale
1, T2 $i x3 in functie de coordonatele noi y1, y2 si y3, ceea ce ne va permite sa
gasim matricea de schimbare a bazei. Deoarece 1 = y1 — 3y2 + y3, T2 = Y2 + y3,

1 -3 1
T3 =1y —y3, Tezultda ca C=| 0 1 1 |, deci f1 =(1,0,0), fo =(-3,1,1),
0 1 -1
1 1 2
fz = (1,1,-1). Dacd A = 1 1 1 este matricea lui ) in baza canonica,
2 1 4
1 0 0
matricea in baza { f1, fa, fs} vafiD = C*AC = 0 —2 0 |. Deoarece Q(f;) =
0 0 2
1>0, Q(f2) = —2 < 0, forma pétraticd nu este nici pozitiv, nici negativ definit,

este cu semn nedefinit. Pentru cealaltd forméa patratica, procedand ca mai sus, se

1
obtine Q1 (z) = 3 (231 + 2x0 — 233)° + 332 — dwoxs + 3z3. Grupam acum termenii

1
care contin xs si formam un patrat perfect. Avem Q1(z) = = (2z1 + 2z2 — 2x3)2 +

2
1 5 1 1 5
5(31:2—2:53)24—53:%. Asadar Qi (z) = 5y%+§y§+§y§, unde y; = 2z + 279 — 213,
1 11
Y2 = 3.%'2 - 2$3a Ys = I3. De asemenea, fl = (57070)7 f2 = (_57570)7 f3 =
1 2
(g, 3’ 1). Evident, @; este pozitiv definita.

4. Fie Q : R?® — R forma pitratici, care in baza canonici B = {e1, e2,e3} a lui
R? are expresia Q (z) = 223 + 523 + 5z3 + 4129 — 47123 — 87973, T = (21, T2, T3).
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Sa se reduca la forma canonica folosind metoda lui Jacobi si metoda transformarilor
ortogonale.

2 2 =2
Solutie. Metoda Jacobi. Matricea formei pétratice este 2 5 —4 si
-2 -4 5
9 9 2 2 =2
are minorii principali: Ay =2, Ay = =6, Az = 2 5 —4 | =10.
‘ 25 ‘ -2 -4 5

Putem pune deja in evidentd forma canonicd a lui @, folosind (1.5):

1 1 3
Q(z) = 533/12 + 550/22 + 59532-

S4 determindm acum baza formei canonice. Conform (1.6), f1 = ¢11e1, unde

1 1
c11 = 2 deci f1 = (5,0,0). Dar fo = ci2e1 + c22e2, unde c12 §i oo satisfac

2012 + 2622 =0

1 1
%1y + Hgg =1 ° Cum cgp = 3’ rezultd ci1a = —3 deci

sistemul de ecuatii: {

11 A .
f3 = (3, 3,O>. In sfarsit, f3 = ci3e1 + cazes + c33ez, unde cq3, ca3, ¢33 sunt
2¢13 + 2¢23 — 2¢33 =0 1
solutii ale sistemului de ecuatii: 2¢13 + beoz —4esz3 =0 . Obtinem c¢13 = —,
_ 5
72613 — 4623 + 5033 =1
2 3 123

= -, = —. Asad =(=,=,=- |
C23 5 €33 5 sadar f3 (5 5 5)

Metoda transformdarilor ortogonale. Valorile proprii ale matricei asociate formei
pétratice in baza canonics a lui R3, sunt A\ = Ay = 1, A3 = 10. Subspatiul propriu
corespunzétor valorii proprii A; este Vi, = {(—2a + 2b,a,b) | a,b € R}. Deter-
mindm o baza ortonormata in Vy,. Evident dim V), = 2. Pentrua =1gi b = 0,
obtinem vectorul propriu u; = (—2,1,0). Conditia ca un element oarecare din V),
sd fie ortogonal pe u; este ba — 4b = 0. Alegand, de exemplu, a = 4, b = 5, gasim
uz = (2,4,5). Fiind ortogonali cei doi vectori sunt liniar independenti. Norméandu-

-2 1 2 4 5
i, obtinem vectorii proprii v; = (,,0)7 vy = (,,), care
! S SNV A AR EW AW AR
12 -2
formeaza o baza ortonormata in Vy,. Pentru A3 = 10, gisim vs = 3'3° 3 )
In baza {v1,v2,v3}, Q are forma diagonald Q (z) = 22 + 2% + 1024, unde 2 =
xjv1 + xhve + xhus.

5. Si se reducd simultan la forma canonici formele patratice @ (x) = x? +
43 + 223 + 2713, U (v) = 827 — 2822 + 1423 + 162179 + 142123 + 327273. SA se
gaseasca baza formelor canonice.

8 8 7
Solutie. Matricele asociate formelor patratice Wgi Qsunt A= | 8 —28 16
7T 16 14

. Folosind metoda lui Jacobi rezultd usor ca @) este

S = O
N O =

1
respectiv B = 0
1
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pozitiv definiti. Prin calcul rezulti ci det (A — AB) = —4 (A — 9)2 (A+9). In con-
cluzie, formele canonice sunt: ¥ (z) = 922 +922 -9z, Q (z) = 22 +22 +2. Con-
siderdm produsul scalar definit de polara formei péatratice Q: (z,y)r = F(z,y) =

T1y1 +4x2y2 + 223Y3 + T1Y3 + T3y1, T = (T1,72,23), y = (Y1, Y2,y3). Pentru A =9,
multimea solutiilor sistemului (A — AB) z' = 0 este S = {(8a — b, a,b) | a,b € R}.
Este clar cd dimS = 2. Determindm in S o bazd ortonormatd {fi, fo}, in ra-
port cu produsul scalar (-,-) .. Pentru ¢ = 1, b = 0, obtinem z = (8,1,0). Cum

Jz]| = /Q(z) = 2V17, alegem f1 = ( = ST

vom cduta a,b € R astfel incat (z,y), = F(z,y) = 0, y = (8a —b,a,b), ceea ce
se IntAmpld daci 17a — 2b = 0. Pentru a = 2, b = 17, avem y = (—18,2,17),

18 2 17
=4/ = +/306. Putem lua fo =
pentru A = —9 gdsim = = (0, —2¢,¢), deci f3 = (

3{ 3\/)

3. Probleme propuse

0). Pentru constructia lui fs,

g-

) Procedand analog,

1. Si se arate cid F : R® x R? — R, F(x,y) = 22191 — 52192 + 27271 —
3xoys — 3x2ys + 4x3ys — w3y3 este o form& biliniard. Care este matricea lui F' in
baza f1 = (1,0,0), fo = (1,1,0), f3 = (1,1,1)? Este simetrica forma biliniara?

2. Pe R2, fie forma biliniarad F(x,y) = 3z1y1 + 221y2 — T2y2. Gisiti matricele
asociate lui F' in bazele f; = (1,1), fo = (1,0), respectiv g1 = (1,2), g2 = (—1,1).
Ce relatie este intre cele doud matrice?

11

3. Fie F:C(]0,1]) x C([0,1)) = R, F(f,g) fff ) dt ds.
0

a) S& se arate cd F este o form& biliniard sunetrlca

b) Si se determine matricele lui F in bazele e; = 1, ey = t, e3 = t? respectiv
fi=1, fa=t—1, fs = (t — 1)°. Ce legituri este intre cele doud matrice?

4. FieV ={ueC?((0,1))NnC([0,1]) | u(0) = u(1) =0} si F : v x V — R,

F(u,v) = f/u”(x)v(x)d:r.
0
a) S se arate cd F' este o form& biliniard simetricd pe V;
b) S& se arate ci functiile f1, fo, f3 € V, fi(t) = t — 2, faot) = t2 — 13,
) = t3 — ¢4, sunt liniar independente;
c) Se conbldera restrictia lui F' la subspatiul generat de functiile f1, fo, f3. Sa
se determine matricea acestei restrictii in raport cu baza { f1, fa, f3}.

fa(t

5. Care este polara formei pitratice Q : R — R, Q (z) = 23 — 23 + 2120 +
3xo1w3?

6. Fie V un spatiu vectorial real gi F': V x V' — R o form4 biliniara simetrica
si pozitiv definitd. Si se arate ci (F(z,y))* < F(z,z) - F(y,y).

7. S4& se reducé la forma canonicd, folosind metoda lui Gauss, urmétoarele
forme pdtratice. S& se specifice baza formei canonice. Care din aceste forme pa-
tratice este pozitiv definita?

a) Q:R® =R, Q(z) =527 + 623 + 423 — 4125 — da173, T = (21, T2, T3);

b) Q:R3 =R, Q(z) = 22+ 23+ 323+ 42120+ 22173 + 22273, T = (71, T2, T3);
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¢c) Q:R¥ >R, Q(x)=2?— 3x3 — 2m129 + 23123 — 62273, T = (21, T2, T3);

d) Q:R®* =R, Q(z) =12?+5x3 — 422 + 22179 — 47123, T = (71, T2, 73);

e) Q:R3 =R, Q (:c) =4z %+x2+x3+4x1x2—4x1m3—3x2m3, x = (ml,xg,xg)

f) Q:R®— Q (z) = 2% + 1823 + 822 — 123129 + 8w123 — 2TT273, T =
(1,22, 23);

g) Q:R* =R, Q(x) = 22 + 223 + 22 + 4wy20 + 42103 + 22114 + 22073 +
2xoxy + 22324, x = (21, T2, T3, T4);
h) Q:R3 =R, Q(x) =8x1my + 623 + x%, x = (z1,22,23);-

8. S& se reduca la forma canonica, folosind metoda lui Jacobi, urmatoarele
forme patratice. S& se specifice baza formei canonice. Care din aceste forme pa-
tratice este pozitiv definitd?

a) Q:RP =R, Q)= 5951 + 6:102 + 423 — 4179 — AT123, T = (T1, T2, T3);

b) Q :R3—R,Q(z) =723 +x3+2$1m2+4x1x3+2x2x3, x = (z1, T2, x3);

¢) Q:R® - R, Q(z) =323 —223+223 +4x170— 311203 —T2m3, T = (T1, T2, T3);
) T) = 23+ 23+ 373 + 47129 + 22173 + 23073, T = (71, T2, T3);
) = 22 + 423 + 622 — 22179 + 22073 — 27374,

1,2, T3, Ta);
f) Q:R* =R, Q(z) =32? + 223 — 22 — 227 + 22175 — 4273 + 27974,
T = ($171'2,1‘3,[L'4).

9. Pentru ce valori ale lui A, urméatoarele forme péatratice sunt pozitiv definite?
a) Q:R3 >R, Q(z) =dri+ai+ vl +4x120— 22103 — 27073, = (21, T2, T3);
b) Q:R? =R, Q(z) =227 + 23 + 323 + 2\z122 + 22173, T = (71, T2, T3);

c) Q:R3 =R, Q(x) =222 +223+22+2) 1109 +67123+22073, T = (71, T2, T3).

10. Folosind metoda transformaérilor ortogonale si se reducé la forma canonicé
urmatoarele forme péatratice. S& se gdseascd baza formei canonice.
a) Q:R® =R, Q(z) =527 + 623 + 423 — 4119 — da173, T = (71, T2, T3);
b) Q:R3 =R, Q(x) =223+ 23— 4129 — da273, T = (21,72, 73);
c) Q:R3 >R, Q(x) =12+ 23+ 22 + 1122 + 2123 + X273, T = (T1, T2, T3);
QR —R,Q(z) =417y — 23, z = (31, 22, 73);
Q :R* =R, Q(v) = 27122 + 22374, T = (21, 72,23, T4);
Q:R* =R, Q(z) =22 +23+23+523+ 22114 — 42374, ® = (T1, T2, 73, T4).

11. S& se reducd simultan la forma canonicd urmétoarele perechi de forme
patratice, precizandu-se baza formelor canonice.

a) Q,V:R?2 - R, Q(z)=a?+42% — 22129, ¥ (z) = —4a122, T = (71, 22);

b) Q, ¥ :R3 - R, Q(z) =3 +223+ 323 + 2122 — 27123, ¥ (2) = 2% + 623 +
2x129 — 22123 + 3xo3, T = (T1, T2, T3);

¢) QU :R3—R,Q(z) =327 +4z3 + 523 + dw179 — 43173, ¥ (2) = —1027 +
223 — 1523 + 23120 + 123123, © = (21, 72, T3).

12. Sunt pozitiv definite matricele?

5 -2 =2 ;3?} 2 11
a) -2 6 0 |;b) 9 1 0 1 ; €) 1 2 1 1;
—2 0 4 1 1 2
1 1 11
$ 80 L2
d) 8 8 2 |;e) .
9 9 1 11 2 1
1 1 1 2



66 7. FORME PATRATICE

13. Sa se precizeze natura, ca forma patratica, a diferentialei a doua, pentru
urmatoarele functii in punctele indicate.

a) f : R2 - R, f(xay) = :LA + y4 - 2%2 + 4.’£y - 2y27 0(070)3 A(\fa _\/Q)a
B(i\/ﬁv \/i)a

b) f:R® =R, f(z,y) = 2* +y* = 3zy, 0(0,0), A(1,1);

c) f:R?2 =R, f(x,y) = —22% — 5y + 2zy + 62 + 6y, A(x,y);

d) f:R® =R, f(z,y,2) =22 +9*>+ 22 —ay + 2 — 22, M(z,y, 2).

4. Indicatii si raspunsuri

1. Se verificd ugor c¢d F este liniard in ambele argumente. F(f1, f1) = 2,

F(flan) = 737 F(fl)fB) = 737 F(f27fl) = 43 F(f27f2) = 743 F(f?affi) = 777
F(fs,f1) = 4, F(fs, f2) = 0, F(fs, fs) = —4, deci matricea lui F' in baza data

2 -3 -3
este A = 4 -4 -7 si nu este simetricad. Prin urmare, forma biliniara F
4 0 —4

nu este simetricd. 2. Fie A gi B matricele asociate lui F' in bazele {f1, fo} respec-

tiv {g1,92}. Procedand ca mai sus, obtinem A = ( ;1 g >7 B = ( _3 —S) )

Matricea de trecere de la baza {f1, f2} la baza {g1,g2} este C' = < 7? 7; )

Are loc B = C*AC. 3. a) Biliniaritatea si simetria rezultd din proprietitile in-

11 11 1
tegralei. b) a;n = Fler,er) = [ [dt ds = 1, a12 = F(e1,e2) = [ [sdt ds = 3
00 00

1 1
1 = =
2 3
bl 1 1 1 1
ass = F(ez,e2) = [ [tsdt ds = — etc. Obtinem A = - - Z Simi-
00 4 2 4 6
1 1 1
3 6 9
1 1
1 —= z
2 3
lar B = —% i —é este matricea formei biliniare in baza {f1, f2, f3}.
1 1 1
3 6 9
1 -1 1
Se constatd usor ci B = C'AC, unde C = 0 1 -2 este matricea de
0 0 1

1
trecere de la baza {e1,es,e3} la baza {f1, fa, f3}. 4. F(u,v) = /u’(x)v'(m)dm.

0
r 1 1
3 6 10
L2 15 Py = 206 +y) - Q@) — Q)| = 191 — way2 +
6 15 10 2
1r 1 3
10 10 35

1 3
§z1y2 + §z2y1 + §$2y3 + 51‘33{2. 6. Daca y = Oy, atunci inegalitatea devine
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egalitate. Presupunem y # Oy . Pentru orice t € R, are loc: 0 < F(z + ty,z +
ty) = t*F(y,y) + 2tF(z,y) + F(z, ), deci A = 4 ((F(a:, y)? — F(z,z)F(y, y)

IN

1 5 (26 4\ 40
0. 7. a) Qz) = s (5x1 — 2x0 — 2x3)° + % (5322 — 53:3) + —a% fi =
1 5 6 2 » . N
,0), fo = (1—3,%,0), fz = (E7E71)' Q este pozitiv definitd. b) Q(z) =

(
1 21

(501 +2x9 + 23)° — 3 (32 +23)° + 3 3 570), fz3 =
(==, —=,1). Q nu este pozitiv definits. ¢) Q(z) = (21 — 2 + x3)° — (22 + 233)>.
(1,0,0), fo = (1,1,0), f3 = (=3,-2,1). @ nu este pozitiv definitd. d)
1 11
*(4%24—21'3) _93:3‘ fl = (17070)7 f2 = (_77770)7
4 1 44

fz = (5,—5, 1). @ nu este pozitiv definitd. e) Q(z) = 1 (4zy + 229 — 213)° —

2 2
(;l? + ;.’L‘g) + (1352 - 1333) - fl = (ivoao)a f2 = (05 171)v f3 = (_la 1; _1) Q

zmg fl = (17070)a f2 = (_77
1

1

3’

fi =

Q(z) = (z1 4 @2 — 223)° +
5 1

2 2
iy . 1 I
nu este pozitiv definitd. f) Q(z) = 3 (221 — 629 + 423)° — 3 1‘2 + S ) +

2 2
1 1
(z1 + 222 + 223 + 24)° — 5 (222 + 322 + 24)° + 5 (z3 +z4)°. f1 = (1,0,0,0), fo =

1 1 \? 1
3<1'21'3) . fl - (5;0)0)7 f2 = (17171)3 f3 = (571371)' g) Q(‘T) =

2

(-1, %,070), f3 = (17—2,1,0)7 fa=(-1,1,-1,1). Q nu este pozitiv definitd. 8.
D) Q@) = gaf + o oaf fi = (£.0,0), fo = (52500 f3 = (550 00 o)
b) Q) = o — gaf — 2af. fi = (L0.0) fo = (5.-5.0) fi = G5

) Qla) = éx&?—%x%%x?. fi= (GO0 fo = (515,00 fo = (55 350 50
D) Q) = o — of + 2B fi = (1L,0,0), o = (3,—3.0 fs = (7, —7.2)
&) Q) :x12+§x52+137x’32 S fi = (1,0,0,0), f2 = <§§ 0, fs =
h :%,0,0,0), sz(*%ng,U), f3:<137,7%,71%,0>,

fa= (—é,%,—;? ;;) 9. a) Ay =5, Ay =1, Az = A—2. Conform criteriului

lui Sylvester, @ este pozitiv definitd < A > 2. b) A; =2, Ay = 2—-\%, Ay =5-3\%
Ay >0 X e (—\/Z \/5), A3 >0 X e <_\/§’ \/3> In consecintd, Q este

pozitiv definitd < X € (—ﬂ, V2) N <—\/g \/g> = ( \/> [) ) Ay = 2,

Ay =4 - )% Ay = 2 46X — 16. Deoarece Az < 0, VA € R, rezultd ci nu
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R astfel ca @ si fie pozitiv definitd. 10. a) Q(x) = 2272 + bz + 8.

12 2
333k fa = (5 =5,-3) b) Qla) = 2 — 20 + 4P,

1 1

o

2 oL _ L a2 5 2, 2
( 5707\/2370)7f3 (0313070)72f4 (1\/%30’ \/%i . .
U(z) = ui ; 2y5. i = (F’W)’ fo=(1,3). b) Q@) = yi +v3 + 3,

W) = 8+ 298 — 5wk fi = (L0,0), fo = (.0, 0), fy = (

2
2 2 2 L, o 27, 1
c) Q(z) = yi + 3 + y3, U(r) = zy7 — 3y3 — Z?Jg fi= (07570); f

f—(5—5 2
° T30 2v30° V30

b) Nu, deoarece azz = 0. ¢) Da, deoarece A; = 2 > 0, Ay = 3 > 0, Az >
0. d) Nu, deoarece Ay = 0. e) Da, deoarece A; = 2 > 0, Ay = 3 > 0,
Az > 0, Ay = 5. 13. a) d*f(x,y) = (1222 — 4)dz? + 8dxdy + (12y? — 4)dy>.
d?£(0,0) = —4(dx — dy)?, deci d*f(0,0) este degeneratd, negativ semidefinit.
A f(£V2,4V2) = 20dz? + 8dxdy + 20dy? este pozitiv definitd. b) d?f(z,y) =

6xdx? — 6dxdy + 6ydy®. d?f(0,0) = —6dxdy = g(daj — dy)? — ;(da: + dy)?,

deci d?£(0,0) este cu semn nedefinit. d?f(1,1) = 6dx?® — 6dxdy + 6dy> este po-
zitiv definitd. c) d?f(x,y) = —4dz? + 4dwdy — 10dy? este negativ definitd. d)
d*f(z,y,z) = 2dx® + 2dy? + 2dz? — 2dxdy este pozitiv definiti.

w
w
[\

[\V]

). 12. a) Da, matricea este tare diagonal dominanti.



CAPITOLUL 8

Elemente de calcul tensorial

1. Preliminarii

Notiunea de tensor isi are originea in mecanica si se leaga de numele lui W. Voigt
(1850-1919). Prima marime tensoriald a fost definitd de complexul ce caracterizeazi
starea de tensiune intr-un mediu elastic (de aici si denumirea de "tensor"). O
contributie deosebitd la dezvoltarea calculului tensorial au avut G. Ricci si T. Levi-
Civita care au dat prima expunere sistematic a acestei teorii.
In acest capitol vom folosi conventia de sumare a lui Einstein: dacd intr-o
expresie, un indice apare de doud ori, odata ca indice superior si odatd ca indice
inferior, atunci se sumeaza dupé acest indice, dacé nu se face vreo mentiune special.
Semnul ”3"” nu se mai scrie. Indicele de sumare poate fi notat cu orice literd si
n n n

se numeste indice mut. Spre exemplu, sumele > z;yt, S° > a;b7 cé-k vor fi scrise
i=1 i=1j=1

astfel: z;y°, aibjcék.

Fie Vi, ..., V,,, W spatii vectoriale peste acelagi corp K. Aplicatia F': V; x V5 X
o X Vi, = W se numeste multiliniard (n-liniard) dacd pentru orice i, 1 < i < n,
avem:

/ " /
F(zq,...,mio1, ax + B, Tit1, oy Tp) = 0F (X1, o0, Tim1, Ty Tig1y ooy T+
1" / " -
+BF(-'L‘17--~7$1’717$1 7$i+1,---,$n)7 Va,B € K, T, T; € Vi, x, € Vi, k 75 2.

Fie V un spatiu vectorial peste K. Multimea aplicatiilor liniare f : V — K este
un K-spatiu vectorial numit dualul lui V si se noteazd cu V*. Asadar V* = L(V, K).
Daca p,q € N, se numeste tensor de p ori covariant i q ori contravariant
orice forma multiliniard ¢ : VxV x ... xV x V*x V* x ... x V* — K. Se spune

p ori q ori
ci t este tensor de tip (p,q), p numindu-se ordinul de covarianta, iar q ordinul de
contravariantd. Numarul p+ g se numeste rangul sau valenta tensorului. Vom nota
cu T}! (V) multimea tuturor tensorilor de p ori covarianti si ¢ ori contravarianti pe
spatiul vectorial V.
Presupunem c& dimg V = n. Fie B = {ey,...,e,} 0 bazd in V. Pentru orice 1,
1 < i < n, existd o forma liniars unics f?: V — K astfel ca

1, dacd i =7

(1.1) J'(eg) =95 = { 0, daci i # j

Sistemul de forme liniare B* = {fl, ...,f"} este o bazd in V*, numitd baza
duala bazei B. Fie t € T (V), iar 21, ...,x, € V, h',...,h? € V*. Atunci

xlzéi’ ejivi:lvpa hl:af’cl fklal:17q'
Din liniaritatea lui ¢ in fiecare argument, se obtine:

69
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1 j ip 1 k k
(1.2) @1, o @p by, BY) = 61607 ag o ey, e, [ 7).
In aceastd relatie apar nPt? scalari, pe care-i vom nota
k1,oik k k
(1.3) Tinody = W€ s €5y S50y fH9),

ji = an Vl:ma kl :177”3 VZZH
si se numesc coeficientii tensorului t sau componentele tensorului t in baza B fixata
in V. Atunci (1.2) se scrie:

(14) t(xh "'7$P’h1a ) hq) = gilg?)p allcl-..azq 7-]?1""71?‘1

J1s+++5Jdp

Prin urmare, fiecarui tensor ¢ € T} (V) i se poate asocia, fixdnd o bazd in V| un
sistem de nPT¢ scalari unic determinati prin (1.3). Reciproc, se poate demonstra
cd, dat fiind un sistem de nPT? scalari

(7o), ji=Ton, Yi=1,p, k=10, ¥l =14,

exista un unic tensor ¢ € T)f (V) astfel ca
k k ki,....k
t(ejy s €y, [y f9) = lel,---,j:’
pentru orice ji,...,Jp, K1,...,kq ludnd independent valori de la 1 la n. Asadar,

T (V) ~ K™, deci dim T4 (V) = nPta.
Consideram acum B’ = {e}, ...,e/,} o altd baza in V si B = {f"}, ..., "} baza

sa duald in V*. Daca C' = (ci“)Z w1, este matricea de trecere de la baza B la baza
B’, atunci
(1.5) ef=ckep,i=Tn

(indicele superior k se referd la linie, iar cel inferior ¢ la coloand) gi

(1.6) fi=difri=1n,
unde, dacd D = (d}C) —, matricea de trecere de la baza B* la baza B’* este

k,i=1,n’
Dt = (Cil)t. Daci

1y,
T ill,...,;‘: = t(egl, ...,e’ip, i fl),

Zj:17n7v.7:m7 lk:LT)Vk:m

sunt componentele tensorului ¢ in baza B’ a lui V, atunci relaia de transformare
a componentelor este
/l17~~~7lq _ 1 jp 15 lq k1;~-7kq
T = CZI...cip dig,-d T

(1.7) i1yeeeyip Jiseesdp
ij=1,n,Vj=1,p, I =1,n,Vk=1,q

Relatia (1.7) este folositd adesea pentru a introduce notiunea de tensor, intr-un
mod pe care il vom preciza in continuare. Desi, de fapt, acest mod este un criteriu,
este frecvent utilizat in cirtile de tehnica.

Daca V este un spatiu vectorial n-dimensional, spunem ca am dat un tensor
de p ori covariant §i q ori contravariant pe V dacd am asociat fiecdrei baze B =
{e1,...,en} a spatiului V un sistem de nP*9 scalari:

(18) (7_?11::.-.-:;2«1)’ Jl = ]-777 Vi = mv k= 17“) vl = ]-7 q,
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care la schimbarea bazei in V se transformd dupd legea (1.7). Scalarii (1.8) se
numesc coeficientii tensorului de tip (p,q) considerat in baza B.

Aceastd definitie este echivalentd cu definitia unui tensor, deoarece, conform
celor de mai sus, rezultd ca, dati fiind coeficientii (1.8) existd un unic tensor ¢ €
T} (V') care are acesti coeficienti in baza fixata B din V.

Operatii cu tensori

Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional, B = {ej,...,e,} o bazi in V gi
B* = {fl,...,f”} duala sa.

Adunarea tensorilor. Fie p,q € N gi t,u € T (V). Suma t + u este un tensor
de acelasi tip dat de

1 1 1
(t+u) (T1,.yxp, By oy BY) = (21, ooy Ty B, oy RY) +w(21, ooy T, B, o BRI,
pentru orice 1, ...,xz, € V si ht, ... h7 € V*.
In ceea ce privesgte coeficientii tensorului suma, se verifica usgor cad daca
— k k
—t(ejl,...,ejp,f Lo f ‘1),
— k k
=u(ejy, s €, [y fR),

klvnskq

J1seesd
klyuvvzq

1y-eeslvg . . k‘1 k
p_jh,,,,jp - (t+u)(6]1,.'.7e]p7f 7"'7f q)a
atunci
]?17...,]?[1 _ ]?la-u,'llfq _|_a_]?1»~~-7"€q
Jiseendp T J1edp Jis--dp?

unde j; = 1,n, Vi =1,p, ky =1,n, Vi =1,q.
Produsul unui tensor t € T (V') cu un scalar o € K este un tensor de acelasi
tip dat de
(at) (w1, .oy zp, B, oo BY) = at(zy, ..y mp, A, oy D),

unde z1,...,z, € V si hl, ... hT € V*.
De asemenea, daca:

K1k
lel,...,qu = t(ejlama Cips .fkla oo fkq)7
ok ,

Ujll,.“,j: = (at)(ej, , ...,ejp,fkl,...,ka),

atunci

kiyeskq aTk_rl;uwl:Cq’
J1see3dp J1yee3dp

unde j; = 1,n, Vi = 1,p, ky = I,n, VI = 1,q.
Produsul tensorial a doi tensori. Fie p,q,r,s € Nsit € TJ(V), u € T (V).
Atunci aplicatia:
tQu:VXVXx. . xVXxV*xV " x..xV*"—=K,

p+7r ori q-+s ori

definitd prin:

1 1
(t @) (X1, eeey Tpy T 1y oy Tppry By ooy R RITL L RITS) =
_ 1 1
=t(z1, s Tp, Y RT) (@it ey T, RITE L RTTS),

pentru orice x; € V;, i = 1,p+r, b € V*, j = 1,q+ s, este un tensor de ordin
(p+7,q + s) numit produsul tensorial al celor doi tensori.



72 8. ELEMENTE DE CALCUL TENSORIAL

Daca

ki,....k
lelw_’jq = t(ejl, ceny ejp, fkl, ceny f'kq)7
l_1,<-~£x

Ty i :u(ein""eirvfllv'“vfls)v )
k1,.kglasels .
pjll,...,qu,ill,...,ir = (t ® ’LL) (€j17 ) ejp7 €irseens eiqvfklﬂ EE) fkqvfllv"'7 fls)

atunci:
k17~~~7kf17l17~~7l5 _ ’?hww’?q . U{ly---y;s

J1seesJpstlyeeslr J1se+50p 21 yeenslp )

unde j; = In, Vi = 1,p, ky = I,n, VIl = 1,q, 4, = I,n, Vj = 1,7, lj, = 1,n,
Vk=1,s.

Contractia unui tensor. Fie t € T (V) cu p,q > 1. Fixdm un indice 7, i = 1,p
de covariantd si un indice I, | = 1,q de contravarianti. Contractia tensorului ¢
dupd indicele de ordin ¢ de covariantd si indicele de ordin [ de contravarianta este
un tensor notat (t)i € Tg__ll (V), definit astfel

! 1 -1 pl+1 —
(t)z (xla"'7zi—17xi+17"'7xpah a"'ah 7h’ a""hq) -
— 1 -1 +1
_t(xlv"'vxi—laesvxi-‘rh"'7xpah a"'ah 7fs7h’ 7"'7hq)7

cu
$j€V>j:Haj?éi, thV*ak:mak7él'
(in aceastd relatie s = 1,n este indice de sumare). Coeficientii tensorului (t)i vor fi

kvyeoskionkigrsnkg kueokio1,s ki kg
J1sedi—15Ji+155]p J1see50i—158,0i415+50p 7
unde j, = L,n,Vr=1,p, 7 # 4, kyy = 1,n, Vm = 1,q, m # L.

Observatie importanta. Datorita aplicatiilor din mecanica, din teoria elastic-
itatii, in cazul tensorilor definiti pe spatii euclidiene, se folosesc numai baze ortonor-
mate si transformaéri ortogonale ale acestor baze. Prin urmare matricea de trecere,
C, va fi consideratd matrice ortogonald.

2. Probleme rezolvate

1. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n gi f o forma liniard pe V.
Ce fel de tensor este f? Cum se schimba coordonatele sale la schimbarea bazei?
In cazul particular V = R3, se considers baza canonicd B = {ey, e, e3} si forma
liniarg f : R? = R, f(v) = 2' + 222+ 323, v = x'e; +2%es +23e3. S se determine
coordonatele lui f in raport cu baza B, precum si coordonatele lui f in raport cu
baza B’ = {e}, e}, es}, unde ) = e; +ex—e3, e, = —e; +eates, e =e; —ea+es.
In fiecare caz, si se precizeze bazele duale bazelor B respectiv B'.

Solutie. Deoarece f : V — K este o forma liniard, rezultd ca este un tensor
de tipul (1,0), deci un tensor covariant. Fie F = {ej,es,..,e,} o bazd in V.
Coordonatele acestui tensor sunt o; = f(e;), 1 < i < n. Dacad E' = {e,¢€},..,el,}
este o altd bazd in V', coordonatele lui f in aceastd baza sunt a; = f(e}), 1<j5<n.
Folosind (1.5), se obtine

(2.1) oz; = f(c?ek) = ;“f(ek) = c?ozk, 1<j<n.

In cazul particular considerat, coordonatele lui f, in raport cu baza canonics,
sunt ap = f(e1) =1, ag = f(e2) =2, ag = f(eg) = 3. Dacd C este matricea de
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trecere de la baza B la baza B’, atunci

11

)

1 -1 1 2%1

C = 1 1 -1 |,ct=] 0 = =
1 1 1 12%
,0,

2 2

Conform (2.1), coordonatele formei liniare f in noua bazd vor fi

af=a1+as—az3=0
ah=—a1+as+az=4.
af =01 —ag a3 =2

Folosind (1.1), baza duald bazei canonice va fi B* = {fl, 12, f3}, unde f! (z) =
xt, f?(x) = 22, f3 (x) = 23. De asemenea, din (1.6), duala bazei B’ este legati de
B* prin relatiile

1 1 1 1 1 1
n_Lter Lo o2 Lo Loz oz Lo L3
Pr= s e S = S S = S S
1 1 1 1 1 1
deci f'1(z) = §x1 + 5.132, ?(z) = 5332 + §$3, 3(x) = §m1 + 53:3.

2. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n git: V x V* — K o forma
biliniard. Ce fel de tensor este t? Ce dimensiune are spatiul vectorial al tensorilor
de acest tip? Cum se schimbd coordonatele unui astfel de tensor la schimbarea
bazei?

Solutie. Formele biliniare t : V xV* — K sunt tensori o data covarianti si o data
contravarianti. Dac& dimg V = n, spatiul vectorial al acestor tensori, T} (V) are
dimensiunea n?. Fie B = {ey, ea, .., ¢, } 0 bazi in V. Coordonatele acestui tensor, in
raport cu baza B, sunt Tg =t (ei,fj), 1<i4,57 <n,unde B* = {fl,fz,..,f"} este
baza duald bazei B. Dacd B’ = {e},¢€),..,el,} este o altd bazd in V, coordonatele

T n

lui f in aceastd bazd 1) = ¢ (e;c,f’l), 1 < k,l < n. Folosind (1.5) si (1.6) , se obtine

it o

=t (c}iej,défi) = ddlt(e;, f) = cdiri, 1 < k1 <n,

adicd egalitatile (1.7) particularizate la acest caz.

3. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n si t € T} (V), u € Ty (V). Sa
se determine coeficientii tensorilor (¢)i si (u)3.

Solutie. Fie B = {ej,ea,..,e,} 0 bazd in V gi B* = {fl,fz,..,f”} baza sa
duald in V*. Coeficientii celor doi tensori sunt 77 = t(e;, f7), 4,7 = 1,n, respectiv
,fj = u(e;, e, "), 4,4,k = T,n. Efectuand o contractie a tensorului ¢ dupa cei doi
indici, se obtine un tensor de tip (0, 0) deci un scalar, numit urma tensorului ¢, dat
de

(2

Trt=15=71+..+7"%

Coeficientii tensorului (u)% € TY (V) sunt

s 1 2 n .
Oi=Tis =T+ Tig+ ...+ 75, 1 =1n
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4. S& se arate cd simbolul lui Kronecker, (6{) __,dat de
i,j=1,n
5t — 1, dacai=j
J 0,dacai#j ’

este un tensor de tipul (1,1).

Solutie. Fiet: V xV* — K, tensorul de tip (1,1) definit prin ¢ (z, f) == f (z),
Vo € V, f € V*. Considersm in baza B = {ey,...,e,} 5i B* == {f!, ..., "} duala
sa. Coeficientii tensorului ¢ in baza B sunt:

t(ei f7) = 7 (es) = 8], Vi,j = Tm.

Dacd B’ = {¢}, ...,e},} este o altd bazd in V, iar B = {f" !, ..., f' "} duala sa in
V*, atunci coeficientii lui ¢ in noua bazd sunt t(e}, f'!) = 6%, Vk,l = T,n . Asadar
coeficientii acestui tensor sunt independenti de baza consideratd. Acest tensor mai

putea fi prezentat ca fiind sistemul de n? scalari, {5{} care la schimbarea
bazei spatiului V se transforma dupa legea
87 =ckdlol, i, j =1,

n.
Dar cum cfd} o}, = cFd) = 61, Vi, j =T,n (D = C~'), rezulti

6 =61, Y, =T,n.

i,7=1,n"

5. Fietc T (V)sit = (t);, tensorul obtinut prin contractia dupa al doilea
indice de covarianta si primul indice de contravariantd.Sa se stabileasca relatiile de
. 1 . .
transformare a coordonatelor tensorului (¢); la schimbarea bazei.
Solutie. Fie B = {e1,...,en} si B' = {e],...,e},} doud baze in V, iar B* =
{fY, .., [} siB™={f""1, .., f' "} bazele duale corespunzitoare in V*. Se conside-
ra

7';2 = t(ejvelwfra fs)7 jakara § = 1,717

respectiv

i P =t e, f ), d e B =T,
coeficientii lui ¢ in cele doud baze fixate.
De asemenea, fie oJ =t/ (e,, f7), r,j = T,n si 0,7 = t'(¢}, f'?), i,p = I,n,
coeficientii tensorului contractat. Atunci:

P _g(t ot gt L oprpy D g kgl _ sk —
7 _t(emelaf 7f p)_Tz’l —C{CldsdgTjZ—C{(SsdgTjr—

I st I (s . k o\ _ Jgpel(s. £7) — Jgpr 0

- CidrTjk - ngrt(eyekaf 7f ) - CZth (617f ) - ngTO'j
ceea ce reprezinta exact legea de transformare a unui tensor o data covariant si o
data contravariant la schimbarea bazei.

6. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n. Daca T este un endomorfism
al lui V), se considerd tensorul ¢ : V x V* — K, t(z, f) = f (Tz), Ve € V, f € V*.
S& se precizeze tipul acestui tensor. S& se determine componentele tensorului dat
in baza B = {e1,...,e,} si sd se stabileascd formulele de transformare a acestor
componente la schimbarea bazei.

Solutie. Conform definitiei, tensorul dat este un tensor o datd covariant si o
datd contravariant (deci, de tipul (1,1)). Fie A = (a?) matricea lui T in baza B,
deci

k .
Tej = ajey, j =1,n,

deci
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T; = t(ej,fi) = fi(Tej) = a?fi(ek) = ak(Sk = a i, =1,n.
Prin urmare, componentele tensorului dat coincid cu elementele matricei endo-
morfismului 7" in baza B. Fie acum A’ = (a;") matricea lui T in baza B’. Formulele
de transformare ale componentelor tensorului sunt

a;r _ 7_27- — f/r(Teg) — d;cfk(T(C?es) = dkcl vaf ( ) kcl agél;’

deci

T .S k
=dpcag

adica tocmai formulele de modiﬁcare a matricei unui endomorfism la schimbarea
bazei.

In acest mod, orice endomorfism poate fi privit ca un tensor o dati covariant
si o data contravariant.

7. Fie D C R3 o multime deschis# si v : D — R? o functie vectoriald de clasi

C': dacd x = (2%, 2%,23) € D = u(z) = (u(x),u?(x),u3(z)) (in teoria elasticitatii,
u este "vectorul deplasare"). Definim:

(o ow

Y2\ 0z 02t

este un tensor simetric covariant de ordinul 2 (numit

),i,j=1,2,3.

S& se arate cd {e;;},
"tensorul deformatie").

i,7=1,3

Solutie. Considerém ca schimbarea bazei se face prin matricea ortogonald C' =

(ci) .13 Daci z't, 22, 2’3 sunt noile coordonate ale lui z, iar v'*, 2, u/> sunt

noile coordonate ale functiei f, atunci

1 b 17 b 13 1 o l o k
52] = 5 (’LL =+ Y - ) *Cle (u + u) = céc‘l;'rglkv 27.7 = 17273'

Oxd Ozt 277 \oxk  Ox!
Prin urmare, {¢;;}, ;_15 se schimba dupa o formula de tipul (1.7), deci
€ij}. ._7= este un tensor covariant de ordinul 2. Tensorul este, evident, simetric.
JJi,j=1,3

3. Probleme propuse

1. In R se considers baza canonici B = {e1,e2,e3} si forma liniara f : R® —
R, f(z) = o' — 222 + 23, © = 2'e; + 2%es + x3e3. Si se determine coordonatele
vectorului « = (1,2, 3) in raport cu baza B’ = {e], e}, e}, unde e} = 2ey, e}, = 2eq,
el = 2e3. Care sunt coordonatele lui f in raport cu baza duald bazei B? Dar in
raport cu baza duala bazei B'?

2. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n. Sa se arate ca, daca B este o
baza in V', atunci coordonatele unui vector x € V' definesc un vector contravariant,
adicd un tensor de tipul (0,1).

3. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n ¢i ¢t : V x V — K o forma
biliniard. Ce fel de tensor este t? Ce dimensiune are spatiul vectorial al tensorilor
de acest tip? Cum se schimbd coordonatele unui astfel de tensor la schimbarea
bazei?

4. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune nsit: V* x V¥ — K o forma
biliniara. Ce fel de tensor este t? Ce dimensiune are spatiul vectorial al tensorilor
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de acest tip? Cum se schimba coordonatele unui astfel de tensor la schimbarea
bazei?

5. Fie V un R-spatiu Vectorial_, {e1,€2,...,en} bazd In V gi a4, ag, ..., a, € R.
Dacd z = z'e;, definim f (z) = a;2°. S& se arate ci coeficientii a;a; ai lui f? sunt
coeficientii unui tensor de ordinul al doilea.

6. Fie (ay); j_15 §i (b )w.:l’—n componentele unui tensor simetric (a;; = aj;,
i,j = 1,n) respectiv antisimetric (b;; = —bj;, i, j = 1,n).

a) s se precizeze cate componente nenule distincte pot avea cei doi tensori;

b) si se determine tensorul de componente a;;b".

7. Fie tensorul de ordinul al treilea de componente (5; k) __,unde gl =

i,7,k=1,n

€3, = €3y = 1, e}y = €23 = €3, = —1, €jr = 0, dacd cel putin doi indici sunt

. o - — — - - — — -
egali. Daci @, b, ¢ € V3, @ =a'i +a%>j +a®k, b =b'i +b>5 +b%k,
— 1—.> 2_.> 3_> v v
c=c i +c°j +c’k, sdse arate ca:

a) vectorul d = @ x b are componentele d’ = cipa’ bk

- 77— i ipi ok
b) (a, b, c)=c¢jatch.

8. Fiet e T (V). Si se stabileasci relatiile de transformare a coordonatelor
tensorului (t); la schimbarea bazei.

9. Fie D C R" o multime deschisa si f : D — R, f € C! (D). S se arate ci
gradf este un vector 1-covariant.

10. In acelasi cadru de la exercitiul 7 de la probleme rezolvate, s& se arate ci

formula , ,
1 /0u o .
Wij = 5 <8IE] - W) y L, ) = 17273a
defineste un tensor antisimetric covariant de ordinul 2 (numit "tensorul de rotatie
infinitezimald" din mecanica mediilor continue).

4. Indicatii si raspunsuri

1 3
Loa= e +eh+oeh [= =22+ 5 f =21 —4f?+2/%. 2. Dack

T =z'e;,, v =12"e

!/
VE

(2,0). dim79 (V) = n% 7}, = t(e},e)) =t (c};ei,cljej) = c};c{t(ei,ej) = C}L;CZTij,
1 < k,I < n. 4. Tensor dublu contravariant, de tipul (0,2). dim7g (V) = n?.
P (PR ) = ¢ (ab f’,d% ) - dhdit (i, f7) = dbdird. 5. 7 = dlal, =
L n(n+1

d;kd;-lakl, i,7 = 1,n. 6. a) —
i=1,n,b; = 0. 0. 7. Se tine seama de expresiile analitice ale produsului vectorial
a doi vectori liberi.gi ale produsului mixt a trei vectori liberi. 8. Se poate folosi
exercitiul rezolvat 5. 9. Cum u(z) = u/(¢'), = z'e;, o’ = e, a' = cja'.

o’ ox* .

1 ! = — — .
Atunci ul; = B u’k&c’j 3

atunci 2"/ = dia:k, j =1,n. 3. Tensor dublu covariant, de tipul

n? —n. b) Se tine seama ci pentru fiecare

'y, j = 1,n. 10. Vezi exercitiul rezolvat 7.



CAPITOLUL 9
Planul si dreapta in spatiu

1. Preliminarii

Planul

—

Doi vectori necoliniari ‘@’ gi b, ai caror reprezentanti au dreptele suport paralele
cu un plan a C § se numesc vectori directori ai planului a. Un vector nenul 7 se
numeste vector normal la planul o daca dreapta suport a unui reprezentant al sau

este perpendicularad pe planul a.
Un vector normal la planul de vectori directori @ = a1 ¢ +a2j +ask si

32617+b27+b3?, este W= x b.

—_ = —
Fie (O; 1,7, k) un reper cartezian in spatiu.
Ecuatia planului care trece printr-un punct Mo(xo,yo, 20) §i perpendicular pe o
— — —

directie datd, W = Ai +Bj + Ck, este
(1.1) A(x —xz9)+ By —yo) + C (2 — z9) = 0.

FEcuatia generald a planului este
(1.2) Az +By+Cz+D =0,

unde A2+ B2+ C? > 0.

Ecuatia planului care trece prin punctul Mq(xo,yo,20) §i de vectori directori
— - i -
vs =1ls1 +msj +nsk,s=1,2, este

T—To Y—Y 22— %20
(13) ll mi n1 =0.
ZQ mo %)

In aceste conditii, ecuatiile parametrice ale planului sunt

T =xo+ N1+ plo
(1.4) Y = yo + Am1 + pmo
zZ=zo+ Ani + uns

Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare Mq(xs,ys, 25), s = 1,2, 3,
este

Tr — I Y —Y zZ— 2z
(1.5) Toa—T1 Y2—Y1 22—z | =0,
T3 —21 Y3 — Y1 23— 21

77
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care este echivalenta cu

r y =z 1

1 y1 21 1
1.6 =0.
( ) X9 Y2 z9 1

z3 Y3 =23 1

Ecuatia planului prin tdgieturi. Un plan care nu trece prin origine gi nu este
paralel cu planele de coordonate intersecteaza axele de coordonate in punctele
M (a,0,0), N (0,b,0), P(0,0,c), abc # 0, numite tdaieturi. Ecuatia acestui planul
este

A TR
(1.7) . + b + o

Dreapta in spatiu

Fie d o dreaptd. Vectorul nenul v =17 +mj +nk (1> +m?+n? > 0),
avand un reprezentant a carui dreaptd suport este paralela cu dreapta d, se numeste
vector director al dreptei d. Numerele reale [, m, n se numesc parametri directori

1 . . .
ﬂ v se numegte versor director al dreptei d. Fie «,
v

N

— —
B, v unghiurile ficute de @ cu i, j respectiv k. Atunci

. . —
ai dreptei d; versorul € =

l m n

— oSl = ————— 08y = ————————
VI2 +m? 4+ n? 12+ m?+n? VIZ+m? + n?

se numesc cosinusuri directoare ale dreptei d.
FEcuatiile dreptez determinate de un punct si de directie datd. Dacid v =

cos&x =

=
17 +myj + nk este un vector director al unei drepte care trece prin punctul
Mo (xo,yo, 20), atunci:

-ecuatia parametrica vectoriald a dreptei este

(1.8) T =70 +tv,tER,
unde 7y si 7 sunt vectorii de pozitie ai punctelor My respectiv al unui punct

arbitrar M al dreptei;
-ecuatiitle parametrice ale dreptei sunt

(1.9) r=xzo+tl,y=yo+tm, z=2z29+1tn,t €R,
-ecuatiile canonice ale dreptei sunt

(1.10) =% Y=Y _Z27%
' l m n
FEcuatiile canonice ale dreptei determinate de doud puncte distincte

Mi(z1,y1,21) §i Ma(x2,y2,22), sunt

(1.11) s S R ) :Z_Zl.
T2 — 1 Y2 — 1 Z2 — 21

Fcuatiile dreptet determinate de doud plane sunt

Asx 4+ Boy+Coz+ Dy =0’
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Ay B Gy
Ay By Cy

— — —
li +mj +nk,unde

unde rang ( ) = 2. Un vector director al acestei drepte este v =

B
By (Cy

Ci A

(1.13) = o A

)

| A B
7n‘A2 By

Ecuatia fasciculului de plane determinat de dreapta (1.12) este
(114) OL(AliC + Bly + Clz + Dl) + ﬂ(AQl‘ + Bgy + CQZ + DQ) == 0,

unde o, 3 € R nu sunt simultan nuli (a? + 5% > 0). In acest caz, planele care
determind dreapta (1.12), se numesc plane de baza ale fasciculului.

—
s>
k respectiv vg =

Unghiul dreptelor de vectori directori vi =11 ¢ +mq j +n1
— —
lot +moj +nsgk este dat de
lily +myimg + ning
VB +m2+n? /13 +m3+n3

Dreptele sunt perpendiculare daca gi numai daca

(1.15) cosf =

(1.16) lilo + mimo +ning =0
si paralele dacd si numai daca
ll mi

(1.17) =

ni
la, mo ng

_}Unghizia douiplane de vectori normali n; = 1417> + Bl? + 01? si ny =
As i + By j + Cy k este dat de
VA + B} +C? - /A + B3 + C3

(1.18) cosf =

Planele de ecuatii Ajx+ B1y+C1z+ D1 = 0 respectiv Asz+ Boy+Coz+Ds =0
sunt perpendiculare daca si numai daca

(119) A1 Ay + B1By + C1Cq = 0.
Cele doua plane sunt paralele dacd si numai daca
A B C
(1.20) i
A2 B2 02

Unghiul dintre o dreaptd si un plan. Unghiul dintre dreapta de vector director
B - N — — -
v =11 4+mj +nk siplanul de vector normal W = A ¢ + B j +C k este dat de
|Al + Bm + Cn)|
V2 +m24n2. /A2 4 B2+ C?
Dreapta este perpendiculard pe plan daca gi numai daca

(1.22) Al + Bm + Cn = 0.

(1.21) sinf =

Dreapta este paraleld cu planul daca si numai daca
A B C

1.2
(1.23) l m n
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Distanta de la un punct la un plan. Distanta de la punctul My(zo,yo, 20) la
planul « de ecuatieAx + By + Cz + D = 0 este

(1.24) d (Mo, o) = A%+ Byo & Cz0 + D}
A2 4+ B%24C?

Distanta de la un punct la o dreaptd. Distanta de la punctul My(zo, Yo, 20) la

dreapta A de ecuagiex 0 _ TR 2T e
m n
B —
MoM;, x ¥
v

unde Mi(z1,y1,21) 81 v =14 +mj +nk.
— — —
Distanta dintre dreptele Aq si Ay de vectori directori v =11 i +m1 j +n1 k
respectiv vs =ls @ +mso j +no k este

[
|(M1M23 Ha @)‘
o7 x vz |

unde M (z1,y1,21) € A1, Ma(x2,y2,22) € Ag.

(1.26) d(Ar, Ay) =

)

2. Probleme rezolvate

1. Sa se determine un vector normal la un plan, stiind ca:
a) vectorii @ = ¢ + j — k, b =24 —3j — k sunt vectori directori ai
planului;
b) planul este determinat de punctele A (2, —3,4), B(3,2,—1), C (0,1, —2);
c¢) planul trece prin punctele A (1,—1,1), B(0,2,4) si este paralel cu v =
— =
25 + k.
Solutie. a) Un vector normal la planeste w =a x b =—-4i — 5 —5k.
b) Putem alege ca vectori directori vectorii necoliniari AB = i +5j5 —5k,
-— - = L — - = -
AC=-21i 445 —6k. Rezultdaca W = —104¢ —4 j +14 k este un vector normal
la plan. Cum orice vector nenul coliniar cu 7 este, de asemenea, un vector normal
— — —
la plan, rezultd cising =5i +2j — 7k este un vector normal la plan.
c¢) Vectorii AB = —i +3j +3k si v sunt vectori directori ai planului. In
L — - — - - -
consecintd, W = AB x v = -3¢ + j — 2k este vector normal la plan.

2. S4 se scrie ecuatia unui plan, stiind ca:

a) B(1,0,1) este piciorul perpendicularei coborate din punctul A4 (0,—2,1) pe
plan;

b) planul trece prin punctele M (3,1,0), N (0,7,2), P (4,1,5).

Solutie. a) Deoarece W = AB = i + 2 j este un vector normal la plan, iar
planul trece prin punctul B, folosind (1.1), se obtine ecuatia planului: z+2y—1 = 0.

—_— — — — —

b) Metoda I. Un vector normal la planeste w = MNxMP =304 +17j —6k .

Planul trecand prin punctul M, din (1.1) se obtine ecuatia 30x+ 17y —6z—107 = 0.

Metoda II. Vom folosi ecuatia (1.2). Coordonatele punctelor M, N, P verifici

(1.2) dacd 3A+B+D =0, 7B4+2C+D = 0,4A+B+5C+D = 0. Din acest sistem
ﬂD B 17 D 6

= - — — D
107 107 107
Este clar ca D # 0, altfel ar rezulta A = B = C' = 0, ceea ce contrazice conditia

de 3 ecuatii cu 4 necunoscute, obtinem A = —
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A2+ B2+ C? > 0. Atunci, ecuatia planului este (—ﬂx — 1—7y + iz—i— 1)D =0
’ 107 107 107
sau 30z + 17y — 62 — 107 = 0.
Metoda III. Se folosesc ecuatiile (1.5) sau (1.6).

3. S4 se scrie ecuatiile canonice ale dreptei d de ecuatii

3r—y+22—-2=0
bxr+9y—32—14=0

. o 3 -1 2

Solutie. Este clar ca rang ( 5 9 _3
.o o . — i - -

mind o dreaptd d de vector director v = —154 + 195 + 32k (conform (1.13)).
Putem determina un punct al dreptei d, intersectand-o cu unul din planele de coor-
donate, de exemplu 2Oy, a cirui ecuatie este z = 0. Ajungem la sistemul 3z—y = 2,
5z 4+ 9y = 14, a carui solutie este g = 1, yo = 1. Dreapta trece deci prin punctul
My(1,1,0). In consecintd, ecuatiile canonice ale dreptei sunt

> = 2, deci cele doua ecuatii deter-

x—1 y—-1 =2
-15 19 32
4. S4d se scrie ecuatia planelor care trec prin dreapta d de ecuatii
z—2 y+1 2z-35
3 -2 1
si punctele A (1, —1,2), respectiv B (—1,1,—1).
Solutie. Dreapta d se scrie ca intersectie de plane astfel
{ 2¢4+3y—1=0
r—32+13=0
Ecuatia fasciculului de plane este a(2z+3y—1)+ (z — 3z + 13) = 0. Punand
conditia ca un plan din fascicul sd treacd prin punctul A rezultd a = 43, § # 0.
Inlocuind in ecuatia fasciculului rezultd ecuatia planului care trece prin A: 3z +
4y — z + 3 = 0. De asemenea, un plan din fascicul trece prin B, dacd 8 =0, a # 0

ecuatia planului cautat este in acest caz 2x + 3y — 1 = 0, deci unul din planele de
baza.

5. S& se scrie ecuatia planului care trece prin dreapta d de ecuatii
r+y—2—-1=0
2r4+y—2—-2=0
si paralel cu dreapta AB, unde A (1,1,1), B(2,2,3).
Solutie. Ecuatia fasciculului de plane care contine dreapta d este (a + 25)z +
(a+ By —(a+p)z—a—28 =0, a®+ 2> 0. Un vector director al dreptei
— = —
AB este ¥ = i + j 4+ 2k. Planul este paralel cu AB dacd m L7, unde 7 =
— — —
(@+28)i +(a+p)j —(a+pB)k. Din w -7 =0, rezultd = 0, deci o # 0.
Planul cautat este x +y — z — 1 = 0, deci unul din planele de baza.
6. Si& se calculeze:
a) unghiul dreptelor d; si do, de ecuatii
r—z—1=0

T y+7 z-2 '
o y+22z—3=0"

-2 9 2
b) unghiul diedru al planelor de ecuatii z —y+2z = 0 respectiv 3z —y—2z+2 = 0;

respectiv {
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¢) unghiul dintre dreapta

vy oz
1 2 -1
si planul de ecuatie x —y — 2z +2 = 0.
. 2 — - - - A .
Solutie. a) In acest caz v1 = =24 +9j + 2k . In cazul dreptei dy, conform
— — —
(1.13), Iy = 1, my = —2, ng = 1, deci v3 = 7 — 24 + k. Folosind (1.15),
3v6 3v6
obtinem cosf = f—\[, deci 8 = m — arccos i b) Deoarece ny = i 7 + ?,
V89 V89
ms =371 — j — k, conform (1.18) 6= V2 deci LN
ny =3i¢ — j — k, conform (1.18), cosf = —, deci § = arccos —. ¢) Cum
? ’ Vi1 V11
— i - 5. — - = . o U .
v=14+4+2j—k,iarm =14 — j— k,tinand seama de (1.21), rezultd ci unghiul

dintre dreaptd si plan este zero. Deci dreapta este paraleld cu planul, dar nu este
continutd in plan deoarece punctul O (0,0, 0) se afld pe dreaptd, dar nu este in plan.

7. S4 se calculeze:
a) distanta de la punctul My (—1,2,1) la planul de ecuatie x +y — 2z — 1 = 0;
b) distanta de la punctul M (2,6, 1) la dreapta A de ecuatii

dx+y—62+5=0
y—324+2=0

1-(-D+1-2+(-2)-1-1] 6
Vi+1+4 3

b) Conform (1.13), parametrii directori ai dreptei sunt I = 3, m = 12, n = 4,
deci v =37 + 127 + A% Alegem un punct pe dreaptd, de exemplu M (0,1,1).
V545
13

Solutie. a) Folosind (1.24), se obtine d =

Atunci MoM; x 0 = —207 +87 — 9k, | 7] = 13, deci d (Mo, A) =

8. Fie dreptele Ay si Ao, de ecuatii

-1 1 -2 1
m2 :L; :%respectivx2 :g:ler .

Sa se calculeze distanta dintre cele doud drepte si sd se scrie ecuatiile perpen-
dicularei comune.

Solutie. Folosim (1.26) cu M; (1,—1,0), M5 (2,0,—1), v1 =2¢ +3j5 + k,

— — - ——
3 =20 425+ k, W =0 x03 =i —2k, (MM,v;,03) = 3, rezulti ci

3 . . .
d(A1,Ag) = ﬁ’ deci dreptele nu sunt concurente. Ecuatia planului care trece

prin A; si contine 7 este —6x 4+ 5y — 3z + 11 = 0, iar ecuatia planului care trece
prin A, si contine 7 este 4z — 5y + 2z — 6 = 0. Deci ecuatiile perpendicularei
comune sunt:
—6x+5y—32+11=0
{ dr —by+2z—6=0

3. Probleme propuse

1. Sa se scrie ecuatia planului care:
a) trece prin punctul P (2, —5,3) si este paralel cu planul 3z — 8y + 2z — 5 = 0;
b) trece prin punctul P (2,—5,3) si este paralel cu planul 2Oz;
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c) este paralel cu planul 3z —y + z — 6 = 0 si trece prin mijlocul segmentului
[MN]a M (17 37 2)7 N (17 757 *4);
d) trece prin punctul P (—1,2, —0) si este perpendicular pe PQ unde Q (2,3, 1);
e) trece prin punctele P (3,1,0), @ (4,1,5), R(0,7,2);
f) trece prin axa Oz si prin punctul P (—3,1,—2);

g) este paralel cu axa Oz i trece prin punctele P (4,0, —-2), @ (5,1,7);

h) trece prin punctul P (0, —3,0) si este perpendicular pe planele x 4+ 2y+3z =
0,3z -5y +4z+1=0;

)

N
i) trece prin punctul P (—2,3,4), de vectori directori v; = 0 27 + k,

=37 +27 +4%.
2. Pentru ce valori ale lui « gi 8, punctele M (1, 3,0), N (3,-2,1), P («, 3,—3),
Q (7,—2,3) sunt coplanare?

3. S& se scrie ecuatia unui plan care trece prin punctele P (1,1,1), @ (2,2,3)
si este perpendicular pe planul x +y — z = 0.

4. S4 se scrie ecuatiile canonice si parametrice ale dreptei care
a) trece prin punctul A (2,3, —1) si de vector director v’ = 57 + 7 + 2?;
b) trece prin punctele A (1,—1,1) si B(0,2,4);
¢) are ecuatiile
20 —y+52—-21=0
{ r+3y—2z—7=0 ’
d) trece prin punctul A (2,1,1) si este paraleld cu planele x —y+ 2z +2=0si
T4y+22—1=0.
5.  Sunt coliniare punctele A (5,—-4,6), B(-3,8,—12), C'(1,2,-3)? Dar
punctele A, C si D (0,3,5)?

6. Si se cerceteze pozitia dreptei d fatd de planul « in cazurile:
z+1 y—3 =z

: = — : — 22 —5=0;
a) d 2+3 1 i 3,a23w 3y +22z—5=0;
b) d: :y6 P 3w 4By —2:—6=0;
—1 -2
c) d:gc2 :y+13:z5 ya:dr+3y—2z2+3=0.

— — —
7. Si se scrie ecuatiile dreptei de vector director ¥ = i + j + k care

trece prin mijlocul segmentului [AB], unde A si B sunt punctele de intersectie ale
planului 2z + y — 3z + 1 = 0 cu dreptele de ecuatii

r—3 y—>5H z-1 =10 y—-3 z2z+4
= = respectiv = = .
2 —4 —6

1 )

8. 54 se scrie ecuatia planului care:

a) trece prin punctul A (2,1, 1) si prin dreapta de ecuatii
20 -3y —32z—-8=0 |
r—2y+z+3=0 "~

b) trece prin origine si prin dreapta de ecuatii

z—2 y—1 =2-1
1 =3 2




84 9. PLANUL SI DREAPTA iN SPATIU

9. Sunt concurente planele ale caror ecuatii sunt?

a) z+y+2—-6=0,20—y+2—-3=0,z+2y—2—-2=0;

b) e+y+22—-4=0,24+2y—2-2=0,2z—y—2=0,z+y+2—-3=0.

10. Sa se determine parametrul real A astfel incat planele z — y + z = 0,
3r—y—2+2=0,4x —y — 2z + XA = 0, sd se intersecteze dupa o dreapta. Sa se
gdseascd ecuatiile parametrice ale acestei drepte.

11. S4 se arate cd dreptele de ecuatii:

dr - dr+2—-1=0 s - 3r+y—2+4=0
'Y z2—-2y+3=0 "% y+22-8=0 ’

sunt concurente si sa se scrie ecuatia planului determinat de acestea.

12. S4 se giseascd simetricul punctului A (—1,2,0) fatd de planul de ecuatie
x+ 2y — z+ 3 =0. Sa se calculeze distanta de la punct la plan.

13. S& se calculeze coordonatele simetricului punctului A (4,3,10) fatd de

dreapta de ecuatii
x—1 y—2 2z-3
2 4 5
Care este distanta de la punct la dreapta?

14. S3& se giseascd proiectia ortogonald a punctului A (3, —1,2) pe dreapta de
ecuatii
20 —y+2=0
{ r+y—2+1=0

15. S& se scrie ecuatiile perpendicularei coborate din punctul A (2,3,1) pe
dreapta de ecuatii

z+1 y z—2

2 -1 3

16. S4 se scrie ecuatiile dreptei A, care se afla in planul xOz, trece prin origine
si este perpendiculard pe dreapta de ecuatii
z—2 y+1 z2-5
3 -2 17

17. S4& se scrie ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei A, de ecuatii
z—1 y—2 2z-3
2 3 47
pe planul 7, de ecuatie x + y + 2z — 3 = 0; sa se gaseasca ecuatiile simetricei dreptei
A fatd de acest plan.

18. Sa se scrie ecuatia simetricului planului « de ecuatie t — 3y +2 —1=0
fatd de planul g de ecuatie x + 2y — 2 = 0.
19. Se dau planul 7, de ecuatie © — 4y + 5z + 10 = 0, dreapta A, de ecuatii
z—1 y+2 =z

3 -2 1

si punctul A (1,2,3).
a) Si se scrie ecuatia planului simetric planului 7 fatd de punctul A;
b) S& se scrie ecuatiile simetricei dreptei A fatd de punctul A.
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20. Sai se giseascd ecuatiile simetricei dreptei Ay, de ecuatii
x—2 y—3 z-1
T -1 21’

fatd de dreapta Ao, de ecuatii

r+2y+1=0
3y+2z2—-2=0

21. S4 se scrie ecuatia unui plan care se afld la egald distanta de planele 7 si
o, de ecuatii x +y — 22 — 1 = 0 respective +y — 22+ 3 = 0.

22. Sa se giseasca unghiul dreptelor A; si Ag, de ecuatii

r—y+2z2—3=0 ros ectivx—l_y+1_z+1
24y —2:+5=0 'OF -5 2 3

23. Sa se giseascd unghiul planelor oy si ap cand:

a) ap:20+y—2=0,a:x—2+2=0;

b) a1 :3x—y+22+15=0, a0 :524+9y—32—1=0.

24. Si se determine unghiul dintre dreapta OA, unde 0(0,0,0), A (2,1,1) si
planul de ecuatie x +y — 2z + 1 = 0.

25. S4 se scrie ecuatia unui plan care trece prin dreapta de ecuatii
{ z+5y+2=0
x—z+4=0
si care formeaza un unghi de 45° cu planul de ecuatie x — 4y — 8z 4+ 12 = 0.
26. a) Sa se giseascd distanta de la punctul A (4,3, —2) la planul de ecuatie

3r—y+52+1=0.
b) S& se giseascd distanta de la punctul A (—2,3,1) la dreapta de ecuatii

z—1 y+1 2z+2
2 -3 4

27. S4 se calculeze indltimea din A a tetraedrului ABCD, dacd A (7,3, —2),
B(0,2,1), C (4,-1,0), D(-1,0,-3).
28. 5S4 se gaseasca distanta dintre planele 71 si ma, de ecuatii 11z — 2y — 10z 4
15 = 0 respectiv 11z — 2y — 10z — 45 = 0.
29. Sa se giseasca distanta dintre dreptele d; si do, de ecuatii
x—7 y—1 =z-3 x—2 y+1 =z

3= 1 5 respectiv 1 5"

30. Sunt concurente dreptele d; si do, de ecuatii

z+y—2—-1=0 respectiv r+2y—2z—2=0
2r+y—2—2=0 P r+2y+22+4=0

Sa se scrie ecuatiile perpendicularei comune a celor doud drepte.
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31. Sunt concurente dreptele disi da, de ecuatii
r—2 y+1 z+1 y—8 =z-3
-1 3 7 =3 1

z
=71 respectiv ds :

32. S4& se calculeze lungimea perpendicularei comune a dreptelor:
) A r+3 y—6 2z-3 A r—4 y+1 =247
a M = = M = = N
Ty -3 2 7?8 -3 3
Ay:x=2t—4, y=—t+4, z=-2t—1,
Ag:x=4t—5 y=-3t+5, z=—-5bt+5.

b)

33. Sa se arate ca dreptele de ecuatii

A, 20 +2y—2—-10=0
Pl z—y—2-22=0

r+7 y—5 z-9

Ao :
3 2 3 ] 4)

sunt paralele gi sa se calculeze distanta dintre ele.

34. S4 se scrie ecuatiile dreptei care trece prin punctul A (1,1,1) si se sprijind
pe dreptele A7 si As, de ecuatii

r Yy =z .x—1 y+1 2z4+1
— = = = — respectiv = = .

2 3 1 1 2 3

35. Sa se scrie ecuatiile dreptei care se sprijind pe dreptele de ecuatii

o r—y—-1=0 ) 22-y—-1=0
Al'{ y—z—1=0 ’AQ'{ y+22—-2=0 "

si este perpendiculard pe planul z 4+ 2y + 3z — 1 = 0.

4. Indicatii si raspunsuri

1. a) 3x—8y+2—49=0. b) y+5=0. ¢) 3z—y+2—3 =0.d) 3z+y+2+1 =0. €)
30x+17y—62—107 = 0. {) z+3y = 0. g) 9y—2—2 = 0. h) 23x+5y—1124+15 = 0. i)

—2 y-3 1
1024y—82449 = 0. 2. a = -5, BER. 3. a—y = 0. 4. a) = =¥ —2 _ 2T 1.

1 2
1 1° 221
-8 1
y=3t—1,2=3+1,1€R c):”2 :%:%;x:%—i—&y:—t,
—2 y—1 -1
z:—t+1,t€R.d)x3 :yl :Z2;x=3t+2,y:t+1,z:—2t+l,

t € R. 5. A, B, C sunt coliniare, dar A, C, D nu sunt coliniare. 6. a) d || a,
dNa=@. b)dna={A}, A(1,1,1). ¢)d C a. 7. A(4,0,3), B(6,11,8), y—2z =0,
20 —2y+1=0. 8. a)92—16y—2—1=0. b) 52 —3y—72z =0. 9. a) Planele sunt
concurente in punctul A(1,2,3). b) Planele sunt concurente in punctul A(1,1,1).
10. A =3. z=t,y=2t+1, z=1t+1, ¢t € R. 11. Dreptele sunt concurente

in punctul A(— ). Ecuatia planului care trece prin A, de vectori directori

N - = 535, i - = 7 ..
v1i=21+ 75 -8k, ve=1 —2j5 + k,este 3z +2y+2z—4=0. 12. Proiectia
punctului A pe plan este P(—2,0,1), iar simetricul este S(—3,-2,2). d = /6.

13. Proiectia punctului A pe dreapti este P(3,6,8), iar simetricul este S(2,9,6).
d = v/14. 14. Un vector director al dreptei este v = j + k, P(— 6)

11
376’
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z+1 y z-2

3 3 -1
v =17 +m] +nkJ_j =m=0. ULA = 3l4+n=0,1+#0. Dreapta A
are ecuatiile: T = % = Z3 17. Ecuatia planului care trece prin dreapta A,
perpendicular pe planul 7 este x — 2y + z = 0, deci ecuatiile proiectiei ortogonale a

1
dreptei A pe 7w sunt: £ —2y+2 =0, z4+y+2—3 =0. ANw = {A}, unde A(g, 1, g)

Proiectia punctului B(1,2,3) € A pe planul 7 este P(0,1,2), iar simetricul lui B
fatd de plan este S(—1,0,1). Simetrica dreptei A fatd de plan este dreapta AS

-1
vz 18. Punctul M(0,0,1) € . Proiectia acestuia

15. Proiectia punctului A pe dreaptd este P(—1,0,2). . 16.

4 T3 2
2 4 . . . o 4 8 o
pe planul 3 este P(g, R 1), iar simetricul fatd de 3 este S(g7 5 1). Planul cdutat

.. L
de ecuatii

trece prin S si prin dreapta A = o N 3, deci are ecuatia —3z —y —z+5=10. 19.
a) Planul a c&utat este paralel cu planul dat, deci are ecuatia © — 4y +5z+ D = 0.
Din d(A,7) = d(A,a) = |8+ D| = 18, deci D = —26. Ecuatia planului « este
x — 4y + 52z — 26 = 0. b) Dreapta ciutata A; este paraleld cu A. Simetricul
punctului B(1,-2,0) € A fatd de A este S(1,6,6) € A, deci ecuatiile dreptei
-1 -6 -6 13 -8
R - = 20200 Ay N A, = {4}, A5 5 10). Punctul
B(2,3,1) € A; se proiecteazd pe Ay in P(—1,0,2), deci 51metrlcul lui B fata de

4 3 -3
Ay este S(—4,—3,3). Dreapta ciutatd AS are ecuatiile x2—; = y—; = 221 .
21. Planul cautat 7, paralel cu planele date, are ecuatia x +y — 2z + D = 0.

Cum A(1,0,0) € w1, B(—3,0,0) € o, din d(A, 7) = d(B, ) se obtine D = 1, deci
ecuatia planului m este xt +y — 2z 4+1 =0. 22. v = ¢ +4 —|—3k =

A1 sunt:

6 V10

. 23. a) arccos —. b) 24. arcsmf 25. Un
V247 5 2° 6
plan arbitrar care trece prin dreapta datd are ecuatia a(x+5y+2)+5(z—z+4) = 0,
a? + 32 > 0. Conditia din problemi conduce la relatia 302 + 43 = 0. Se obtin
planele de ecuatii © — 2 +4 = 0 gi —v — 20y — 72+ 12 = 0. 26. a) Folosim
5v/ 38
V29

planului BCD este 10z 4+ 17y — 11z — 23 = 0. Iniltimea din A este distanta de la

— — —
—54¢ +2j5 +3k. arccos

(1.24), se obtine d = 0, deci punctul se afld in plan. b) 27. Ecuatia

punctul A la acest plan. h = —. 28. Planele sunt paralele. A(1,-2,3) € 7.

/510

d = d(A,m) = 4. 29. Dreptele sunt paralele. d = 3. 30. Fie M1(1 1,1) € dy
§1 M5(0,0, 2) € dy. Directiile celor doud drepte sunt v'; = ] + k respectiv
V=217 — j Rezults (M, Mo, v7,v3) = 3, deci dreptele nu sunt concurente. Ca
in problema rezolvata 8, se obtin ecuatiile perpendicularei comune: 4z—y+2—4 = 0,
2z + 4y + 52+ 10 = 0. 31. Fie Ml( 1 ,0) £ dy i M>(—1,8,3) € do. Directiile
celor dous drepte sunt v = — z + 3j + k respectiv vo 77) — 37 + ?
Rezults (M, Mo, vy, v3) = 0, deci dreptele sunt concurente. Punctul de concurents
este P(—1,8,3). 32. a) Folosim (1.26) cu M; (—3,6,3), My (4, —1,-7), v; = 47 —
3j42k,v3 =84 -3j43k,vixvs =—-31+4j+12k, (M Ms,v{,v3) = —169,
rezultd cd d (A1, Ag) = 13. b) Eliminand parametrul ¢, se obtin ecuatiile canonice
ale dreptelor. In acest caz, M (—4,4,—1), My (=5,5,5), v] = 27 — 7 — 2?,
U3 =47 —37 — bk, o X3 =—10 +27 -2k, (MM, v1,03) = —9, rezults
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— — —

ci d(A1,As) = 3. 33. Directia dreptei A; este vy = —3i + j — k. Fie
MO(—12,07 —34) € Ay si Ml(—775,9) € As. Se obtine d = 25. 34. A = 7 N 7o,
unde m = (A,A), ma = (A, Az). Ecuatiile dreptei A sunt 20 — y — z = 0,
r+y—2z—1=0. 35. F1e M1(1 0 1) ey ;i MQ(O -1 1) € Ag Directiile celor
dous drepte sunt v L= 7 + ] + k respectiv vy = i -|-2j — k Dreapta cautata
A are directia 7 = T +2] +3k. Atunci A = m; Ny, unde m = (M1, V1, 1),
Ty = (Mg,?g,ﬁ). Ecuatiile dreptei A sunt x — 2y + 2z =0, 2z —y — 1 = 0 sau
r y+1 2+2

1 2 3




CAPITOLUL 10

Conice

1. Preliminarii

— —
Fie (O; i, j) un reper cartezian in plan. Se numegte conicd o mulfime de
puncte C din plan, de forma

C={M(z,y) | f(z,y) =0},
unde f: R? — R,
[ (,y) = a112® + 20127y + azy® + 20132 + 2093y + ass,
aij €R, 4,5 =1,3, a}y + a}, + a3, > 0. Ecuatia
(1.1) a112% 4 2a122y + azy® + 24137 + 2a23y + asz = 0,

se numeste ecuatia conicei C.

Prezentam acum, conicele uzuale si ecuatiile lor standard, in raport cu repere
carteziene convenabil alese.
Cercul. Ecuatia cercului cu centrul in punctul C(a,b) si de raza r, este

(z—a)®+ (y—b)? =r2
Ecuatia generald a cercului este
(1.2) 22 4+ 9%+ 2mx + 2ny +p =0,
undeim, n,peR, m?+n?—p>0.
In aplicatii sunt utile ecuatiile parametrice ale cercului:

{ xr=a-+rcost

y=>b+rsint £ € [0, 2n].

Elipsa. Este multimea punctelor M (z,y) din plan, ale ciror coordonate satisfac

2
ecuatia — + 22—2 —1=0. In aplicatii sunt utile ecuatiile parametrice ale elipsei:
a
T =acost
{ y = bsint t €0, 2n].
R z? P
Hiperbola. In acest caz, coordonatele punctelor satisfac ecuatia — — =i 1=0.
a

Parabola. Este multimea punctelor M (x,y) din plan, ale ciror coordonate
satisfac ecuatia y? = 2pz.

Reducera conicelor la forma canonica. Fie conica de ecuatie (1.1). Se poate de-
termina un reper cartezian convenabil fatd de care ecuatia are o forma cat mai sim-
pla, numita forma canonicd. La aceastd formd se poate ajunge printr-o translatie
si o rotatie adecvata a reperului cartezian.

89
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Un punct C se numeste centru de simetrie al conicei daca simetricul fata de
C al oricarui punct M al conicei apartine conicei. Dintre conicele de mai sus,
cercul, elipsa, hiperbola au centru de simetrie si se numesc conice cu centru, pe
cand parabola nu are centru de simetrie si se numeste conica fard centru. Notam

a11  ag1 a3

A=| a9 axp a3 |,0= I = a1 + ag.

aiz a23 @33

Distingem urmatoarele cazuri:

I. Dacd § # 0, conica este conica cu centru, coordonatele centrului verificand
sistemul

(1.3)

1179 + a12yo + a13 =0
1270 + azyo + a3 =0

I.1. Daca a2 # 0, forma canonicd este

A
(1.4) M X2+ Y2+ <=0,
unde A1 si Ao sunt radacinile ecuatiei caracteristice
AN —Ix+6=0,

alese astfel incat s satisfacd conditia
()\1 — )\2) s a1 > 0,
iar

(1.5)

A
i f(xo,y0) = a13xo + a23yo + ass.

Conica are ecuatia (1.4) in raport cu reperul cu originea in (g, yo), obtinut din
reperul initial printr-o translatie urmata de o rotatie de unghi 6 dat de

A —
(1.6) tgh = L AL
a12
sau 9
tg 20 = &,
a11 — a22

o 2 . < < . ™
dacd a1 # ags. In acest din urma caz, dac a1 = as9, atunci = 1
Relatiile de transformare a coordonatelor sunt

z=x0+ Xcosf+Ysinf
y=1yg— Xsind+Y cosf

1.2. Dacé a2 = 0, forma canonici este

A
CL11I,2 + a22y12 W O7

)
A : : . .
raportul 5 fiind dat de (1.5), unde (o, yo) este solutie a sistemului (1.3), iar
T=x9+ 2
1.7
(1) { y=y+v

IT. Dacad § =0 si

(1.8) rcmg( ail  aiz2 @13 ) -1,
al2 Q22 Q23
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conica are o infinitate de centre (xg,yo), care satisfac ecuatia
a11%o + ai2yo + a1z = 0.
In urma translatiei (1.7), ecuatia conicei devine
a112"? 4 2a102"y" + asey™ + f(wo,y0) = 0,

unde f(xo,yo) se calculeazd cu formula (1.5). Scriind primii trei termeni ca patratul
unui binom, se constata cd, in acest caz, conica degenereaza in doud drepte paralele
sau confundate, sau este multimea vida.

III. Daca § = 0 si
TUmg( ailr a2 a3 ) =2,
az1 a2 a3

conica este conica fara centru.
ITI.1. Daca a1z # 0, forma canonica a ecuatiei conicei este

(1.9) Y?=42pX,
unde
A
p= i

Ecuatia axei parabolei este

of of
il a—
ain E + a2 By )
coordonatele xq, yo ale vdrfului parabolei verificand sistemul
flz,y) =0
a or +appz—=0
g 12 oy

Conica este parabola de ecuatie (1.9), in raport cu reperul obtinut dupa rotatia
de unghi 6 dat de
tgf = o
a12
urmatd de o translatie convenabild. Semnul in (1.9) se alege in functie de pozitia
parabolei fatd de axele de coordonate ale reperului initial, ceea ce se stabileste
intersectdnd parabola cu axele de coordonate.
ITII.2. Daca ai2 = 0, atunci conica este o parabola sau degenereaza in doua
drepte paralele sau confundate, sau este multimea vida.

2. Probleme rezolvate
1. S4& se scrie ecuatia cercului circumscris triunghiului ABC, unde A (1,2),
B(0,3), C(—2,2). Si se giseascd centrul si raza acestui cerc.

Solutie. Folosim ecuatia (1.2). Cele trei puncte aflandu-se pe cerc, coordonatele
acestora trebuie sa verifice ecuatia cercului, ceea ce conduce la sistemul de ecuatii

2m+4n+p = -5, 6n+p = —9, —4m + 4n + p = —8. Rezolvand, gisim m = ok
3

n=-5:p= 0, deci ecuatia cercului circumscris triunghiului este 2 +y? +2 —3y =
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In consecintd, centrul

o 1\* 3\* 5
0, care se mai scrie sub forma | x + 3 +ly— 3) =3
V10

1
cercului este C' (— -

ok 2>7 iar raza r =
2. Si se reduci la forma canonici si si se reprezinte grafic conica 622 — 4y +
99?2 —4x — 32y — 6 = 0.
Solutie. In acest caz ay; = 6, a;p = —2, age = 9, a3 = —2, asz = —16,
6 —2
-2 9
Coordonatele centrului conicei sunt date de sistemul 6zg — 2yg — 2 = 0, —2z¢ +
9yo—16 = 0. Obtinem zo = 1, yo = 2. Ecuatia caracteristici este A2 — 15X +50 = 0
gi are rddécinile Ay = 5, Ay = 10 (am tinut seama c& a1z < 0). Conform (1.5),

A

azz = —6, deci § = = 50 > 0. Prin urmare, conica este o elipsa.

5= —40. Asadar, forma canonic a ecuatiei conicei este 5X2 4+ 10Y2 — 40 = 0 sau

X2 YQ . . 1 .

5 + T 1 = 0. Unghiul de rotatie 0 este, conform (1.6), § = arctg 3 Atunci
2 .

sinf = —, cosf = ﬁ In consecinta, relatiile de transformare a coordonatelor

V5

sunt:

r=1+4+—-—=02X+Y)

‘
—
&

Graficul conicei este cel din fig. 1.

F A

F

——————
-]

Fig. 1

3. S# se reduci la forma canonics si si se reprezinte grafic conica 52 + 12y —
22 — 12y — 19 = 0.

Solutie. Deoarece a11 = 5, a1a = 6, ase = 0, a;3 = —11, asz = —6, azz = —19,
rezultd cd § = 2 g = —36 < 0, deci conica este o hiperbola. Coordonatele

centrului C al conicei sunt date de sistemul 5z 4+ 6yg — 11 = 0, 69 — 6 = 0.
Agadar, C(1,1). Ecuatia caracteristica este A — 5\ —36 = 0 si are ridicinile
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A
A1 =9, Ao = —4 (a12 > 0). Din (1.5), se obtine 5= —36. Prin urmare, forma
X2 Y2

canonics este 9X2 — 4Y? — 36 = 0 sau = "9~ 1 = 0. Unghiul de rotatie
2 .
este § = arctg —. Atunci sinf = ——, cosf = ——. In consecintd, relatiile de
&3 V13 V13

transformare a coordonatelor sunt:

z=1+ (3X +2Y)

1

V13
1

y=1+ —— (—2X +3Y)

V13

Graficul conicei este cel din fig. 2.

Fig. 2

4. 54 se determine natura conicelor de ecuatii:
a) 2% — 2xy + 2y% — 4z — 6y + 29 = 0;
b) 2?2 — 2zy + 2y? — 4z — 6y + 30 = 0.

1 -1
-1 2
Coordonatele centrului conicei sunt date de sistemul zg—yo—2 = 0, —zg+2yp—3 =

Solutie. a) Deoarece § = = 1 > 0, deci conica este o elipsa.

0. Se obtine z¢ = 7, yo = 5, deci, conform (1.5), 5= 0. Prin urmare, conica este
o elipsd degeneratd in centrul siu, C(7,5).

b) In acest caz, — = 1, deci conica este o elipsd imaginar.

5
5. Si se reducd la forma canonici si si se reprezinte grafic conica 2x2 + 5zy —
3y% + 3z + 16y — 5 = 0.

5
2 5 49
Solutie. Deoarece § = 5 2 | = -7 > 0, deci conica este o hiperboli.
- =3
2 5 3 5
Coordonatele centrului conicei sunt date de sistemul 2z + 5@/0 + 5= 0, §x0 —

A
3yo + 8 = 0. Se obtine xg = —2, yo = 1, deci, conform (1.5), 5= 0. Prin urmare,

conica este o hiperbola degeneratda. Dupd translatia x = —2+2', y = 143/, ecuatia
conicei devine 22’ 2 + 52’y — 3y’ 2 = 0 sau (22’ — ¢/)(2' + 3y’) = 0. Trecand la
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variabilele z gi y rezulta cd, in acest caz, conica degenereaza in dreptele paralele de
ecuatii 2z —y+5=0,z + 3y — 1 =0 (fig. 3).

.J"dy
Xy +i=d
e >
x+Hp-I=10
Fig. 3

6. Si se reducs la forma canonic si si se reprezinte grafic conica 222 + 4xy +
292 — 7z — Ty +3=0.

7
9 9 2 2 ~3
Solutie. Deoarece § = = 0 gi rang = 1, conica are
2 2 2 2 7
2

o infinitate de centre care se afli pe dreapta de ecuatie 2z + 2y — 5= 0. Alegem

3 . . 3 y . / 3
ro=1,yo = 1 o solutie a acestei ecuatii. Dupa translatia z =142/, y = 1 + 1y,

25 5
ecuatia conicei devine 2z’ 2 + 4a'y’ + 2y’ 2 — — = 0 sau (2’ +¢/)? — T 0, care
conduce la (42’ + 4y’ + 5)(42’ + 4y’ — 5) = 0. Trecand la variabilele x gi y rezulta

ca, in acest caz, conica degenereaza in dreptele paralele de ecuatii 2z + 2y — 1 = 0,
r+y—3=0 (fig. 4).

F A

x+p -F=10

Z+H-_I=0
Fig. 4
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7. Si se reprezinte grafic conica de ecuatie 22 — 4xy + 4y? — 6z +2y +1 = 0.

Solutie. In acest caz § = 0 si rang( _9 _z _f ) = 2, deci conica este

o parabold. Deoarece I = 5, A = —25, rezultd p = % Prin urmare, ecuatia
. . ) 2v/5 1
canonicd a parabolei este Y = j:—X Unghiul de rotatie este § = arctg ok

Conform (1.9), ecuatia axei parabolei este x — 2y — 1 = 0. Intersectand cu parabola
gasim varful parabolei V(g, %) Pentru a alege semnul, intersectam, de exemplu,

cu axa Oy. Daci z = 0, ecuatia 4y%+2y+1 = 0 nu are ridicini reale, deci parabola
nu intersecteaza axa Oy. In consecintd, forma canonica a ecuatiei parabolei este

2
Y?= \[X iar graficul cel din fig. 5.

Fig. 5

3. Probleme propuse

1. Sa se scrie ecuatia cercului care:

a) trece prin punctul A (3,6) si are centrul C (-1, 3);

b) are ca diametru segmentul [AB], unde A (—1,3), B (3,5);

c) are centrul C (3, —5) si este tangent dreptei de ecuatie 22 — y + 1 = 0;

d) trece prin punctele A (1,2), B (3, —4) si are centrul pe dreapta z+y—1 = 0;

e) are centrul C (2, —1) si determind pe dreapta de ecuatie 3z —4y +5 =0 o
coarda de lungime 8.

2. Si se determine centrul si raza cercului circumscris triunghiului ABC, unde
A(1,2), B(0,3), C(-2,2).

3. Sd se scrie ecuatia elipsei ale carei axe de simetrie coincid cu axele de
coordonate, daca:
a) are focarele F;(2v/2,0), Fo(—2v/2,0) si semiaxa mare 3;
b) are semiaxa mica 6, iar distanta dintre focare este 8;
) trece prin punctele A(1, T\[) B(i —2);

d) are semiaxa mare 25, iar excentrlcltatea 0,6.

C
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4. Sa se scrie ecuatia hiperbolei ale cirei axe de simetrie coincid cu axele de
coordonate, daca:

a) are focarele F;(—2v/2,0), F»(2v/2,0) si distanta dintre varfuri 4;

b) are focarele Fy (—5,0), Fy (5,0) si trece prin punctul A(8,3+/3);

c) are focarele Fy (0,4), Fy (0, —4) si trece prin punctul A(1,/15);

d) este echilaters si trece prin punctul A(2v/3,2).

5. S& se scrie ecuatia parabolei cu varful in origine, cu axa transversi Oz,
care:

a) are distanta de la varf la focar egald cu 5;

b) trece prin punctul A (2, —4).

6. Si se scrie ecuatia parabolei care are ca dreapta directoare axa Ox gi focarul
F(0,6).

7. Sa se gaseascd locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente
la conica x? — 2y% — 2 = 0, perpendiculare intre ele.

8. Un punct M descrie o elipsa cu centrul in O, de semiaxe a si b. Fie P
proiectia ortogonald a punctului M pe axa mare, iar N un punct pe OM astfel ca

ON = ENM. Dreapta PN taie axa micd in ). Sa se arate ca segmentul P(Q este

constant.

9. Fie M un punct mobil pe cercul de ecuatie z2+y? = 4 si A (—2,0). Dreapta
AM intersecteaza axa Oy in B, iar paralela in B la Oz intersecteazd OM in C. Sa
se gaseascd locul geometric al punctului C'.

10. S& se reduca la forma canonica si sd se reprezinte grafic conicele:
a) 422 + 16y + 4z — 80y + 85 = 0;

b) 522 + 8xy + 5y? — 18z — 18y + 9 = 0;
c) 4ay + 3y? + 16z + 12y — 36 = 0;

d) 222 +y? + 4z — 6y + 12 = 0;

e) zy + 2z +y = 0;

f) 2% + 22y + y% + 3z — 3y — 18 = 0;

g) dxy + 3x — 3y — 18 = 0;

h) 4oy — 3y? + 4w — 14y — 7= 0;

i) 922 — 24zy + 12y% = 0;

j) 822 + 6xy + 62 + 3y + 1 = 0;

k) 422 + 122y + 9y — 8z — 12y — 5 = 0;
1) 422 + 4oy +y? — 132 — 4y + 8 = 0;
m) 2 — day +4y? — 62+ 2y +1 = 0.

11. Si se discute natura conicelor de ecuatie 2 + 2 xy +v2 — 2z —4y +4 =0,
XA € R. In cazul conicelor cu centru si se determine locul geometric al centrelor
conicelor gi si se reprezinte grafic. Aceeagi problem& pentru conicele de ecuatii
22 —2zy+ (1 - N y?+2 =0, A €R.

12. Recunoagteti conicele de ecuatii:
a) 2 +y? -2tz — 4ty +1+t2=0,t € R;
b)rx=2t2+t+4, y=t>+t+2,tcR.
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4. Indicatii si raspunsuri

1. a) 224+ 9> + 20 —6y —15 = 0. b) 22+ 9> -2z — 8y + 12 = 0. ¢
522 4-5y? —302+50y+26 = 0. d) 22 4y% —4dax+2y—5 = 0. e) x> +y> —4a+2y—20 = 0.
—g g), r=1.3.a)2*>+9y*—9 = 0.
b) 922 + 13y? — 468 = 0. ¢) 922 +4y? — 36 = 0. d) 1622 + 25y — 10000 = 0. 4. a)
22 —y?—4=0.Db) 922 —16y* —144=0. ¢) 322 — 4> +12=10. d) 22 —y> -8 = 0.
5. a) y? = £20z. b) y? = 8z. 6. 2% = 18y — 27. 7. Fie M(X,Y). Dreapta y =
Y +m(xz — X) este tangent4 la hiperbola datd< A = 0, unde A este discriminantul
ecuatiei in x, care se obtine dupa inlocuirea lui y in ecuatia conicei. Se obtine
m?(X?2 —2) —2mXY +Y? +1=0. Dacd M satisface X? —2Y?% — 2 < 0, aceasta
ecuatie are doua radacini reale distincte, deci din M se pot duce doud tangente la
hiperbold. Acestea vor fi perpendiculare< mims = —1. Se obtine locul geometric:

?cost absint
X24+Y%2=1. 8. M(acost,bsint), N(a cost absim ), P(acost,0), Q(0,asint),

2. Ecuatia cercului este 22 +y%+x—3y = 0, C(

) a+b’ a—|—2b )

sint cost sint

PQ =a. 9. M(2 t,2sint), B(0 C . Eliminand
Q=a (2cost, 2sint), B( ’1+cost)’ (1—|—cost’1+cost) fnan

parametrul, se obtine locul geometric: parabola de ecuatie y? = —4z + 4. 10. a)
/2 2

1 ) Y
elipsa %—&—y’z—l =0, z=——+42,y==-+y". b) elipsaXQ—i—?—l =0,C(1,1),

2 2
™ V2 V2 _ X2 y?
0—Z,x—l—i-?(X—Y),y—i—i-?(X-i-Y). c) hlperliola?—%—l—o,
C@3,-4), 0 =arctg2, rt =34+ —=(X —-2Y),y = -4+ —=(2X +Y). d) elipsa
(3,—4) g \/5( )y \/5( ). d) elip
X2 y?
imaginars 222 + 32 4+ 1 = 0. e) hiperbola echilaters VT 1=0,C(-1,-2),
T V2 V2 3
=—,rx=—-1+—(X-Y =24 (X4Y). ) Y2 =—-—2X lei:
0 1 e +2( )y +2( +Y). f) 7 , axa parabolei
z+y=0,0= —%, V(3,—-3). g) hiperbola echilaters 8 X?>—8Y2—63 = 0, C(%, —Z),
3 2 3 2
0 = 2, z =7 + 7(X -Y),y= ~1 + g(X +Y). h) hiperbold conjugati
1 1 1
X2-4Y244=0,C(2,-1),0 = arctg=, x = 2+—=(2X-Y),y = —1+—=(X+2Y).
(2,-1) 95 \/5( )y \/5( )

i) hiperbold degeneratd in asimptotele sale: x — 2y = 0, 3z — 2y = 0. j) hiperbol&
degeneratd in asimptotele sale: 42 + 3y +1 = 0, 2c +1 = 0. k) conicd cu o
infinitate de centre aflate pe dreapta de ecuatie 2z + 3y — 2 = 0, conica degenereaza

1
in dreptele paralele de ecuatii 20 +3y —5=0,2r+3y+1=0.1) Y2 = —X, axa

V5

2
parabolei: 22 +y — 3 = 0, § = —arctg2, V(1,1). m) Y? = —=X, axa parabolei:

1 1 2 V5
z—2y—1=0,0= arctg§, V(S’_g)' 11. a) 0 =1 - X% A = —(2X — 1)2

1
Dac# |A| > 1, conica este hiperbold nedegenerata, iar dacd A € (—1, 1)\{5}, conica

1
este elipsa reald. Daca \ = 2’ conica degenereazad intr-un punct. Dacd A = +1,

conica este o parabolid. In cazul conicelor cu centru nedegenerate, coordonatele
1—2X 2—-A

centrelor sunt ©t = ——, y = ——,
1Y T

1
A ¢ {-1,1, 5} Eliminand parametrul,
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se obtine ecuatia locului geometric al centrelor: z? — 32 — x 4 2y = 0, care este

hiperbola z/? — y? —|—% =0,z = %—Fx', y=1+y.b)d=-\A=-N(1-)\).
Daci A < 0, conica este elipsa reald. Dacd A € (0,00)\{1}, conica este hiperbola
nedegenerata, iar daca A = 1, hiperbola degenereaza in asimptotele sale, dreptele
=0, z—2y+2 = 0. Dacd A = 0, conica degenereaza in doud drepte confundate, de
ecuatie z —y = 0. In cazul conicelor cu centru nedegenerate, coordonatele centrelor
sunt t =1— X\, y =1, A ¢ {0,1}, locul geometric fiind dreapta y = 1, mai putin
punctele (1,1), (0,1). 12. a) Ecuatia se mai scrie sub forma (z —t)? + (y — 2t)? =

4t2 —1, deci: daci |t| > 2 conica este un cerc cu centrul in punctul C(¢, 2t), da razi
1 1
r =412 — 1; dacd || < > conica este un cerc imaginar; dacad t = 3 conica este un
1 1
cerc degenerat in centrul sau C (5, 1); dacd t = —g3 conica este un cerc degenerat

1
in centrul sau C(—§, —1). b) Se elimind parametrul t. Astfel, z — 2y = —t, de

unde rezults ecuatia conicei: z2 — 4xy +4y?> — x +y + 2 = 0, care este ecuatia unei
parabole.



CAPITOLUL 11

Cuadrice

1. Preliminarii
. - = . . . .
Fie (O; i, j, k) un reper cartezian in spatiu. Se numeste cuadricd multimea
punctelor M (z,y, z) din spatiu cu proprietatea

7

a117% + agey® + aszz® + 2a127y + 201372 + 2023y + 24147 + 2024y + 20342 + agq = 0,

unde a;; € R, i = 1,4, j = 1,4, j > 14, iar a11, a2, a33, a2, ai3, az3 nu sunt toti
nuli.

Prezentam acum, cuadricele uzuale si ecuatiile lor standard, in raport cu repere
carteziene convenabil alese.

Sfera. Ecuatia sferei cu centrul in punctul C(a,b,c) si de razd R, este

(x—a)’+ (y—b)>+(z—c)* = R%

o 22y 2
Elipsoidul 3 + =l + =i 1=0
2 2 2
Hiperboloidul cu o panza I A - 0
a b2 ¢
2 2 2
Hiperboloidul cu doua pdnze ryy +1=0
a b2 2
22y 2
Conul - + 2=
2?2
Paraboloidul eliptic — 4+ & =22
a2 B2
22 g2
Paraboloidul hiperbolic — -5 =22
a b
- o 2?2
Clilindrul eliptic o + i 1
. ) . 2 y?
Cilindrul hiperbolic peimi i 1
Cilindrul parabolic y? = 2px

Generatoare rectilininii la cuadrice. Urmatoarele doud familii de drepte

) b “la ) =A0y)
8(5-2)=a(1-7)

99
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unde « si 8 nu sunt simultan nuli si

(12) oy MG )= (-)

n(G-o) =20 )

unde A gi ¢ nu sunt simultan nuli, se afld pe hiperboloidul cu o panza. Aceste doua
familii de drepte se numesc generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu o péanza.
Prin fiecare punct al hiperboloidului cu o panza. trece o generatoare si numai una
din fiecare familie. Un rezultat similar este valabil si pentru paraboloidul hiperbolic.

In acest caz:
a(2+Y) =28
a

(1.3) Do 2 by ,
(5 -3)=o
unde « si f nu sunt simultan nuli si
(-
(].4) D)\# . xa y 5
I (f — f) =2\z
a b

unde A gi @ nu sunt simultan nuli.

Reducerea cuadricelor la forma canonica. Pentru orice cuadrica se poate deter-
mina un reper cartezian convenabil fata de care ecuatia

(15) f(m,y,z) =0,

unde f(z,y,z) = an1x? + a22y2 + as3z? + 2a122y + 2a1322 + 2a23yz + 20147+
+2a94Yy + 2a34z + a44, are o formd cdt mai simpld. La aceastd forma se poate
ajunge printr-o translatie si o rotatie adecvata a reperului cartezian.

Un punct C' se numeste centru de simetrie al cuadricei daca simetricul fatd de
C al oricarui punct M al cuadricei apartine cuadricei. Dintre cuadricele de mai
sus, elipsoidul, hiperboloizii gi conul au centru de simetrie gi se numesc cuadrice cu
centru, pe cand paraboloizii nu au centru de simetrie gi se numesc cuadrice fara
centru.

Pentru fiecare cuadricd de ecuatie (1.5), considerdm

a1 ai2 ais
0= a2 aze a3
a13 a2z a33

Dacd § # 0, cuadrica are centru de simetrie punctul C(zo, yo, 20), unde g, yo,
zp sunt solutii ale sistemului de ecuatii:

a11%o + a12yo + a1320 +a1ga =0
(1.6) a12To + a22yo + 2320 +azq =0 .
a13To + a23yo + azzzo +azs =0

In urma translatiei
/ / !
T=To+T,Y=Y +Y,z2=2+%2,
ecuatia conicei devine:

ana’ ? 4 asny’ ? + azz?’ ? + 20127y + 2a132"2 + 2a23y'2" + f(20, Y0, 20) = 0.
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Daca a12 = a13 = a3 = 0, ecuatia cuadricei este deja sub forma canonica. Daca
cel putin unul dintre coeficientii a1, a13, as3 este nenul, se efectueaza o rotatie
a reperului cartezian, folosind metoda valorilor si vectorilor proprii. Mai precis,

. 9 v IR —
se considerd forma pitratici ® : V3 — R, ®(V) = a112’ ? + agy’ 2 + a3z’ >+
— — = - . .
+2a122"y" + 2a132" 2 4 2a903y’72’, v =2’ i +y' j + 2 k. Se determind valorile
proprii A1, A2, A3 ale matricei acestei forme pétratice, precum gi vectorii proprii
. o . —_ = — . .

ortonormati corespunzatori: w, v, w. Fie B matricea de trecere de la baza

- = 7 — — — x : iahils

{i,7,k}labaza {w, v, w}. Dupd schimbarea de variabild

z’ X
y/ =C Y 5
z A

ecuatia conicei devine
MX? + XY ? + 032 + f (0,40, 20) = 0.

Aceastd ecuatie este ecuatia canonica a cuadricei.

Dacd § = 0, atunci sistemul (1.6) nu are solutie unica. In acest caz, pentru
reducerea ecuatiei la forma canonicd, se efectueaza mai intai o rotatie ca mai sus,
cu valori gi vectori proprii, urmata de o translatie adecvata.

Generarea suprafetelor
Suprafete riglate. O suprafatd se numeste riglatid daca poate fi generatd prin
misgcarea unei drepte care se sprijina pe o curba data.
o B — -, = . .
Suprafete cilindrice. Fie v =14 +m j +nk # 0 si curba C de ecuatii
F(z,y,2) =0
4o et 320

Se numeste suprafatd cilindricd suprafata generata prin migcarea unei drepte de
directie @', numitd generatoare, care se sprijind pe curba C, numita curbd directoare
a suprafetei.

Pentru a obtine ecuatia suprafetei cilindrice, se procedeaza dupa cum urmeaza.

O dreapti variabild de vector director o are ecuatiile

{ nr—lz=M\ A pER
ny —mz =
Aceste drepte trebuie si se sprijine pe curba C, deci sistemul de ecuatii

nr—1lz=2X\

ny —mz=p
F(z,y,2) =0
G(z,y,2) =0

trebuie s& fie compatibil. Eliminand x, y, z intre aceste ecuatii, se obtine conditia
de compatibilitate

(1.8) D(\, u) =0.
Ecuatia suprafetei cilindrice va fi

O (nx —lz,ny —mz) =0.
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Suprafete conice. Fie V(xo,yo,20) un punct fix si C curba de ecuatii (1.7).
Se numeste suprafatda conica suprafata generatd prin miscarea unei drepte, numita
generatoare, care trece prin punctul fix V, numit vdrf, si se sprijind pe curba C,
numitad curbd directoare.

Pentru a obtine ecuatia unei suprafete conice, presupunem céa ecuatiile genera-
toarei au forma

T—%o Y—Y _ Z— %0
A I 1

Aceastd dreapta trebuie sa se sprijine pe curba C, deci sistemul de ecuatii

T—Zo Y—Y 22— 20

A L 1
F,y,2) =0 ’
G(z,y,2) =0

trebuie sa fie compatibil. Eliminand x, y, z intre aceste ecuatii obtinem conditia
de compatibilitate (1.8). Ecuatia suprafetei conice va fi

T—ZTo Y—Yo
O(—7—) =0
Z— 20 Z— X2

Suprafete de rotatie. Se numeste suprafa{d de rotatie, suprafata generata
prin rotirea unei curbe C, de ecuatii (1.7), in jurul unei drepte fixe d, numitd azd
de rotatie.

Sa presupunem ca axa de rotatie d are ecuatiile

T—% _Y—Y _

l m n

zZ— 20

Cand curba C' se roteste in jurul dreptei d, orice punct M € C' descrie un cerc
(numit cerc generator sau paralel) care se afl§ intr-un plan perpendicular pe d si
are centrul pe dreapta d. Acest cerc generator este intersectia dintre o sferd de raza
variabild cu centrul pe d si un plan perpendicular pe d , deci are ecuatiile:

(@ —20)* + (y — 0)? + (2 — 20)* = X?
lx +my +nz = pu.

Cum cercul se sprijind pe curba C, rezultd ci sistemul de ecuatii
(@ —20)" + (¥ — o) + (2 — 20)” = N*
le+my+nz=p

F(z,y,2)=0
G(x,y,2) =0

trebuie sa fie compatibil. Eliminand x, y, z din cele trei ecuatii rezultd conditia de
compatibilitate

(N, 1) = 0.

Ecuatia suprafetei de rotatie va fi:

O((z —20)> + (y — 90)> + (2 — 20)* . lw + my +nz) = 0.



2. PROBLEME REZOLVATE 103

2. Probleme rezolvate

1. S4& se determine centrul si raza sferei de ecuatii:

a) 22 + 1% + 22 = 4;

b) 22 +y? + 22 —x + 2y = 0;

c) 22 +y?+22 -2z +4y—62—11=0.

Solutie. a) Deoarece ecuatia sferei se mai scrie sub forma (z—0)2+(y—0)?+(z—

0)2 = 4, rezulta ci sfera are centrul in origine si raza egald cu 2. b) Grupam termenii

1, 1
—x—(m—§) e

Similar, y?+2y = (y+1)2 — 1. In consecinti, ecuatia sferei se poate scrie sub forma

care contin variabila z si formdm un patrat perfect, adics 22

1 ) 1
(x — 5)2 +y+1)%+(2-0)?2= T deci sfera are centrul in punctul 0(57 —1,0) si

)
razar = 5 De remarcat cd sfera trece prin origine. ¢) Procedand analog, ecuatia
sferei se poate scrie sub forma (z — 1)% + (y + 2)% + (2 — 3)% = 25. Asadar, sfera
are centrul C(1,—2,3) si raza r = 5.

2. S4 se gaseasca centrul si raza cercului de ecuatii

24+y?+22+2-2y=0
z+y—2=0

1
Solutie. Ecuatia sferei se mai poate scrie sub forma (x+ 5)2 +y—1)2%+22 = T

1 5
deci sfera are centrul in punctul C (—57 1,0) si raza R = g Ecuatiile dreptei care
1
trece prin C(_§’ 1,0) si perpendiculard pe planul de ecuatie z +y — z = 0 sunt

1
x+§ =y —1 = —z sau sub forma parametrica x :t_§’ y=t+1l,z=—-t, teR.
Intersectand aceastd dreaptd cu planul, se obtine centrul cercului de intersectie

251
). Raza r a acestui cerc se obtine

362
din teorema lui Pitagora, r = v R2 — CC’ 2. Rezultd r = 75
3. Sa se arate ca planul de ecuatie x + 2y — 2z — 24 = 0 este tangent la sfera de
ecuatie 22 4 y? + 22 — 4z — 6y — 2z — 22 = 0. Si se giseascd coordonatele punctului
de tangenta.

dintre sferd gi plan, si anume punctul C’'(—

Solutie. Ecuatia sferei se mai poate scrie sub forma (z—2)2+(y—3)%+(2—1)? =

36, deci sfera are centrul in punctul C(2,3,1) si raza R = 6. Distanta de la centrul

|2+6—2— 24|
Jititd

este tangent la sferd. Vom determina punctul de tangentd. Din ecuatia planului,

avem = —2y + 2z + 24. Inlocuind in ecuatia sferei, obtinem ecuatia unei conice,

5y? — 8yz + 522 — 9dy + 86z + 458 — 0. Cumé:‘ > —4

sferei la planul dat este d = = 6, deci d = R. Prin urmare, planul

-4 5
o elipsa al carui centru satisface ecuatiile 5yg — 4z — 47 = 0, —4yo + 529 + 43 = 0,

‘ =9 > 0, conica este

A
deci yo = 7, z9p = —3. Deoarece 5= —4Tyo + 4320+ 458 = 0, elipsa degenereaza in

centrul sidu, C(7,—3). Din ecuatia planului, gisim x¢ = 4, deci punctul de tangenta
este T'(4,7,—3).
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4. Sa se arate ca planul de ecuatie 4x — 12y + 92 — 6 = 0 este tangent la

2 2 2
cuadrica de ecuatie — + vz + 1 = 0. Sa se gaseasca coordonatele punctului

9 1 4
de tangenta.

9 3 .
Solutie. Din ecuatia planului, avem = = 3y — EZ + ok Inlocuind in ecuatia

cuadricei, obtinem ecuatia unei conice, 32y? — 24yz + 522 + 16y — 12z + 20 = 0.
Cum § = _?; _152 = 16 > 0, conica este o elipsd al cdrui centru satisface
ecuatiile 32y — 1229 + 8 = 0, —12yg + 529 — 6 = 0, deci yg = 2, zg = 6. Deoarece
3 8yo — 620 + 20 = 0, elipsa degenereaza in centrul siu, C(2,6). Din ecuatia

planului, gdsim z¢o = —6, deci punctul de tangenta este T'(—6,2, 6).

5. Sa& se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului cu o panza
2 2 2
% + %6 — zz = 1, care trec prin punctul A (5,—4,2).

Solutie. Conform (1.1), ecuatiile generatoarelor rectilinii sunt
oo fEHTET )
i(5-3)=c(-7) |eG-2)=20+7)

Punand conditia ca o generatoare din prima familie sd treacd prin punctul A,
se ajunge la relatia 2a = 0. Prin urmare, @ = 0 si 8 # 0, Inlocuind in (2.1)
y+4=0
20 —bz=0 "
generatoare din a doua familie trece prin punctul A daci A = p # 0. In consecints,
4z + 5y + 10z = 20
4r — by — 102 =20 °

6. S&a se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

2 2
% — yz = z care sunt paralele cu planul 3z + 2y — 4z = 0.

Solutie. In acest caz vom folosi (1.3) si (1.4). Ecuatiile generatoarelor vor fi

(5eD)-0e [1Ge2) -

si
(5D =0 oG9

a = 0, ceea ce contrazice ipoteza ci « si § nu sunt nuli simultan). Similar A # 0.
- = -

si impartind la 5, se obtin ecuatiile generatoarei: { Similar, o

ecuatiile acestei generatoare vor fi {

. S& remarcdm c8d 8 # 0 (altfel ar rezulta

- pog ok B
Directia primei generatoare este vi = | @ 2o —48 | == 2871 + 575 +
g =26 0
3 .. . — 27— 277 -
af k. Similar, pentru a doua generatoare obtinem vy = —8A\* ¢ + +4\° j —4 \u k.

Aceste drepte sunt paralele cu planul dat dacd si numai dacd v; L7, vs L7, unde
T =37 +27 —4%. Rezulti o = 28, 8 # 0, A = u, pu # 0. inlocuind in
ecuatiile initiale si simplificAind corespunzator, rezulta ca generatoarele cdutate au
ecua;iﬂe{ r4+2y—22=0 . { r+2-4=0

x—2y—8=0 z—2y—42=0

7. Si se reducd la forma canonicd cuadrica 522 + Ty? + 522 + 2zy + 222 +
2yz — 6y + 4z + 1 = 0. S& se precizeze natura acestei cuadrice.
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5 1 1
1 7 1
1 1 5

Coordonatele centrului se obtin rezolvand sistemul

Solutie. In acest caz, 6 = # 0, deci cuadrica este cu centru.

dbxr+y+2z=0
r+T7y+2—3=0
T+y+52+2=0

1 1 1 1
Obtinem C(0, 2 —5) Dup4 translatia z = 2/, y = 5 +y,z= ~5 +2', ecuatia
cuadricei devine

3
52/ 2 4+ Ty 2 + 52/ 2 4 22"y + 22" + 22 — 3= 0.

Valorile proprii ale matricei A = sunt Ay = 4, Aoa = 5, A3 =

= = ot
= -~
U = =

I N R

), matricea de trecere de la baza canonicd la aceastd baza fiind

= 8, iar vectorii proprii ortonormati corespunzatori ( ),
( 2 1
6" V6 V6

4-

Sl= sl &l
S-Sl &l-

x! X
Dupéi schimbarea de variabild | 7/ =C | Y |, ecuatia cuadricei devine
Z Z
3 X2 vy? z?
2 2 2 T T S
4X° 4+ 5Y —|—8Z—§—Osau 3 —|-3+3 1=0.
8 10 16

Asadar cuadrica este un elipsoid.

8. Aceeasi problem# pentru cuadrica 2y? + 4xy — 8zz — 4yz + 6x — 5 = 0.

0o 2 —4
Solutie. In acest caz, § = 2 2 —2 | = 0. Valorile proprii ale matricei
-4 -2 0
0 2 —4
A= 2 2 =2 sunt \; = 0, Ay = 6, A3 = —4, iar vectorii proprii orto-
-4 -2 0
. o . -1 2 1 1 1 -1 1 1 5
normati corespunzatori sunt (\/6, 75 \/6)’ ( = 5 \/ﬁ)’ (\/5’0’ \/5) Dupa
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11
V6 V3
x x
schimbarea de variabild | y =Cl|l 4y |, C = 2z 1 o |,
z z V6 V3
111
V6 V3 V2
ecuatia cuadricei devine 6y’ 2 — 42’2 — /62’ + 23y + 3v22 — 5 = 0, care se

V3

mai poate scrie sub forma 6(y" + ?)2 —4(7

3 V3 3v2

5 3

X=2-—,Y=9y'+—,7Z =2 —-——, obtinem ecuatia canonici a cuadricei:
v VTG s o !

6Y?2 — 422 —/6X = 0. Cuadrica este un paraboloid hiperbolic.

3v2 35
_ %)2 — 6z — 5 0. Notand

9. S4 se scrie ecuatia cilindrului a carui curba directoare este curba de ecuatii

2,2 _
{ i n yy 4 i 0 generatoarele fiind perpendiculare pe planul curbei directoare.
Solutie. Generatoarele fiind perpendiculare pe planul curbei, vor avea directia
i . T—z=A
v = i + j + k. Ecuatiile generatoarelor sunt y—z=p Aceste generatoare
T—2z=2A
se sprijind pe curba directoare daca si numai daca sistemul ny : z;_ﬂ . este
r+y+2=0

compatibil. Eliminand z, y, z intre cele patru relatii, se obtine conditia (2\ —
)% — (2 — N2 +3(\ + p) = 0, care este echivalentd cu A\* — 2 + A + p = 0.
Asadar, ®(\, 1) = A — 2 + A + p. In consecinti, ecuatia suprafetei cilindrice va fi
2?2 —y? 222+ 2yz+ax+y—22=0.

10. S se scrie ecuatia suprafetei cilindrice circumscrise sferei de ecuatie x2 +
y? + 22 = 1, ale cérei generatoare sunt paralele cu dreapta de ecuatii z = y = 2.
rT—y=A
y—z=p
toarele nu se sprijind pe o curbé directoare, ci sunt circumscrise unei sfere, deci
intersecteazi sfera intr-un singur punct. Inlocuind z =y + X\, z =y — u in ecuatia
sferei, rezultd c& ecuatia (y + A\)? + y? + (y — u)?> = 1 trebuie si aibd o singura
solutie, deci discriminantul sdu trebuie sa fie nul. Se obtine astfel conditia de com-
patibilitate ®(X, p1) = 2\* + 2u2 + 2\ — 3 = 0. In consecinti, ecuatia suprafetei
este 2(x% +y? + 22 — a2y — 22 —y2) —3 =0.

Solutie. FEcuatiile generatoarelor sunt { In acest caz, genera-

11. S& se gaseasca ecuatiile proiectiei ortogonale a curbei de ecuatii
{ 202 +y? —22=0

rT4+z—4=0 pe planul zOy.

Solutie. Determindm ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu
axa Oz, a cdrei curba directoare este curba data. FEcuatiile generatoarelor sunt
x = A, y = p. Procedand ca mai sus, ecuatia suprafetei cilindrice este 222 + y? —
2(4—x) = 0. In consecinti, proiectia curbei date pe planul 2Oy are ecuatiile

202 +y? —2(4—2) =0
{ z=0 ’
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12. Sa se scrie ecuatia conului cu varful in origine, de curba directoare de
ecuatii 22 + 32 =1, z = 1.

x z
Solutie. Ecuatiile generatoarelor sunt Y= 1 Cum aceste generatoare

¥
2 K %
se sprijind pe curba directoare, rezultd cd A\° + p? = 1. In consecinti, ecuatia

suprafetei conice este z2 + y2 = 22

13. Sa se scrie ecuatia suprafetei care se obtine prin rotirea dreptei de ecuatii
x4+ 2z =2,y =0 1in jurul dreptei de ecuatiiz —2=0,y —2=0.

Solutie. Axa de rotatie trece prin punctul (2,2,0) si are ca vector director

— _ 7703 sy . 2 2, .2 2
v = k. In consecintd, un cerc generator are ecuatiile (z — 2)"+ (y —2)? + 2% = \7,

z = u. Deoarece acest cerc se sprijind pe dreapta de ecuatii o + 2z = 2, y =
0, rezultd c& 2u2 — A? +4 = 0. Prin urmare, ecuatia suprafetei de rotatie este
z—2° +(y—2)2 —22 =4

3. Probleme propuse

1. Sa se scrie ecuatia sferei care:

a) trece prin punctul A (2, —1,—3) si are centrul C (3, -2, 1);

b) are ca diametru segmentul [AB], A (1,2,3), B(1,—4,3);

c) are centrul C (3, —5, —2) si este tangentd planului 2z — y — 3z + 11 = 0;

d) trece prin punctele M (3,1,-3), N (—=2,4,1), P(—5,0,0) si are centrul in
planul 2z +y — 2+ 3 = 0.

2. S4i se gdseasca centrul si raza sferei circumscrise tetraedrului ABC' D, unde
A(1,-2,-1), B(=5,10,-1), C (4,1,11), D (-8,—-2,2).

g . . . T -1 z+2
3. S4 se scrie ecuatia sferei cu centrul pe dreapta 1 S - , care

-1 1
trece prin punctul A4 (0,2, —1) si de razi /5.

4. Si se scrie ecuatia sferei cu centrul in punctul A (4,5, —2), stiind c& sfera
22 +y? + 2% — 4z — 12y + 36 = 0 este tangents interioars la sfera cdutats.

5. S& se determine centrul si raza cercurilor de ecuatii:
0 { (=3 +(+2° + (=~ 1)° =100

20 —2y—2z+9=0 ’
b){ 24y’ 422 -4 —62—14=0

r+y—2=0 k
C){x2+y2+222m+2y+4z590

18z — 22y +52—-30=10 '

6. S4 se scrie ecuatiile planelor tangente la sfera de ecuatie x2 +y? + 22 — 8z —
4z — 205 = 0, care sunt paralele cu planul de ecuatie 10x — 11y + 2z = 0.

2 2 2

7. S& se determine curbele de intersectie ale elipsoidului % + % + ZZ —-1=0

cu planele de coordonate.

8. S4i se arate ca urmdtoarele plane intersecteaza cuadricele corespunzatoare,
dupd nigte conice. Sa se precizeze dupa caz semiaxele, varfurile sau parametrul

parabolei.
fL’2 y2 22 $2 y2 22
—o T Y 2 10 b 1=0 2 Y 2 _q.
r=% Tty 0; b)z41=0 55 - g+5 =1
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2?2
8

c)y+6=0;€ = 6z.

—4 6 2
9. S4 se precizeze pozitia dreptei de ecuatii a: 5 = Y +3 —_—— +2 fatd de
2 2 2
elipsoidul % —21— % —2|— ZZ -1 2: 0. ?ceea@i problemé pentru dreapta g = % =
bol — 4+ = =2z, — — = =2z
paraboloizil 1 + 9 z, 1 9 z

10. Pentru ce valori ale lui m, planul de ecuatie 2z — y — 22 + m = 0, este

2 2
tangent la paraboloidul eliptic de ecuatie % + yZ = 227 S& se determine punctul

z .
— i
1 §

de tangenta.

11. Si se determine ecuatiile generatoarelor rectilinii ale suprafetei 422 —9y? =
= 362 care trec prin punctul A (3,0, 1); si se calculeze unghiul dintre ele.

2 .2 2

12. Aceeasi problemd pentru suprafata %4—%—% = lgipunctul A (3,-2,4).

13. Si se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale suprafetei 2% — 4y? = 162
care sunt paralele cu planul 3z + 2y — 4z = 0.

2 2 2

14. Aceeagi problema pentru suprafata % + % — % = 1 si planul 6x + 4y+
+3z—-17=0.
y? 22
15. Si se determine generatoarele cuadricei z2 — 7 + 9 1 = 0 continute

in planul 6z + 3y — 2z 4+ 6 = 0.

16. Si se reduca la forma canonica si sé se precizeze natura cuadricelor:
a) bx? + 6y% + 722 — 4oy + 4yz — 10z + 8y + 142 — 6 = 0;

b) 222 + 5y? + 1122 — 202y + 4wz + 16yz — 242 — 6y — 62 — 180 = 0;

c) y? — 2% + day — 4oz — 62 + 4y + 22 + 8 = 0;

d) y2 +2v3yz — 22 —da + 2 = 0;

e) arz + byz — abx = 0, a® + b% > 0.

17. Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice avand generatoarele paralele cu
dreapta x = y = z si care se sprijind pe curba de ecuatii = = y?, z = 0.

18. Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice ale carei generatoare sunt paralele
cu dreapta x +y + 2 = 0, z + 2y + 3z = 0 si care are curba directoare de ecuatii
224+ 9y +22-2=0,y=0.

19. S se scrie ecuatia cilindrului care are ca directoare curba de ecuatii y?+
+22 = z, x = 2z, stiind cd generatoarele sunt perpendiculare pe planul curbei
directoare.

20. S4 se scrie ecuatia suprafetei cilindrice cu generatoarele paralele cu dreapta
x =y = z gi tangentd sferei de ecuatie (z — 3)2 +424+22-1=0.

2 22

21. Curba de ecuatii o T3~ Yy se proiecteazid ortogonal pe
3r—3y+424+2=0
planul zOz. S& se precizeze natura si centrul proiectiei.
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22. Sa& se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful in origine si avind curba
directoare de ecuatii 2 + y2 + 22 =4, 22 —y? = 1.

23. S4a se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful V' dat de intersectia planelor
de ecuatii z+32—-10=0,y —2 =0, z — 2 + 2 = 0 si care are curba directoare de
ecuatii 22 + 22 — 22 =0, y = 0.

24. S8 se scrie ecuatia conului cu varful V (3,0,—1), ale cirui generatoare

22 2 22
sunt tangente elipsoidului 3 + el + 3 1=0.

25. 54 se giseasca locul geometric al tangentelor duse din origine la sfera de
ccuatie (z — 5)° + (y +1)2 + 2% = 16.
5 , ) ) . . e T
26. Sa se scrie ecuatia suprafetelor generate prin rotirea hiperbolei prini i
1 =0, z =0 in planul axei Ox respectiv Oy.

27. Si se scrie ecuatia suprafetei generats prin rotirea curbei de ecuatii x2+

x z

+y2 — 22 —1=0, 2z —y = 0 in jurul dreptei de ecuatii 1= % =3
28. Sfera de ecuatie 22 + 3% + 22 — 2y = 0 este luminata de un fascicul de raze
paralel cu dreapta = y = z. Sa se gaseasca forma umbrei aruncate de sfera pe

planul zOy.

4. Indicatii si raspunsuri

1. a) 22 +y?+22—6x+4y—22—4=0. b) 22 +9y? +22—22+2y—62+2 = 0. )
224y +22—62+10y+42—18 = 0. d) Fie C(u, v, 2u+v+3) centrul sferei. Din CM =
CN =CP,rezultd u =1,v = —2. 224+ y?> +2%2 -2z +4y —62—35 = 0. 2. Punand
conditia ca sfera z2 + y2 + 22 + mx + ny + pz + ¢ = 0 si treacd prin cele 4 puncte,
ajungem la relatiile: m—2n—p+q = —6, —=5m+10n—p+q = —126, 4dm+n+1lp+q =
—138, —=8m —2n+2p+qg = —72. Rezolvand, obtinem m =4, n = -8, p = —10, ¢ =
—36, deci ecuatia sferei ciutate este 22 +y2+22+42—8y—102—36 = 0. C(—2,4,5),
R =9. 3. Sfera are centrul C(t, —t+1,t—2). Din AC = /5, avem t = £1. Se obtin
doud sfere de ecuatii 22 +y? 422 —22+22-3 =0, 22 +y? + 22+ 20— 4y +62+9 = 0.
4. Centrul sferei interioare este C(2,6,0), iar raza r = 2. Raza sferei ciutate este
R =1+ AC = 5. Sfera ciutatd are ecuatia x? + y? + 2% — 8z — 10y + 4z +20 = 0.
5. a) C(—%, g, %), r = 5V3. b) Cercul trece prin centrul sferei. C(2,0,3),
r=R =33 ¢) C(l,-1,-2), r = R = 8. 6. Un plan paralel cu planul dat
are ecuatia 10z — 11y + 22 + D = 0. Se pune conditia ca distanta de la centrul
sferei la acest plan sa fie 15. 10x — 11y + 22 + 189 = 0, 10z — 11y + 2z — 261 = 0.

22 g 2 52
7. NzOy: elipsa { 16 + 12 1=0 ; NzOz: elipsa ¢ 16 + Vi 1=0 : NyOz:

z=0 y=20

2 2 2 2
Y Z _ Yy Z _
elipsa ¢ 19 + 4 1=0 g, a) 9 "3 1=0 , elipsi de semiaxe 3, v/3;
z=0 r=2
z2 P 2 _

b)< 16 9 1=0 , hiperbol# de semiaxe 4, 3; { 227 =60z —45 , parabol

Z41=0 y+6=0
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3
cu varful V' (0, —6, Z)’ p =15. 9. secantd, A(2,-3,0), B(0,0,2); secantd, A(2,3,1),
0(0,0,0); tangentd, O(0,0,0). 10. Planul intersecteazi cuadrica dupd elipsa de
ecuatie 4x? + 3y? — 24x + 12y — 12m = 0. Aceasta elipsid degenereaza in centrul
siu, (3,-2), dacd A = 0, deci cand m = —4. Planul de ecuatie 2z — y — 2z —
B N 20+ 3y —62=0
4 = 0 este tangent la cuadricd in punctul (3,-2,2). 11. { % -3y —6=0
20 4+3y—6=0 arccosg 12 y+2=0 dr+6y+32—12=0
20 —3y—62=0" 17" 7 dr —32=0" | 4o —6y—32—-12=0"
8 r+2y—22=0 r+2y—4=0 204+ 2=0
arccos—B\/g. 13. { -2 —8=0 { -2 —dz=0 14. y—3=0 "
6x +4y+32—12=0 6 +4y+32+12=0 20 +2=0
6r—4y—32—12=0 ") 6z —4y—3z+12=0"] y+3=0

20 4+y =0 6r+3y—22+6=0 ) ) - B

1 1 1
x:1+§(2X+2Y—Z),y:§(2X—Y—|—2Z),z:—1+§(—X+2Y—|—2Z).

1
Cuadrica este un elipsoid. b) —X2? +Y? +272 —20 =0, z = §(2X +2Y - 7),

1 1
Y= 71+§(2X7Y+2Z), z = 1+§(7X+2Y+2Z). Cuadrica este un hiperboloid

1 1
cu o panzi. ¢) Y2 —Z%2 —2X =0,z = g(a?’ +2y +22),y= 5(_236/ + 2y — 2'),

1 3 1 2
z = 5(72:5’ -y +2, X =2 — 2 Y =y — 3 Z =z + 3 Cuadrica este un
paraboloid hiperbolic. d) Y? — 72 —2X =0, X =2’ +1,Y =9, Z =2, 2 = 2/,
1 1
Y= 5(\/§y'+z’), z= §(y’—\/§z’). Cuadrica este un paraboloid hiperbolic. e) Y2 —

S S U S W AR S S SRV
a?+02" T T2 \/iy V2 2’y_\/a2+b2 2\52/
b, r,., a“b a“b
—2), 2= —=0W+),X=2Y=¢y - — — 7= — ——7—.
s /g ) Y Al ) NS

Cuadrica este un paraboloid hiperbolic. 17. y? —2yz + 22 —x + 2z = 0. 18.
222 + 9y + 222 + 22y +2yz — 4 = 0. 19. 422 + 25y + 22 + 422 — 202 — 10z = 0. 20.
222 +2y% 4222 —22y—212—2yz—122+6y+62+15 = 0. 21. 322—222—62—8y—4 = 0,
y = 0. Proiectia curbei pe planul Oz este o hiperbold cu centrul in punctul
(1,0,-2). 22. 322 —5y? — 22 = 0. 23. V(1,2,3). (z—1)2+2(y —2)? + (2 —
3)2=3(y—2)(2—3)=0. 24. 4(z —3)2 =15y —6(2 +1)? = 12(z — 3)(z + 1) = 0.
25. 1522 — 9y% — 1022 — 102y = 0. 26. Oz: b22? — a?y? — a?2% — a?b? = 0, Oy:
b a2 —a?y? +b222 —a?b? = 0. 27. 18(x+2y+32)% (22 +y*+2%—1) = [(z+2y+32)%+
222 +29% + 222 — 7)2. 28. Ecuatia cilindrului cu generatoarele paralele cu dreapta
dat#, circumscris sferei, este 222 +2y? + 222 — 2zy —2x2 —2yz + 22+ 2y —42z—1 = 0.
Forma umbrei este interiorul curbei de intersectie a acestui cilindru cu planul z = 0,
adics 222 4 2y? — 22y + 22 +2y — 1 = 0, z = 0. Prin urmare, umbra are forma unei
elipse cu semiaxele v/3 si 1.
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