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Prefata

Lucrarea se adreseaza studentilor din anul intai din
universitdtile tehnice si are la baza experienta de peste 20 de ani a
autorului in predarea cursului de Analizd Matematica la Facultatea
de Constructii Civile si Industriale din Universitatea Tehnicad de
Constructii Bucuresti. Materialul prezentat corespunde programei
analitice din semestrul intdi §i este impartit in patru capitole.: Siruri si
serii de numere reale, Siruri si serii de functii reale, Spatii metrice.
Spatii normate si Spatii Hilbert, Calculul diferential al functiilor de
mai multe variabile.

In vasta ofertd de cursuri de Analizi Matematica de pe piata
cartii din tara noastrd, diferenta este data de mdsura in care se
pastreaza un echilibru rezonabil intre rigoare §i accesibilitate. Acesta
a fost criteriul de baza in scrierea acestui curs si speram cd, mdcar
partial, am reusit acest lucru.

Bucuresti,
februarie 2002
G. Paltineanu
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1 Siruri si serii de numere reale
]

1.1. Numere reale

In cele ce urmeaza vom nota cu [l multimea numerelor naturale, adica
multimea

{0,1,2,...,m,...} sicu 0" =0 \{0}

Pe multimea numerelor naturale sunt definite doud operatii: adunarea (notata
cu +) si inmultirea (notata cu -).

Deoarece elementele din [ nu sunt simetrizabile nici fatd de adunare, nici
fata de Inmultire, operatiile de scadere si Impartire nu sunt posibile in N. (N nu are
structurd de grup nici fatd de adunare, nici fata de inmultire).

Pentru a face posibila operatia de scadere, la multimea numerelor naturale se
adauga multimea numerelor negative si se obtine astfel multimea numerelor intregi

0 :{...,—n,...,—2,—1,0,1,2,...,11,...}

(D ,+,-) este inel comutativ. Urmitoarea extensie a numerelor este multimea

numerelor rationale [] , adicd multimea numerelor de forma p/q ,undep, g € [J,
g # 0, p si ¢ prime intre ele. In [ sunt definite cele patru operatii aritmetice:
adunarea, scaderea, inmultirea si Tmpartirea (cu exceptia impartirii la zero). Din
punct de vedere algebric (D ,+,-) este corp comutativ.

Inci din antichitate s-a observat ci multimea numerelor rationale nu este
suficient de bogata pentru a servi la exprimarea masurii oricarei marimi din natura.
Constructii geometrice foarte simple se conduc la marimi a cdror masurd nu se
poate exprima cu ajutorul numerelor rationale. Cel mai simplu exemplu este
diagonala unui patrat de laturd 1. Intr-adeviar, conform teoremei lui Pitagora,
patratul lungimii acestei diagonale este 2 si este binecunoscut faptul ca nu exista
nici un numar rational al carui patrat sa fie egal cu 2. Este deci necesar sd addugam
la multimea numerelor rationale si numere de altd natura, pe care le numim numere
irationale si obtinem multimea numerelor reale Y.

Dacé primele extensii ale multimii numerelor naturale N si anume [] si [, au
fost determinate de necesitati algebrice, extensia de la[] la Y este determinata de
necesitati topologice (de convergentda). Multimea numerelor rationale sufera de o

anumitd "incompletitudine", deoarece, in aceastd multime exista giruri monotone si



1. Siruri si serii de numere reale 11

marginite care nu au limitd (in [J). Vezi de exemplu sirul a5=1; a =14;

a, =1,41; a3=1,414; ... a carui limitd este «/EeED . Prin crearea multimii
numerelor reale se inlatura acest "defect".

In Y, orice sir monoton si marginit are o limitdi. Nu ne propunem si
prezentdm aici constructia numerelor reale. O sd spunem numai cd se poate
construi o multime Y care contine corpul numerelor rationale [J, pe care sunt
definite doua operatii, adunarea (notatd cu +) si Inmultirea (notata cu -) si o relatie
de ordine (notatd <) astfel incat ([I ,+,-,S) este corp comutativ total ordonat, care
satisface 1n plus urmatoarele proprietati:

(P.A.) (Axioma lui Arhimede)

Pentru orice x € Y siorice y € Y, y > 0 existd n € N astfel incat ny > x.
(PC) (Axioma lui Cantor)

Daca {an} si {bn} sunt doua siruri de numere rationale care au urmatoarele
proprietati:
1) gy <ay<...<a,...<b

2) lim (b,—a,)=0"

n— ®©

) <. $hy <hy

atunci existd ¢ € Y (unic) astfel incat a, <c<b,,V n e N.

Prin urmare, din punct de vedere algebric, Y este grup abelian fatd de
adunare, avand elementul neutru 0, iar Y \ {0} este grup abelian fatd de inmultire,
avand elementul neutru 1. In plus are loc proprietatea de distributivitate:

x(y+z)=xy+xz, vV x,y,zell .

Relatia de ordin "<" este totala, adica pentru orice x, y € Y avem saux < y
sau y < x si compatibila cu structura algebrica:

X<y si x"<y" atunci x'+x"<y'+ )"

x<y st a=0 atunci ox < ay

Din faptul ca Y este corp comutativ total ordonat rezulta toate regulile de
calcul cu numere reale.

Observatia 1.1.1. Axioma lui Arhimede este echivalentd cu urmatoarea
proprietate:

V xeY, 3 [x]el astfelincat [x] <x<[x]+1
([x] se numeste partea intreaga a lui x).

Intr-adevar, daca x € [, atunci [x] =x. Dacd x € Y\ si x > 0, atunci
considerand in axioma lui Arhimede y = 1, rezulta cé existda n € N astfel incat
x < n. Fie n, cel mai mic numdr natural mai mare ca x si fie [x] = n, — 1. Se
verifica imediat ca:

[x] <x<[x]+1.

Vv e>0,3 ngeD* astfel incat b, —a, <e,V nzn,.
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Daca x € Y\[J, x <0, atunci [x] =—[-x] - 1.
b

} +1, atunci
y

Reciproc, fie x €lJ | si y > 0. Dacd notdim cu n ={
X
ny>—y=x.

Propozitia 1.1.1. Pentru orice x, y € Y in situatia x <y exista r € U astfel
incdt
xX<r<y.

Demonstratie

1 . 1 .
Cazul 1: x = 0 <y. Deoarece —— 0, existd ng €[l * astfel incat — < ysi
n no

1
alegem r= —.
"o

1
Cazul 2: 0 <x < y. Fie a =E(y—x)>0 si fie r;ell cu proprietatea
O<n<a.

X

Daca notam cu r=r, u }+ IJ , atunci r € J si avem

r

rSrI[£+1j=x+rl<x+%(y—x)=%(x+y)<)ﬁ
"

Pe de alta parte r>r1-1:x. Asadar, r e J si x<r<y.
7
1
Cazul 3: x <0 <y. Alegem r=0.
Cazul 4: x <y < 0. Atunci 3 r ell astfel incat —x > 7> —y. Alegem

r=—r.

Definitia 1.1.1. O multime A se numeste numarabild daca existd o aplicatie
bijectiva f:[ = A. Daca notam cu a, = f(n), V n € N, rezultd ca o multime

este numarabild daca elementele sale pot fi puse sub forma unui gir
A= {al,az,...,an,...}

Se observa usor ca o reuniune finitd de multimi numarabile este de asemenea
o multime numdrabila.

Propozitia 1.1.2. Multimea numerelor rationale este numarabila.

Demonstratie
Elementele multimii [J | pot fi puse sub forma urmatorului tablou:



1. Siruri si serii de numere reale 13

1.2 3__ .4
1 1 1 1
1/2/3/4
2 2 2 2
1V2/3 4
5/? 3 3
1 2 3 4
Zl 4 4 4

Urmand sdgetile, se observa cd elementele multimii [J | se pot pune sub

1211234
D+: T T 9 9 5 9T geesescescncs N
1123211

de unde rezultd ca [ | este numdrabila. In mod analog [J _ este numarabild. Cum

forma unui gir

0=0, uo _u {O} rezultd ca multimea numerelor rationale este numarabila.

Propozitia 1.1.3. Multimea [0,1] = {x elJ:0<x< 1} nu este numarabila.

Demonstratie
Presupunem prin absurd cd multimea [0, 1] este numarabila, deci ca

I=[0,1]={x1,x2,...,xn, ...... }

Impartim intervalul 7 in trei intervale inchise egale. Existd cel putin un
subinterval (dintre acestea) care nu-l contine pe x;. Notdm cu /; acest interval.
Impartim acum intervalul /; in trei parti egale. Existd cel putin un interval I, care
nu-l contine pe x,. Procedand in continuare in acest mod obtinem un sir de

intervale Inchise
Iy,o1,>...o1,> ... cuproprietateacd x, &/, .

< N . . . 1
Pe de alta parte observam ca lungimea intervalului 7, este —-
3

Daca notdm cu a,,, respectiv b, , extremitatile intervalului /,,, obtinem doua

siruri de numere rationale {an} , {bn} care indeplinesc conditiile din axioma lui

a0
Cantor. Rezulta cd existd y € Y astfel incat y e ﬂ I,c1.

n=1
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Pe de alta parte este evident cd y # x,, pentru orice n, deci y ¢ 1. Am ajuns

astfel la o contradictie.

Corolarul 1. Pentru orice a,bell, a<b multimea [a,b] =
= {x ell; asx< b} nu este numarabila.
Intr-adevir, multimile [a,b]si [0,1] pot fi puse In corespondentd bijectiva
prin functia f :[0,1]—) [a,b] definita astfel:
f(x):a+(b—a)x

Corolarul 2. Pentru orice a,bell, a<b exista cel putin un numar
irational z astfel incdt a <z < b.

Demonstratie

Multimea numerelor rationale care apartine intervalului (a,b) este
numadrabild, in timp ce multimea (a,b) este nenumarabilda. Daca (a,b) ar fi
numdrabild atunci [a,b]=(a,b)U{a,b} ar fi numirabila, ceea ce este absurd.
Rezulta ci exista z (a,b) \O .

Din Propozitia 1.1.1 si 1.1.3 rezultd ca intre doud numere reale se afla o
infinitate de numere rationale si o infinitate de numere irationale.

Propozitia 1.1.4. Daca {xn}, { yn} sunt doud gsiruri de numere reale cu

proprietatile:
1) ) <xp <., 2.5y, <. <y <y

2) lim (yn—xn)=0,
n—»

atunci exista z € Y (unic) astfel incat x, <z<y,, V nel .

Demonstratie
Din Propozitia 1.1 rezultd ca pentru orice n € N existd a, €l si b, €ll

astfel incat

1 1
xn——n<an<xn3yn<bn<yn+—n. (1.1)
2
Observam ca sirul {an} poate fi ales crescator, iar sirul {bn} poate fi ales

descrescitor. Intr-adevir, fie a),a, e[ astfel incat

1 . 1 _
X—=—<aq<x s XZ——2<[12<X2.
2 2
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Dacd notdm cu ap =max(ay,a,) si tinem seama cd x; <x,, rezultd
1 . 5 . . . .
Xy ——2< a, <x,. Evident a, 2a,. In continuare se poate ardta prin inductie
2
completa ca sirul {an} este crescator. Analog se poate arata ca {bn} poate fi ales

descrescator.

Deoarece 0<b, —a, <(y, —x,)+ rezultd ca lim (b

n—o

F, n—an)=0.Din

axioma Cantor rezultd ca existd z € Y, unic, astfel incat a, <z<b,, V n. Cum

{xn} este crescator avem:

xn —2n+k3xn+k—2n—+kﬁan+k SZ, VkED (12)

< . 1 < S
In continuare avem x, —z<——, V kell, de unde rezulta x, —z<0 si deci
2

x, <z, ¥V n.Inmod asemanator se aratdcd z<y,, V n.

Observatia 1.1.2. O multime de numere reale 4 se numeste majorata
(minoratd) daca exista b € Y astfel incat x < b(x > b) ,V x e A.

Numadrul b se numeste majorant (minorant). Este evident ca dacd 4 admite
un majorant (minorant) atunci admite o infinitate de majoranti (minoranti). O
multime se numeste marginita daca este majorata si minorata.

Se numeste marginea superioard (inferioard) a multimii 4 cel mai mic
majorant (cel mai mare minorant) al multimii 4.

Marginea superioara a multimii 4 se noteazd cu supA, iar marginea
inferioard cu infA.

Teorema 1.1.1. Orice multime de numere reale majorata (minorata) are
margine superioara (inferioara).

Demonstratie
Vom demonstra existenta marginii superioare. Dacd multimea A4 e finita,

adica 4= {al,az,...,ap} , atunci evident sup 4 = max{al,az,...,ap} .
Fie A majorata si infinita si fie a, b e [J astfel incat b este majorant pentru A4,

iar a nu este majorant pentru 4. Fie ¢ mijlocul intervalului [a, b].
Daca c este majorant pentru 4, notam cu [al,bl] intervalul [a,c], 1ar daca ¢

nu este majorant pentru 4 notdim cu [ay,by| intervalul [c,b]. Fie ¢, mijlocul

intervalului [a;,b;]. Procedand ca mai inainte, notim cu [a,,b,] intervalul
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[a1,¢;] dacd ¢, este majorant pentru A, respectiv intervalul [c,,b; ], dacd ¢, nu

este majorant pentru 4 si agsa mai departe.
Se obtin astfel doud siruri de numere rationale {an} , {bn} cu urmatoarele

proprietati:
2) lim (b, -a,)=lim 2=% ¢
n—»00 n—owo "

3) pentru orice n €[] i , b, este majorant, iar a,, nu este majorant al multimii 4.
Din axioma lui Cantor rezultd cd exista M el astfel, a,<M <b,,
V n e N. Observam ci M = supA. Intr-adevir, M este majorant pentru A4, pentru ci

in caz contrar, existd x € A astfel incat M < x. Deoarece 1lim (bn -a, ) = 0, exista
n—>o0

* .
ny €l cu proprietatea b”o —dy, < x—-M.

In continuare avem b, < x+(an0 -M ) <x, ceea ce contrazice faptul ca

b"o este majorant pentru 4. Aratam acum cd M este cel mai mic majorant al
multimii 4. Sa presupunem prin absurd ca existd M' < M, M' majorant pentru 4. Fie

n ell * astfel incat by, —a, <M —M'". Mai departe avem:
@y > M+ (by =M )2 M’
de unde rezulta ca a,, este majorant pentru 4. Am ajuns astfel la o contradictie. in

concluzie, M este cel mai mic majorant al multimii 4, deci marginea superioard a
multimii 4. Demonstratia existentei marginii inferioare este analoga.

Observatia 1.1.3. M € Y este marginea superioard a multimii 4 dacd si
numai daca

1) x<M,VxeAd

2) Ve>0, 3 x, € 4 astfel incat M —e<x,.

Intr-adevar, dacd M = sup4, atunci M este majorant pentru 4, de unde
rezultd 1). Deoarece M este cel mai mic majorant al multimii 4, rezultd ca
V € >0, M — € nu este majorant pentru 4, deci 3 x, >M —¢. Fieacum M € Y cu
proprietatile 1) si 2). Din 1) rezulta cd M este majorant pentru 4. Fie M'<M si fie
e=M —M'>0.Din 2) rezultd ca existd x, € A astfel incat x, >M —e=M". Prin
urmare M’ nu este majorant pentru 4 si deci M = sup4.
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1.2. Siruri de numere reale (complemente)

Reamintim cd un sir de numere reale {an} se numeste convergent (are
limita finitd) daca existd / € Y astfel incat V. € >0, 3 un rang n_ €[] astfel incat

V nzng avem |an—l|<s .

Definitia 1.2.1. Fie {a,} un sir de numere reale si ky <ky <...<k, <... un
sir strict crescator de numere naturale. Sirul {akn} se numeste subgsir al sirului

{an}. In particular sirul initial {an} poate fi privit ca un subsir al sau (cazul
k,=n).
Daca sirul {an} este convergent si are limita /, atunci orice subsir al sau este

convergent si are limita /. (Afirmatia rezultd imediat din Observatia n <k, ).

Lema 1.2.1. (Cesaro). Orice sir marginit de numere reale contine un subsir
convergent.

Demonstratie
Fie {x,} un sir de numere reale marginit. Atunci existd a,b el astfel incat

a<x,<b, V n e N. Fie ¢ mijlocul intervalului [a, b]. Cel putin unul din
intervalele [a, c], [c, b] contine o infinitate de termeni ai sirului {xn} .

Presupunem ca [a, c] are aceastd proprietate. Atunci notdm a; =a §i by =c.
Fie ¢; mijlocul intervalului [a;,b;]. Cel putin unul din intervalele [ay,¢; ], [c}.b ]
contine o infinitate de termeni ai sirului {x,}. S& presupunem ci [c|,b;] are
aceastd proprietate. Atunci notdm a, = ¢, b, = b; si asa mai departe. Se obtin astfel
doua siruri de numere rationale {an} , {bn} cu proprietatile:

1) ay<ay<...<a,<...<b,<...<by<h

2) lim (B, —a,)= lim 2=% =

n—»0 n—ow 27

0.

3) V n e N, intervalul [a,,b, ] contine o infinitate de termeni ai sirului {x,, } .
Din axioma lui Cantor rezultd ca existd x € Y astfel incat a, <x<b,,
V neN.
* NN .
Alegem kj ell  astfel incat xj €[a,b]. Deoarece [ay,by] contine o

infinitate de termeni ai sirului {x,}, existi kyell”, ky >k astfel incit

xk2 (S [az,bz] .
Procedand in continuare in mod asemanator rezultd ca existd un sir strict
crescator de numere naturale
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ky <ky <...<k, <... astfel incat x;_ e[an,bn] V neN.

b—
Deoarece ‘xkn —x‘ <b,—-a,=

a .
rezulta ca {xk } converge la x.
2" !

Definitia 1.2.2. Un sir de numere reale {xn} se numeste fundamental
(Cauchy) daca ¥ €>0, 3 ng €ll ) astfel incat v -m,n > n, avem |xm —xn| <eg.

Notand cu p =m — n (daca m > n), respectiv p = n — m (daca m < n) obtinem
urmdtoarea definitie echivalentd: {x,} este fundamental dacd V & > 0, 3 n; e[l *

astfel incat V. n>n; si V pell " avem <eg.

Xn+p ~Xn
Lema 1.2.2. Orice sir fundamental este marginit.

Demonstratie

Fie {x,} un sir fundamental. Pentru & = 1 exista n; €[] * astfel incat

<1, Vnzn, ‘v’peD*.

xn+p —Xn

Pentru n = ny rezulta

<1, VpeD*, deci

Ynp+p = My
%
X —1<Xy 4 p <Xy +1, V pell .
Daca notam cu
a =min{x1,...,xnl_1, Xy —1} sicu b =max{x1,...,xn1_1, Xy +1}
atunci a<x,<b, V neN.
Teorema 1.2.1. (Criteriul general de convergenta al lui Cauchy)

Conditia necesara si suficientd ca un sir de numere reale sa fie convergent
este sd fie fundamental.

Demonstratie
Necesitatea. Fie {xn} un sir convergent, avand limita / € Y. Pentru V ¢ > 0,

* Al A € o . e .
3 ng el astfel incat |x,, —Z|<—, V n>ng. Dacd m2>n,, atunci |xm —l|<— si
2 2

mai departe |xm —xn| =|(xm —l)+(l—xn)|é|xm —l|+|xn —l|<§+§=8. Asadar,
V n,m=>ng avem |x,, —x,|<e, deci {x,} este fundamental.

Suficienta. Fie {x, | un sir fundamental. Pentru V &> 0, 3 n; €[] " astfel

incat vV n,m 2 n; avem:
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€
|x, = x <3 (1.3)

Pe de alta parte, din Lema 1.2.2. rezulta ca sirul {xn} este marginit, iar din

Lema 1.2.1, ca admite un subsir X, convergent. Fie /= lim Xk, si fie ng en”
n—®©
astfel Incat:
€
‘xkn—l‘<5, Y onzal. (14)

Dacd n, = max(né,ng) si n>ng, atunci din (1.3) si (1.4) rezulta:

|xn —l|=

< € €
Xy = Xp Xy —l‘_ X, —xkn‘+‘xkn —l‘<5+5=8

Asadar, |xn -1 | < pentru orice n>ng, deci {x,} este convergent si are limita /.

Criteriul general de convergenta al lui Cauchy stabileste ca pentru sirurile de
numere reale notiunile de sir convergent si sir fundamental sunt echivalente. Prin
urmare, este suficient sd verificdm pentru un sir cd este fundamental (deci o
conditie mai slabd) ca sa tragem concluzia ca este convergent.

Exemplu: S& se studieze convergenta sirului cu termenul general

COSX COS2x coSnx
a, = t—o .t
2 2 2"
este fundamental. Intr-adevar avem:

(x € Y oarecare fixat). Verificim ca sirul {a,}

cos(n+1)x cos(n+p)x | 1
a”+p_a” ZT et n+p < n+1 -t n+p -
2 2 2
1 1_%
2 <—,peD*
2n+1 _l 2
2
Deoarece  lim L=O, rezulta ca V €>0, ng el” astfel fincat
n—o N
Apyp =y <Ln<8 ,Vnxn, siV pell " Asadar, sirul {an} este fundamental
2

si deci convergent.

Datorita importantei deosebite pentru analiza matematica a criteriului
general de convergentd al lui Cauchy, prezentim in continuare o altd demonstratie
a sa, mai precis a implicatiei: orice sir fundamental este convergent.

. . . 1 . A
Fie {x,} un sir fundamental. Pentru Fie ¢ = —; existd my €l * astfel incat
2
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1
|xn—xm|<—k, V n,m=ny. (1.5)
2
In particular avem:

x nzny. (1.6)

- X, |<—
n n 4
Y

Pentru e=

. - — * A ~
exista 7, €l astfel incat
2k+1

1 _
|xn—xm|<F,V n,mn, . (1.7)

Daci alegem ny,; > max (ny, 7, ), atunci
- 1
2k

Prin urmare daca {x, } este fundamental, existd un subsir al sdu {xn " } cu proprietatea:

Mgy >Ny S1 x”k+1 —xnk

X, ——< <

1
e T E <y <Xm Y V keN. (1.8)
2 2
< s 1 . 1 S .
Daca notam cu ay, =Xp, T S1 bk =X, +ﬁ atunci sirurile {ak} S1
_ =

{bk} satisfac conditiile Propozitiei 1.1.4. Intr-adevir, tinind seama de (1.8) avem:
1 1 11 1

Ajp1 — A =X X, ——+—F—>——F——F+—=0
b by — 1 1 1 1 1
AV E VI
1
bk —ay =2k—_2—)0 pentru k — oo,
Prin urmare, exista x € Y astfel incat
1 1
Xnk—ankSXSbk:Xnk-l‘F, ¥ keN. (19)
Din (1.8) si (1.9) rezulta
3
X —x|<—, V ke N. (1.10)

Asadar, subsirul {xnk } este convergent si are limita x. Fie e >0 i n; €[] * astfel incat

8 !
xnk—x‘<5, Y k>l (1.11)

Fie n; el " astfel incat
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€
|xm—xn|<5, vV m,n>n] (1.12)
Daca notam cu n, =max(né,ng) ,atunci din (11) si (12), pentru n > n, avem:

+

|xn—x|S x‘<5+—=8,

2

Xn = Xy | T | Xy —

de unde rezulta ca {xn} converge la x.

Teorema 1.2.2. Orice sir monoton §i marginit este convergent.

Demonstratie

Fie {xn} un sir monoton crescator si marginit. Deoarece multimea
{xn; nel } este majoratd, din Teorema 1.1.1. rezultd ca existd M = sup{xn; nel } .
Din Observatia 1.1.2. rezultd cd x, <M ,V ne NsiVe>0,3 n, el astfel incat
M —g<x,_ . Deoarece sirul {x,} este monoton crescitor, rezultd x, 2 X, »
vV nzng.

Prin urmare, pentru orice n > n, avem:

M -g<x, <M <M +e, adica |x, - M|<e, (1.13)

de unde rezulta ca {xn} este convergent si are limita M.

Cel mai cunoscut exemplu de aplicatie a Teoremei 1.2.2. este sirul

n
a, =[1+—j . Se stie din liceu cd acest sir este monoton crescator si marginit
n

- : : 1Y’
(2<a, <3,V n e N). Limita sa se noteazi cu e. Deci e= lim (1+—j . Despre
n—»0 n

numarul e se poate ardta ca este irational si valoarea sa este aproximativ egald cu

e~2,71828.
In continuare prezentdm o alta aplicatie interesantd a Teoremei 1.1.1.

Exemplu. Fie sirul cu termenul general

1 1 1
a,=l+—+—+...+——Inn.
2 n
Vom arita cd acest sir este monoton descrescator i marginit. Pentru aceasta
folosim urmatoarea inegalitate cunoscuta din liceu
1n(1+x)<x,v x>-1, x#0. (1.14)

Intr-adevar,

Apy] —ay = ! +In—"= ! +ln(1— ! j< L1 =0,VneD*.
n+l n+l n+l n+l1 n+l n+l

Asadar a,, <a,,V nxl.
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1 1 1
Pe de alta parte, deoarece — > ln(l + —j — nZ * , vom avea:
n n n

a, =1+%+l+...+l—lnn> lng+1n§+...+lnn+1

n 1 2 n

ZZ A n+l
o

—Inn=

—Inn=In(n+1)-Inn>0=a,>0,Vn=1.

Rezulta ca sirul {an} este convergent. Limita sa se noteaza cu C §i se numeste
constanta lui Euler si este aproximativ egala cu 0,5772156.

1 . .
Daca notam cu g, =(1+§+—+...+——lnnj—c, atunci {g,} este un sir
n

de numere pozitive, descrescator, cu lim ¢, = 0. Rezulta urmatoarea identitate:
n—»0

1+%+1+...+1=1nn+C+sn, (1.15)
n

care se dovedeste utild in aplicatii si va fi folositd mai departe.

1.3. Dreapta incheiatd. Limitele extreme ale unui sir

Reamintim ci prin dreapta incheiati se intelege multimea [ =[] U {—oo;oo} .

Pe multimea 0 se considera relatia de ordine obtinuta prin prelungirea relatiei de
ordine de pe Y astfel:

—w<oo, —0o<x §1 x<oo,V xel.
in felul acesta [ este o multime ordonata.

Daca 4 — Y este o multime nevida care nu este majorata, definim supA4 =
= +o0. In mod analog, dacd 4 nu este minorati definim inf4 = —o. Cu aceasti
conventie, orice multime de numere reale este marginita in [ . Operatiile algebrice
de pe Y se extind pe [I , fara insa sa fie peste tot definite si anume:

w+x=0, V xel , X#—00

—04+x=-0,V xell , x#w
{ o daca x>0 —

ox =

5 , X€E
-0 daca x<0

Definitia 1.3.1. Un sir de numere reale {xn} are limita o« (respectiv —o)
dacaN e e X,3 n, ell astfel incat x, > ¢ (respectiv x,, <€),V n>ng.

Se folosesc notatiile: lim x, =oo (respectiv lim x, =—0).
n—o0 n—x0

Propozitia 1.3.1. Orice sir monoton de numere reale are limita in I . Orice
sir de numere reale contine un subgsir care are limita in [1 .
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Demonstratie
Fie {x,} un sir monoton crescator de numere reale. Dacd {x,} este marginit

superior, atunci {xn} este convergent, deci are limita finita. (Teorema 1.2.2.)

n

Daca {xn} nu este marginit superior, atunci pentru V ¢ € Y, 3 Xy, >E. Cum {xn}

este crescator vom avea x, >&, V. n>ng, deci lim x, =+o0. Daca {x,} este
n—>0

descrescitor se procedeaza in mod analog.
Fie acum {x,} un sir de numere reale oarecare. Dacd {x,} este marginit,

atunci din Lema Cesaro rezultd cd existd un subsir {xnk}convergent. Sa

presupunem ca {xn} nu este marginit (de exemplu nu este marginit superior). Vom

ardta 1n acest caz cad existd un subsir care are limita +co. Intr-adevar, existd o
infinitate de termeni ai sirului mai mari ca 1. Fie x; >1. De asemenea, exista o

infinitate de termeni ai sirului mai mari ca 2. Atunci putem alege k, >k astfel
incat Xky >2 . Construim astfel prin inductie un sir strict crescitor de numere

naturale {kn} cu proprietatea X, >0 Rezultda lim X, = .
n—>

Definitia 1.3.2. Fie {xn} un sir de numere reale §i a € 0. Spunem ca a
este punct limita pentru sirul {xn} daca exista un subgir {xkn} astfel incdt

a=lim x; .
n
n—x0

Observatia 1.3.1. Daca un sir are limita, atunci acest §ir are un singur punct
limita care coincide cu limita sa.

Exemple

1) Sirul x,, =(-1)" are doua puncte limita -1 si 1.

n
2) Sirul x,, = n(_l) are doud puncte limita 0 si oo.

3) Sirul x,, =n are un singur punct limitd co.

-1)"
4) Sirul x,, = ( ) are un singur punct limita 0.
n

Teorema 1.3.1. Pentru orice sir de numere reale {x,} existd un cel mai mic

punct limita (finit sau nu) i un cel mai mare punct limitd (finit sau nu,).
Demonstratie
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Daca {xn} nu este majorat, atunci din Propozitia 1.3.1. rezulta ca exista un
subsir care are limita +oo. Asadar, +oo este punct limita si evident este cel mai mare.

Sa presupunem acum ca sirul {xn} este majorat si sa notdim cu 4 multimea
punctelor sale limitd finite. Dacad A este vida, atunci din Lema Cesaro rezultd ca
{x,} nu este marginit inferior. In aceastd situatie —oo este singurul punct limita si
deci si cel mai mare. S& presupunem acum 4 # ¢. Cum {xn} este majorat, rezulta
ca si A este majorata, deci existd sup4 € Y (Teorema 1.1.1.). Sd observam 1nsa ca
o = supd € A. Intr-adevir, din definitia marginii superioare rezulti ci V pel] :

. A 1
exista a, e A astfel incat a—-—<a, <a.
p

Pe de alta parte, pentru a, existd un subsir al sirului {xn} convergent la

p
a, . Asadar, pentru a; exista x; astfel incét ‘xkl —al‘ <1. Pentru a, existd x, ,
- 1
ky > ky astfel incat ‘xk2 —a2‘ <§.
Prin inductie construim un sir de numere naturale &y <k, <...<k, <... cu

proprietatea

| I .
X, ~dp|< ; Din inegalitatea

1 1 2
+‘ap —oc‘<—+—=—
p PP
rezulta X, 0. Asadar, a = sup4 este punct limita al sirului {xn} si evident, este

—0l < —
xkp OL‘ = xkp ap

cel mai mare. Existenta celui mai mic punct limitd se dovedeste In mod asemanétor.

Definitia 1.3.3. Cel mai mic punct limita al unui sir se numeste limita
inferioara a sirului §i se noteaza cu lim infx, sau lim x,. Cel mai mare punct

n—> n—»o
limita al sirului se numeste limita superioard a sirului si se noteaza cu lim sup x,,
n—»0
sau lim x,.
n—»o0

Observatia 1.3.2. Din Teorema 1.3.1 rezulta cd orice sir de numere reale are
limitd superioarda si limitd inferioard (desi poate sd nu aiba limitd). Fie
L = lim supx, si / = lim infx, . Limita superioard L, cand este finitd, este

n—»0 n—» 0
caracterizata de proprietatile:

a) Pentru orice a < L exista o infinitate de termeni ai sirului mai mari ca a.

b) Pentru orice » > L existd un numar finit de termeni ai girului mai mari

cab.
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in mod analog, limita inferioard /, cand este finitd, este caracterizatd de
proprietatile:
a) Pentru orice a < [ existd un numadr finit de termeni ai girului mai mici
caa.
b) Pentru orice b > [ exista o infinitate de termeni ai sirului mai mici ca b.
Intr-adevir, si justificim afirmatia in cazul limitei superioare L. Din a) si b)

* . - . . . . . . o A .
rezultd cd V nell exista o infinitate de termeni ai sirului in intervalul

1 1 S . . . <
(L——, L+—j. Se poate construi prin inductie un sir strict crescator de numere
n n

2
naturale {k,} astfel incat Xk, E(L—l,L-l-lj. Rezulta ‘xkn —L‘<— si deci
n n n

X, > L. Asadar, L este punct limita al sirului. Din proprietatea b) rezulta ca L

este cel mai mare punct limita al sirului.
Am facut mai Tnainte observatia cd orice multime de numere reale este

marginitd in 0 . In particular, orice sir de numere reale, este marginit in [J . Fie
m =inf {xn ;nell } si M =sup{xn ;nell } . Urmatoarele inegalitati sunt evidente:
—0<m<I<LEM <400,
(-1)" ()"
n

Exemplu. Fie sirul x, = . Observam ca

+

—— daca n este impar
n

1 -

—+1 daca n este par.

n

Asadar, sirul contine doud subsiruri convergente care au limitele 0, respectiv 1.
Rezultaca/=0siL=1.

. 1 . . .. -
Subsirul {——} este crescator, deci —1 este cel mai mic termen al sau, iar
n

n
m=-1,M=2.
Asadar, avem: m=—-1</=0<L=1<M=2,

. 1 . . . . .
subsirul {— + 1} este descrescator, deci cel mai mare termen al sdu este 2. Rezulta

Propozitia 1.3.2. Conditia necesarda si suficientd ca un §ir sa aiba limita
(finita sau nu) este ca L =limsupa,, =liminfa, =/ .

Demonstratie
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Necesitatea. Daca sirul are limitd, atunci sirul are un singur punct limita,

care coincide cu limita sa. Rezultd L=/= lim x,,.
n—0

Suficienta. Sa presupunem ca L=/=aecll . Din Observatia 1.3.2. rezulta
Y € >0, in intervalul (a —g, a+ 8) se afla o infinitate de termeni ai sirului, iar in

afara acestui interval, se afld un numar finit de termeni ai sirului. Rezulta

a=lim x,. Dacd L=/=a=+w atunci lim x, =+o0, iar dacd L=/=a=-o©
n—®0 n—®0

atunci lim x,, =—c0.
n—>

1.4. Serii numerice convergente i divergente

Fie {un} un sir de numere reale. Asociem acestui sir urmatorul sir:
Nl
Sy =uyp +Up

Definitia 1.4.1. Perechea ({un } ,{sn }) se numeste serie definita de sirul {u,, }

Si se noteazd cu
o0

Du, sau uptuy totu, o (1.16)
n=1

Elementele sirului {u, | se numesc termenii seriei, iar sirul {s,} se numeste
sirul sumelor partiale. Seria (1.16) se numeste convergenta daca sirul sumelor

partiale {sn} este convergent; limita s = lim 5, se numeste suma seriei §i se
n—00

obignuieste sa se scrie:
o0
s = Z u, (1.17)
n=1

Daca sirul sumelor partiale {sn} este divergent (nu are limita sau are limita
infinitd) spunem ca seria (1.17) este divergenta.

Exemple
1. Seria geometrica

a+aq+aq’+...+aq" +...
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. - 1-q"
Suma partiald s, =a+aq+aq2 +...+aq" e 1 q pentru g # 1.
. . . C a .
Daca |q| <1, atunci lim ¢" =0 si deci existd lim s, = . Prin urmare,
n—o0 n—>o0 1- q
a

daca |q| <1 seria geometrica este convergenta si suma sa este s = "
—-q

Dacd g =1, atunci s, =n-a si lim s, =%00.
n—0
. ) a daca n este impar
Daca g =1, atunci s,, = -
daca n este par.

Sirul {s,} nu are limita in acest caz.

Dacd ¢ > 1, atunci lim ¢" =+ sideci lim s, =+ .
n—»0 n—>0

Daci g < —1, atunci sirul {q”} nu are limitd si deci sirul {s,} nu are
limita.

In concluzie, pentru |q| >1 seria geometrica este divergenta.

2. Seria armonica

1 1 1
I+=+—+.. . +—+...
2 n

. 1 1 1 . .
Suma partiald s, =1+—+—-+...+—=Inn+C+¢, unde limg, =0 (vezi
2 n n—0

subcap. 1.2, formula (1.15)). Rezultd lim s, =-+o0, deci seria armonica este divergenta.

n—»0
o0
Propozitia 1.4.1. Daca seria z u, este convergentd, atunci lim u, =0.
n—>0
n=1

Demonstratie

Fie s = lim s,,. Deoarece u, =s, —s,_, rezultd lim u, =s—s=0.
n—» n—

Afirmatia reciprocd nu este in general adevarata. Existd serii divergente cu

proprietatea lim u, =0 (de exemplu seria armonica).
n—>®0

Din Propozitia 1.4.1 rezultd urmatoarea observatie utila in aplicatii:
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o0
Observatia 1.4.1. Dacd lim u,,# 0, atunci seria » u, este divergentd.
n—o0
n=1

o In(2+¢")

Exemplu: Seria ) ———— este divergentd, deoarece
2n

n=l 1n(3+e )

lne3n(1+2e_3") 3n+ln(1+2e_3n)
lim u, = lim = lim =—%0.

now | oo lne2"(1+36_2n) n—0 2n+ln(1+36_2n) 2

Teorema 1.4.1. (Criteriul general de convergenta al lui Cauchy)
o0

Conditia necesara si suficienta ca seria Zun sd fie convergenta este ca
n=1

~ . * A A . * ~
pentru ¥ & > 0 sa existe n, €l , astfel incdt pentru N nxng §i ¥V pell sa

avem |u,.| +u,.» +...+un+p‘<s.
Demonstratie
0
Seria ) u, este convergentd dacd si numai daca sirul sumelor partiale {s,, }
n=1

este convergent. Din Teorema 1.2.1 rezulta ca {sn} este convergent daca si numai

daci {s,} este fundamental, deci daci V & > 0, 3 ngel™ astfel incat

. *
Spap ~Sn un+1+un+2+...un+p‘<8,‘v’ nzng $1V pell .

Observatia 1.4.2. Natura unei serii nu se schimba, daca schimbam valorile
unui numdr finit de termeni ai sdi (in particular, daca 1i suprimam).

Intr-adevar, daca {s,} este sirul sumelor partiale al seriei initiale,
atunci sirul sumelor partiale ale noii serii, este de forma {sn + c} (incepand de la

un anumit rang), unde ¢ este un numar constant.

1.5. Serii cu termeni pozitivi

Seriile cu termeni pozitivi sunt seriile in care toti termenii sunt strict pozitivi
(u, >0, V n e N). Locul special pe care il ocupa aceste serii printre seriile

numerice este pus in evidenta de urmatoarea teorema:
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Teorema 1.5.1. Conditia necesara si suficientd ca o serie de termeni pozitivi
sd fie convergenta este ca sirul sumelor partiale sd fie marginit.

Demonstratie

Daca seria este convergenta, atunci sirul sumelor partiale este convergent si
deci marginit.

Conditia este si suficientd, pentru ca sirul sumelor partiale al unei serii cu
termeni pozitivi este monoton crescator si daca este in plus si marginit, rezulta ca
este convergent (Teorema 1.2.1.).

Teorema 1.5.2. (Criteriul I de comparatie)

o0 o0
Fie Zun §i Zvn doua serii cu termeni pozitivi. Presupunem ca existd
n=1 n=1

kel astfel incat

u,<v,, vV nxk (1.18)
o0 0
Atunci: a) Dacd seria ) _v, converge, rezultd ca si seria ) u,, converge.
n=l1 n=l1
o0 o0
b) Daca seria z u, diverge, rezultd cd si seria z v, diverge.
n=l1 n=1

Demonstratie
Din Observatia 1.4.2 rezulta ca, suprimand eventual primii k£ — 1 termeni din

.o - * ~ -
cele doud serii, putem presupune c¢d u, <v,, V nell . Daca notdm cu s, =
=up+uy+...+u, sicu 6, =v+v, +...+v,, atunci din (1.18) rezultd s, <oc,,

\vd neD*.

o0
Daca Zvn este convergenta, atunci {cn} este marginit deci si {sn} va fi
n=1
o0
marginit. Din Teorema 1.5.1 rezulta ca Z u, este convergenta.
n=1

o0
b) Daca Zun este divergentd, atunci lim s,= o si deci lim ¢, = oo.
— n—»0 n—»0
n=1
o0
Rezulta ca seria Zvn este divergenta.

n=l1

Observatia 1.5.1. In enuntul teoremei precedente inegalitatea (1.18) poate fi
inlocuita cu inegalitatea
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u,<c-v,, vV nzk, (1.18"
unde ¢ este un numar constant strict pozitiv.
o0 o0
Intr-adevar, natura seriilor Z v, si Z (c-v,) este evident aceeasi.
n=1 n=1

Teorema 1.5.3. (Criteriul de condensare al lui Cauchy)
o0

Fie Zun 0 Serie cu termeni pozitivi cu proprietatea ca sirul {un} este
n=1

[00] e8]
descrescator. Atunci seriile Zun Si 22” U,y au aceeasi naturd.
n=1 n=1

Demonstratie
. * .
Fie k€] cu proprietatea n < 2k,

Deoarece {un} este un sir descrescator de numere pozitive avem:
Sy =up+...tu, <u; et = +(u2 +u3)+...+(u2k,1 +...+u2k_l)£

<y +2u2 +...+2k_lu2k_1 =Uy +(52k_1

0
(cu o, notam sirul sumelor partiale al seriei Z 2" u o ).
n=l1
o0
- . n [ -
Daca seria ZZ Uy este convergenta si are suma o, rezultd s, <u; +o,
n=l1
o0
* S <
V nell sideciseria Zun este convergenta.
n=1

Pe de alta parte, dacd n> 2% vom avea:

Sy =+ tu, 2uy ot =uptuy +(u3 +u4)+...+(u2k_1 +...+u2k)2

1 k-1 1 2 k
> = + =
=z u1+u2+2u4+...+2 U,_r (U1+2M2+2 Uuo,+... 2 Mk)

o)
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a0
Daca seria ) 2" u,, diverge, rezultd lim o =0 si deci lim s, =o.

=1 k—0 n—>o0
o0
Asadar, seria Z u, este divergenta.
n=l
Exemple
1. Seria armonica generalizata
o0
Consideram seria Z — %> 0, numita seria armonica generalizata.
n=1 N

Deoarece oo > 0, termenii seriei descresc §i se poate aplica Teorema 1.5.3.
- - . . - . nll1—a .
Rezulta ca seria Z — are aceeasi naturd cu seria 22 , care este o serie
n=l N n=1

geometrica, cu ratia ¢ =2""%.

o0

Dacd a<1,atunci ¢ >1si Y ¢" diverge.

n=1

o0
Daca o> 1, atuncig <1 si z q" converge.

n=1
In particular, pentru o = 1 obtinem o noud demonstratie a faptului ci seria

o0

armonica z 1 este divergenta.
n=l1
- 1
2. Seria Z ——  , unde a > 1 este convergentd pentru o > 1 si

n=2 n(log, n)

divergenta pentru 0 < o < 1.
Intr-adevar, din Teorema 1.5.3 rezultd ca aceastd serie are aceeasi natura cu
seria
i 2" 3 i 1 3 1 i 1
o o n(l

n=2 o (IOga o )a n=2 (n-log,2)" (log,2)" n=2

Asadar, seria data are aceeasi natura cu seria armonica generalizata.

Teorema 1.5.4. (Criteriul II de comparatie)

o0 o0
Fie Zun §i Zvn doua serii cu termeni pozitivi. Presupunem ca existd
n=l1 n=l1

%
kel astfel incat

Ul Vntl g (1.19)

u v

n n
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o0 o0
Atunci:  a) Daca seria Z v, converge, rezultd ca §i seria Z u, converge.
n=1 n=1
o0 o0
b) Daca seria Z u, diverge, rezulta ca si seria Z v, diverge.
n=l1 n=l1

Demonstratie
Din Observatia 1.4.2 rezultd ca putem presupune ca inegalitatea (1.19) are

. *
loc pentru orice n el .

u u oL
Asadar avem el < Tn oy el si mai departe

Vitl  Vn

_ uy _u 5 u
nl < <=2<-L deunde rezultd u, <—--v,,V neN.
Vn  Vn-1 2. M !
Afirmatiile din enunt rezulta acum din Teorema 1.5.2 (Observatia 1.5.1).

Teorema 1.5.5. (Criteriul III de comparatie)

o0 o0
Fie Z u, si Z v, doud serii cu termeni pozitivi cu proprietatea:
n=l1 n=l1
LUy Uy
0<lim—* <lim—* < +o0. (1.20)
vl’l Vn

Atunci cele doua serii au aceeasi naturad.

Demonstratie
Fie a, b € Y astfel Incat

U, —u
O<a<lim—<lim—2<b.

Y Vn

Din Observatia 1.3.2 rezultd ca numai un numar finit de termeni ai sirului

u L. . . . . * n A
{—”} sunt mai mici ca @ sau mai mari ca b. Prin urmare existd k£ €[] astfel incat
v

n

a<u—”<b,pentruorice n>k. (1.21)

Vi

Cum v, >0, mai departe avem:
av, <u, <bv,.
Afirmatia rezultd acum din Teorema 1.5.2.
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o0 o0

Corolar. Fie Z u, Si Zvn doud serii cu termeni pozitivi cu proprietatea
n=l1 n=1
~ . ~ . un .
ca exista lim -+ i
n—w vV,
.Uy,
0< lim <+, (1.22)

n—x0 Vn

Atunci cele doua serii au aceeasi naturd.
Demonstratie
Afirmatia rezultd din Teorema 1.5.5 si Propozitia 1.3.2.

o0
Exemplu. Sd se afle natura seriei z —. Fie u, = sl v, =—.
n=2 n-~\n nn n
u o0
Deoarece lim ¥n =1 rezultd lim—2=1. Cum seria Z — este divergenta,
n—o0 n—1v, =2 n
o]
rezulta ca si seria Z este divergenta.
n=l n-~Nn
Teorema 1.5.6. (Criteriul radacinii al lui Cauchy)
o0
Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi.
n=l1
~ . ~ . * A A
a) Daca exista 0 <a. <1si kell astfel incat
Nu, <o, V n>k, (1.23)
o0
atunci seria Zun este convergentd.
n=1

b) Daca pentru o infinitate de termeni avem

2, 21, (1.24)

0
atunci seria Zun este divergentad.
n=1

Demonstratie
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o0
Din (1.23) rezultd u,, < o,V n>k.Deoarece seria Z o' este convergentd,
n=l1
fiind o serie geometricd cu ratia g=a <1, din Teorema 1.5.2 rezultd ca seria

o0

Z u, este convergenta.
n=l1
Din (1.24) rezultd u, >1 pentru o infinitate de termeni si deci ca sirul {un}
o0
nu converge la 0. Din Observatia 1.4.1 rezulta ca seria Z u, este divergentd.
n=1
O —
Corolarul 1. Fie Y u, o serie cu termeni pozitivi si fie L = lim %Ju,, . Dacd
n=1
L <1 seria este convergenta, iar dacd L > 1 seria este divergenta.

Demonstratie
a) Fie L < a < 1. Din definitia limitei superioare rezultd ca existd un numar

finit de termeni ai sirului ’\/u,, mai mari ca o. Asadar existd k €[] * astfel incat
"Ju, <o,V n>k.Afirmatia rezultd acum din Teorema 1.5.6.
b) Daca L > 1, atunci existd o infinitate de termeni ai girului {n,/un} mai

mari ca 1, deci seria este divergenta (vezi Teorema 1.5.6).

o0
Corolarul 2. Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi cu proprietatea ca existda
n=l1
/= lim nJun . Daca | < 1 seria este convergentd, iar daca | > 1 seria este
n—>0
divergentd.
Demonstratie

Afirmatia rezulta din Corolarul 1 si Propozitia 1.3.2.

Exemple

0 n
1. Sa se afle natura seriei Z[2+(—l)n} -a", a > 0. Dacd notdm cu
n=l

n

n n n s 1n e n .
u, =[2+(—1) } -a’, atunci lim \/Zzhrn [2+(—1) ] ‘a=3a . Prin urmare,
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. . . 1 . .. . 1 .
din Corolarul 2 rezulta ca dacd a <§ seria este convergenta, iar daca a > 3 seria
este divergenta.

y 1 . 1 . .
Dacid a =3 atunci u, = | — daca n este impar
3

1  daca n este par.

Seria este divergentd deoarece u,, > 0.
© 2
. .. n .onf .
2. Sa se afle natura seriei z — Deoarece lim \n? =1 rezulta
n=1 34 l n—»0
n

lim %/ u, 1o
n—0 3

Din Corolarul 1 rezulta ca seria este convergenta.
Teorema 1.5.7. (Criteriul raportului al lui D'Alembert)

o0
Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi.
n=l1

*
a) Daca exista 0 <a. <1gi kell astfel incat

Il <o, YV n>k, (1.25)
u}’l
0
atunci seria Zun este convergentd.
n=l1

*
b) Daca exista k ell  astfel incdt

u
>,V n>k, (1.26)
un

o0

atunci seria Zun este divergentad.

n=l1
Demonstratie

Suprimand eventual un numar finit de termeni ai seriei, putem presupune ca

inegalitatea (1.25) are loc pentru orice n €[] * Asadar, avem:
Upyp<o-u,,V nxl (1.25"
Dand succesiv lui n valorile 1, 2, 3, ... din (1.25") rezulta

— *
u, <a’ lul, vV nell .
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o0
Deoarece seria Z a"_lul este convergentd, fiind o serie geometrica cu ratia
n=l
o0
g =a<1,din Teorema 1.5.2 rezulta ca seria Z u, este convergenta.
n=1
Din (1.26) rezultd 0 <u, <u,,;, V n>k. Asadar, in acest caz, sirul {un}

este crescator (incepand de la un anumit rang) si deci termenul sdu general nu

o0

converge la 0. Din Observatia 1.4.1 rezulta ca seria Z u, este divergenta.
n=1
o0
Corolarul 1. O serie cu termeni pozitivi Zun este convergentd dacd
n=1
- u .. . ... U
lim —2+L <1 si divergentd daca lim ntl 59,
u}’l u}’l
Demonstratie

. U . . .. C . . o
Fie L = lim —2*L <1 i L < o < 1. Din definitia limitei superioare rezultd ca

Uy

Up+1

numai un numar finit de termeni ai girului {
u

} sunt mai mari ca o.. Asadar, exista
n

o]

u . U
kel astfel incat L < qa <1 ,V n2k.Din Teorema 1.5.7 rezulta ca seria Z u,

u}’l n=l1

este convergenta.

. . u . e e o . . <
Fie /= lim —#*L > 1. Din definitia limitei inferioare rezultd cd numai un numar
u
n

Un+1

u

finit de termeni ai sirului {
n

} sunt mai mici ca 1. Asadar, exista k €[] * astfel

o0
AoA U . . . . y
incat —2*L>1,V n > k. Din Teorema 1.5.7 rezulta ca seria Z u, este divergenta.

Up n=1

o0

Corolarul 2. Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi cu proprietatea ca existda
n=l1

. u “ . oo o . . .
I=lim ~2*L Daca 1< 1 seria este convergentd, iar daca | > 1 seria este divergenta.
n—»o0 un

Demonstratie
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Afirmatia rezulta din Corolarul 1 si Propozitia 1.3.2.

0 n
< - a .u
Exemplu. Sa se afle natura seriei Z—, a > 0. Deoarece lim —2+L =
n=1 ! n—oo Uy,
= lim =0<1, rezulta ca seria este convergenta, vV a > 0.
n—o 1N+
Teorema 1.5.8. (Criteriul Raabe-Duhamel)
o0
Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi.
n=l1
. * a
a) Daca exista o.> 1 si kell  astfel incdt
U
n( z —IJZOL,V nxk, (1.27)
Upyl
e}
atunci seria Z u, converge.
n=1
%
b) Daca exista k €l astfel incat
u
n( 1 —IJSI,V nxk, (1.28)
Upy
o0
atunci seria z u, diverge.
n=1
Demonstratie

a) Suprimand eventual un numar finit de termeni ai seriei, putem presupune
ca inegalitatea (1.27) are loc pentru orice n €[ *, asadar avem
U, =Ny, 20U, , V nxl (1.27"
Dand lui # succesiv valoarea 1,2,3,... in (1.27') rezulta:
Up— Uy 20Uy
2uy —2uz = oy
3uz —3uy = oy
Ny =Ny | 2 Ol 4]
Notand cu s,, =u; +uy +...+u, si adunand inegalitatile de mai sus obtinem:

Sy, Zoc(sn —u1+un+l)>a(sn —ul)

o ou
si mai departe s, s—ll,v nel”.
o—
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Asadar, sirul sumelor partiale este marginit. Din Teorema 1.5.1 rezultd ca
o0

seria Zun este convergenta.
n=l1

b) Din inegalitatea (1.28) rezulta

1
. u
nu, <(n+1)u,, si mai departe ni"l <l vy opxk.
— u}’l
n
o0 o0
. 1 . S R
Deoarece seria » — este divergentd, din Teorema 1.5.4 rezultd cd seria Zun
n=1" n=1
este divergenta.
o]
Corolarul 1. Fie z u, o serie cu termeni pozitivi.
n=l1

o0
5 . u . .
a) Daca | =lim n( n__ 1J > 1, seria Z u, este convergenta.

Up+l n=1

_ o0
b) Daca L =lim n[ Un__ lj <1, seria Z u, divergentd.

Up+1 n=l1

Demonstratie
. . .. . . .. . - ~ . - *
a) Fie /> o > 1. Din definitia limitei inferioare rezulta ca exista k €[] astfel

Uy

incat: n( - 1} 2o, V n2k.Afirmatia rezultd acum din Teorema 1.5.8.

U+l

. . ., . . . . . - 1) . - *
b) Fie L < 1. Din definitia limitei superioare rezultd ca exista ke[l astfel

AoA u . o q-
incat: n( n_ 1) <1, V n2>k. Afirmatia rezulta din Teorema 1.5.8.
Uptl
o0
Corolarul 2. Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi cu proprietatea ca exista
n=1

0 0
. u v . . v .
lim n( i —lj. Daca | > 1 seria Zun converge, iar daca | <1 seria Zun
n—o \ Upyi n=l1 n=l1

diverge.

Demonstratie
Afirmatia rezulta din Corolarul 1 si Propozitia 1.3.2.

Exemplu: Sa se afle natura seriei
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i 1-3-5......(2n-1)
oo 2460 (2n) 2n+1
Dacd notdm cu u,, termenul general al seriei, atunci
) : 2n+2)(2n+3 ) 3
hmn(u—”—llzhmn ( I 5 )—1 = llm—2=—>1.
n—ow \ Uy n—o (2n+1) n>w(2p+1)" 2
Din Corolarul 2 rezulta ca seria este convergenta.
Teorema 1.5.9. (Criteriul logaritmic al lui Cauchy)
o0
Fie z u, o serie cu termeni pozitivi.
n=1
a) Daca exista o> 1 §i kell * astfel incat.
1
In—
“n > a, Y n>k, (1.29)
Inn
o0
atunci seria Z u, este convergenta.
n=1
b) Daca exista k €[] ’ astfel incadt:
1
In—
“n <1, v n>k, (1.30)
Inn
o0
atunci seria z u, este divergentd.
n=1
Demonstratie

. 1 .
a) Din (1.29) rezultd In— >alnn=Inn*. Deoarece functia f = In este

Uy

o 1 . 1
crescitoare, rezulti — >n® si mai departe u, < = VY n>k.

u, n

o0
. 1 . . <
Cum seria Z — ©ste convergenta pentru o > 1, din Teorema 1.5.2 rezulta

n=17
o0
cd si seria Z u, este convergenta.
n=1
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. - 1 o1 . . g
b) Din (1.30) rezultd u, >—, V n 2k . Cum seria Z — este divergenta, din
n n=1
o0
Teorema 1.5.2 rezulta ca seria z u, este divergenta.
n=1
o0
Corolarul 1. Fie Z u, o serie cu termeni pozitivi.
n=1
1
In— ©
- u :
a) Daca lim—2 > 1, seria Z u, converge.
Inn —
n=1
1
In—
u

o0
L <1,seria ) u, diverge.

b) Daca lim
Inn

n=1
Demonstratia rezultd din Teorema 1.5.9 si este aseméanatoare cu demonstratia
de la Corolarul 1, Teorema 1.5.8.

o0
Corolarul 2. Fie Zun 0 serie cu termeni pozitivi pentru care existd
n=l1
1
In—
. u » . .. o . . »
/= lim 0 " Daca l> 1 seria este convergenta, iar daca | < 1 seria este divergenta.
n—oo INn

Demonstratia rezulta din Corolarul 1 §i Propozitia 1.3.2.

o0
Exemplu: Si se afle natura seriei ) n"e > 0.
n=1
Daci < _ _Ina .
acanotamcu u, =n ~, atunci
1
In—
. u
/= lim L =—Ina.
n—wo Inn

. 1 - . g
Daca a <— rezulta / > 1, deci seria este convergenta.
e

. 1 . . <
Daca a > — seria este divergenta.

e
o0 o0
. 1 . o . . . .
Dacd a=— atunci Y u, coincide cu seria armonicd ) — si deci este
e
n=1 n=1

divergenta.
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1.6. Criterii de convergenta pentru serii cu termeni
oarecare

Vom considera acum serii de numere reale, In care termenii pot avea orice
semn. Cazul interesant este acela al seriilor care au o infinitate de termeni pozitivi
si o infinitate de termeni negativi (O serie care are numai un numar finit de termeni
de acelasi semn poate fi asimilata cu o serie cu termeni pozitivi).

Pentru astfel de serii avem deja un criteriu de convergenta si anume, criteriul
general de convergenta al lui Cauchy (Teorema 1.4.1).

In continuare vom prezenta un criteriu care ne di o conditie suficienta pentru
convergenta unei serii cu termeni oarecare.

Teorema 1.6.1. (Criteriul Abel-Dirichlet)

Fie {an} un sir descrescator de numere pozitive convergent la 0 si fie seria
o0
Zvn cu proprietatea ca sirul sumelor sale partiale {sn} este marginit. Atunci
n=1

o0
seria Zanvn este convergentd.

n=1

Demonstratie

Demonstratia se bazeazad pe Teorema 1.4.1 (criteriul general de convergenta
al lui Cauchy).

Prin ipoteza, exista M > 0, astfel incat

*
|sn| <M,V nell .
Observam cd, deoarece sirul {an} este descrescator, avem
£
|ak—ak+1|=ak—ak+1, vV kel .
[e 0]

Daca notam cu cu {Gn} sirul numerelor partiale ale seriei z a,v, , atunci:
n=1

On+p ~On| = |An+1Vn+1 T An2Vn42 +"~+an+pvn+p‘ =

n+l (Sn+1 ~Sn ) Ta,0 (Sn+2 _Sn+1)+"'+ At p (Sn+p _S}'H-p—l)‘ =

:‘_an+lsn + (an+1 - an+2)sn+1 tot (arH—p—l - an+p)sn+p—1 + an+psn+p‘ <

Sn+p—l‘+an+p Sn+p‘ <

=2Man+1.

< ap41 |Sn| + (an+1 —dpy) )|Sn+l| +...+ (an+p—1 - an+p)

+a

SM(an+1+an+1—an+2+...+a n+p)

n+p—1"%+p

Asadar, pentru orice n i p €ll * avem:
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_6}’[

<2Ma,,,. (1.31)

On+p

. * N €
Deoarece lim a, =0, pentru V. & >0, 3 ng ell astfel incat a, <——,
n—>00 2M

vV nzng.

Daca in inegalitatea (1) considerdm n = n, obtinem

e *
Cpip—Ou|S2M—=¢,V pell
n+p n 2M
o0
Din Teorema 1.4.1 rezulta ca seria Z a,v, este convergenta.
n=1

Exemplu: Sa se afle natura seriei:
i sinncosn’

n=I n

Deoarece
sinncosn? =%[sinn(n +1)—sinn(n - 1)] ,

seria data se mai poate scrie sub forma:

0

z i[sinn(n +1)—sin(n —l)n} )

n=1

. | . . . .
Fie a, =55 v = sinn(n+1)—sin(n—1)n. Se observa imediat ca
n

n
ka—smn (n+1) sideci|s,|<1,V neN.

Din Teorema 1.6.1 rezulta cd seria este convergenta.

Urmatorul criteriu de convergentd se referd la serii alternate. Prin serie
alternata se intelege o serie in care termenii sunt alternativ strict pozitivi sau strict
negativi. O serie alternata este deci de forma

o0
Z(—l)n_lunzul—u2+u3+ ...... ,unde u, >0, nel "
n=l1

Teorema 1.6.2. (Criteriul lui Leibniz)
o0

Orice serie alternata Z(—
n=1

u, cu proprietatea ca sirul {u,} este

descrescator si convergent la 0 este convergenta.
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Demonstratie

Demonstratia rezultd imediat din Teorema 1.6.1 daca vom condidera a, =u,

si v, =(-1)"".
1 daca n este impar

n
Intr-adevar a, 0 O0si s, = v, =
& ¥ Sn kZ:—I k {O daca n este par .

Exemplu. Seria armonica alternata

1—l+l—l+...+(—1)n_ll+ .
2 3 4 n
1
este convergentd deoarece u,, =—[1 0.
n

1.7. Calculul aproximativ al sumei unor serii

Calculul exact al sumei unei serii convergente este posibil numai in cazuri
foarte particulare (de exemplu pentru seria geometricd). In general, acest lucru nu
este posibil si de aceea se aproximeaza suma s a seriei, cu suma partiald s, .

Eroarea absoluta care se face este |rn| = |s - sn| .

1. Cazul seriilor cu termeni pozitivi

0
Dacd seria Z“n este cu termeni pozitivi, atunci u,> 0 si valoarea

n=1

aproximativa s, va fi mai mica decat valoarea exacta s.
. * o
a) Sa presupunem ca existd mell §i 0 <o(m) <1 astfel incat

u
4l <o(m), ¥V nzm.
un

Atunci avem

Iy < M -
1—ou(m)
Intr-adevar, din (1.32) rezulta:

Ty = Uppy] + Uy +...§[oc(m)+a2(m)+... u
—oym)

J __a(m)
"o

(1.32)

(1.33)

m-
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o0
1
Exemplu: Sa se calculeze cu trei zecimale exacte suma seriei Z -
—nin
Uy n 1 1
Deoarece = 5 < < pentru n>m , putem lua o(m)=——-
u, (n+1) n+l m+1 m+1
. . 1 —
si vom pune conditia ca o(m) = 7 < 1073 , de unde rezultda m=>5. Vom
- oc(m) m!m
aproxima deci suma seriei cu
§5=1+—+ ! +— ! +— ! L~13176
212 313 414 5!5
b) Presupunem ca existd m (] : si0< a(m) <1 astfel incat
Vu, <a(m)<1, nx=m. (1.34)
Atunci avem
m+1
< o (m (1.35)
1—oum)
Intr-adevar, din (1.34) rezulta
m+1
B =ty Uy sn +... <" (m) + 0™ (m) + .. = o (m
1—o(m)
- 1
Exemplu. Sa se calculeze cu doua zecimale exacte suma seriei z —
n=1"
n I 1 1
Deoarece \/u, =—<— pentru n>m, putem lua o = om) =— si punem
n m m
conditia
am+1 1

= <1072,
I—a  m"(m-1)

de unde rezultda m > 4. Vom aproxima deci suma seriei cu

s4=1+%+%+%z1,290.
2 3 4

2. Cazul seriilor alternate

. -1 . o N . e . ..
Fie Z (—l)n u, o serie alternatd care indeplineste conditiile din criteriul

lui Leibniz (un 0 0) . Vom arata cd eroarea absoluta |rn| = |s —sn| <Upyiq-



1. Siruri si serii de numere reale 45

Intr-adevar, deoarece {un} este descrescator, rezulta:
San = S2n-2 + (U201~ U2n ) 2 S2p2
Sane1 = S2n-1 — (U2n —t2p11) < S2p1-

Daca notdm cu s suma seriei, atunci: s,, [l s iar sy, 1 s sideci avem

urmatoarea situatie
Sy <84 <...< 89, <...<8< .. <84 <...<83< 8],
de unde rezulta:
0<s5=52, <8241 =520 =U2ps1 $1 0<82541 =8 <211 = 5242 = U2p42 -

Prin urmare, dacd aproximam suma seriei cu o suma partiald s, , eroarea
care se face este mai mica decat primul termen neglijat. Eroarea este prin lipsa daca
n este par si prin adaus daca n este impar.

Exemplu: Sa se calculeze cu patru zecimale exacte suma seriei

Sy L

n=l1
. .. 1 4
Conform celor de mai sus vom pune conditia ca u, | = <107,
(n + 1)
de unde rezultd n» > 5. Vom aproxima deci suma seriei cu
I 1 1 1
S5 =1+—2+—3+—4+—5z0,78345.
2° 3 475
1.8. Serii absolut convergente
o0
Definitia 1.8.1. O serie cu termeni oarecare Zun se numegte absolut
n=1
o0
convergentd, dacd seria z |un| este convergentad.
n=l1

Teorema 1.8.1. Orice serie absolut convergenta este convergentd.

Demonstratie
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o0 o0
Fie Zun o serie absolut convergentd. Deoarece seria Z|un| este
n=1 n=1

convergentd, din criteriul general de convergenta al lui Cauchy rezultd ca V g > 0,

3 ngell * astfel incat

|un+1|+|un+2|+...+ un+p‘<s, V nzng, V peD*.

Pe de alta parte avem

Uy | + Uy o +...+un+p‘S|un+1|+|un+2|+...+ un+p‘< €,
. *
pentruV n=ng, i V pell .
0
Rezulta ca seria Z u, este convergentd in virtutea aceluiasi criteriu.
n=1

Observatia 1.8.1. Afirmatia reciproca nu este in general adevarata. Exista
serii convergente care nu sunt absolut convergente.

0
) . . -11 <
Exemplu. Seria armonica alternata Z(—l)n — este convergentd, dar nu

n=1 n
o0 o0
< . 1 . 5
este absolut convergentd, deoarece seria Z |un| = Z — este divergenta.
n=1 n=1

Definitia 1.8.2. O serie convergentda care nu este absolut convergenta
se numegste semiconvergentd (sau conditionat convergentd). Rezulta ca seria
armonicad alternata este semiconvergentd.

Una din proprietatile cele mai importante ale unei sume finite de numere
reale este proprietatea de comutativitate, care constd in faptul cd suma nu se
schimba daca schimbam ordinea termenilor. Se pune in mod natural problema daca
proprietatea aceasta se pastreaza si in cazul seriilor convergente. Raspunsul este n
general negativ.

Exemplu: Fie seria armonica alternata

1—l+l—l+...+ ! —i+ ..... (1.36)
2 3 4 2n—-1 2n

Asa cum am vazut, suma acestei serii este s = In 2. Daca notam cu {sn} sirul

sumelor sale partiale rezultd In2 = lim s,, .
n—0

Consideram acum seria urmatoare:
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l_l_l + 1 1.1 +...+ Lt 1 +oee (1.37)
2 4 3 6 8 2n—1 4n-2 4n

(obtinutd din seria armonicd alternatd prin schimbarea ordinii termenilor). Daca

notam {Gn} sirul sumelor partiale ale acestei serii, rezulta:

z 1 1 1 z 1 1
_lz 1 _1h)_1,
24\ 2k-1 2k) 27"

1 . . .
Asadar avem: o3, = Eszn . Evident, avem si relatiile:

1 1
G3p-1=7552n +E
1
O3n-2 = O3p-1+

. . 1 . .
Deoarece lim s, =In2 rezultd ca 3 lim o, =—In2. Prin urmare seria (1.37),
n—>0 n—>0

obtinuta din seria (1.36) printr-o schimbare a ordinii termenilor este convergenta si
1
are suma Ean .

Am aratat astfel ca schimband ordinea termenilor intr-o serie semiconvergenta
suma sa se schimba. Prezentim in continuare, fard demonstratie, urmatorul rezultat
datorat lui B. Riemann.

Teorema 1.8.2. /ntr-o serie semiconvergentd se poate schimba ordinea
termenilor astfel incat noua serie sa aiba suma egala cu un numar dat dinainte sau
astfel incdt seria sa devina divergentd.

Din Teorema 1.8.2 rezultd ca intr-o serie semiconvergenta nu este permisa
schimbarea ordinii termenilor.

Definitia 1.8.3. O serie convergentd care are proprietatea de comutativitate
(adica suma sa nu se schimba daca se schimba ordinea termenilor) se numeste
neconditionat convergentd.

Teorema 1.8.3. (Cauchy). Orice serie absolut convergenta este neconditionat
convergentd.

Demonstratie
(e 0]

Consideram seria absolut convergenta z u, $1notdm cu s suma sa.
n=1



48 ANALIZA MATEMATICA

o0
Notdm cu c suma seriel Z |un| .
n=l
Etapa I. Vom arata cé intr-o serie absolut convergenta seriile formate cu
termenii pozitivi, respectiv negativi sunt convergente §i ca suma seriei este egald cu
diferenta sumelor acestor serii.

o0
Fie {sn} sirul numerelor partiale ale seriei z u, sifie {cn} sirul sumelor
n=1
o0
partiale ale seriei Z |un| . Dacd notam cu a,, suma termenilor pozitivi din s,, sicu —b,
n=1
suma termenilor negativi din s, rezulta: s, =a, —b,, 6, =a, +b, si mai departe
1 1
a, =E(0'n +5,), by =§(Gn —5,)-

Asadar, avem:
. 1 . 1 .
a=lima,=—(c+s); b=1limb,=—(c+s) si s=a-b.
n—»0 n—»0 2
Etapa II. Vom ardta ca o serie cu termeni pozitivi convergenta este

neconditionat convergenta.
o0

Presupunem deci cd u, >0,V nell * . Fie seria Z i, obtinutd din seria
n=l1
o0
Zun prin schimbarea ordinii termenilor. Evident i, = ug, > ky €l * . Deoarece

n=l
o0
S, =i +iy +...+1, <s rezultd cd seria Z i, este convergentd sisumasa §<s.
n=l1
o0
Pe de alta parte, putem presupune ci seria initiala Z“n este obtinuta din
n=1
o0

seria Z i, prin schimbarea ordinii termenilor, de unde rezultd s <5, deci s =5 .

n=l1
o0

Etapa III. Vom ardta ca orice serie Zun absolut convergenta este
n=l1

’

neconditionat convergentd. Dacd notdm cu {un} termenii negativi si cu {u,';}

termenii negativi, atunci din prima parte a demonstratiei rezulta:

0 0
a=Yu,, b=Yupsi s=a-b.
n=l1 n=1
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o0
Orice schimbare a ordinii termenilor in seria Zun revine la schimbarea
n=1
o0 0
ordinii termenilor in seriile )" u,, , respectiv Y u;; . Cum sumele acestor serii nu
n=1 n=l1

se schimba daca se schimba ordinea termenilor (agsa cum s-a demonstrat in etapa II)
rezultd ca §=a—b =y, si cu aceasta teorema este demonstrata.

1.9. Operatii cu serii convergente

(e 0] o0
Teorema 1.9.1. Daca seriile z u, §i Z v, sunt convergente si au sumele
n=1 n=1

o0
U, respectiv V atunci ¥ o, B € Y seria Z((xun +an) este convergenta si are
n=1

suma egala cu o U +BV .

Demonstratie
Afirmatia rezulta imediat din urmatoarea egalitate:
n

Z(omk +ka):a2uk +B2Vk .
k=1

k=1 k=1
o0 o0

Prin produsul a doua serii Zun si z v, se intelege orice serie de forma
n=l1 n=1

n=l1
inmulti doua serii. Dintre acestea, doud tipuri de serie produs sunt mai des utilizate
si anume:
upv) + (u1v2 + Uy ) +...+ (ulvn FUyV,_ g+ U ) +... (1.38)
uv + (u1v2 +Uyvy +upvy ) +...+ (ulvn +uyv, +... (1 39)
e UV F ULV UV )+

Produsul a doua serii convergente nu este In general o serie convergenta.
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o0 o0
Teorema 1.9.2. Daca seriile z u, Si Z v, sunt absolut convergente §i au
n=l1 n=1
sumele U, respectiv V, atunci orice serie produs este absolut convergentd §i are
suma egala cu UV.

Demonstratie

0
Fie kz ul-k ij 0 S€ri1c produs oarecare. Deoarece
=1

Ui, Vi,

‘+...+

ul-lvjl‘+ UV, S(|u1|+...+|um|)(|v1|+...+|vm|)

0 0
unde mzmax{il,...,in;jl,...,jn} si seriile Z|un|, Z|vn| sunt convergente,

n=l1 n=1
0
rezulta ca seria Z w, v este absolut convergenta si deci convergenta.
k=1
Deoarece seriile absolut convergente sunt neconditionat convergente, rezulta
o0
ca suma seriei Z w;, v, este egala cu suma seriei produs de tipul (1.39).
k=1

Se observa insd imediat cd suma partiald p, a seriei produs de tipul (1.39)
este egald cu:
Po=(u+uy+...+u,) (v +vy+...4v,).
Rezultd cd suma oricdrei serii produs va fi egald cu lim p,=UV si cu
aceasta teorema este demonstrata.



2 Siruri si serii de functii reale
|

2.1. Convergenta simpla (punctuald) si convergenta
uniformd

Fie E < Y si {f,} un sir de functii definite pe £ cu valori in Y. Fie de

asemenea f: E — Y.

Definitia 2.1.1. Spunem ca sirul de functii { fn} converge simplu (punctual)

pe multimea E la functia f, daca ¥ x € E, sirul de numere reale {fn (x)} converge

la f(x). Folosim notatia f, —2)]‘ . Evident, cand se schimba x, se schimba
si sirul {fn (x)} . Rezulta ca fn%f dacav x € Esi ¥V €>0,3 un rang

n(x,s) en” astfel incat:

|fn(x)—f(x)|<s, A4 nZn(x,g).

Exemplul 1. Fie f, (x)=x",x € [0, 1]. Dac notdm cu

f(x)={0 pentru x <[0,1)

. N
, atunci —>f.
1 pentru x=1 In [0.1] /

Definitia 2.1.2. Spunem ca sirul de functii {fn} converge uniform pe
multimea E la functia f, daca €> 0,3 n, €ll astfel incat:
|f, ()= f(x)|<e, V n=ng 5iV xeE. (2.1)
Vom folosi notatia f, + f.
Interpretarea geometricd a convergentei uniforme este urmatoarea: pentru

V €>0,3 unrang n; €l *, astfel Incat pentru V n > n., graficul functiei f, este

cuprins intre graficele functiilor f— ¢ i f+ €.
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»
»

0 X

Observatia 2.1.1. in definitia convergentei uniforme este important faptul ca
rangul 7., Incepand de la care are loc inegalitatea (1), depinde numai de € §i nu
depinde de x. Dacd presupunem ca functiile f si f,, nell * sunt marginite pe

multimea £, atunci

I %f dacd i numai dacd lim p, =0,
n—

unde p,, =sup{| f,, (x)= £ (x)
Intr-adevir, afirmatia rezultd imediat dacd observam ca inegalitatea
|/ () - f(0)|<e.V n2n; siV xeE

,xEE}.

este echivalenta cu inegalitatea

sup{| £, (x) — f (x)

;er}<8,V nzng.

Observatia 2.1.2. Este evident faptul ca daca un sir de functii este uniform
convergent pe o multime E, el este simplu convergent pe orice submultime 4 — E.
Afirmatia reciproca nu este in general adevarata.

Intr-adevir, sa consideram din nou sirul de functii Jp(x)= x",x e [0, 1]si
functia
0 daca xe[0,1)
1 daca x=1.

f(X)={

Am vazut ca f,

A
o
Pe de alta parte se observa cu usurinta ca
%
Py :sup{|fn(x)—f(x) ; xe[O,l]}zl, VY nel .

Rezulta ca p,, =10, deci, in virtutea Observatiei 2.1.2, sirul de functii {fn} nu

converge uniform la fpe multimea [0, 1].
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Teorema 2.1.1. Conditia necesara si suficientd ca un sir de functii { fn} sd
*
converga uniform pe multimea E la functia feste ca pentru~¥ €>0sa 3 ng ell

astfel incdt fn+p(x)—fn(x) <egpentru¥v x e E,V nzng siV pell "

Demonstratie

Necesitatea. Dacéfn%y’, atunci V ¢ > 0, 3 n,ell astfel incat

€ . .
|fn (x) —f(x)| < 3 Vnzng,V xeE Dacd pell ’ , atunci cu atat mai mult rezulta:

fn+p(x)—f(x)|<§, Y n>n,siV xek.

In continuare avem:

Frip ()= £, ()] <

€ €
fn+p(x)_f(x)|+|f(x)_fn(X)|<5+5=8
pentru orice n=n,, V peD* siV xeE.

Suficienta. Din ipoteza rezultica vV € >0, 3 n, €l " astfel incat

fn+p(x)—fn(x)|<8, vV nzng,V peD*siV x € E, (2.2)
Din (2.2) rezulta ca pentru orice x € F fixat, sirul de numere reale { I (x)}
este fundamental si deci convergent, in virtutea criteriului general de convergenta
al lui Cauchy. Daca notdm cu f(x)= lim f,(x) si trecem la limitd dupd p in
n—>
inegalitatea (2.2) obtinem:
|/ ()= f,(0)|<e, V n>ng si V x e E, deci fn%nf.
Urmatoarea propozitie stabileste o conditie suficientd ca un sir de functii sa
convearga uniform.
Propozitia 2.1.1. Daca exista un g§ir de numere pozitive {an} cu

. . * A A
proprietatea lim a, =0 i un rang ny €], astfel incat:
n—>o0

|fu ()= f()|<a,,V n2nysiV x ek, (2.3)

atunci f, %)f

Demonstratie
Din (3) rezultd p,, = sup{ /()= f(x)

;er}San,V nng.
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Cum a,, — 0 rezultd p,, — 0, deci f, %) f 1n virtutea Observatiei 2.1.1.

. 2 i .
Exemplu. Fie f,(x) =m, x e Ysifie f(x)=2,x € Y. Observam
n
caVxe Yavem:
|sinnx| 1
|fn(x)_f(x)|=TS;_>0-

Rezultd f, %) f.

In continuare, vom examina in ce conditii o anumita proprietate comuna
(continuitate, derivabilitate etc.) a termenilor unui sir de functii se transmite si
limitei acestui sir. Observam ca, de reguld, convergenta simpla este insuficienta
pentru realizarea acestui transfer.

Intr-adevir, reluand exemplul 1, constatim ca desi functiile fn sunt

continue pe [0, 1], limita sirului nu este continud in punctul x = 1.
Teorema 2.1.2. Daca sirul de functii f, %) f si f, este continua pe E

* -
pentru orice n €l] , atunci feste continud pe E.

Demonstratie

Fie a € E oarecare fixat. PentruV x € EsiV nell " avem:

[f @)= f@|<|f )= £, 0|+, D= @]+ f (@ - f(@)] 24
Deoarece fn%mf, vV €>0,3 ngell * astfel incat |fn (t)—f(t)| <§,

V nzng,V te E. Pede altd parte, deoarece f, este continud in x = a rezultd ca
VvV e>0,3 5.>0, astfel incat |fn (x)— 1, (a)|<§, ¥ x € E cu proprietatea

|x—a|<88.

Dacd 1in inegalitatea (2.4) presupunem n=ng si |x—a|<88, rezulta

|f(x)—f(a)|<§+§+§=a,decifeste continua in x = a.

Observatia 2.1.3. Dacd presupunem cd x = a este punct de acumulare al
multimii £, atunci din Teorema 2.1.2 rezulta:

lim { lim fn(x)}z 1im[lim fn(x)]

Intr-adevar, continuitatea lui f(respectiv f, ) In punctul x = a revine la:
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lim f(x)= f(a), respectiv lim f,(x)=f,(a).

Xx—>a Xx—>a
Asadar avem:

lim { lim fn(x)}z lim f(x)=f(a)= lim f,(a)= lim [ lim fn(x)]

X—>al n—»o0 XxX—>a n—®0 n—>x0| xX—>a

Teorema 2.1.3. Daca fnﬁ)f si f, este continud pe [a,b] pentru

* b b b
orice nell”, atunci exista lim [ f, (x)dx=[" f(x)dx = [ {hm fn(x)}dx.
n—o*d a a4 n—>0

Demonstratie
Din Teorema 2.1.2 rezultd ca f este continud pe [a,b], deci cd f este

integrabild pe [a,b]. In continuare avem:

NAGHS f:f(x)dx‘ - ‘ [P £ (0] <
<[1fa0-rlac<p, [ dx=(b-a)p, .
Cum p,, =0, rezulta ca
lim [, (ode= [ f (0. 23)

Teorema 2.1.4. Fie {fn} un sir de functii derivabile pe intervalul (a,b), cu
proprietatea ca sirul derivatelor { 5 } este uniform convergent pe (a,b). Daca
sirul Insusi { fn} converge cel putin intr-un punct x e(a,b), atunci { fn}
converge uniform pe (a,b) la o functie f, care este derivabila pe (a,b) si Vv

X € (a,b) avem:
lim f,(x)=f"(x) :( lim fnj (x).
n—»0 n—»0

Demonstratie

Pentru oricex € £,V nsgi pell " avem
fn+p(x)_fn(x):fn+p(x)_fn+p(x0)+fn+p(XO)_fn(x0)+fn(x0)_fn(x)=
(fn+p_fn)(x)_(fn+p_fn)(x0)+fn+p(x0)_fn(x0)'

Din Teorema Lagrange rezultd ca 3 ¢ intre xy si x astfel Incat:

(fn+p _fn)(x)_(fn+p _fn)(XO) = (fr;+p _fr;)(c)(x_XO) .

Prin urmare avem:
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S p )= | < Frs p(@ = Fa (@[ = xo|+ |1 p (x0) = fu (x0)] - (2:6)

Deoarece { fn’} este uniform convergent pe [a,b] rezultd ca V ¢ > 0, 3

ng €l * astfel incat

fn'+p(t)—f,§(t)\<ﬁ,v n=nl,v telab].

Pe de alta parte { I (xo )} este convergent, deci 3 ng, [ * astfel incat

fn+p(x0)—fn(x0)‘<§,v nzng si VvV pel”.
Fie n, = max(n},ny).

Dacd 1n inegalitatea (2.6) considerdm n > ng si p €ll " rezultd

fn+p(x)_fn(x)‘<

Z(bg—a)(b_a)+§:8’ \v xe(a,b) .
Din Teorema 2.1.1 rezultd ci sirul { £, } este uniform convergent pe (a,b).

Fie f= lim f, si g= lim f,. Raméne sd aratam cd f este derivabild in orice
n—»o0 n—>0

punct x € [a,b] si f'(x)=g(x). Pentru aceasta sa observdm ca V n, p €[] s
V h e Y astfel incat x+ 4 € (a,b) avem

fn+p(x+hh)_fn+p(x) —g(x)= (fn+p _fn)(x"'h}?_(f;wp _fn)(x)+

h)—
_{fn (x+ ) f”(x)—fn'(x)}+[fn'(x)_g(x)]‘

h

Aplicand din nou Teorema Lagrange rezultd ca 3 ¢ Intre x si x+/4 astfel

incat
(Frvp = £ )@+ )= (foep =)V = (Fisp = 1) ()

Asadar, V x € EsiV n, pell * avem:
foip (3 41) = i p(x)

<

g < | faep (Cl)—fn'(cl)‘+

' @7
RIACEIORVAC) |

P +[/n ()~ g(x)]-

= fu(x)

~ * ~ ~
Deoarece f,, , —ub—> g,rezultaica Ve>0,3 5, ell astfel incat
a,

(a.0)
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fn'+p(c1)—fn'(cl)\+|f,;(x)—g<x)|<§,v n2iigsi Vv pell”.

Pe de alta parte, deoarece

lim fn (x+h)_fn(x)
h—0 h
rezultd cd 3 §; >0 astfel incat

[ 1o ()= fn ()

| h
Daca in inegalitatea (2.7) presupunem n > 7., p €l : si |h| <9, , rezulta:
|fn+p (x+h)_fn+p(x) B

| h

Trecand la limita dupa p in inegalitatea (2.8) obtinem:
| f(x+h)- f(x)

| h

de unde rezulta ca

= Jn(X),

—fn’(x)<§,Ver,V heYcux+hekEsi |h|<88.

g(x)

S &
<—+—=¢g. 2.8
>3 (2.8)

—-g(x)|<e,VxeE VY heYcux+hekEsi |h|<88,

3 lim
h—0
si cu aceasta teorema este demonstrata.

f(x+hh)—f(x) _ ()

Definitia 2.1.3. Fie {un} | un sir de functii reale definite pe multimea E — Y

n=
n
si fie {u,, }n>1 sirul sumelor partiale asociat s, = Z uy, . Perechea ({un},{sn }) se
k=1
o0
numeste serie de functii §i se noteazd cu Z u, .
n=1
Seria se numeste simplu convergenta (uniform convergenti) pe multimea
Eyc E dacd sirul sumelor partiale {sn }n21 este simplu convergent (uniform

convergent) pe E.

Cea mai mare submultime 4 — E pe care seria este simplu convergenta se
numeste multimea de convergentd a seriei. Deci

o0

A= {xo €E; Y u,(xy) este convergentﬁ} .
n=1

Functia s : A — Y definita prin

[0.0)
s(x)= lim s,(x)= Zun(x) ,Vxed
n—0 n=1
se numeste suma seriei $i se scrie
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o0
S= D Uy =up ot Fo
n=l

Teorema 2.1.5. (Cauchy). Conditia necesara si suficientd ca seria de functii
o0
Zun sd fie uniform convergenta pe multimea E este ca pentru ¥ & > 0 sa 3

n=1
* A A
ng €l astfel incat

‘un+1(x)+...+un+p(x) <g,V nzng, peD* siV x € E.

Demonstratie

o0
Zun este uniform convergentd pe £ dacd si numai daca {sn} este
n=1

. - . - . . - * A A
uniform convergenta pe E, deci dacd si numai dacd V € >0, 3 n, €[]  astfel incat

sn+p(x)—sn(x)‘= un+1(x)+...+un+p(x)‘<8,

Vnzn,,V pell : siV x € E(Vezi Teorema 2.1.1).

Definitia 2.1.4. Un sir de functii {fn} definite pe multimea E € Y se
numeste uniform marginitd pe E daca 3 M > 0 astfel incat |fn (x)| <M,VxeEsi
Ve,

Teorema 2.1.6. (Abel-Dirichlet). Fie {an} un gir de functii pe E,

n>1
monoton descrescator pentru orvice x € E fixat si cu proprietatea an%w.

0
Fie Z v, o serie de functii pe E cu proprietatea ca sirul sumelor partiale {sn}
n=1
o0
este uniform marginit pe E. Atunci seria Z a,v, este uniform convergentd pe E.
n=l
Demonstratia rezultd din Teorema 2.1.5 si practic coincide cu demonstratia
Teoremei 1.6.1.

Exemplul 2. Sa se studieze convergenta uniforma a seriei

iﬂ, x€(0,0).

~ n+x
n=1

si v,(x)=(-1)", x€(0,0).

Fie a,(x)= !
n+x
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Deoarece
0<_ <l,v x>0$il—>0, rezultda a, ———0.
n+x n n (ano)

Pe de altd parte este evident ca {an(x)} este descrescitor pentru orice x

o0
fixat. Seria Z v, este o serie numericd In acest caz si are sirul sumelor partiale
n=1

(-1

n+x

o0
marginit (|sn| <L,V n) . Din Teorema 2.1.6 rezultd ca seria Z este uniform
n=1
convergentd pe (0,).
Existd si urmatoarea varianta a criteriului Abel-Dirichlet de convergenta
uniforma pentru serii.

Teorema 2.1.6'. Fie {an} un sir de functii pe E, monoton descrescator
o0
pentru orice x fixat §i uniform marginit pe E. Daca seria de functii Zvn este
n=l1
o0
uniform convergenta pe E, atunci seria Z a,v, este uniform convergentd pe E.
n=1

Demonstratie
Dacd notdm cu 6 = v,y +...+ Vv, , atunci avem:

an+1vn+1+...+an+pvn+p =an+101+an+2(62—Gl)+...+an+p(0p—0p_1)=

= (an+1 _an+2)01 +(an+2 _an+3)62 +...F (aner—l _an+p)cp—l +an+p6p =
p-1

= z (an+k _an+k+1)6k +ay4p0p -
k=1

Prin ipotezd 3 M > 0 astfel incat |ak (x)| <M,V xekE iV kel "
o0

Deoarece Z v, este uniform convergenta pe E, din Teorema 2.1.5 rezulta
n=l1

cdV €>0,3 ng el " astfel incat |Gk (x)| <g,pentru V n>ng si V k natural. Fie
. * .
n>ng si pell oarecare. Atunci

Ay (X)W (X) +..+ An+p (x)Vn+p (x)‘ < Z [an+k (X)) = apifr1 (x)] Of|+
k=1
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+

Ayt p (x)cp (x)‘ < gkz—:l[a’Hk (X)) = apyp1 (x)] Teldpyp (x)‘ =

=8[an+1(x)—an+p(x)]+8 an+p(x)‘s3sM,V xek.

o0
Aplicand din nou Teorema 2.1.5 rezulta ca seria Z a,v, este uniform convergenta
n=l1
pe E.
Teorema 2.1.7. (Weierstrass). Daca exista o serie numericd cu termeni
i *
pozitivi ch convergenta i un rang ny €Ll astfel incat |un (x)| <c,, VxekFEsi
n=1
o0
V n2=ny, atunci seria de functii Z u, este uniform convergenta pe E.
n=1
Demonstratie
i *
Deoarece seria ZCH este convergenta, rezultd ca V ¢ > 03 ng ell  astfel
n=1

A A . * . .
inct ¢, +...+¢pyp <€,V nzngsiV pell . Fie ngzmax(no,né), nzng $l

pell * . Atunci avem
un+1(x)+...+un+p(x)‘ﬁ|un+1(x)|+...+

V x € E. Afirmatia rezultd acum din Teorema 2.1.3.

un+p(x)‘ﬁcn+1+...+cn+p<8,

0

. sin nx . .
Exemplul 3. Seria 7 3 este uniform convergentd pe Y deoarece
n=l X +n
avem:
sin nx 1 1 *
|2 2|S 3 ZS—Z,VxeY,VneD
|x +n | x“+n° n
o0
iar seria Z—z este convergenta.
n=17

Pentru un numar finit de functii sunt cunoscute proprietatile: a) daca functiile
sunt continue, atunci §i suma lor este continud; b) integrala sumei este suma
integralelor; c) derivata sumei este suma derivatelor. Teoremele care urmeaza
stabilesc 1n ce conditii aceste proprietati se pastreaza pentru o infinitate de functii.

Demonstratiile lor decurg din rezultatele corespunzitoare pentru sirurile de
functii (Teoremele 2.1.2; 2.1.3; 2.1.4) si Definitia 2.1.3.
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o0
Teorema 2.1.8. Daca seria Z u, este uniform convergenta pe E, avdand suma
n=1
s §i daca functiile u,, sunt continue pe E, atunci si functia s este continud pe E.
o0
Teorema 2.1.9. Daca seria Zun este uniform convergenta pe intervalul
n=1
[a, b, avand suma s si daca functiile u, sunt continue pe E, atunci

iﬁun (X)dx=fjs(x)dx=jj ifjun(x) dx.
n=1 n=1

Teorema 2.1.9 stabileste ca seriile uniform convergente pot fi integrate termen
cu termen.

o0
Teorema 2.1.10. Daca seria z u, este convergenta cel putin intr-un punct
n=1
X e(a,b) si daca functiile u, sunt derivabile pe (a,b), astfel incat seria

0

derivatelorZu;, este uniform convergentd pe (a,b), avdnd suma t, atunci
n=1
o0
seria Zun este uniform convergentd pe (a,b), suma sa s este derivabila si
n=1

s'(x)=t(x), Vx e (a,b).
Teorema 2.1.10 stabileste conditii suficiente ca o serie de functii sa se poata
deriva termen cu termen. Relatia s'(x) =#(x) se poate scrie mai sugestiv astfel:

Duy(x) | = Y up(x).
n=1 n=l1

o
Exemplu: Functia f(x)= Z s1n3n al ,x € Y este derivabila pe Y.
n=l 7
o0
Intr-adevar, seria de functii Zs1n3n ¥ este uniform convergenta pe Y,
n=1 N
deoarece s1n3n al S% (Teorema 2.1.7).
n
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o0 0
. . cos nx . -
Seria derivatelor Z u, (x)= Z 5— este de asemenea uniform convergenta
n=l1 n=l N
cosnx| 1 . < o
pe Y, deoarece IR Din Teorema 2.1.10 rezultd ca f este derivabild pe Y
n n

Ccos nx

i (0= 3
n=l 1

2.2. Formula Taylor

Formula Taylor este una din formulele de baza din analiza matematica, care
are numeroase aplicatii, legate in principal de aproximarea functiilor cu ajutorul
polinoamelor.

Teorema 2.2.1. (Taylor). Fie I — Y un interval, a € I un punct interior §i
f:1—> Y o functie de n + 1 ori derivabild pe I. Fiex € I §i pell * . Atunci existd &
intre a si x astfel incat

' " (n)
_f(x)zf(a)+f(a)(x—a)JrM(x—a)z+...+m(x—a)n+Rn(x), (2.9)

1!

2! n!
unde
(x=a) (=8 ()
Rn(x)—{x_él o f (é) (2.10)

Formula (2.9) se numeste formula Taylor de ordinul # in x = a, iar functia R,

se numeste restul formulei Taylor de ordinul n. Forma restului data in (2.10) se
numeste formula Schomlich-Roche.

Demonstratie
Notam cu 7,, polinomul Taylor de rodinul #, care se defineste astfel:
' ()
Tn(x)=f(a)+¥(x—a)+...+f—'(a)(x—a)n,V x el (2.11)
! n!
Cu R,, notdm diferenta:
R,(x)=f(x)-T,(x),V x el (2.12)
Din (2.12) rezulta
f(x)=T,(x)+R,(x), (2.13)

adica exact formula (2.9).
Prin urmare rdmane sd aratam ca restul R, are forma data in (2.10).

Fie x € I oarecare fixat, x > a si fie
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R, (x)

(x-a)’

Ox) = (2.14)

Cu aceasta notatie formula (2.13) devine

Oy
1= 1@+ LD aye LD g (a0 @15)
Pentru a determina functia Q consideram urmaétoarea functie auxiliara

(n)
o= 1+ L0(x Oy (e 0. @16

—t)+...+

Observam cd functia ¢ este continuad pe [a,x], derivabilid pe (a,x) si
¢(a) =0(x)= f(x).Din Teorema Rolle rezulti ca 3 € (a,x), astfel incat
¢'(§)=0. (2.17)
Derivand (2.16) obtinem:
" ' (I’H—l) (n)
f(t)( l‘)—f(t)+...+f ([)(x—t)n—f ([)n(x—t)n_l—
1!

n! n!

o =S+

(n+1)
S . (f)(

—p(x—t)p_lQ(x)= x—t)n—p(x—t)p_lQ(x).

Tinand seama de (2.17) rezulta:

( a)n f(n+1) (E_,)
(r-ep ™
In sfarsit, din (2.14) si (2.18) obtinem:

(x=a) (x-g)"" (n+1)
R”(x)_(x—aj ap O ©

si cu aceasta teorema este demonstrata.

O(x) =

(2.18)

Observatia 2.2.1. Daca f este un polinom de gradul n, atunci restul
R,(x)=0, V x € Isi formula Taylor devine:

(n)
LD ays. 4 LD (may

n!

fx)=f(a)+

=co+c(x—a)+...+¢,(x—a)".
Astfel, in cazul unui polinom, formula Taylor revine la reprezentarea acestuia ca
polinom in puterile lui x—a.

Din forma generala (2.10) a restului Taylor datd de Schomlich-Roche, se
obtin doud forme particulare importante prin particularizarea lui p.
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Pentru p = 1, expresia (2.10) devine:

Rn(x):wf(”“)(é) (2.19)

n!

care se numeste restul Taylor de ordinul # sub forma Cauchy.

Pentru p =n + 1, expresia (2.10) devine
)n+1

R, (0= 7 () (2.20)

(n + 1)!
care se numeste restul Taylor de ordinul » sub forma Lagrange.

Deoarece & se afla Intre a si x, existd 0 < 0 < 1 astfel incat £—a = e(x— a).
Dacanotamcu h=x—a,rezultd x=a+h, E=a+06h, x—éz(l—e)h si formula
Taylor se scrie:

~ ho, . K, W )
f(a+h)—f(a)+ﬁf (a)+5f (a)+...+mf (a)+R,(x), (2.21)
unde restul are una din formulele

h}’l+1 (1 _ e)n_p+1

R,(x)= - 7Y (a+0h) (Schomlich-Roche)  (2.10')
n+l n
R,(x)= # 7 (a+0n) (Cauchy) (2.19)
hn+1 (n+1) '
R,(x)= (n N 1)' f (a + Gh) (Lagrange) (2.20M

Deoarece formulele Cauchy (2.19) si Lagrange (2.20) ale restului R, corespund

la valori diferite ale lui p si deoarece 6 depinde in general de p, rezultd ca
valorile lui 0 in (2.19") si (2.20") sunt in general diferite.
Daca a=0e1, formula (2.21) se numeste formula Mac Laurin. Asadar,
formula Mac Laurin cu restul Cauchy este:
n+l (1 _ G)n
n!

F(0)=10)+37(0) +...+x—n' 7M©0)+= £ (0x), (2.22)
: n:

iar, formula Mac Laurin cu restul Lagrange este:

n n+l
F@=FO+ 'O+t f OO+ 7 Der).  223)

n! (n+1)!

Definitia 2.2.1. O functie f definita pe o vecindtate a punctului x=a se

numeste infinit micd in x =a daca lim f(x)=0. Fie f'si g doud functii infinit mici
Xx—a
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in x=a. Spunem cd f este infinit mica de ordin mai mare ca g si notam f =0(g)

daca lim EAC)] =0.
xX—a g(x)
Din formula (2.20) rezulta:
tim 20 _ i (e a) £ () =0,
x—a (x_ a)" x—a
deci

R, (x) 20[(x—a)n] (2.24)

Ultima egalitate se numeste restul formulei Taylor in forma lui Peano.
In continuare vom scrie formula Mac Laurin pentru cateva functii uzuale:

1. Pentru functia f(x)=e"*,x € Y, avem
FMy=e*si FM(0)=1 V n e N, deci
2 n
ex=1+£+x—+...+x—+o(x”).
1 2! n!

2. Pentru functia f(x)=sinx,x € Y, avem:
£ (x) = sin(x + ngj , deci

0 daca n=2k
fMO)=sinnT=1 1
2 |(-1)2 daca n=4k+1 sau 4k+3.

Asadar avem:
3 5 2n+1
sinx=——x—+x——...+(—1)" al o(x2”+1).
1 31 sl (2n+1)!

3. Pentru functia f(x)=cosx,x € Y avem

0 daca n=2k+1

) (x =cos[x+n£] si 70 —cosnl =
7 2) 9O 2 |(-1)" daca n=4k.

Formula Mac Laurin este 1n acest caz:

+0(x2”).

(Zn)!

4. Pentru functia f(x)=In(1+x), xe(-1,),

£ =(-1)" ((1 . 1))2 S0 =0, FM0)=(=1)"" (n-1)!
X

Formula Mac Laurin va fi:
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2 3 4 n
ln(1+x)=x—7+%—%+...+(—l)n_l%+0(xn).
5. Pentru functia f'(x)=(1+x)% avem:
f(")(x)=oc(oc—l)...(oc—n+1)(1+x)a_n si
F™©0)=a(a-1)...(a=n+1).

Formula Mac Laurin este

-1 -1)...(a—n+l1
(1+x)0c=1+EJC+MJCZ+...+OL(OL ) (oc ! )x”+0(x").
1! 2! n!
In cazul particular cand o =n eD*, R,(x)=0 (pentru ca f(n+1)(x):0)si

formula Mac Laurin coincide 1n acest caz cu formula binomului lui Newton.

(1+x)" =1+%x+@x2+...+n(n_—})'"1x” =
. : n.

=1+Clx+C2x? 4.+ C'x".

Formula Taylor (Mac Laurin) este utila in calculul unor limite de functii.

2

9 . e 2 —cosx - .
Exemplu. S se calculeze lim ——————. Aplicand formulele stabilite

x>0 x”sinx
anterior obtinem:

x2 2 4 2 4
e_7—cosx l—x—+x—+o(x4)—1+x——x—+o(x4)
lim _ lim —2 L2 24 =
x—»0  x”sinx X—>00 X~ sinx
I 1) 4 (4) 1 1
——— |x"+o(x I
. (8 24) R YR S T T
= lim = lim = =
X0 x4+0(x4) oo 1+ 0(x) 8 24 12
()
olx
(unde a(x)=—4—>Ocﬁndx—>O).

X

In continuare vom prezenta doui aplicatii interesante ale formulei Taylor in
studiul functiilor reale.

Fie / — Y un interval deschis, ael si f:/—[ . Se stie cd o conditie
necesara ca punctul x = a si fie punct de extrem pentru f este ca f'(a)=0 (in

ipoteza cd f este derivabila in x = a).
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Urmatoarea teorema stabileste conditii suficiente pentru existenta punctelor
de extrem.

Teorema 2.2.2. Fie f:1 —[] cu proprietatea ca are derivate continue pe |

pana la ordinul n inclusiv si a € I un punct interior astfel incat:

f@=1"@=..= " Nay=0, r"@=o0.
Daca n este par, atunci x = a este punct de extrem pentru f si anume, de maxim
daci £ (a)<0, respectiv de minim daca £ (a)>0.

Daca n este impar x = a nu este punct de extrem.

Demonstratie
Din formula Taylor cu restul lui Lagrange rezulta

n
xX—a
f(x)zf(a)"‘%f(n)(é), vV xel,
unde & se afla intre a i x.
Sa presupunem 7 par §i f (”)(a) <0. Deoarece f ) este o functie continua
in x = a, rezultd cd existd un interval deschis J astfel incit aeJ <l si

f(n)(f)<0,v teJ,xeJ avem:

f(x)- f(a) =%f<">(a)so,

de unde rezulta ca
f(x)< f(a) ¥V xed,
deci x = a este punct de maxim local pentru /. Analog se arata cd dacd f (n )(a) >0,

atunci x = a este punct de minim local pentru f.
Daca n este impar, atunci diferenta f(x)— f(a) nu pastreaza semn constant

pe nici o vecindtate a punctului x = a, deci x = a nu este punct de extrem local
pentru f.

Corolarul 2.2.1. Daca f'(a)=0 si f"(a)#0, atunci x = a este punct de
minim daca f"(a) >0, respectiv punct de maxim daca f"(a)<0.
Daca f'(a)= f"(a)=0 si f"(a)#0, atunci x = a nu este punct de extrem

pentru f'(este punct de inflexiune).

Definitia 2.2.2. O functie f:1 -1 se numeste de clasa C? pe I, daca f are

derivate continue pe I pand la ordinul p inclusiv. Se foloseste notatia f = C? (I ) .
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Definitia 2.2.3. O functie f € C? (1 ) se numeste convexd (concava) pe I,
daca Vv a, x € I avem
f@)2 f@)+ f(@(x=a) /()< f(@)+ ['(a)(x~a)]

Din punct de vedere geometric functia este convexa (concava) daca graficul
sdu este situat deasupra (dedesubtul) tangentei in orice punct al sau.

Proporzitia 2.2.1. Daci f e C? (1) si f"(x)>0(f"(x)<0) pentru orice x € I,

atunci [ este convexa (concava) pe intervalul 1.

Demonstratie
Fie a, x € 1. Din formula Taylor pentru n = 1 rezulta:
, /(& 2
fx)=f(a)+f (a)(x—a)+2—(‘)(x—a) s

unde & se afla intre a si x.
Daca f"> 0 pe [ rezulta

: /(€ 2
f(X)—[f(a)+f(a)(X—a)]=T()(x—a) 50,V xel,
deci f este convexa pe intervalul /. Analog, dacd f" <0 pe I rezulta

f@)< fa)+f'(a)(x—a),V x e,

deci feste concava pe I.

2.3. Serii Taylor si Mac Laurin

Definitia 2.3.1. Fie f:1 —[ o functie indefinit derivabild pe I si a €l un

punct interior. Seria de functii
f'(a) @ v P
f(a)+T(x—a)+T(x—a) +...+T(x—a) +... (2.25)

se numeste seria Taylor atasata functiei f in x = a. Daca notam cu A multimea de
convergenta a seriei (2.25) (Vezi Definitia 2.1.3.) atunci observam ca a € A, deci
A#O.

Spunem ca functia f se dezvolta in serie Taylor in jurul punctului x = a pe
multimea B I() 4, daca V x € B avem:

' (n)
f(x)=f(a)+f(a)(x—a)+...+m(x—a)n+... (2.20)

1! n!
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In cazul particular a =0 € I, seria (2.25) devine
n
X X
fO+=f (0)+...+Wf(")(0)+...

si se numeste seria Mac Laurin.

Observatia 2.3.1. Fie f:/ —>[ o functie indefinit derivabila pe /si ae[.
In general nu este adevirat ca functia f se poate dezvolta in serie Taylor in jurul
punctului x = a pe multimea 4 (] 7 asa cum rezultd din urmatorul exemplu datorat

lui Cauchy.
2
Exemplu. f(x)= e_l/ Y daca x=#0
0 daca x=0.
Vom arata ca f este indefinit derivabila pe Y si f(")(O) =0,V nell :
1

2
Intr-adevar, daca x # 0, atunci f'(x) = —e ¥ Cum feste continud in x = 0, avem:

X
2 6
7 4
f'(0)= hm f (x) = lim *— = lim X _ -
x>0 L x50 1
2 )
e _73@
X
1 1
=3 lim <% =31lim X =§limi=0
x—0 LZ x—0 2 Lz 2 x>0 L2
ex _73ex ex
X
1
In general avem: f (”)(0) P(,;C) dacd x # 0, unde P este polinom. Aplicand
X
de un numadr suficient de mare regula L'Hospital rezulta:
b 1
e X Lk
M0y = 1im £ (x)= P(0) lim — = P(0) lim X—=0.
x—0 x—0 x x—0
e"2

Seria Mac Laurin atasata lui f'este convergentd pe Y si are suma s(x)=0,V x € Y.
Rezultd ca f(x)#=s(x), V xell \{O} , deci f nu se dezvoltd in serie Mac

Laurin pe nici o multime Bc Y, B # {O} .
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Teorema 2.3.1. Conditia necesara si suficienta ca functia f sa se dezvolte in

serie Taylor in jurul punctului x = a pe multimea B < I A este ca
lim R,(x)=0, V x € B.

n—»®0

Demonstratie

Observam ca polinomul Taylor de ordinul » atasat functiei f'in punctul x = a
este exact suma partiald de ordinul » a seriei Taylor atasat lui f in x = a. Daca
notam cu s suma seriei (2.26) atunci

s(x)=lim 7,,(x), V x € A. (2.27)
n—>0
Pe de alta parte, din formula Taylor avem:
f(x)=T,(x)+R,(x),Vx el (2.28)

Faptul ca f'se dezvolta in serie Taylor pe multimea B — A () I revine la a spune ca
f(x)=s(x), Vx e B.Din (2.27) si (2.28) rezultd ca f(x)=s(x), V x € B daca si
numai dacad lim R,(x)=0,V x e B.
n—o
Corolarul 2.3.1. Daca exista M > 0 astfel incat

‘f(n)(x)‘SM,V nell” siVvxeBcANI,

atunci f se dezvolta in serie Taylor in jurul punctului x = a pe multimea B.

Demonstratie
Pentru orice x € B fixat, avem:
|x_a|n+1 ( 1) |x_a|n+1
n+
IR, (0)| =—=—| /" (e s ME——=u,. (2.29)
(n+1)! (n+1)!
Observam ca lim u, =0, deoarece u,, este termenul general al unei serii cu
n—0

termeni pozitivi convergente, asa cum rezulta imediat din criteriul raportului

[ lim 224 = Jim |’C_"|=0<1J.

n—o U, n—w n+2

Asadar, lim R,(x)=0, V x € B si afirmatia din Corolar rezultd acum din
Nn—»o0

Teorema 2.3.1.

Exemple
1. Functia f(x)=e", x € Y se dezvolta in serie Taylor pe Y in jurul oricdrui

punct. Intr-adevar, pentru orice » > 0, avem:
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oo v see

Din Corolarul 2.3.1 rezultd ca functia f(x)=e" se dezvoltd in serie Taylor
pe intervalul [—r,7] in jurul oricdrui punct a € (—r,r). Cum r > 0 a fost arbitrar,
rezulté ca dezvoltarea are loc pe Y. Dezvoltarea sa in serie Mac Laurin este:

2 n
X X

P P A e
1 2! n!

2. Functia f(x)=sinx, x € Y se dezvoltd in serie Taylor pe Y in jurul

. T
sin| x+n—
( 2)

3 5 2n+l
sinxzx—x—+x——...+(—1)nx—+... Vxel.
31 5! (2n+1)!

3. Functia f(x)=cosx, x € Y se dezvolta in serie Taylor pe Y in jurul

T
cos| Xx+n—
( ZJ

4. Functia f(x)=In(1+x), xe(-1) se dezvoltd in serie Taylor in serie

oricarui punct.

Intr-adevar, ‘ f (")(x)‘ = <1=M,V x e Y. Dezvoltarea in serie

Mac Laurin este:

oricarui punct, deoarece

‘f(”)(x)‘z <1,Vxe.

Mac Laurin pe intervalul (—1,1].

Din Teorema 2.3.1 rezultd ca trebuie sa demonstram ca lim R, (x)=0,
n—>0

V xe (—1,1] . Prin inductie se demonstreaza usor ca

f(n)(x)z(—l)n_lﬂ, vV oxel .
(1+x)n

Pentru x e [0,1] scriem restul Taylor sub forma Lagrange si obtinem

n _n+l
|Rn(x)|=| (=) x 1|s L v xefo]. (2.30)
[(n+1)(1+ 01| 1

Rezultd lim R, (x)=0 pentru x e [0,1] .
n—»o0

Pentru x e (—1,0) folosim formula Cauchy a restului si obtinem:

1
i e LN e
g (1+ex)"+1‘ 1+6x) 1+6x
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unde 6 €(-1,0) si depinde in general de n.

Pentru a ardta cd lim R, (x)=0, V xe (—1,0) este suficient sd ardtim ca
n—>0

lim R,(x)=0,V xe [—r,O) unde 0 < x < 1 este arbitrar.
n—>0

Fie deci -1 < — r £ x < 0. Cum 96(0,1) rezulta -0 < —-0r <0x, deci

0<1-0<1-0r<1+0x.In continuare avem:

0<1=9 (2.32)
1+6x
1 1 1
> > . (2.33)
I-r 1-r6 1+6x
Tinand seama de (2.32) si (2.33) in (2.34) obtinem:
n+l
IR, (x)| <—.,V xe[-r,0).
1-r
Cum lim "' =0, rezulta lim R,(x)=0 pentru V xe(-1,0) si cu aceasta
Nn—»0 n—»0

demonstratia este terminata.
Dezvoltarea in serie Mac Laurin este
2 3 4 n
D -1 x
In(1+x)=x-—+ =T p 4 (=1)"" k¥ xe(-L1].
2 3 4 n

In particular, pentru x = 1 obtinem rezultatul cunoscut

ln2=1—l+l—l+...
2 3 4

5. Functia f(x)=(1+x)", ael \[, xe(~10) se dezvolta in serie Mac
Laurin pe intervalul (—1,1) .

Vom arata ¢a lim R,(x)=0, V xe(-11). Pentru restul Taylor vom folosi
n—»0

forma Cauchy.
Deoarece f(”)(x) = oc((x - 1). . .(OL —-n+ 1)(1 + x)a_n , rezulta

oc(a—l)...(oc—n)x””(l—@

Ry(x)= n! 1+0x

n
) (1+6x)*7, (2.34)
unde 6 €(0,1) si depinde in general de n.

Daca notdm cu u, zia(a—l)..‘.(a—n)xnﬂ
n!

i presupunem |x| <1, atunci

o0
seria z u, este convergentd, asa cum rezultd imediat din criteriul raportului
n=l1
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[ lim 2L~ fim w|x|=|x|<l)

n—o Uy, n—o n+l

Asadar avem
lim u, =0. (2.35)

n—>®

Pe de altd parte, daca |x| <1l avem 0<1-6<1+6x de unde rezulta

o<[1_9j <1. (2.36)

1+6x
In sfarsit, observam ci pentru —1 <x < 1 avem
1—|x|S1—9|x|S|l+9x|£1+9|x|£1+|x

de unde rezulta
i+0x" " <(1+])*” daca o>1 o
|1 + 6x|0t_l < (1 - |x|)0t_1 daca a<l '

Trecand la modul in (10) obtinem:

n
IR, ()| =u, (%) (1+ Gx)a_l <u, (1+ Gx)a_l .
+0x

Din (2.35) 51 (2.37) rezultd lim R, (x)=0,V xe (—1,1) si cu aceasta demonstratia

n—»0
este terminata.

5 . 1 .
In particular, pentru o = > obtinem

1 113 5 nl-3-5..(2n-1) ,
=l-—x+—x" . +(-1) —————— " +... ¥ ~11).
VI+x 22" +(=1) 2-4-6...(2n) T xe(=L0)

2.4. Serii de puteri

O serie de puteri este o serie de functii de forma
o0
Zanx"=a0+a1x+a2x2+...+anx"+... xel, (2.38)
n=0
{a,} este un sir de numere reale.

Daca notam cu 4 multimea de convergentd a seriei (1), atunci se observa ca
0 e A,decid+.
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Lema 2.4.1. Daca seria (1) este convergenta in xye€ Y, atunci ea este

absolut convergenta in orice punct x € Y cu proprietatea |x| < |x0| .

Demonstratie
o0
Deoarece seria Zanxg este convergentd, rezultd ca sirul {anxg } este
n=0
convergent §i are limita 0. Cum orice sir convergent este marginit, rezultd ca

3 M > 0 astfel incat anxg <M,V nell * . Pe de alta parte avem
n n
X X
‘a x"‘z‘a = <M= =v . (239)
n n0| |y X n
0 0

o0
Daca |x| <‘x0‘, atunci seria Zvn este o serie geometrica convergenta (deoarece
n=1
X o0
ratia g =|—|{<1). Din criteriul I de comparatie rezultd ca seria Z anxg este
) n=0
convergenta si cu aceasta lema este demonstrata.

Observatia 2.4.1. Lema 2.4.1 pune in evidentd o proprietate importanta a
multimii de convergentd a unei serii de puteri si anume dacd x,€ 4, atunci

intervalul deschis (—‘xo‘,‘xo‘) cA.

Observatia 2.4.2. Din Lema 2.4.1 rezultd cd daca xy¢ 4 si |x| >‘x0‘, atunci
x¢A.

Teorema 2.4.1. (Teorema I a lui Abel). Pentru orice serie de puteri exista
un numar 0< p <o, cu proprietdtile:

1) Seria este absolut convergenta pentru orice x € Y, x| <p.

2) Seria este divergenta pentru orice x € Y, |x| >p.

3) Seria este absolut uniform convergenta pe intervalul [—r,r] ,VO<r<R.
Numarul p se numeste raza de convergenta, iar intervalul (—p,p) intervalul

de convergenta.

Demonstratie

Daca multimea de convergenta 4 se reduce la {0}, atunci p = 0 si teorema
este demonstrata.

Presupunem 4 = {0}.
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Cazul 1. Daca 4 este nemarginita superior, atunci 4 = Y §i p = +o0.
Intr-adevar, fie x; €] oarecare. Dacd 4 este nemarginitd, atunci existd

x, € A astfel Incat |x0| >|x1|, deci seria este absolut convergenta in x;, conform

0
Lemei 2.4.1. Cum x; €[] era arbitrar, rezultd ca seria este absolut convergentd pe Y.

Cazul 2. Daci 4 este marginita superior, atunci p = supA4 > 0. Intr-adevir,
din definitia marginii superioare rezultd ca daca |x| <p, atunci 3 x; € 4 astfel incat

|x| < |x0| <p; conform Lemei 2.4.1 seria este absolut convergenta in x. Fie x € Y,
astfel incat |x| > p. Evident |x| > y>p. Daca presupunem prin absurd ca seria este

convergenta in x, din Lema 2.4.1 rezultd y € 4, ceea ce contrazice definitia p = sup4.
In sfarsit, faptul ca seria este uniform convergenti pe [—r,r] ,VO<r<p,

rezultd din Teorema 2.1.7 (Weierstrass), observand ca pentru V x € [—r,r] avem

anxn este convergentd. Cu aceasta teorema

[e 0]
, 1ar seria numerica Z ‘anr”
n=0

<‘a P
n

este demonstrata.
Urmatoarea teoremd ne da un procedeu practic de calcul al razei de convergenta.

o0
Teorema 2.4.2. (Cauchy-Hadamard). Fie Z anx” o serie de puteri, p raza
n=1

sa de convergentd si o= limsup”!| an‘ . Atunci:

l)pzl daca 0<®<oo,
®

2)p=0 daca o =+oo.
3)p=o dacad ®=0.

Demonstratie

o0
Aplicand criteriul radacinii (Teorema 1.5.6, Corolarul 1) seriei Z ‘anx”

n=0
L = limsup”| anx"‘ = olx|.

este convergenta.

obtinem

1) Fie 0 < ® < oo.

- 1 . L2
Daca |x| <—,atunci L < 1, deci seria E ‘anxn
)
n=0
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: 1 : s 1 5 . <
Fie |x| >—. Evident exista |x| >y >—. Dacd presupunem prin absurd ca
®

®
o0

seria Z anx" este convergenta in punctul x, atunci din Lema 4.1 rezulta ca ea este
n=1

absolut convergentd in punctul y. Pe de alta parte, limsupﬂl‘an Y=oy >1, de

o0
unde rezulta ca z ‘an‘ " este divergentd (Teorema 1.5.6, Corolarul 1). Am ajuns

n=0

L . 1
astfel la o contradictie. Deci p =—.
®

o0
2) Fie ® = o si x, #0 oarecare. Vom arita ca seria Z anxg este
n=0
o0
divergenta. Intr-adevar, fie 0 < y <‘x0‘ . Dacéa presupunem prin absurd ca Z anxg
n=0

o0
este convergentd, atunci din Lema 4.1 rezulta Z ‘an‘ " este convergentd. Pe de
n=0

o0
altd parte avem: limsupJ‘an y" =wy>1, deci seria Z‘an‘ y" este divergentd
n=0

(contradictie). Cum x, # 0 a fost arbitrar, rezultd 4 = {0}, deci p=0.

0
[o0]
3) Dacd w = 0, atunci L = 0 -|x|= 0 < 1, deci seria Z‘anx"‘ este
n=0
convergentd. Rezultd 4 = Y, deci p = +o0.

a A
Observatia 2.4.3. p = lim |—2—| daca aceasta limitd exista. Intr-adevar,
n—oo|d
n

+1
< . a . C s qs an+l .. 1 1
daca 3 lim , atunci existd lim || (cu conventiile —=o §i —=0). Dar
noold, n—o| a 0 00

a
se stie ci daca 3 lim —L =/ atunci 3 lim”| an‘ =1.

n—o d
n

Exemple
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0 n
) -1 x < 2 =
1. Seria E (—1)" 'Y are raza de convergentd p = 1. Intr-adevar, conform
n

n=1

Observatiei 2.4.3 avem:

a
p = lim —*|= lim
n—» an n—owo N

n+l1

=1.

+1

Din Teorema 2.4.1 rezulta ca seria este absolut convergenta pe intervalul (—1,1) si
divergenta pe multimea (—o0,—1)U(1,).

o0
. . 11 <
Pentru x = 1 seria devine Z(—l)n — care este convergentd, conform

n=1 n
(1
criteriului Leibniz pentru serii alternate. Pentru x = —1, seria devine Z[——j =
n=l1 n
o0
=(—1)Z— care este divergentd. Rezulta cd multimea de convergenta este
n=1"
A=(-1, 1] .

0

2. Seria Z n!x" are raza de convergenti p = 0. Intr-adevir,
n=0

a
p =lim|—2—|= lim
a .| noent 1
Multimea sa de convergenta este 4 = {0}.

o] n

. X <
3. Seria Z — areraza de convergenta p = +o0. Avem

n=0 "
. a .
p= lim |——{= lim (n+1)=+o0.
n—oo|d n—>00
n+l
Multimea de convergentd este 4 = Y.
00 x3n 3 R
4. Seria Z - are raza de convergentad p = V2 . Intr-adevir,

n=0 2
0 daca n#3k

a =
27" daca n=3k.
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3n
Sirul {% } se compune din subsirurile constante {0} si {\/2_"}, deci ® =

3

=lim sup ?||a_|=max 0,L L . Din Teorema 2.4.2 rezulta p L %/5 .
o I o

Teorema 2.4.3. Suma unei serii de puteri este o functie continud pe intervalul
de convergenta al seriei.

Demonstratie
Fie x € (—p, p) oarecare fixat. Evident, existd r astfel incat |x|<r<p.

Deoarece seria este uniform convergenta pe intervalul [—r,r] (Teorema 2.4.1

punctul 3) rezulta cd suma sa s este continud pe [—r,r], deci si In punctul x. (Am
aplicat aici Teorema 2.1.8).

o0
Teorema 2.4.4. O serie de puteri Z anx” poate fi integrata termen cu
n=0
termen pe intervalul de convergenta al seriei. Seria de puteri care rezulta are
aceiasi raza de convergentad cu seria initiala.

Demonstratie

o0
Fie s(x)= )’ ax",V xe(-p,p).
n=0
o0
Fie |x| <p si r astfel incat |x| <r<p. Deoarece seria s(x)= Z anx" este
n=0
uniform convergenta pe [—r, r] din Teorema 2.1.9 rezulta

jos(t)dz_z jo ”dt— Dt

0n+1

Pe de alta parte avem:

—aa, lim \/7

lim

n—»0 n+1 lim /n+

de unde rezulta ca seria are raza de convergenta egala cu p.

=lim "

o0
Teorema 2.4.5. O serie de puteri z anxn poate fi derivata termen cu
n=0
termen pe intervalul de convergenta al seriei.

Demonstratie
Seria derivatelor este:
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ap+2ayx+...+ nanx"_1 +.

lim ! ||na ‘zhm”,/a - lim Vn =lim "*|a |,
n e n

rezulta ca seria derivatelor are aceiasi raza de convergenta ca seria initiala.

Fie » € (—p, p) oarecare si |x|<r<p. Deoarece seria derivatelor este

uniform convergentd pe [—r,r], din Teorema 2.1.10

o0

s'(x)=Y] nanxn_1 =a;+2ax+...+ nanxn_1 +...

n=1

unde
o0
s(x)= z a,x" =ag+ax+...+a,x" +...
n=0

Observatia 2.4.4. O serie de puteri poate fi derivatd termen cu termen sau
integrata termen cu termen, pe intervalul de convergenta ori de cate ori dorim. De
fiecare datd, seria obtinuta are aceiasi raza de convergenta cu seria initiala.

o0
Teorema 2.4.6. (Teorema a Il-a lui Abel). Fie seria de puteri ) a,x",
n=0
avand raza de convergenta p < oo si suma s. Daca seria este convergentd in
punctul x = p, atunci suma sa s este continud pe intervalul (—p,p] .

Demonstratie
Din Teorema 2.4.3 rezulta continuitatea lui s pe (—p,p) . Rdmane sa dovedim

continuitatea In x = p. Observam ca:
¥ n
" ="} 2]
p

n
Sirul de functii [—j este uniform marginit pe intervalul [O,p] si
p

o0

descrescator pentru orice x fixat. Cum seria Z a, p" este convergentd, din criteriul
n=1

Abel-Dirichlet de convergenta uniforma in varianta a I[-a (Teorema 2.1.6') rezulta

o0
ca seria Z a,x" este uniform convergenta pe [0, p] . Din Teorema 2.1.8 rezulta ca
n=0
functia s (suma seriei) este continud pe [O, p] , deci si In punctul x = p.
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el x2n—1

2n—-1"

o0
Exemplu. Si se afle multimea de convergenta si suma seriei Z (—1)

n=1
(_l)n—l .
~—~— de unde rezultd p= lim
n-—1 n—>0

an

Avem aq, = =1. Pentru x = 1, seria devine

A+l

0

-1 1 . . o .
Z(—l)n 12 si este convergentd (criteriul Leibniz). Pentru x = —1, seria
n=l1 n=

o0
devine Z

n=l1

si este divergenta.

Multimea de convergenta este deci 4 = (—1,1] . Fie

2 ox X

s(x)=x——+——-"—+... VxeA.
3 5 7

Din Teorema 2.4.5 rezulta
S'(x):l—x2 +xt x4+ Vaxe (—1,1).
Seria din dreapta este o serie geometricd, cu ratia g = —x?. Rezultd
, 1
s (x)=1—2, V x e (—1,1).
+x
Integrand ultima relatie obtinem:
s(x)=arctgx+C, V x e(-11).

Deoarece s(0) = 0 rezultda C =0, deci
o0 | x2n—1
arctg x = Z(—l)n_ T V x e (—1,1).
n—

Pe de altd parte, deoarece p =1 € 4, din Teorema a II-a a lui Abel rezulta:

n=1

s(1) = lim s(x) = lim arctg x = arctg] = I
A1 X1 4

Asadar avem

o0 4 x2n—1
arctgx = Z(—l)n ,V x € (—1,1).
" 2n—1
In particular, pentru x = 1 obtinem:
1 1 1

T
L P
47 35 7



3 Spatii metrice. Spatii normate.
= ' Spatii Hilbert

Spatiile metrice au fost introduse la inceputul secolului XX de
matematicianul francez M. Fréchet si constituie cadrul natural de prezentare a
principiului contractiei, care std la baza demonstrarii unor teoreme fundamentale
din matematica, cum ar fi: teorema functiilor implicite, teorema de existenta si
unicitate pentru ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale (integrale) etc. De
asemenea, spatiile metrice ofera un cadru suficient de general, relativ simplu,
pentru studiul limitelor de functii (siruri) si a continuitatii functiilor.

3.1. Spatii metrice. Principiul contractiei

Definitia 3.1.1. O multime nevida X se numeste spatiu metric daca existd o
Junctie d : X x X = U  cu proprietatile:

a) d(x,y)ZO, Vx,yeXsi d(x,y)zOdacd§inumaidacdx=y.

b) d(x,y)zd(y,x), Vx,yeX

1)) d(x,y)éd(x,z)+d(z,y), Vx,yelX

Functia d se numeste functia-distantd sau metrica spatiului. Evident, daca
(X,d) este un spatiu metric i ¥ = X, atunci (¥,d) este de asemenea spatiu metric.

Propozitia 3.1.1. Daca (X ,d ) este spatiu metric, atunci:

|d(x1,x2)—d(x3,x4)|Sd(xl,x3)+d(x2,x4), V x;eX,i=14.

Demonstratie
Din proprietatea c) a distantei rezulta

d(xl,xz)Sd(xl,x3)+d(x3,x4)+d(x4,x2)
d(x3,x4)Sd(x3,x1)+d(x1,x2)+d(x2,x4) .
Tinand seama si de proprietatea ») obtinem:
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d(xl,xz)—d(x3,x4)ﬁd(xl,x3)+d(x2,x4) (31)
d(xl,X2)—d(X3,X4) > —[d(XI,X3)+d(Xz,X4):| (32)
Din (3.1) si (3.2) rezulta:
|d(X1,X2)—d(X3,X4)| < d(xl,x3)+d(x2,x4) .
Exemple de spatii metrice

1. Multimea Y a numerelor reale este spatiu metric In raport cu distanta
euclidiana.

d(x,y)=|x—y ,Vx,yel.

Facem observatia ci pe Y se pot introduce si alte distante, de exemplu:
X - y|
d(x,y)=4/|x— sau d|(x, =|—.
2. Multimea 0" ={x:(x1,x2,...,xn); x; el, i=1,_n} este un spatiu metric
in raport cu distanta definita de
d(x,y)= max |xl~ -y

1<i<n

,unde x=(xp,...,x,) si y=(yoe.s¥p)

sunt elemente oarecare din [ . Verificarea proprietatilor a)-c) este imediata.
3. Multimea numerelor complexe:

[] ={z=x+iy; x,yeD}
este un spatiu metric 1n raport cu distanta
d(zl,zz) = |Zl -2

. A 21,29 el

(reamintim cd daca z =x+iy, atunci |z| =x* + y2 ).

4. Fie E o multime oarecare si fie B(E ) multimea functiilor reale si
marginite pe £, adicad multimea functiilor f:E —[] cu proprietatea ca exista
S()|<M;,¥Y xeE.

Multimea B(E ) este spatiu metric in raport cu distanta:

d(f,g)zsup{|f(x)—g(x);er},V f.geB(E) (3.3)
Existenta membrului drept din relatia (3.1) rezultd din Teorema 1.1.1. Verificarea

proprietatilor a)-c) este imediata.
5. Orice multime X este spatiu metric in raport cu distanta triviala:

1 daca x#
d(x,y)z{ Y

Un astfel de spatiu metric nu prezintd interes decat din punct de vedere teoretic.

M r> 0 astfel incat

0 daca x=y.

Definitia 3.1.2. Fie (X ,d ) un spatiu metric. Spunem ca un §ir de elemente

{xn} din 0" converge la x € 0", daca sirul de numere reale {d(xn,x)}
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converge la 0, deci daca vV €¢>0,3 ngell * astfel incat d(xn,x) <eg V nxng.

Vom folosi notatia x, — x sau lim x, =x.
n—»0

Exemple
1. Dacd X=Ysi d(x,y)=|x— )|, atunci {x,} converge lax daci
vV £€>0, 3 n, el " astfel incat |xn —x|< e,V nxng.
Regasim astfel definitia cunoscuta a sirului de numere reale convergent.

2. Fie X = 0", si fie {x;} un sir de elemente (vectori) din [ ". Fiecare

element x; va fi de forma x; =(Xg,Xk2s s %y )> X € Y» V i=Ln. Dacd

n
x=(x1,X3,...,x, ), atunci X, ——>x daci ¥V & > 0,3 n,el” astfel incat
d (xk ,x) <g,V n2n,. Tinind seama de definitia distantei [] " aceasta revine la:

|xkl-—xl-|<s, Vkzn,,V i=1,_n.
Am obtinut astfel urmatorul rezultat:

Teorema 3.1.1. Sirul de elemente {xk} converge in [J " la elementul x,
daca si numai daca x;; convergein Y la x;, ¥V i=Ln.
In concluzie, convergenta unui sir de elemente (vectori) din [1”, revine la
convergenta pe componente.
n+l 1

De exemplu, sirul {—,—} —(1,0) in [ 2
non

3. FICXZSSI d(Zl,Z2)=|Zl — I

. \v Z1,Z2y € <.

Teorema 3.1.2. Un sir de numere complexe {zn} unde pentru ¥ n, z, =
=Xx, +1iy,, converge in < la z=x+1iy, daca si numai daca x, ->x si y, >y
inY.

Demonstratie
z, = z in < dacd si numai daca

lim d(z,,z)= lim \/(xn —x)2 + (3, _y)z 0.

n—>0 n—>0
Din inegalitatile evidente:

Yn _y|}S \/(xn _x)2 +(yn _y)2 S|xn _x|+|yn _y|

rezultd cd z, — z 1n < daca si numai dacd x, > x si y, > » in Y.

max {|xn -X

2

4. Fie X = B(E ) multimea functiilor reale si marginite pe £. Un sir de functii
{fn} converge la f in B(E) dacaVe>0,3 n, el * astfel incat:
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d(fp.f) =sup{|f,(x) = f(®)|} <&, V nxn,.

xek
Aceasta definitie este evident echivalentd cu urmatoarea: V € > 0,3 n_ €[] :
astfel incat |fn (%) —f(x)| <g, V nz2n, s1i V x € E. Sub aceasta forma

recunoastem definitia sirului uniform convergent (Definitia 2.1.2). Facem

observatia ca in Definitia 3.1.2, faptul cd £ — Y este lipsit de importantd, deci

definitia sirului de functii uniform convergent are sens pe o multime £ oarecare.
Din cele de mai sus rezulta:

Teorema 3.1.3. Un sir de functii {fn} converge la f in B(E) daca si

numai daca f, %)f

Definitia 3.1.3. Un sir de elemente {xn} dintr-un spatiu metric X se numeste
Sundamental (Cauchy) daca ¥ €> 0,3 n; €[] ’ astfel incdt d (x,,x, ) <€,V n,m>ng.

Daca X = Y si d(x,y)=|x—y
numere reale.

, reobtinem definitia sirului fundamental de

Definitia 3.1.4. Un sir {xn} se numeste marginit daca 1 a € X sir> 0
astfel incdat d (xn,a)<r, ¥ n e N. Principalele proprietdti ale sirurilor de

elemente dintr-un spatiu metric sunt concentrate in urmdtoarea teorema:

Teorema 3.1.4. Fie (X,d) un spatiu metric.

i) Daca x,, = x §i y, >y atunci lim d(x,,y,)=d(x,y).

n—o0

i) Orice §ir convergent are linita unica.
iii) Orice sir convergent este fundamental.
iv) Orice sir fundamental este marginit.

v) Orice subsir al unui §ir convergent este convergent §i are limita egald cu

limita sirului initial.

Demonstratie
i) Din Propozitia 3.1.1 avem:

|d(xn,yn)—d(x,y)| Sd(xn,x)+d(yn,y) .
Cum lim d(xn,x) = lim d(yn,y) =0, rezultd lim (xn,yn ) = d(x,y) .
n—»0 n—o n—0
i) Presupunem ca lim x, =x si de asemenea lim x,, =y . Din i) rezulta
n—0 n—0

d(x,y)z lim (xn,xn)zo,deci xX=y.

n—>0
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. . A €
iif) Daca x, - x, atunci V ¢ > 0, 3 ng e " astfel incat d(xn,x)<5,

V n2ng.Pentru V m=>ng avem de asemenea, d(x,,,x) <§ )
Din proprietatea c) a distantei rezulta:
d(xn,xm)Sd(xn,x)+d(x,xm)<§+§=s , V n,m=ng
deci {x,} este fundamental.
iv) Fie {x,} un sir fundamental si ¢ = 1. Atunci, 3 n; e[~ astfel incat
d(x,,%,)<1,V n,m>n.In particular, d(xn1 ,xm)< 1, m>n, . Fie

azmax{d(x X ); m=1,2,...,m —1}

npsvm

sifie r= max{l,a} . Evident, d(x

> Xm ) <r,¥ mell, deci {x,} este marginit.
v) Fie x,, - x . Orice subsir al sirului {x,} este la randul sau un sir de forma

{xkn } ,unde ky <k, <...<k, <... este un sir strict crescator de numere naturale.
*
Pentru V. & > 0, 3 ng el astfel incat d(x,,x)<e, V n>ng. Deoarece

k, =2 n, rezulta d(xkn,x)<8,v n2n,, deci Xp, > X.

Am vazut ca orice sir convergent este fundamental. Afirmatia reciproca nu este
in general adevarata. Exista spatii metrice care contin siruri fundamentale divergente.

Exemplu. Fie X = U si d(x,y)=|x-y

, V x, y € . Consideram sirul

1 . - A
X, = (1 + —j . Acest sir este fundamental in [J, deoarece este fundamental in Y, dar
n

nu este convergent in [ deoarece lim x, =egll .
n—x0

Definitia 3.1.5. Un spatiu metric (X ,d ) se numegste complet, daca orice sir
fundamental de elemente din X este convergent cdtre un element din X. Din
criteriul general de convergenta al lui Cauchy pentru siruri de numere reale
rezultd ca Y este spatiu metric complet in raport cu distanta euclidiana d (x, y) =

=|x—y,V x,ye Y.

Teorema 3.1.5. Spatiul 1" este complet.

Demonstratie
Fie {x; } unsir de elemente din [] " . Fiecare element x; este de forma:
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X = (xkl,xkz,...,xkn ) .
Din inegalitatile evidente:

B

n
[ = x5 < [max v = x| = d (33 ) < X =
Sixsn i=1

rezulta (ca in demonstratia Teoremei 3.1.1) ca {xk} este fundamental in [1” daca

si numai dacd {x;} este fundamental in Y, V i=1n. Afirmatia din teorema

rezultd acum din Criteriul general de convergenta al lui Cauchy pentru siruri de
numere reale si din Teorema 3.1.1. Intr-adevar, daca {x;} este fundamental in

0", atunci {xki} este fundamental in Y, deci convergent pentru V i=1,_n. Din

Teorema 3.1.1. rezulta {xk} convergent in [1".

Teorema 3.1.6. Spatiul numerelor complexe < este complet.

Demonstratie
Daca z, =x, +iy,, atunci conform Teoremei 3.1.2, z, > z=x+iy dacad

si numai dacd x, >x si y, > in Y. In mod analog se aratd ca {z,} este

fundamental daca si numai dacd {x,} si {y,} sunt fundamentale in Y. Afirmatia

rezultd acum (ca in Teorema 3.1.5) din criteriul general de convergenta al lui
Cauchy pentru siruri de numere reale.

Teorema 3.1.7. Spatiul B (E ) al functiilor reale si marginite pe E este complet.

Demonstratie
Din Teorema 3.1.3 rezultd ca { fn} converge la f'in B(E ) dacd si numai
daca fn%> f . Afirmatia din teorema rezultd acum din Teorema 2.1.1, cu

observatia ca In demonstratia Teoremei 3.1.1 nu a intervenit nicdieri faptul ca £ c[J .

Definitia 3.1.6. Fie (X ,d ) un spatiu metric. Se numeste contractie pe X,

orice aplicatie T : X — X cu proprietatea ca exista 0 <o <1 astfel incat
d(T(x),T(y))Sad(x,y), YV x,yeX

Teorema 3.1.8. (Banach). Daca (X ,d ) este un spatiu metric complet §i

T : X — X este o contractie, atunci existd z € X, unic, astfel incdt T(z)=z .

Demonstratie
Alegem un punct oarecare x; € X si notdm cu
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X =T(x0), Xy =T(x1),...,xn =T(xn_1),...
Vom arata ca sirul {x,} este fundamental. Intr-adevir,
d(xl,JCz) = d(T()CO),T()CI )) < ocd(xo,xl)
d(xy,x3)= d(T(xl),T(xz)) <od(x),x)< 0L2d(x0,x1).
Prin inductie completa se aratd ca:
d(xk,xk+1)Sakd(x0,xl), V kel
In continuare avem

d(xk,xk+p)Sd(xk,xk+1)+d(xk+1,xk+2)+...+d(xk+p_1,xk+p)S

k k+p
_ o —a
S( Fiokty  yaktr l)d(xo,xl)z

O.k

<——d(x:x), ¥ k,pel” (3.4)
1-a

—o d(XO,X1)<

Deoarece 0 < o < 1, avem af — 0, deci V € >0, 3 k. el * astfel incat

o < (I-a)e

d(xg.x)
{x;} este sir fundamental. Cum X este complet rezultd ci 3 z € X astfel incat

.V k>k,. Rezultd d(x,xp., )<, V k2ky siV pell”, deci

x; — z . Mai departe avem:
d(2,1(2))<d(z,5;)+d(x;,T(2)) =d (2,5, )+ d (T (). T(2)) <
< d(z,xk)+ocd(xk_1,z).

Deoarece, conform Teoremei 3.1.4 punctul 7), membrul drept tinde la 0,
rezultd d(z,7(z))=0, deci T(z)=z. Pentru a demonstra unicitatea punctului fix
z, sd presupunem cd 3 z' € X astfel incat 7'(z')=z'. Atunci avem:

d(z,z') = d(T(z),T(z')) < ocd(z,z') .
Cum 0 < a < 1, aceastd inegalitate nu poate avea loc decat daca d (z,z’) =0,

adica dacd z =z’ si cu aceasta teorema este demonstrata.
irul 1x; !, obtinut pornind de la un punct arbitrar xye€ X, prin relatia de
k ! p p 0 p !

recurentd x5 =T (x;_y), V kel * se numeste sirul aproximatiilor succesive, iar
metoda de obtinere a punctului fix z ca limita acestui sir, poartd numele de metoda
aproximatiilor succesive. E. Picard a utilizat metoda aproximatiilor succesive cu
mult inainte ca Banach sa fi stabilit rezultatul sau foarte general (Teorema 3.1.8).
Din aceasta cauza, aceasta metoda se mai numeste si metoda Picard-Banach.

Pentru a evalua eroarea in metoda aproximatiilor succesive, trecem la limita
dupa p 1n inegalitatea (3.4) si obtinem:
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d(xk,x)ﬁla—kd(xo,xl) (3.5)

Asadar, daca aproximdm pe z cu x; facem o eroare care este mai mica decat

ak J
—_— (XO >X| ) .
l-a
Teorema 3.1.8 are numeroase aplicatii in matematica. Pentru exemplificare,
vom arata cum poate fi folositd metoda aproximatiilor succesive la rezolvarea
ecuatiilor algebrice sau transcendente.

Fie ecuatia

F(x)=0, xe[a,b] (3.6)
Aceastd ecuatie se Inlocuieste cu ecuatia echivalenta:
x=f(x); xe[a,b] 3.7

Acest lucru se poate realiza de exemplu, daca notam f(x)=x+ F(x). Sa

presupunem ci [ :[a,b]—[a,b] este derivabil si existd 0 < o0 < 1 astfel incat
|f'0)|<a, V xela,b]. (3.8)
Din Teorema Lagrange rezulti cd V x,ye [a,b] , 1 & intre x si y astfel incat
fx)—-f(y)= f’(i)(x—y) . Tinand seama de (3.8) obtinem:
|f(x)=f)|<alx=y],V x,ye[a,b]. (3.9)

Din (3.9) rezultd cd f este o contractie pe [a,b] , iar din Teorema 3.1.8 rezulta

ca existd o solutie unicd z a ecuatiei 3.7) care se poate obtine cu metoda
aproximatiilor succesive. Din punct de vedere geometric, orice solutie a ecuatiei (3.7)
este abscisa unui punct de intersectie dintre dreapta y = x si graficul functiei
y=rx).

Pe figura (1) se poate urmari sirul aproximatiilor succesive pentru
0< f'(x)<a<1, iar pe figura (2), pentru —1<-a < f'(x)<0.

y =fx)

N
“F-
)
=
=
S
5 - -
=
Y
Nb--
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Exemplu. Fie ecuatia x> —x—-0,2=0, care admite o radicina in intervalul
[-0,3;-0,2]. Ecuatia echivalentd este x=x>-0,2, deci f(x)=x>-0,2. Se
verifica imediat ca |f’(x)|<0,05, v xe[—0,3;—0,2], deci putem lua a = 0,05.
Drept prima aproximatie se poate lua x, =-0,2.

Aflarea unei solutii aproximative se face cu ajutorul calculatorului.

3.2. Spatii normate

In definitia spatiului metric nu s-a presupus ci multimea X are vreo structuri
algebrica. Din aceastd cauza, intr-un spatiu metric oarecare nu se poate dezvolta o
teorie a seriilor, deoarece nu are sens operatia de adunare. Pentru a elimina aceasta
deficientd vom introduce notiunea de spatiu normat, in care se presupune ca
multimea X este un spatiu vectorial.

Definitia 3.2.1. Fie X un spatiu vectorial peste corpul K (Y sau C). Se
numeste norma pe X orice aplicatie || || : X > cu proprietidtile.

) ||x|| >0,VxeXsi ||x|| =0 daca si numai daca x=0y .
Gii) |ax]|=[A|[]x[| VA e K, vVxex.

i) |x+y| <[lx|+|y]. VX eXx V yex

Perechea (X,

”) se numeste spatiu normat.

Exemple:
1. Multimea Y este spatiu normat in raport cu norma: ||x|| = |x

,Vxel.
2. Multimea [J” este spatiu normat in raport cu norma ||x||oo =
= max{|xl-|;1 <i< n} ,unde x = (xl,xz,...,xn ) e [0 este un vector oarecare.

3. Multimea numerelor complexe < este spatiu normat in raport cu norma

||z||=|z|:\/x2+y2, V z=x+iyell .

4. Multimea B(F) a functiilor reale si marginite pe £ este spatiu normat in
raport cu norma

1., =supi| (x)]:x < £}
Observatia 3.2.1. Orice spatiu normat este spatiu metric in raport cu distanta
dx,y) = ||x—y||,Vx eX,VyelX
Afirmatia reciprocd nu este in general adevarata. Existd spatii metrice care
nu sunt spatii normate.
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Exemplu. Fie 4 o multime oarecare si fie X ={ f:4-> [O,l]}. Evident X

este spatiu metric in raport cu distanta:
d(f.g)=sup{|f (x)-g(x)
Observam 1nsd ca X nu este spatiu normat deoarece nu este spatiu vectorial.
Intr-adevir, daci f, g € Xsi a, B € Y, atunci af + Bg in general nu apartine lui X.

Cum spatiile normate sunt cazuri particulare de spatii metrice, rezultd ca
definitiile si rezultatele privind sirurile in spatiile metrice rdman valabile si in

;er}.

spatiile normate. Astfel, dacd X este un spatiu normat, atunci un sir {xn} de

elemente din X converge la elementul x € X, daca si numai daca
lim |[x,, - x||= lim d(x,.,x)=0.
n—»0 n—>x0
Definitia 3.2.2. Orice spatiu normat si complet se numeste spatiu Banach.

Asa cum s-a aratat in §1, spatiile (1", < si B(E) sunt complete, deci sunt
spatii Banach.

3.3. Spatii Hilbert

Spatiul Hilbert este un caz particular de spatiu Banach, in care norma
provine dintr-un produs scalar.

Definitia 3.3.1. Fie E un spatiu vectorial peste corpul K. Se numeste produs
scalar o aplicatie (x,y) - <x,y> :ExE —1 cu proprietdtile:

(@) <y,x>=<x,y>, VxyeEdaca K=Y gi

<y,x>=<x,y>, Vx yeEdaca K=<
(if) <7ux+uy,z>=?u<x,z>+u<y,z>, Vx,y,ze EsivVA uekK.
(iii) <x,x>20, VxelXsi <x,x>=0 daca si numai daca x =0p.

Perechea (F, <, >) se numeste spatiu prehilbert.

Observatia 3.3.1. (x,OE> =0, V x € E (unde cu Oz am notat elementul

neutru la adunare din X si cu 0 numarul zero din K).
intr—adevér, (x,OE > = (x,O 0 > = 0<x,0E > =0.

Teorema 3.3.1. (inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schvarz)
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|<x,y>|2S<x,x><y,y>,V x,yek (3.10)

Demonstratie
Dacd y = O, atunci <x, y> =0, deci inegalitatea (1) este evident satisfacuta.

Fiey# Op.PentruV A € <avem:
0£<x—7»y,x—7»y>=<x,x—7uy>—7u<y,x—7\,y>=
=<x,x>—z<x,y>—k<y,x>+X7»<y,y>.
(x.y

(y.y

o=y Eo) o) s (o))

O oy C oy )

Deoarece <x,y><x,y> = |<x,y> ?

In particular, pentru A = avem

~—|~—

, mai departe obtinem:

, deci |<x,y>|2 < <x,x><y,y> .

Corolar. Orice spatiu prehilbert este un spatiu normat.

Demonstratie

Pentru V x € E notadm cu ||x|| = <x, x> . Evident,
[0 si [ax| =0 2] ¥ % e Ksi V xex
Rémaéne sa dovedim si proprietatea (iii) din Definitia 3.2.1. Pentru V x, y € E avem
[+ A7 = G e ) = () () + () + () =
=(x,x)+(x,y)+ (x5, »)+(1.y) =(x,y) +2Re(x, ) + (1, ) <

< (x,x> +2 (x,y>| +<y,y> .
Tinand seama de inegalitatea (1) obtinem:

e+ A< () + 2 (e} (v, 9) + (0. 7) =

2
=™ + 20+ A = (ol + 1)

Rezulta ||x+ y” < ||x||+||y||, vV x,yeX.

X

Definitia 3.3.2. Un spatiu prehilbert complet se numeste spatiu Hilbert.

Exemple
1. Spatiul [ " este un spatiu Hilbert.
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Intr-adevar, observam pentru inceput cd [1” este un spatiu vectorial peste Y
in raport cu operatiile:

x+y=(x1+y1,...,xn+yn), A4 xz(xl,...,xn), y=(y1,...,yn)eD".
Mz(kxl,...,kxn), Vv Le Y.

Elementul neutru la adunare este 0z = (O, 0,... ,O) . Daca notam cu
n
(%)= %y (3.11)
i=1

atunci formula (3.11) defineste un produs scalar pe [, iar formula

n

o, = J(x.x) = [>x .V xe D" (3.12)
i=1

defineste norma euclidiand pe [1”. Asadar, [ " este un spatiu prehilbertian.

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz capatd urmatoarea forma:

2
> Xy S(Zx?J{nyJ. (3.13)
i=1

i=1 i=l
Pe spatiul [J” s-a definit in subcap 3.2 si o altd normd, care nu provine
dintr-un produs scalar i anume:

|x]., = =max{|x,
0 1

1<i< n} .
2. Fie M, ,(0) spatiul vectorial al matricelor cu m linii si n coloane cu

elemente din Y.

Daca 4 =(al-j) $iB=(bg;), 1<i<m si 1< j<n,atunci formula

n
(4.8)= 2 2, a;by

=1
defineste un produs scalar, deci M ,, , (D ) ste un spatiu prehilbertian.

Norma unei matrice este deci:

Spatiul M, ,(U) se poate identifica cu spatiul ™" prin urmatoarea
aplicatie
¢ M m,n (D )-) 0 mn’ (p(A)=(all,...,aln,...,anl,...,amn),
pentru
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Se observa imediat cd aplicatia ¢ are urmatoarele proprietati: ¢ este
bijectivd, ¢(A+B)=@(4)+¢(B) si ¢(Ad)=rp(4),V 4, B eM, (D) si
V A € Y, de unde rezultd cd spatiul M, ,(0) si ™" sunt izomorfe din punct de
vedere algebric. Avem de asemenea:

lo(a) =[], v 4 € M, (1),

de unde rezultd ca cele doua spatii sunt izomorfe si din punct de vedere topologic.

Cum spatiul [1 ™"

este Hilbert, rezulta ca si spatiul M, , (U') este un spatiu Hilbert.
3. Fie C ([a,b]) spatiul vectorial al functiilor f:[a,b]cl —0 , continue
pe [a,b]. PentruV f,ge C ([a,b]) notim
b
(f.8)=] f(xe)dx. (3.14)
Se verificd imediat ca sunt satisfacute proprietatile (i) si (ii) din Definitia 3.3.1

b
a produsului scalar. Este de asemenea evident ca (f,f> =Ia f2 (x)dx=>0,

b
VfeC ([a,b]) . Faptul ca (f,f> = ja f2 (x)dx =0 daca si numai daca f este identic
nuld pe [a,b], rezultd din urmdtorul rezultat cunoscut din liceu: daci g : [a,b]>Y
b
este continud si pozitiva, neidentic nuld pe [a,b], atunci J g(x)dx>0. Asadar,
a

formula (3.14) defineste un produs scalar pe C ([a,b]) . Norma euclidiana va fi:

17, =] F@dx=0.v fe C ([ab]). (3.15)

Pe spatiul C ([a,b]) se poate introduce si norma
||f||OO =sup{|f(x);xe[a,b]} (3.16)
Deoarece orice functie continua pe [a,b] este marginitd, rezulta
C ([a,b]) cB([a,b])
si evident norma (3.16) este restrictia la C ([a,b]) anormei (3.12).
Spatiul (C ([a.b]),

nu este complet in raport cu norma (3.15), deci nu este spatiu Hilbert.
Intr-adevar, daca consideram sirul de functii continue:

||OO) este spatiu Banach. Remarcam ca spatiul C ([a,b])
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92
0daca —-1<x<0
£, (x)= nxdacé0<x£l,
n
1
ldaca —<x<1
n
1 1
. 2_ nT 2 2 ; 2 1 1 1_ 5
atunci: ‘f;H'P_f;"L_J‘O 1”pxdx+_|.1 (l—nx) dx<§+§+;—§,Vp-

n+p

Rezulta ca { fn} este fundamental in raport cu norma || || , - Pe de alta parte

observam ca { fn} nu converge in C([—l,l]) in raport cu aceastd norma.

Intr-adevar, dacid [ : [—l,l] — [J este continud, atunci avem:
1
S S = [ () fofme—f ()] e [i[1=7 ()] s

| = f”i =0, rezultd ca

Daca presupunem ca lim
I_Olfz (x)dx+ﬁ[1 —f()c)]2 dx =0 gi mai departe ca f(x) =0,Vx e [—1,0] si
f (x)=1, ‘v’xe(O, 1] ceea ce contrazice faptul ca f este continuda pe [—1, 1].

Rezulta f, Lf, dar f&C([—l,l]) deci (C([—l,l])," ||2) nu este complet.

3.4. Serii in spatii normate

Definitia 3.4.1. Fie X un spatiu normat si {un }n>1 un gir de elemente din X.

* -
Pentru orice nell , notam cu s, =u; +uy +...+u,.

Perechea ({un }n>1,{sn}n>l) se numeste serie de elemente din spatiul

0

normat X si se noteaza Z U, .
n=1
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o0
Seria Z u, se numeste convergentda daca sirul sumelor partiale {sn} este
n=1

convergent, deci daca 3 s € X astfel incat lim ||sn —s||=0. In acest caz s se
n—»0

o0
numeste suma seriei §i notam s = z u, .
n=1
Teorema 3.4.1. Fie X un spatiu Banach si {un} un sir de elemente din X.
o0
Conditia necesara si suficientd ca seria z u, sa fie convergentd este ca ¥ &> 0
n=1

- * A A . * -~
sa3d ngell astfelincatV n>ng siV pell saavem‘un+1+...+un+pu<8.

Demonstratie

o0

D u, este convergentd <>{s,} este convergent < {s,} este fundamental,
n=l1

deciV €>0, 3 ngeD* astfel iIncat V. n>n; s1V peD* avem

Definitia 3.4.2. O serie de elemente din spatiul normat X se numeste absolut

Sn

Spap u”+1+...+un+p“<8.

o0
convergentd dacd seria cu termeni pozitivi Z || un” este convergenta.
n=1

Teorema 3.4.2. Conditia necesara si suficientd ca un spatiu normat X sd fie
spatiu Banach, este ca orice serie absolut convergentd de elemente din X sa fie
convergentd.

Demonstratie

0
Necesitate. Fie » u, o serie absolut convergentd. Atunci V & > 0, 3
n=l1

* . * A
n, €l astfel incat ||un+1||+...+‘un+pu<s, V nzn, si V. pel . In

continuare avem:

‘un+1+"'+un+pH£”un+1”+"'+‘

o0
deci Z u, este convergentd conform Teoremei 3.4.1.
n=l1

Suficienta. Fie {x,} un sir fundamental de elemente din X. Atunci existd un

. *
un+pH<s,V nzng$1V pell |

subsir {xnk} cu proprietatea:
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(vezi rationamentul din demonstratia Teoremei 1.2.1).
o0
Deoarece seria Z — eoste convergentda, din (3.17) rezulta ca seria
k=1 2

<L v ken® (3.17)
2k

Knjer Xy

o0
z ()cnk+1 —xnk) este absolut convergentd, deci convergentd, conform ipotezei
k=1

noastre. Observam insa ca sirul sumelor partiale al acestei serii coincide cu subsirul

{xnk } ,deci 3 x € Xastfel incat V ¢>0,3 ng el " cu proprietatea:

€
Xy —xH<E, vV k=ng.
Pe de alta parte, girul {xn} este fundamental, deci 3 n; €[] " cu proprietatea:
€
||xn —xm” <§, YV n,m2ng.
Fie ng =max{ng,n}}, n>ng si k>n; . Atunci

||xn - x" < +

€ &
X = Xy |||, = <—+E—s,

2
de unde rezulta x,, — x .

Asadar, am aratat ca orice sir fundamental este convergent, deci X este spatiu
Banach.

Exemple
o0

1.Fie X=0"si Z x;, o serie de elemente din [] " . Fiecare element x; va
k=1

fi de forma:  x; = (1, X425+ » Xp ) -
Sirul sumelor partiale {s; | este de forma
Sy =(sk1,sk2,...,skn) unde s;; = Xxp; + X +...+ X -
Din Teorema 3.1.1 rezulta ca {sk} este convergent daca si numai daca sirul

de numere reale {s;;} este convergent, V i=1n. Prin urmare, seria de vectori

o0 0
D" x; este convergentd in [ ", dacd i numai dac seriile de numere reale ) xy;
k=1 k=1

sunt convergente in Y,V i=1n.
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Seria Z ( )”—1

este convergentd in [ 2 si are suma s = (LIn2)el 2

n
0 0 _1
deoarece Z —= Z =In2.
n=l1 n=l1

2.FieX=M,, (D ) spatiul Banach al matricelor cu m linii si # coloane cu

elemente din Y. Asa cu am mai remarcat, acest spatiu se poate identifica cu spatiul
o0

[ ™" Rezultd ci o serie de matrice Z A; ,unde pentru V. kel * ,
k=1
(k) (k) (k)
4= 41 4 4y
2l 0 0 0
Gl %42 Ymn

este convergentd, dacd si numai daca seriile de numere reale z a( ) sunt

k=1

convergente in Y pentruV i=1,m siV j=1,n.

0
De exemplu, seria z A; , unde

k=1
1 1 k-1
- - -1
1 k k+2 ( )
A 1 1 (-1)F!
LD w5
k+2 k k+1

este convergentd in M ,3 (U ) si are suma

1 —— 1-In2
S= .

- 1 0

2

Intr-adevar,

Z al(llf)_z ag;)— lim [L+L+...+ ! J: lim (I—Lj 1
P 20, )

k=1 k—o0
In mod analog avem

> B __ 5 () _1
Z a1 =—Z ap Ty
k=1 k=1

In continuare observam ca
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k-1
o0 © (_]
> al(lg)zz L=l—l+l—l+...= —(l—l+l—l+...j=1—ln2.
ST TS T2 3405 23 4

In sfarsit, daca notam cu ag;) suma partiala de ordinul k a seriei

S ol =3 1 L
= n _—
pa “23 k+1 |

k=1
atunci
_ Inl daca k=2
(_p3.254 kel T g
37035 kv |2 daca k=2p-1.

2p

o0
5o 1 (k) _ : (k) _
Rezulta ca lim Sy3 = 0, deci Z ayy =0.
k—0 fe=1
Observatia 3.4.1. Intr-un spatiu Banach pot exista serii convergente care
nu sunt absolut convergente. Intr-adevar, daca vom considera din nou seria precedenta,
despre care s-a aratat ca este convergenta, observam ca

k+1
||Ak||=L iJr#wtlwt(l’wrl)zln2 1+( ) L
k+1 A k2 (k+2)2 k+1 k+1
w1 . 9 R = . <
Cum seria Z —— este divergentd, rezultd ca seria Z”Ak || este divergenta,
k=1 7F k=1
o0
deci seria Z A, nu este absolut convergenta.
k=1
i *
3.FieX=<si Z z,, o serie de numere complexe, undez, =x, +iy,,V nell .
n=l1
Deoarece sirul sumelor partiale este
sp=(x+..4+x,)+i(y+...4y,), V nel 5
0
din Teorema 3.1.2 rezultd cd seria »_ z, este convergentd in < daca si numai dac
n=l1
o0 o0
seriile de numere reale Z X, si Z ¥, sunt convergente in Y.
n=1 n=1

a0
4. Fie X =B(E), Zun o serie de functii din B(E) §i s, =uj +...+u,,
n=l1
n € N. Deoarece, asa cum am vazut, {sn} este convergent in B(E ) daca si numai
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o0
daca {sn} este uniform convergent pe E, rezultd ca seria Z u, este convergentd
n=1

in B(E) in raport cu norma ||f||OO =sup{|f(x) ;er}, V fe B(E), daca si

o0
numai daca seria Z u, este uniform convergenta pe E.
n=l1

3.5. Functii elementare. Formulele lui Euler

Observatia 3.5.1. Demonstratia Teoremei 1.9.2 rdmane valabild si pentru serii

o0 o0
de numere complexe. Prin urmare, dacd seriile de numere complexe Z u, si z Vi
n=1 n=1

sunt absolut convergente si au sumele U, respectiv V, atunci orice serie produs a lor
este absolut convergenta si are suma egald cu UV.
In continuare definim functiile de variabild complexd e, cosz si sinz ca

sumele urmatoarelor serii de numere complexe:
n

expz:ezzl+%+%+...+ﬁ+... (3.18)

cosz=1—i+i+...+(—1)n 2, (3.19)
21 4 (2n)!

sinz=z—i+i—...+(—1)n_1£+... (3.20)
315! (2n-1)!

Definitiile au sens, deoarece seriile din dreapta sunt absolut convergente pe
<, asa cum rezultd imediat din criteriul raportului. Cum < este spatiu Banach, din
Teorema 3.4.2 rezulta cd aceste serii sunt convergente pr orice z € <.

Teorema 3.5.1. ¢° -¢" =™ |V u,z e <.

Demonstratie
In conformitate cu definitia (3.18) a functiei exponentiale avem:
n

z z z
e =l+—+—+.. +—+...
1 2! n!
2
u u u u”
e =l+—+—+...+—+...
I 2! n!
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In virtutea Observatiei 3.5.1, oricum am inmulti aceste serii, obtinem o serie

absolut convergenti, a cirei sumi este egald cu e” -e” .
Folosind produsul de tipul I rezulta:

ez.eu—1+ £+£ + i+ﬂ+ﬁ + —i ii =
o) o202t (n—k)k!

Daca 1n definitia (3.18) a functiei exponentiale inlocuim z cu iz obtinem

) 2 .3 4 2 4 3

iz 1z z 1z z zZ z | Z zZ
e =1+—+———+—+...=(1——+——...J+z[———+...j=

I 21 31 4 21 4! 1 3

=cosz+isinz.
Asadar, au loc formulele

{e’z =cosz+isinz

. (3.21)
e ¥ =cosz—isinz, Vzell
Formulele (3.21) se pot pune sub forma echivalenta.
cosz = l(eiz + e_z)
2 (3.22)

sinz=i.(eiz—e_iz), zell
i

Formulele (3.22) se numesc formulele lui Euler. Din Teorema 3.5.1 si
formulele lui Euler rezulta imediat:

{sin(z+u) =sinzcosu +coszsinu

] ) (3.23)
cos(z+u)=coszcosu —sinzsinu
Daca 1n definitiile (3.18), (3.19) si (3.20) ludim z = x € Y, obtinem:
2
Pl R A (3.18")
1 2!
2 4
cosx=l-—+2 _ . (3.19)
2
3 5
sinx=x-~+X .., Vxel. (3.20")
3t 5!

Tinand seama de dezvoltarile in serie Mac Laurin a functiilor elementare

studiate in subcap. 2.3, constatim ci functiile de variabild complexd e, cosz si
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sinz definite 1n (3.18), (3.19) si (3.20) sunt generalizari ale functiilor de variabila
reald e, cosx si sinx. Asadar, restrictia la Y a functiei z —e”: < — < coincide
cu functia exponentiald reald x — ¢ : Y — Y cunoscuta din liceu etc.
Din Teorema 3.5.1 si formulele (3.21) rezulta:
eV = eV =e"(cosy+isiny), V z=x+iye <
In particular avem:
ol 2km 1, V kel.
In sfarsit, functia z=Inw, z € < se defineste ca inversa functiei w=e",

ze<.

Daca w # 0 si w=r(cos9+isin9), atunci din ecuatia w=e” =V =

=e"(cosy+isiny) rezultd e =r=|w| si y=0+2kn=argw+2kn, keZ. Prin
urmare avem:
Z=1nw=1n|w|+iargw+i-2kn, kelZ.

Din punct de vedere al teoriei functiilor complexe, Inw are o infinitate de
valori dacd w # 0. In particular, In1=2kmi, V keZ, spre deosebire de analiza
reald, unde In1=0 (are o singura valoare).

3.6. Functii de matrice

Fie M n([l) spatiul vectorial al matricelor péatratice de ordinul n cu
elemente din Y. Asa cum am vazut in subcap. 3.4 acest spatiu se poate identifica

2
cuspatiul 0" ; M, (D ) este un spatiu Banach (chiar Hilbert) in raport cu norma.
1/2

1 a a a
Al= 2 ,VA:“ 12 M) v
M=% 3 o, ()
Lema 3.6.1. Pentru orice A.B € M , (D ) avem:
48| <[4] 8] si |4*|<[4)f, v ken” (3.24)
Demonstratie

Daca notam cu C = AB, atunci elementele matricei C sunt

n —_
Cij :Zaikbkj , V iL,j=1n.
k=1

Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem:
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2

n n n

2 2

[Zb] [z][Zb] 329
k=1 k=1 k=1

Sumand 1n (3.25) dupa indicele j rezulta:

PICTE Z EADRA AR AL (3.:26)

j=1 k=1 j=lk=1 k=1
Sumand acum dupad i obtinem:

=3 % —(ZZ alk]
k=1 j=1 i=lk=
Inegalitatea (3.26) rezultd imediat din (3.25) prin inductie completa.

. deci | <[] ]3]

n
Fie seria de puteri Z akxk , a € Y pentru V k € N si fie fsuma sa. Daca

k=1
notdm cu p raza sa de convergenta, atunci avem:
f(x)=ay+ax+ a2x2 +...+ akxk , daca ||x|| <p. (3.27)

Pentru orice 4 € M , ([ ) consideram seria de matrice

a01n+a1A+a2A2+...+akAk+... (3.28)
unde cu /,, am notat matricea unitate de ordinul .

Teorema 3.6.1. Seria (3.28) este convergenta pentru orice A e M, (D ) cu
proprietatea ||A|| <p.

Demonstratie

Deoarece M ,, (I ) este un spatiu Banach, din Teorema 3.4.2 rezultd ca este
suficient sa aratim ca seria (3.28) este absolut convergenta pentru ||A|| <p. Fie deci

A eM () cuproprictatea || 4] < p, si fie |4 <r<p . Din Lema 3.6.1 rezulta:
e AH| = | 4* | < el 41" <]
Cum i |ak|rk este convergentd, din Criteriul I de comparatie rezulta ca
k=0

seria Z HakAk H este convergenta, deci seria (3.28) Z akAk este convergenta (s-
k=0 k=0

a folosit notatia A =E ).

Definitia 3.6.1. Se numeste functia de matrice definitd de f si se noteaza cu
f (A) suma seriei (3.28). Asadar, avem:

f(A)=a01n+a1A+a2A2+...+akAk , VAeM,
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Cea mai importantd functie de matrice este functia exponentionald de

: &k y .
matrice. Deoarece seria Z l are raza de convergentd p = oo, rezultd ca avem:
k=0 ™*
A-nlar e sl vaem, o) (3.29)
prp At A A A (0). .

Teorema 3.6.2. Functia exponentiald de matrice are urmdtoarele proprietati:
(i)el=1,
. M A

(@) e " =€e"1,,V Le XY

(iif) Daca AB = BA, atunci ed.eB =B e =B

. oy . (a4

(iv) Matricea e este nesingulara §i (e ) =e ",V4eM, (D )

(v) Pentru orice matrice nesingulara CeM ,, (D ) avem

A=C.C. T v aem, ().
Demonstratie
Proprietatile (i) si (ii) sunt evidente din (3.29). Demonstratia proprietatii (iii)
este identica cu demonstratia Teoremei 3.5.1, cu observatia suplimentard ca daca
AB = BA, atunci formula binomului lui Newton functioneaza si pentru matrice, deci
are loc formula:

k
(4+B) = L4
=0
Proprietatea (iv) rezultd din observatia e d=¢" =/, . Pentru a demonstra

proprietatea (v) observam pentru Inceput ca avem:
k
(C*IAC) —cl4kC, v keN. (3.30)

Intr-adevar, identitatea (3.30) se demonstreazi imediat prin inductie
matematicd. Tinand seama de (3.30) rezulta:

-1 0 k 00
€ AC - ZL(C‘IAC) -y Lelgbe=c!
=k k!

> i'AkJC= clefc.
= k! k

k=0""

cluc _ 14 e A f ot R
=C e”C. Amplificand 1n aceasta egalitate la stdnga cu C

Asadar, avem e
-1
si la dreapta cu c! obtinem C.eb AC.cl=eA , deci (V).

Exemple
1. Dacé matricea 4 are forma diagonald, adica daca
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A 0 .0 MO0 L0
A=[0 X, ... 0], atunci A =0 24 ... o0
0 0 Ay 0 0 .. A
Rezulta ca

Mo 0

=l 0 2 0

0 0 e

2.FieA=[4 _].Sésecalculeze et

In prima fazi aducem matricea la forma diagonali. Ecuatia caracteristici
este A2 —6L+5=0 , 1ar valorile proprii sunt A; =1, A, =5. Vectorii proprii sunt

x =(13), x =(1,-1). In raport cu baza x;,x, matricea 4 capiti forma diagonald

1 1

1 0 1 1 4 4

D= . Matricea de trecere este C = ,iar 7' = 4 4
0 5 3 -1 11
4 4

Asadar, avem D=C ~14C . Din Teorema 3.9.2, (v) rezulta
1 1 S 5
1 1)e O0)4 2 +3 -
eA:CeDC—IZ( j 5 4 4 :l e e e—e
3 -0 )| 1 1] 4l3e-3¢° 3e+3¢°
4 4

4 -1
3. Sa se calculeze sinA4, daca 4 =[ 3 5 J .

o (_\ o (_1)f 2k+1
sind=Y (;)'AZI‘H: > &(CDC‘l) .

= (2k+1) = (2k+1)!

k k 11
zi (-1) CD2k+1C—1:§ (-D)° (1t )t 0 W4 4|
= (2k+1)! = 2k+1)1 3 -1)lo 52K )13 1

4 4
11
(1 1})fsinl 0 4 4 _1( sinl+3sin5 sinl-sin5
3 -l 0o sin5){3 1| 4\3sinl-3sin5 3sinl+sin5)’
4 4
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In incheierea acestui paragraf mentiondm ca functia exponentiala de matrice
este utila in studiul sistemelor de ecuatii diferentiale liniare.

3.7. Elemente de topologie in [ 7

Definitia 3.7.1. Fie a=(aj,ay,...,a,) € 0" si r > 0. Se numeste bila
deschisa (inchisa) de centru a §i raza r multimea

B(a,r)z{xeD " ||x—a||<r}

{lv?(a,r)z{xeﬂn; x—a”Sr}]

Cum pe multimea [1” am introdus doud norme (” ||2 si || ||OO) rezulta cd pe

0" avem doua tipuri de bile deschise (inchise) si anume:
B, (a,r)z{x:(xl,...,xn)eﬂ . ||x—a||2 < r} =

={x=(x1,...,xn)eD " (x —a1)2+...+(xn —an)2 <r2},
Bw(a,r)z{xz(xl,...,xn)eﬂ " ||x—a||OO <r}:

:{xz(xl,...,xn)eD n.

x| —a1|<r,..., X, —an|<r}.

(respectiv B, (a,r)si B, (a,r)).

Exemple:

1. Fie a € Y §i »> 0. Deoarece pe Y avem ||x||2 = ||x||OO = |x , Vxell rezulta

By (a,r)zBoo (a,r)z{xeD ;

x—a|<r}=(a—r, a+r).
Din punct de vedere geometric, pe Y, bila deschisa cu centrul in a si de raza
r reprezintd intervalul deschis (a —-r,a+ r) .

2.Fiea=(a,ay) € 02 si r>0.
Bz(a,r)z{xz(xl,xz)eﬂ2;(x1—a1)2+(x2—a2)2<r2} si

B, (a,r) ={x=(x1,x2)eD 2;

xl—a1|<r s |x2—a2|<r}.
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Din punct de vedere geometric Bz(a,r) reprezintd interiorul cercului cu
centrul in a =(ay,a,)si de raza r iar B, (a,r) este interiorul patratului cu centrul

in a=(a,a,) side latura 2r.

A A
X2 X2
I
a a “rr a
2 [T o S
1 I
S 1
e N -
] az r 1 1 1
| 1 1 1
] # 1 1 1 :
0 ai X1 Ol a-r a at+r x
Fig. 1 Fig. 2

3.0n 03, B, (a,r) reprezintd interiorul sferei cu centrul in a =(ay,a5,a3) €

el? si de razd r, iar B, (a,r) reprezinta interiorul cubului cu centrul in a, fetele
paralele cu planele de coordonate si de muchie 27.

In general, in 0" vom numi B,(a,r) sfera n-dimensionald si B, (a,r)
cubul n-dimensional.

Observatia 3.7.1. Intre cele doua tipuri de bile din [ " au loc incluziunile:
r
B, [a,ﬁj c B (a,r) c B, (a,r) .

. 5 5 r .
Intr-adevar, dacd x=(x,...,x,)eB, [a,—J , atunci |y —q|<

7 "

Vi= I,_n , de unde rezulta ca:
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atunci (x —a1)2+...+(xn —an)2 <rc.

Pe de alta parte, daca

2

(xl—a1)2+...+(xn—an)2<}{-r7=r2,deci xeB)(a,r).

=(x1,...,xn) eB, (a,r),
2

Cum |xl- —ai|£\/(x1 —a1)2+...+(xn —an)2 <r,V i=ln rezultd ci

x A

az

vecindtate a punctului a € Y.

ai

Fig. 3

X e Boo(a,r).

In cazul perticular n = 2, incluziunile din
Observatia 3.7.1. sunt reprezentate geometric in Fig. 3.

Definitia 3.7.2. Se numeste vecindtate a
punctului a ell " orice multime
V< 0" cu proprietatea ca existd r >0 astfel incat
Vo B(a,r).

Conform acestor definitii, pe Y, o vecinatate
a punctului @ € Y, este orice multime V' < Y care

contine un interval deschis (a — 7, a + »), unde » > 0.
In particular orice interval deschis (a —r, a + r) este

S-ar pérea cd in [1 " (n > 2) existd doua tipuri de vecinatiti pentru un punct si

anume: vecinatiti ce contin bile de tipul B, (a,r), respectiv vecinatati ce contin

bile de tipul B, (a,r). Din Observatia 3.7.1. rezulti ci cele doua tipuri de

vecindtati coincid. De aceea in continuare, prin vecindtate a punctului a €[]”,

intelegem orice multime din [J " care contine fie o sferd n-dimensionala deschisa,
fie un cub n-dimensional deschis.

Multimea tuturor vecinatatilor punctului a €[] ” o notim cu V (a).

Propozitia 3.7.1. Familia V (a) are urmdtoarele proprietati:

1) a € Vpentru orice Ve V (a)
2)YDacaVeV (a) siUDV, atunciU € V (a).
3) Dacd ay # a, atunci 3 VieV (a) si 3 Vye€V (ay) astfel incat

Vanzzg.

- m
4) Daca V; eV (a), i=1,m, atunci ﬂ V.eV (a).

i=1
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5) Pentru orice VeV (a),3 W eV (a) astfel incat V eV (b) pentru orice
beWw.

Demonstratie
Proprietatile 1) si 2) sunt evidente. Daca a; # a, atunci ||a1 —a2|| =r>0.Se

observa imediat ca B(al ,gj NB (az;gj =® , deci am demonstrat 3).

Fie V; eV (a) si fie r, >0 astfel incat V; :)B(a,rl-), i=1,m. Daca notim

m m

cu r=min{r; 1<i<m}, atunci ﬂ V; > B(a;r), de unde rezulta ca ﬂVl eV (a).
i=1 i=l1

In sfarsit, fie ¥V eV (a) si r > 0 astfel incat V DB(a,r). Daca notam cu

WzB[a,%j, atunci pentru V beW si V xeB(b,gj avem ||x—a||§||x—b||+

+||b—a||<£+£=r,deunderezultécé B b,i cV,deci VeV (b).
2 2 2

Observatia 3.7.2. Un sir {xk} de elemente din [1" este convergent in (1"

si are limita / €[01" daca si numai dacd V ¥ eV (/), 3 un rang ky €l * astfel
incat x; €V pentru orice k > kj, . (Cu alte cuvinte, in afara oricdrei vecindtati V' a
lui / se afla un numar finit de termeni ai girului).

Intr-adevar, fie VeV (1), si fie 3 ¢ > 0 astfel incat VDB(Z,S). Daca

n
X, LN ,atunci 3 k; €l * cu proprietatea ca ||xk —I|| <& pentru orice k > k.
Acest lucru revine la x; € B(I,s) cV,V k>kg.

Reciproc, fie € > 0 si fie V' = B(l,¢). Daca 3 ky =k, €[] " astfel incat xp eV
n
pentru orice k > k.., atunci || X — l|| <& pentru orice k > k , deci x;, s

Definitia 3.7.3. Un punct a se numeste punct interior pentru multimea

AcO" dacd exista V eV (a) astfel incat V c A. Multimea tuturor punctelor

o

interioare ale multimii A se numeste interiorul multimii A §i se noteaza cu A.

Evident A — A. Multimea A se numeste deschisa daca A=A .
Observatia 3.7.3. Pentru orice ¢ €[] " si orice 7 > 0 multimea B(a,r) este

decshisa. Intr-adevar, fie b € B(a,r) sifie0<e<r—|b-a.
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Dacd x € B(a,e) atunci |x—a|<||x—b|+|b—a|<e+|b—a|<r. Rezultd ci x
€ B(a,r), deci B(a,e)cB(a,r). Asadar orice punct b € B(a,r) este punct

interior al multimii B(a,r), deci B(a,r) este o multime deschisa.

Exemple
1. Dacda X = Y, atunci orice interval simetric (¢ — r, a + r) este o multime deschisa.

+B

. . . o . a .
Fie (oc,B) < Y un interval deschis oarecare. Dacd notam cu a:T sl cu

B—a
2

r= , atunci (oc,B) = (a —r, a + r). Rezulta ca orice interval deschis din Y

este o multime deschisa.

2. Daca X =0 2, atunci interiorul oricdrui cerc (patrat) este o multime
deschisa.

3. Daca X =03, atunci interiorul oricirei sfere (cub) este o multime
deschisa.

Proprietatile multimilor deschise sunt puse in evidentd de urmatoarea
propozitie.

Propozitia 3.7.2.
(i) O reuniune oarecare de multimi deschise este o multime deschisa.
(ii) Orice intersectie finita de multimi deschise este o multime deschisa.

(iii) Multimea 0" si multimea vida & sunt multimi deschise.

Demonstratie
(i) Fie {Di}ie ;0 familie de multimi deschise si fie D = U D; .Dacaa € D,
iel
atunci existd io € [ astfel incét a € D; . Cum D;  este deschisa, rezulta ca exista
V eV (a) astfel incat V' cDi0 . Evident V' < D, de unde rezultd ca x = a este un

punct interior pentru D, deci D este deschisa.

m
(i) Fie Dy,...,D,, multimi deschise si 4= ﬂDl- .Dacaa € 4, atuncia € D;
i=1
oricare ar fi i € 1. Cum D, este deschisd rezulta ca existd V; eV (a) astfel incat

m
V< D;.Dacanotimcu V = ﬂ V;,atunci V eV (a) si V< A. Rezultd ca x = a este
i=1
punct interior pentru 4, deci A este deschisa. Proprietatea (iii) este evidenta.
Propozitia 3.7.2. ne permite sa dim exemple mai variate de multimi deschise.
De exemplu in Y, orice reuniune de intervale deschise este o multime deschisa. In
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02 , diverse reuniuni si intersectii de interioare de cercuri sau patrate sunt exemple
de multimi deschise etc.

Definitia 3.7.4. Un punct a € (1" se numeste punct aderent pentru multimea
A c0" daca oricare ar fi V eV (a) rezulta V(\A# &. Multimea tuturor

punctelor aderente ale mulfimii A se noteazd cu A si se numeste inchiderea
multimii A. Evident A — A . Multimea A se numeste inchisd daci A=A .

Teorema 3.7.1. Conditia necesara §i suficientd ca multimea A 1" sa fie
inchisa este ca multimea sa complementard CA = 1"\ A sd fie deschisd.

Demonstratie
Necesitatea. Presupunem cd multimea A4 este inchisd si demonstrdm ca
multimea CA este deschisa.

Daci b € CA, atunci b ¢ A = A . Prin urmare, b nu este punct aderent pentru
A. Rezultd ca exista V eV (b), astfel incat V(14 = &, deci V < CA. Asadar, b

este punct interior pentru CA, deci CA este deschisa.
Suficienta. Presupunem cd multimea CA este deschisa si demonstram ca 4

este inchisi. Aceasta revine la a arita ¢ Ac A, ceea ce este echivalent cu
CAcCA.
Fie deci b € CA. Cum CA este deschisa, rezultd ca existd V €V (b) astfel

incat V < CA. Atunci V' (1CA= &, de unde rezultd cd b nu este punct aderent
pentru 4, decib € CA.

\Y
Observatia 3.7.4. Bila inchisa B(a,r) este 0 multime inchisd, V a €[] " si

vV r>0.
Din Teorema 3.7.1. rezultd ca este suficient sd aratim cd multimea

Cé(a,r)z{xeﬂ";

xX— a” > r} este o multime deschisa.

Fie b € CZ?(a,r) si fie 0 < ¢ <||b—a||f r. Daca x e B(b,e), atunci
| x— 5| <& In continuare avem:

2

[6=al<[[b=x]+]x=a|<[b=a]-r+]x-a

de unde rezulti ca || X - a|| >r,decicix e ]vi(a,r).
Asadar, B(b,e) ]Vi(a,r) , deci b este punct interior pentru é(a,r). Cum b

\Y
a fost arbitrar rezultd ca B (a, r) este deschisa.
Exemple
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A\
1. Daca X = Y, atunci B(a,r)= [a — r, a + r]. Rezulta ca orice interval

simetric Inchis este o multime inchisa. Cum orice interval inchis [a,] se poate
reprezenta ca un interval inchis simetric, rezultd ca orice interval inchis din Y este o
multime Inchisa.

2. Fie X =012 ,a €l 2 si > 0. Din punct de vedere geometric, multimea
fv?z (a,r) = {(xl,xz) el ?; (xl - )2 + (x2 —ay )2 < rz} reprezintd discul inchis
(cercul inclusiv circumferinta) cu centrul in a si de raza r, iar multimea
éoo (a,r) ={(x1,x2)eD 2;

(inclusiv laturile) cu centrul in a si de latura 2r.

X — a1| <7, |xp — a2| < r} reprezinta patratul inchis

\2
3. Dacd X =[1°, atunci B, (a,r) (sfera inchisa cu centrul in a si de raza r)
este o multime Inchisa.

\4
, mu a,r), zinta cubul 1 usiv
De asemenea, multimea B, care reprezintd cubul inchis (inclusi
fetele) cu centrul in a si de muchie 2a este o multime inchisa.

A A
X2 X2
artr |---
a == a b--1-_.a
1
a)-r f-- I
[} 1 1 1
[} 1 1 1
! > ! 1 | >
0 a X1 0l ei-7 ay artr x
Fig. 4 Fig. S

Proprietatile multimilor inchise sunt puse in evidenta de urmétoarea propozitie.

Propozitia 3.7.3.
(i) Orice reuniune finita de multimi inchise este o multime inchisa.
(i) O intersectie oarecare de multimi inchise este o multime inchisd.

(iif) Multimile (1" si & sunt inchise.

Demonstratie
Demonstratia rezultd din Teorema 3.7.1, Propozitia 3.7.2 si relatiile De
Morgan. De exemplu.

m
(1) Fie 4,, 4,,..., A,, multimi inchise si fie 4= U 4; .
i=1
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Din Teorema 3.7.1. rezulta ca este suficient sd demonstram ca multimea CA

m
este deschisd. Conform relatiilor De Morgan, CA4 = ﬂ C4; . Cum C4; este deschisa
i=1
m
pentru orice i =1,m, din Propozitia 3.7.2 rezulta ca ﬂ CA; = CA este deschisa.
i=1

Definitia 3.7.5. Se numeste frontiera multimii A si se noteazd cu Fr A,
multimea:
FrA=ANCA.

Lema 3.7.1. Pentru orice A — 0" avem:

CA=CA §i CA=B unde B=CA.

Demonstratie
Daci b e C A ,atunci b ¢ A , deci oricare ar fi V' eV (b) avem V (CA= <.
Rezulti ¢ b € CA. Reciproc, dacd b € CcA , atunci V(1CA= . Rezultd ca

be A ,deci CAcC A . In mod asemanétor se demonstreazi cealalta egalitate.

Propozitia 3.7.4. Fie A o mulfime oarecare din (1" . Atunci

(i) A este o multime deschisa.
(i) A este o multime inchisa.

(iii) Fr A este o multime inchisd si Fr A=A\ A.

Demonstratie

(i) Fiea € A . Atunci exista > 0 astfel incat B (a.r)c A.
Daca notam cu V' = B(a, r), atunci conform Observatiei 3.7.3. V este o multime

deschisa. Asadar, avem: V' =V < A, de unde rezulta ca a este punct interior pentru
A , deci A este o multime deschisa.

(ii) Din Lema 3.7.1. rezulti cd CA =B unde B = CA. Asadar, CA este

deschisa, de unde rezultd ca multimea A este inchisd (Vezi Teorema 3.7.1.).
(iii) Din Lema 3.7.1. rezulta:

Frd=ANCA=ANCA=4\A.
Faptul ca Fr A este inchisa rezulta din (ii).
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Teorema 3.7.2. Fie Ac 1" o multime oarecare. Atunci:

(i) Un punct b € 0" apartine inchiderii A a mulfimii A, dacd si numai
daca existd un sir {a, | de punctedin A, a, —b.

(ii) Multimea A este inchisa daca gi numai daca limita oricarui sir
convergent de elemente din A apartine lui A.

Demonstratie
(i) Daca bed, atunci A B(b,r) #J, V r>0. In particular,

B(b,i)ﬂAi@, Vv mell". Fie ameB(b,iJﬂA. Atunci a,, € A i a,, > b
m m

deoarece ||am —b|| <i si 1 — 0.
m  m

Reciproc, dacd a,, € 4, V mel” st a,, >b,atunci V >0 3 m, en”
astfel incat |a,, —b||<r, V m>m,. Rezultd cd ANB(b,r)=0,V r>0, adici
bed.

(i) Fie 4 o multime inchisa si fie {a,,} un sir de elemente din 4, a,, —>b.
Din (i) rezultd cd be A. Cum A este inchisd, rezulti c¢i b € A. Reciproc, daci
be A, atunci din (i) rezultd ci existd un sir {a,,} de elemente din 4, a,, —>b.

Conform ipotezei rezulti ci b € A, deci Ac A.

Definitia 3.7.6. Un punct b € 1" se numeste punct de acumulare pentru

multimea A — [ " dacad oricare ar fi V vecinatate a lui b, exista a € AV, a #b.

Multimea punctelor de acumulare ale Iui A se noteazi cu A'. (Incluziunea A' A
este evidenta).

Teorema 3.7.3. Fie A = 1" o multime oarecare. Atunci:
(i) Un punct b € A' daca si numai daca exista un sir {ak} de elemente din

A, a; #a; daca k #1, astfel incdt aj = b .

(ii) A este inchisa daca §i numai daca A' C A.

Demonstratie
(i) Fie b € A'. Atunci existd aj € ANB(b,1), a;#b . Fie =|| a —b” si fie

a eAﬂB(b,%l). Evident a, #a; si ||a2—b||<£21<%. Fie r2=||a2—b|| si fie

a3 eBEb,%)ﬂA, a3 #b.
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. . r 1 . . “
Evident a3 #a,, a3 #ay si || as —a" <?2<—2. Prin inductie completa se
2
aratd ci existd un sir {q;| de elemente din 4, a; #a; pentru k=[ si

| a; —b||<#,deci a —b.

(ii) Daca A este inchisa, atunci 4 A. Cum A' c A rezultd cd A' c A.
Reciproc, fie b € A . Din Teorema 3.7.2. rezulta ca existd un sir {ak} de puncte
din 4, a; —> b . Daca {ak} are o infinitate de termeni distincti, din (i) rezultd ca
b e A.Cum A' A, rezultd ¢a b € A. Dacd {a;} nu are o infinitate de termeni
distincti, atunci incepand de la un anumit rang a; = b, deci b € 4. Am dovedit

incluziunea A — A, daca A4 este Inchisa.

Observatia 3.7.5. Din Teorema 3.7.3. rezultd ca dacd b este punct de
acumulare pentru multimea A4, atunci in orice vecinatate a sa se afla o infinitate de
elemente din 4, distincte. Rezultd ca multimile finite nu au puncte de acumulare,
deci sunt inchise in virtutea Teoremei 3.7.3. Multimile care nu au puncte de
acumulare se mai numesc $i multimi discrete. Exista si multimi infinite discrete. De
exemplu, multimea numerelor intregi [| —[] este discreta, deoarece, V b € Y
si V VeV (b) multimea V(1 este finita.

Definitia 3.7.7. O multime A = 1" se numeste marginita dacd exista M > 0
astfel incdt ||x|| <M ,oricarearfix € A.

Lema 3.7.2. (Cesaro). Orice sir mdarginit de elemente din 1" contine un
subgir convergent.

Demonstratie
Prezentam demonstratia pentru cazul particular n = 2.

Fie z; =(x;, 0 ), kel " un sir de elemente din [ % marginit. Rezultd ca

3 M > 0 astfel incat || Zy ||Oo <M,V k. In particular, rezulti ca sirurile de numere

reale {xk} si { yk} sunt marginite. Din Lema Cesaro pentru siruri de numere reale

rezultd cd existd un subsir {x;  convergent. Fie a= lim x; . Aplicand din nou
P pooo P

Lema Cesaro subsirului { ykp} rezultd ca existd un subsir { Yk, } convergent in Y
1

la 5. Din Teorema 3.1.1 rezultd cd subsirul 2, =(xkp Yk, ), lell™ este
! 1P

convergent in [J 2 si are limita z = (a,b).
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In teoria limitelor de functii este important de stiut cdnd o multime are
puncte de acumulare. Teorema care urmeaza ne da o conditie suficientd ca o

multime din [ " sa aiba puncte de acumulare.

Teorema 3.7.4. (Weierstrass-Bolzano). Orice multime marginita si infinita

din 0" are cel putin un punct de acumulare.

Demonstratie
Fie 4 < 0" o multime marginitd si infinitd. Multimea fiind marginita,
contine un sir {x;} de elemente distincte. Deoarece 4 este marginitd, rezultd ca

{x} este marginit.
Din Lema 3.7.2. rezulta ca existd un subsir {xkp } s X, lel]" . Evident

[ este punct de acumulare pentru A.

Definitia 3.7.8. O multime K — (1" se numeste compacta daca este inchisa
si marginitd.

Din Propozitia 3.7.3. rezulta ca o reuniune finitd de multimi compacte este o
multime compacta, si o intersectie oarecare de multimi compacte este o multime
compactd. Este de asemenea clar (din Observatia 3.7.5), ca orice multime finita
este compacta.

3.8. Limite de functii

In cele ce urmeazi, prin functie vectoriald intelegem orice functie F
definitd pe o multime 4 din " cu valori in [J™. Asadar, pentru orice
x=(x1,x2,...,xn) eAc” imaginea y=F(x)el ™, deci este de forma

F(x)=(y1,y2,...,ym), yviel, i=lLm.
Daca notam cu f;(x)=y;, Vxe A, Vi=I1m, atunci obtinem m functii

scalare f;:Acl " 50, i=1,m, pe care le numim componentele scalare ale
functiei vectoriale F. Prin urmare avem:

F(x)=( /), f5(x)s.., fn(x)), VxeA sau
F=(fisforerfp):AcO" 0™,

Exemple
1. Functia r(r)=(acost, asint), t €[0,27] este o functie vectoriald definita

pe multimea 4 = [0,271'] <[ cuvaloriin 0 2.
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2. Functia r(u,v)=(asinucosv, asinusinv, acosu), u €[0,x] si ve[0,2n]
este o functie vectoriald definitd pe dreptunghiul D =[0,7|x[0,2n] <[ 2 cu valori

inD3.

Definitia 3.8.1. Fie F:AcU" —-0"™ o functie vectoriald, a=(ay,...,a,)

un punct de acumulare pentru A si Lel™ . Spunem ca L este limita functiei

vectoriale F in punctul a si notam cu L= lim F(x), dacd pentru orice vecindtate
xX—a

U a lui L, exista o vecindtate V a lui a, astfel incat F(x)eU, oricare ar fi
xeVNA, x#a.

Teorema 3.8.1. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(@) L=1lim F(x).

xX—a
(i) Pentru ¥ € > 0, 3 d; > 0 astfel incat ¥V x € A, x # a cu proprietatea
||x—a||<88 rezulta ||F(x)—L||<8 (norma || || este oricare din normele || ||oo sau

1)

n
iii) Pentru orice gir {a; } de elemente din A, a D—)a, ay #a pentru
k k k P

m
YVkel *, rezulta F(ak)D;)L.

Demonstratie

(1) = (ii) Fie € > 0 si fie U=B(L,8). Evident U eV (L) si conform (i)
3V eV (a) (depinzand in general de ¢) astfel incat F(x)eU,V xeV (4, x#a.

Deoarece V este vecindtate pentru a rezultd cd 3 o, > 0 astfel incat
V> B(a,8;).Fiex € 4, x#acu | x—da|<38,. Atunci xeV 4, x # a. Conform

(i) F(x)eU,deci |F(x)-L|<e.

(i) = (iii) Fie € > 0 arbitrar si fie 6, > 0 cu proprietatile din (ii). Daca {xk}
este un sir de elemente din 4, x; #a,V ki x; - a,atunci 3 k, €l * astfel incat
|| X — a” <98, pentru orice k> k. Din (ii) rezultd ca ”F(xk ) —L” <eg,V kz2kg,
deci F(x;)—>L.

(iii) = (i). Presupunem prin absurd céd (i) nu este adevaratd, deci ca
3 UyeV (L) astfel incat oricare ar fi VeV (a), 3 xy eV A, xy # a cu

. 5 . 1
proprietatea c¢a F(x;)¢U,. In particular, pentru VzB(a,zj, rezultd ci
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1
3 xkeAﬂB(a,;j, xp#a astfel incat F(x;)eU,, V kel™. Cum

1 1 . e < <
X € B(a,;j rezultd ca || Xi —a|| <z , deci cd@ x; — a. Din (iii) rezulta acum ca

F(x;)— L. Acest lucru contrazice faptul ¢a F(x;)eUgy, V kel " si cu aceasta

demonstratia este terminata.

Observatia 3.8.1. Fie f: A c Y — Y, a un punct de acumulare pentru 4 si

/el] . Din Teorema 3.8.1. rezultd ca /= lim f(x) daca V ¢ >0, 3 §; > 0 astfel
Xx—>a

incdt V x € A4, x # a cu proprietatea |x—a| <9, rezultd ca | f(x) —l| <¢ (deoarece

pe Y,

3y =[xl =ID-
Am reobtinut astfel definitia limitei unei functii Invatate in liceu.

Teorema 3.8.2. Fie F=(f,fr,.... [ p):A<0" >0™, a un punct de

acumulare pentru A si L=(1,,...,1,,) 0™ . Atunci, L= lim F(x) daca si numai
xX—a

daca l; = lim f;(x), oricare ar fi i=1,m.
x—>a

Demonstratie
Fie {x;} un sir de elemente din 4, x; #a pentru orice k, x; —a. Din

Teorema 3.8.1. rezultd c& F (x; ) =(fi (x4 ). /i (xk))L)L =(lf,....1, ), ceea

ce este echivalent cu faptul ca fl-(xk)L)ll-, V i=lm, deci ca [; = lim f;(x),
Xx—>a
i=lm.
Reciproc, daca [; = lim f;(x), V i=1,m, atunci fl-(xk)Lﬂi, Vi=lLm.
X—a

Din Teorema 3.1.1 rezulta ca

F(x)=(f1(xk )seees Son (xk))—Dm—>L=(ll,...,lm),
decica L= lim F(x).

Observatia 3.8.2. Din Teorema 3.8.2. rezulta ca studiul limitei unei functii
vectoariale revine la studiul limitelor componentelor sale scalare. Din aceasta
cauza este suficient sa studiem in continuare numai limite de functii scalare, adica

functii de forma f: 40" - .
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Fie a=(ay,...,a,) un punct de acumulare al multimii 4 si fie / € Y. Dacd

folosim norma || ||OO ,atunci /= lim f(x) dacd V €>0,30,> 0 astfel incat V a e 4,
Xx—a

cu proprietatea |x1 - a1| <8,...,

X, —a,| <8, rezultd ci |f(x1,...,xn)—l| <g.

Sa consideram acum cazul si mai simplu cand n = 2.

Fie deci f:Acl] 2 50 si / € Y. Vom folosi notatiile (x,y) in loc de
(x1,x7) si (a,b) inlocde (ay,a,) .

Din cele de mai sus rezultd cd [ = 1i_r)n f(x,y) daca vV € >0, 3 8, > 0 astfel
X—a

y—b

incat, V (x,y)e A cu proprietatea |x—a|<3,,

y—b| <8, rezultd | f(x,y)~1|<e.

Din Teorema 3.8.1. rezulta cd aceastd definitie este echivalentd cu urmatoarea:

[=1lim f (x, y) dacd si numai dacad pentru orice sir (xn, yn) de elemente din 4,
X—>a

y—b

2
(x,,9,)#(a,b) pentru orice nel”, (xn,yn)D—>(a,b) rezultd cd sirul

f(xn,yn)L)l.

Exemple
x3 +y3 2
1. Fie f(x,y) ==, (x,y)ell “\{(0,0)} .
x“ 4y
Observam ca exista lim f'(x,y)=0.
Xx—a
y—b

. 3/2 3/2
Intr-adevar, deoarece ‘x3‘ < (x2 + yz) si ‘y3‘ < (xz + yz) rezulta ca

2(x2 +y2 )3/2
s

X" +y

2
Daca (xn,yn)D—>(0,0) atunci \|x3 +ya =0 si deci f(x,,7,)—0.

3 3
. . +
Am ardtat deci i lim =2 =0.

x—0 X +y

y—0
22 )

2. Fie functia f(x,y)z 55 A4 (x,y)eD \{(0,0)}. Vom arata cd nu

x“+y

exista lim f(x,y).
x—0
y—0
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N . . 11 . 21
Intr-adevar, consideram sirurile (—,—j respectiv (—,—J. Ambele siruri
nn non
R 1 21 3
converg in 02 la (0,0). Pe de alta parte f —— 1> 0si f|—,—|—>=, de unde
n'n n'n 5
rezultd ca nu existd lim
x—0 x +y

y—0

Teorema 3.8.3. (Cauchy-Bolzano). Fief: Ac 0" —> Y, sia €l" un
punct de acumulare pentru A. Conditia necesara i suficientd sd existe

[=1im f(x)ell este ca pentru orice € > 0 sa existe V eV (a) astfel incdt, ¥
X—a

X, x"eVNA, x'#a, x"#a sdavem |f(x’)—f(x") <g.
Demonstratie
Necesitatea. Fie /= lim f(x)el . Atunci, V£>0,3 V eV (a) astfel incat

xX—>a

"

V xeV(A4, x # a avem |f(x)—l|<§ Daci x'.x"eVNA, x¥#a, x"#a,

SHCORIR C

Suficienta. Fiee>0si VeV (a) cu proprleta‘;ile din enuntul teoremei si fie

atunci | f(x

{xx} un sir de elemente din 4, x; # a pentru orice k ] ", x; > a. Atunci exista
un rang k, €l i (acest rang depinde de V care la randul sau depinde de ¢) astfel
incat x, € V, V k = k.. Rezulta ca |f(xk)—f(x1 )| < ¢ pentru orice k si [/ > k;, deci
ca { f (xk )} este un sir fundamental in Y. Din criteriul general de convergentd al

lui Cauchy rezulta ca { f (xk )} este convergent. Din Teorema 3.8.1, punctul (iii),

rezultd ca existd lim f(x).
Xx—a

Pentru o functie f: 4 = " — Y se pot considera pe langa limita definita
anterior, in care variabilele xj,x,,...,x, tind simultan la gy,a,,...,a, si limite
iterate, in care variabilele xj,...,x,, tind pe rind la qy,...,q,,.

Pentru a lamuri aceastd problema considerdm cazul unei functii de doua
<k} sif:4—>7Y.

variabile. Fie dreptunghiul D = {(x y)el | |x—dq
Presupunem ca pentru orice x€(a—h, a+ h) existd lim f(x,y). Evident,
—b

aceasta limiti depinde de x si defineste o functie @(x)= lim f(x,y),
y—b
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xe(a—h, a+h). Daca presupunem in plus ci existd lim ¢(x), atunci aceastd
X—a

limitad se noteazd cu lim lim f (x, y) si se numeste limita iteratd dupa y si x a
x—a y—b

functiei f'in punctul (a,b). In mod analog se defineste lim lim f (x, y) .
y—b x—a

- y?
2

Limitele iterate nu sunt In general egale. De exemplu, daca f (x, y) = 5
xX“+y

b

(x,y)eDz\{(0,0)} atunci se constatd imediat c¢i lim lim f(x,y)=1 si

x—0 y—0
lim lim f(x,y)=-1. Remarcdm faptul cd lim f(x,y) nu existd in acest caz.
y—0 x—0 x—0
y—0
(Vezi Exemplul 2).
. .1 .
Pentru functia f(x,y)=xsin—, y # 0, avem lim f(x,y)= 0, deoarece
y x—0
y—0
| . . N <
xsin—| < |x| . Observam de asemenea ¢ lim lim f(x,y)=0 in timp ce cealaltd
y y—0 x—0
limita iteratd lim lim f(x,y) nu exista.

x—0 y—0
Legatura dintre limitele iterate i limita in raport cu ansamblul variabilelor

lim f (x, y) este pusa in evidenta de urmatoarea propozitie.
X—a
y—b

Propozitia 3.8.1. Daca exista lim f(x,y) = [ §i daca pentru orice
xX—a
y—b
X€ (a —h,a+ h) exista @(x)= lim f(x,y), atunci exista lim lim f(x,y) =1.
y—b x—a y—b

Demonstratie

Pentru V € > 0, 3 8, > 0 astfel Incat V (x,y) € D cu proprietatea |x - a| <9,
|y—b|<8; avem |f(x,y) —l| <& . Trecand la limitd dupa y obtinem: |p(x)—/|<e
pentru orice xe (a —h,a+ h) cu proprietatea |x - a| <d;. Rezulta cd exista

lim @(x) =/, deci ca exista lim lim f (x, y) =/.
xX—a x—a y—b
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Corolar. Daca exista limitele iterate si sunt diferite, atunci nu existd
lim f(x,y).
xX—a
y—b

3.9. Functii continue

Fie F : " —0"™. Pentru orice submultime 4 < [1” notam cu F(4)=
= {F (x)| X€E A} . Evident F (A) ™ si se numeste imaginea directd a multimii 4

prin F. Pentru orice submultime BcO™ notdm cu
F! (B)= { xel"| F(x)e B} . Multimea F! (B) se numeste preimaginea

multimii B prin F.

Definitia 3.9.1. Fie F: Ac 0" —> 0™ sia € A. Spunem ca F este continud
in punctul a daca v U eV [F(a)], I VeV (a) astfel incat F(VﬂA) cU. Daca

F este continud in fiecare punct din A, atunci F este continud pe A.

Observatia 3.9.1. Dacd a € A4 este punct de acumulare pentru 4, atunci

F este continud in x = ¢ daca si numai daca existda lim F(x)=F(a). Dacaa € 4
Xx—a

nu este punct de acumulare pentru 4 (un astfel de punct se numeste punct izolat),
atunci existda ¥ eV (a) astfel incat VN A= {a} si evident F(VNA4)cU,
vV UeV [F (a)]. Rezulta cé orice functie este continua intr-un punct izolat din

domeniul sau de definitie.

Teorema 3.9.1. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) F este continud in a € A

(i) ¥V € > 0,3 5, > 0 astfel incdt ¥ x € A cu proprietatea ||x— a” <98, rezulta
cd |F(x)-F(a)|<e

(iii) Pentru orice sir {xk} de elemente din A, x; —>a, rezulta
F(x;)—> F(a).

Demonstratia rezultd din Teorema 3.8.1 si Observatia 3.9.1, cu mentiunea

ca daca a € A4 este un punct izolat, atunci oricare din afirmatiile (i)-(iii) este
evidenta.
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Teorema 3.9.2. O funcfie vectoriala F =(fj,...,[,):Ac 0" =>0™ este

continua in punctul a € A daca si numai daca fiecare componenta a sa f;: A—[]
este continud in a.

Demonstratia rezultd din Teorema 3.8.2 i Observatia 3.9.1 .

Din Teorema 3.9.2. rezulta ca este suficient sa studiem continuitatea functiilor
scalare.

Fief:Ac 0" —>Ysi a=(a,...,a,) e A. Daca folosim norma | ||OO, atunci

f este continud in g daca V ¢ > 0, 3 o > 0 astfel Incat, oricare ar fi

x=(x,...,x,) € 4 cu proprietatea |x; — | <3,...,

X, — an| <9, rezultd

|f(x1,...,xn)—f(al,...,an)| <g.

In continuare vom considera cazul functiilor de 2 variabile si vom folosi
notatia (x,y) inloc de (x,x;) si (a,b) inloc de (ay,a;).

Dacaf: 4 c U 25y si (a,b) € A, atunci feste continud in (a,b) daca

vV &>0,3 98, > 0 astfel incat vV (x,y)e A cu |x—a|<68,

y- b| <9, rezultd

| f(xey)-f (a,b)|<8. Aceastid definitie este echivalentd cu urmditoarea: pentru

2
orice sir {(xn,yn)} de puncte din 4, (xn,yn)D—>(a,b) rezultd cd

(s p ) —— [ (a,b).

Exemple
1. Functia f(x,y)zx2 + 2 —xy+5, (x,y) el 2 este continud pe [ 2,
deoarece V (a,b) e [ Zsiv (x,,9,) = (a,b) rezultaca f(x,,y,)—> f(a,b).

X3+y3

daca (x, 0,0
2. Functia f(x,y)=1x2 4,2 (x,7)#(0,0)

0 daca (x,y)=(0,0)

este continua pe [J 2,
Intr-adevar, daca (a,b) # (0,0) afirmatia rezultd din definitia cu siruri.

Continuitatea in origine rezultd din faptul ca, asa cum s-a aratat in subcap. 3.8,

3 3

. X"+

3 lim Y
x—0 x2 + y2
y—0

0.
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2_.2
-y _
——— d ) 0,0
3. Functia f(x,5)=14x%+° aca (x,y)=(0,0)

0 daca (x,y)=(0,0)
nu este continud in origine, deoarece, asa cum s-a aratat in subcap. 3.8, aceastd
functie nu are limitd in acest punct.

Definitia 3.9.2. Fie f:AcU" >0, a=(ap,...,a,)ed si 4=
={teD |(al,...,ai_l,t,aiﬂ,...,an)eA}, i=l,_n. Spunem ca f este continud in
raport cu variabila x; in punctul a daca functia de o variabila:

1= f(ay,.q; 005,10, ) A > 1€

este continud in punctul t = a; .

Observatia 3.9.2. Dacd f: 4 — [1" — Y este continud in a € A4, atunci f este
continud in a 1n raport cu orice variabila x;, i=1,n.

Afirmatia reciproca nu este in general adevaratd. Existd functii continue
intr-un punct in raport cu fiecare variabila dar care nu sunt continue in acel punct.

Exemplu. f(x,y)= % daca (x,y)#(0,0)
Xty

0 daca (x,y)=(0,0).

Observam ca f nu este continud in origine, in raport cu ansamblul
variabilelor, deoarece nu are limita in origine.

intr-adevir, sirurile {(l,lj} si {(z,lj} converg in [ 2 la (0,0) si

nn nn

lim f[l,l):l;t lim f(g,lj:g.

n—w \n n 2 now nn 5

Pe de alta parte, f(x,O)zO, V x € Y, de unde rezultd ca functia

x = f(x,0): Y>Y este continua in x = 0, deci feste continud in (0,0) in raport cu
x. Analog, f'este continua in (0,0) in raport cu y.

Teorema 3.9.3. FieF:Acl" >Bc0™ si G:BcU™ >07?. Dacd F
este continud in a € A §i G este continud in b = F(a) € B, atunci functia compusad

H=GoF:AcU" -7 este continud in punctul a.

Demonstratie
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Demonstratia rezultd din Teorema 3.9.1 punctul (iii). Intr-adevir, daca {xk}
este un sir oarecare de elemente din 4, x; —a, atunci F (xk)—>F (a)=b si

G[F(xk ):l - G[F(a)] . Asadar, H(xk ) — H(a), deci H este continud in a.

Teorema 3.9.4. Daci f: A c1" — Y este continud in punctul a € A §i
f(a) >0 [f(a) < 0] , atunci existd o vecindtate V eV (a) astfel incdt f(x)> 0
[f(x)<0] oricare ar fix e VN A.

Demonstratie

. 1 NI
Presupunem f(a)> 0 si notdm cu € :E f(a). Deoarece f este continud in

x = a rezultd ca existd 5, > 0 astfel incat V x € 4 cu ||x—a||<88 avem
|f(x)—f(a)|<£—:. Daca notam cu V=B(a,88), atunci V eV (a) si pentru orice

x e VA4 avem:

%f(a)=f(a)—8<f(X)<f(a)+8=%f(a),deci Jf(x)>0.

Teorema 3.9.5. Fief, g: Ac 0" >0 sia, B e Y. Daca f si g sunt
continue in a € A, atunci functiile of + Bg si fg sunt continue in a. Daca g(a) # 0,

atunci functia — este continud in a.

Demonstratie

Fie {xk} un sir de elemente din 4, x; — a. Din ipotezd rezultd ca
f(xx)—> f(a) si g(x;)—>g(a). Tinand seama de proprietatile sirurilor
convergente de numere reale rezulta ca:

(of +Bg)(xx ) =af (xx ) +Bg (i ) > af (@) + Bg(a) = (af +PBg)(a)
(f2)(xx) =S (x)g(x ) = f@)g(a)=(fg)(a),

de unde rezulta ca of = g si fg sunt continue n a .

Daca g(a) # 0, atunci din Teorema 3.9.4, rezulta ca existd V eV (a) astfel

incat g(x) # 0, V x € V') 4. Renuntand, eventual la un numar finit de termeni ai
sirului {x;} si renotdnd termenii acestui sir, putem presupune ca x; eV N4,

\vd keD*, deci ca g(xk);tO, VkeD*. Atunci [gj(xk)= {;Ejlj_)%:
S

= [—] (@), de unde rezulta ca A este continud 1n punctul a.
g

Teorema 3.9.6. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
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(i) F: 0" >0 este continud pe 1"

(ii) F'(D) este deschisd, oricare ar fi D — 0™ deschisd.

(iii) F~\(B) este inchisd, oricare ar fi B < [1™ inchisd.

Demonstratie

(i) = (ii). Fie D < 0™ deschisi si fie a € F! (D) oarecare. Atunci

b=F(a)e D si deoarece D este deschisa, existd U €V (b) astfel incat U — D.
Cum F este continud in g, rezultd ca 3 VeV (a) cu proprictatea ca

F(V) cUcD,deci Vc F! (U) cF! (D) . Asadar, a este punct interior pentru
F! (D), deci Fl (D) este deschisa.

(il) = (i) Fiea € [1 " oarecare si fie b= F(a).

Daca U eV (b), atunci exista r > 0 astfel incat U o B(b,r). Cum B(b,r)
este deschisi, din (i) rezultai ca V=F" (B(b,r)) este deschisi. Evident
VeV (a) si F(V)c U, deci F este continud in .

Echivalenta (ii) < (iii) rezultd din Teorema 3.7.1. si din observatia imediata

CF_I(B)zF_l(CB), oricarear fi Bc ™.

3.10. Proprietitile functiilor continue pe multimi
compacte §i conexe

Reamintim c& prin multime compactd in [1” se intelege o multime inchisa si
marginita.

Teorema 3.10.1. Fie F :0" -0 o functie continud. Dacd multimea
K cl" este compactd, atunci multimea F (K ) — imaginea sa directd prin F, este

de asemenea compacta.

Demonstratie
Vom arata ca F (K ) = {F (x);xeK } este inchisa si marginitd. Presupunem

pentru inceput ¢d F(K) nu este marginitd. Atunci V M >0, 3 x), € K astfel incat

| (xear )| < M
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. ) 1 : A
In particular, pentru M =—, pell * existd x » € K astfel incat
P

HF(xp)“ >p. (3.31)
Deoarece multimea K este marginitd, rezulta ca sirul {xp} este marginit,

deci contine un subsir {xpz} convergent (conform lemei Cesaro). Fie a = lim x

[—o0 Pr-

Cum K este inchisa, rezulta cd a € K (vezi Teorema 3.7.2).
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in sfarsit, tindnd seama de faptul cd F este continua, rezultd ca
F(a)= lim F(xpl). Pe de alta parte, din (3.31) avem HF(xp )H>pl, de unde
[—o I
rezultd ca lim HF(xp )H=||F(a)||=+oo. Am ajuns astfel la o contradictie,
po© !

deoarece ||F(a)|| este finita.

Vom ardta acum ca F (K ) este inchisi. Fie b € F (K) oarecare. Din
Teorema 3.7.2 rezultd ca existd un sir { yp} de elemente din F (K ) astfel incat
yp—b.

Fie x,€ K cu proprietatea ca y, = F (xp). Asa cum am aratat in prima

parte a demonstratiei existd un subsir x, —>a,a € K si Vp = F(xpl ) — F(a).Pe

pr
de alta parte Vo = b, deunde rezulti ca b=F(a)e F(K) .

Am demonstrat ca (K ) cF (K ) ,decica F (K ) este Inchisa.

Definitia 3.10.1. Fie f: A < 1" — Y marginita. Spunem ca f isi atinge
marginile pe multimea A daca 3 x); € A §i x,, € A astfel incat

f(xp)=M=sup f(A) si f(x,)=m=inf f(4).

Teorema 3.10.2. Fie f: K < " — Y o functie continud. Dacd multimea K
este compactd atunci f este margintd pe K si isi atinge marginile pe K.

Demonstratie
Faptul cd f este marginitd pe K rezultd din Teorema 3.10.1. Fie M =

sup /(K) sim=inf f(K).Observim ca M, m € m Intr-adevar, daca V este
o vecinatate pentru M, atunci 3 € > 0 astfel incat V' o (M -&, M+ 8). Din definitia
marginii superioare, rezultd cd existd x, € K astfel incdt M —e< f(x,). Asadar,
Vs (K );t @. Cum V a fost arbitrar, rezulta ca M este punct aderent pentru
f (K ) Analog se aratd ca m em. Pe de alta parte f (K ) este inchisa, deci
M, m € f(K). Asadar, existd xy; € K §i x, € K astfel incat M = f(xy,) si
m=f (xm) .

Definitia 3.10.2. O functie F: Ac [1" — 1™ se numeste uniform continud
pe A, daca ¥ € > 0,3 8, > 0 astfel incdat ¥V x', x" € A cu proprietatea ||x' —x"" <9,

rezulta ”F(x') - F(x”)” <eg.
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Reamintim ca F este continud pe 4 daca este continud in fiecare punct din 4,
deci dacd V x € 4 51 V &€ > 0,3 8, > 0 astfel incat V x" € 4 cu proprietatea

|x" = x| <8, rezultd ca ||F(x’) — F(x)” <eg.
Prin urmare, deosebirea intre continuitatea uniforma si continuitatea pe A,
consta n faptul ca in cazul continuitétii uniforme, pentru orice € > 0 existd un numar

d; > 0, acelasi pentru toate punctele x € A, astfel incat ||F (x")-F (x")" <& pentru

orice x', x" € A care satisfac conditia ||x'—x”|| <9, . Evident, orice functie uniform
continud pe 4 este continua pe 4. Afirmatia reciproca nu este in general adevarata.

Exemplu. Functia f(x)= x? , x € Y este continud pe Y, dar nu este uniform

continud pe Y .
Pentru a arata ca f nu este uniform continud pe Y, va trebui si aratam ca 3
go> 0 astfel incat V § > 0, 3 x5,x§ € Y cu proprietatile:

|x(§—x§|<8 si |f(xé)—f(x§)|280.

: 1 . ' o oon
Fie gy= E si & > 0 oarecare. Observam ca dacd x'=+n+1 si x =x/;,

atunci |f(x')—f(x”)|=l, V nel”. Pe de altd parte x' —x"=n+1-~/n=

1 oA
=———+—0. Rezultd ca 3 un rang ngel] * astfel incat

1
— <3,
n+1+n Jn+1++/n
Vn2ng. Daca alegem x§5=./ng+1 si xgz\/%, atunci |x§3—x§|<8 si
! 4 1
|f(x5)—f(x5)|=1>80=§.
Asadar fnu este uniform continua pe Y.

Propozitia 3.10.1. Daca f: I ¢ Y — Y este derivabila si are derivata
marginita pe intervalul I, atunci f este uniform continua pe 1.

Demonstratie
Fie M > 0 astfel incat | f ’(x)| <M,V xel.Din Teorema cresterilor finite a

lui Lagrange, rezultd cd oricare ar fi x,y € I, existd § intre x si y, astfel Incat
f(x)=-f(»y)=rf"(¢)(x—y). Asadar, avem:
F)=r (=1

Fie ¢ > 0 si fie 59,:%- Daca |x—y|<88 atunci |f(x)—f(y)|<

|x—y|SM|x—y,V x,yel.

€ . . .
<M S €, deci feste uniform continua pe /.

Exemplu
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2

Functia f(x)=2x+sin“x, x € Y este uniform continui pe Y. Intr-adevar,

| I '(x)| = |2+ sin 2x| <3,V xel Din Propozitia 3.10.1 rezulta ca f este uniform

continua pe Y.
Teorema urmatoare ne aratd cd pe multimi compacte notiunile de continuitate
si continuitate uniforma sunt echivalente.

Teorema 3.10.3. Fie F : K < 0" —>0"™ continud. Daca multimea K este
compactd, atunci F este uniform continuad pe K.

Demonstratie
Presupunem prin absurd ca F nu este uniform continud pe K. Atunci 3 g, > 0

astfel fncat V & > 0, 3 x5,x5€ K cu proprietitile ||xé—x§ <o i

[F (55)- £ ()] 50

- , 1 5k s
In particular, pentru d=—, peD* rezultd ca exista x}),x; eK cu

proprietatile:
by -
HF(xI’D)—F(x}; )HZSO. (3.33)

Deoarece K este marginita, sirul {x},} este marginit, deci existd un subsir

(3.32)

x},l —>a. Cum K este inchisa rezultd cd a € K (Teorema 3.7.2). Pe de alta
parte, din (3.32) rezulta ca x}’)Z —>a.

Tinédnd seama ca F este continud avem:
F(x},l)—>F(a) si F(x}',l)—>F(a).
Asadar, F(x;,l ) —F(x;l ) > F(a)-F(a)=0.
Am ajuns astfel la o contradictie, deoarece conform (3.33)
HF(XI,DZ)_F(XIHDI )HZSO, Vo lel”.

Definitia 3.10.3. O multime A < 1" se numeste conexd dacd nu exista doud
multimi deschise D, si D, cu proprietdtile:
ACDIUDZ, Dlsz mAZ@, DlmA-'F@, D2 mA?f@

Teorema 3.10.4. O submultime nevida Acll este conexa daca si numai
daca este un interval (adica vV x,y € A§iV x<z<yrezultda z € A).
Demonstratie
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Necesitatea. Fie 4[] o mulfime conexa. Presupunem prin absurd ca 4 nu
este interval. Atunci 3 a, b € 4 sia <c<b astfel incatc ¢ A.

Fie D; =(-o0,c) si Dy =(c,). Evident D; si D, sunt multimi deschise in
Y.Cuma e AND; sibe AND,, rezulta 4 Dy = D si A (1 Dy# . Pe de alta
parte D;\D,= @, de unde rezulti D, D,N 4 = &. In sfarsit V x € 4 avem
x # ¢, deci sau x < ¢ sau x > ¢, de unde rezulta 4 < D;UD,. Asadar, 4 nu e

conexa, ceea ce contrazice ipoteza facuta.

Suficienta. Fie A c[] un interval. Presupunem prin absurd ca 4 nu este o
multime conexd, deci existd doud multimi deschise D; si D, cu proprietatile din
Definitia 3.10.3.

Fie aj e AN Dy si ay e AND,.Cum A (D1 D,=J, rezultd a; # a,, deci

putem presupune a; < a, si deoarece 4 este interval, avem [al,az] cA.

Fie E = A N D N(-w,ay) si fie ¢ = supE. Evident a) <c<a,, deci ce 4.
Pe de altd parte, observim cd ¢ <a,. Intr-adevir, dacid c¢=a,, atunci ce D, si
cum D, este deschisa, exista € > 0 astfel incat (c —-g,c+ a) cD,.Cum c=supk,
rezultd cd 3 x,eFE astfel incdt c—-e<x,<c. Atunci xeE()1D,, deci
AND,ND, # D, ceea ce nu este posibil. Asadar, ¢ <a,. In continuare vom arita
cd ce DyUD,, de unde va rezulta contradictia 4 & D;UD, . Intr-adevir, dacd
ce Dy, atunci 3 r> 0 astfel incat (c—r, c+r)c Dy. Fie be(c,c+r)N(—0,a3).
Cum a <c<b<ay, rezulti bed, deci be AN D N(-o,ay)=E. Deoarece
c=supE avem b<c, ceea ce contrazice alegerea lui be (c, c+ r) . Analog se

araticd be¢ D, .

Teorema 3.10.5. Fie F:[0" ->0™ continud. Daci Ac0" este conexd,

atunci F(A) cl0™ este conexd.

Demonstratie
Dacd f(A) nu este conexd, atunci 3 doud multimi deschise Dy, D, in [ ™

astfel incat
F(A)cDUD,; F(A)NDNDy=@; F(A)ND 2D ; F(A)NDy 2D .

Deoarece F este continud, din Teorema 3.9.6 rezulta ca multimile F -1 (D)
si F -1 (Dz) sunt deschise in [ . Pe de alta parte avem:
AcF (D)UFT(Dy): ANFH(D)NFT(Dy)=2:
ANF Y (D) =2 si ANF(D,) =D .
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Rezulta cd 4 nu este conexa, ceea ce contrazice ipoteza.

Definitia 3.10.4. Fie [ Ul un interval. Se spune ca o functie f:1—[
are proprietatea Darboux pe I dacd imaginea f (J ) a oricarui interval J C I este

tot un interval.

Corolarul 3.10.1. Daca I c ] este un interval si f:1 -] este continud pe
1, atunci f are proprietatea Darboux pe 1.

Demonstratie
Daca J — I este un interval, atunci din Teorema 3.10.4 rezulta ca J este o

multime conexa, iar din Teorema 3.10.5 ca f (J ) este o multime conexa in Y.
Aplicand din nou Teorema 3.10.4 rezultd f (J ) interval, deci f are proprietatea
Darboux pe 1.

Corolarul 3.10.2. Dacd f:[a,b]—>1 este continua si f(a)f(b)<0,
atunci 3 a <c <b astfel incat f(c) =0.

Demonstratie

Din Corolarul 3.10.1 rezulta ca multimea J = f([a,b]) este un interval 1n
Y. deoarece prin ipoteza functia fia valori de semne contrare in a si b, putem
presupune f(a)<0< f(b). Cum J este interval rezultd 0 e J, deci 3 ce(a,b)
astfel incat f(c)=0.

Corolarul 3.10.2 este util la rezolvarea ecuatiilor. S& presupunem ca
ecuatia f (x) =0 admite o singurd radacind in intervalul (a,b). Cea mai simpla
metodd pentru aproximarea acestei radicini este metoda injumatdtirii (sau a
bipartitiei), care constd in urmatoarele: impartim segmentul [a,b] in doud parti

. a+b . . s s .
egale prin punctul ¢ =T. Daca f (c) =0, atunci x = ¢ este radacina cautata.

Daca f (c);tO, alegem acel interval [a,c] sau [c,b] care are proprietatea ca
functia ia valori de semne contrare in capete. Stim cé radacina se afld in acest
interval.

Procedam cu acest interval asa cum am procedat cu intervalul initial [a,b] .
Algoritmul se incheie, fie cand lungimea intervalului ajunge sa fie mai mica

decat eroarea datd (atunci putem lua radicina aproximativd egald cu mijlocul
intervalului), fie cind radacina exacta coincide cu mijlocul unui subinterval.



Calculul diferential al functiilor
4 de mai multe variabile

4.1. Derivate partiale. Diferentiabilitate

Definitia 4.1.1. Fie f:A—U , unde A este o multime deschisa din [ Z
Spunem ca f este derivabila partial in raport cu x in punctul (a,b) € A, daca exista

si e finita urmatoarea limita:

f(a+h,b)—f(a,b)

lim .
h—0 h
Aceastd limitd se numeste derivata partiald a functiei f in raport cu x in
. 0 ... 0
punctul (a,b) si se noteaza cu a—f(a,b) sau cu fy(a,b). Daci existd a—f(a,b) in
X X
. . . of . of
oricare punct (a,b) € A, atunci functia (a,b) —>a—(a,b) :A — Y onotam cu 6_
x X

In mod analog se defineste derivata partiali a functiei / in raport cu y in
punctul (a,b) si anume:
f(a,b-l—k) —f(a,b)

of .
Y (ab)= 1! (ab)=1 .
oy (@P)= 15 (a.0)= fim k

Observam ca derivata partiald a lui / in raport cu x in punctul (a,b), este de

fapt derivata obisnuitd in punctul 7 = a, a functiei de o variabild ¢ — f(1,b).
of of

Rezulta ca a—(respectiv 6_) se calculeaza derivand functia f* in raport cu x si
X y

considerand variabila y constanta (respectiv derivand in raport cu y si considerand
variabila x constanta).

Exemplu. Fie Az{(x,y)eDZ;x>0,y>0} si fie f:A4—0 , definitd

astfel: f(x,y)= >y? +2xIny+x” . Atunci,
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%(x,y)=3x2y+2lny+yxy_1 si g(x,y)=2x3y+2-£+xylnx.
ox oy y

Pentru functii de » variabile avem urmatoarea definitie.

Definitia 4.1.2. Fie Ac1" o multime deschisd a f:A—>[] . Spunem ca f
este derivabila (partial) in raport cu variabila x; in punctul a= (al,...,an)e A,
daca exista i e finita urmdtoarea limita.:
i flay,...ai .0, +hoagy,....a,) = f(ay,....a;1,4;,a,1,....a, )
h—0 h

Aceasta limita se numeste derivata partiala a functiei f in punctul a € A si

. 0
se noteazd cu —f(a) sau cu f)éi (a).
X
In continuare vom prezenta notiunea de functie derivabild cunoscuti din
liceu sub o forma echivalentd care va permite generalizarea acestor notiuni pentru
functii vectoriale.
Fie I U un interval deschis, a € I si f:1 —[] . Reamintim ca f este
derivabild in punctul @ deci exista si e finita
i f(a+h)—f(a)
im

h—0 h

=f'(a).

Propozitia 4.1.1. Fie f:1 —>U si a € I un punct interior al intervalului 1.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) f este derivabila (diferentiabild) in punctul a
(ii) Exista o aplicatie liniara T =T, :00 — [ astfel incat
+h)— ~T(h
i Sla+h)=f(@-T(h)

h—0 h

=0.

Demonstratie
Necesitatea. Prin ipotezd f este derivabila in a, deci existd

VN f(a+h)—f(a)
f'(a)= lim P

h—0

si e finita.

Daca notam cu T (h) = f"(a)h, pentru orice & € I, atunci T este o aplicatie
liniara (evident continud) pe Y. Mai departe avem:
+h)— =T(h +h)—
tim LM S@-T(R)_ o Slath)= 1@ _ g
h—0 h h—0 h
Suficienta. Prin ipoteza existd 7: Y — Y liniara astfel incat
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+h)— ~T(h

o fla+h)=f(@-T(h)
h—0 h

Pe de alta parte se stie cd 7: Y — Y este liniard daca si numai daca exista

A € Y astfel incat T (h) =M,V hel . Tinind seama de aceasta observatie in (4.1)

f(a+h)—f(a)
h

=0. 4.1)

obtinem lim
h—0

Din demonstratie rezultd ca daca f este derivabild in x = g, atunci existd o
singurd aplicatie liniard 7': Y —Y pentru care are loc (4.1) si anume:
T(h)=f"(a)h, hel .
Aceasta aplicatie se numeste diferentiala lui £ in punctul a si se noteaza cu

df (a).

= . Asadar, f este derivabilainasi f'(a)=M\.

Definitia 1.3. Fie f:1—>[ si a € I un punct interior. Se numeste

diferentiala lui f in punctul a, urmatoarea aplicatie liniard pe Y:
df (a)(h)= f'(a)h, oricarearfi hel .

A
y
M
MV/
AT
T’
M,
P' P
a B
0 a a+h' a+h X

Fie C graficul functiei f'si fie M|, punctul de pe grafic de abscisa a. De la
interpretarea geometrica a derivatei stim ca f'(a) reprezintd panta tangentei in
M, la grafic ( f'(a) = tga ). Pe de alta parte, in triunghiul MyPT avem

PT PT
(@)=tgo=——="",
fla)=tg MoP
de unde rezulta ca

PT = f'(a)h =df (a)(h).
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Asadar, diferentiala Iui f* in punctul @ este aplicatia liniard df'(a):[] —»[ a
carei valoare In punctul # este egald cu lungimea segmentului P7, unde 7T este
punctul de abscisa a + & de pe tangenta In M, la graficul functiei f.

Pe de alta parte, lungimea segmentului PM este f (a+h)— f(a) si reprezinta

variatia functiei f cand se trece de la punctul de abscisd a la punctul de abscisa a + 4.
Fie 4’ 0 valoare mai mica pentru 4 si fie M', T' si P’ punctele corespunzatoare abscisei

a + h'. Avem f(a+h')-f(a)=P'M'=PT'+T'M'. Din figurd se vede ci
lungimea segmentului M'T" este mica in raport cu lungimea segmentului P'T", deci
MP' = PT'=df (a)(h).

Asadar, pentru valori mici ale lui /, avem:

f(a+h)- f(a)=df (a)(h)= f'(a)h.

Exemplu. Fie f: Y = Y, f(x)=x>.
df (2)(h)=f'(2)h=4h, hel .
Pentru 4 = 0,001 avem df'(2)(0,001) = 0,004 .
Pe de alta parte f(2,001)— f(2)=0,004001 = df (2)(0,001).

In continuare, pentru orice functie f': / — Y, derivabild in punctul interior
a € I, notam cu:

Sa+h) =@ v hwo. avhel

Q)(h) =0y (h) = h
0 , h=0.
Evident }}imooa(h):m(O):O, deci m este continud in 0. Pe de altd parte
%
avem:
fla+h)-f@)=f@h+o(h)h, ¥ hel
sau f(a+h)=f(a)=df (a)(h)+o(h)
unde am notat cu ¢(h)=w(h)h, V¥ hell . Observdm ca }}irrz)(p(h):O si
%
h
l}imo M =0, deci functia ¢ este ,,de doua ori mica“ in 0. O asemenea functie se
9

numeste si infinit mic si se noteaza cu o(4) . Din punct de vedere geometric ¢(%)
este lungimea segmentului 7M. Acum intelegem mai bine de ce pentru valori mici
ale lui 4 putem aproxima variatia functiei f (a + h) — f(a) cu df (a)(h) , deoarece
pentru astfel de valori, termenul (p(h) este foarte mic in raport cu termenul

df (a)(h).

Asadar, are loc urmétoarea propozitie:
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Propozitia 4.1.2. Fie f:1 >0, ael un punct interior si fie J=
= {h ellsa+he I} . Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) feste derivabila in punctul a.
(2) Exista o aplicatie liniara T =T, :ll - si o functie p=¢,:J >

¢(h)

continud in 0, cu proprietdtile: lim (p(h) =0 gi lim ——==0, astfel incat
h—0 h—0 h

fla+h)=f(@)=T(h)+¢(h), V hel 4.2)
(Precizam ca T(h) = df(a)(h) = f"(a)h si (p(h) = m(h)h).
In vederea generalizarii notiunii de functie diferentiabila pentru functii de
mai multe variabile reamintim urmatorul rezultat din algebra liniara.

Propozitia 4.1.3.

(i) O aplicatie T:0" —[ este liniard dacda si numai dacd existd
MsAy,...,h, €] astfel incdt

T(h)zkll’ll +}\,2h2 +...+7\,nhn , \v hZ(hl,...,hn)ED n .
(ii) O aplicatie T:0" —0™ este liniara dacd si numai dacd existd o

matrice A= (kij ) eM ., (0) astfel incat

T(h):(kllhl +“‘+;\'1nhn""=7\‘mlhl +“'+7\‘mnhn)’ v hz(hl,...,hn)ED " .
(Matricea Ay este matricea asociatd aplicatiei liniare 7" in raport cu bazele

canonice din [1 ", respectiv [ ™).

Propozitia 4.1.4. Orice aplicatie liniara T:[1" —[1™ este continud pe 1"

si [T, <[ 4r|||x], ¥ xeO".
Demonstratie
: Mi o My o . .
Fie Ap=|--—"""""">- —|. Din inegalitatea Cauchy-Buniakovski rezulta
(kml kan

, & SR U o ) )
ITGoly = X (o oo hiy, )™ < | A lej =[xl 4 [
j:

i=1 i=1\ j=1
deci ||T(x)||2 < ”AT”” x||2 :
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Fie aell” si fie {xk}cD”, Xy —>a, xp#a,V xell”. Deoarece T este
liniara avem:
”T(xk)—T(a)"2 :”T(xk —a)||2 S”AT" || Xp —a”2 —0.
Rezultaca T (xk ) — T'(a), deci T este continua in punctul a.

Definitia 4.1.4. Fie Ac 1" o multime deschisd si a € A. Spunem cd functia
f:A—>U este diferentiabila (derivabild) in punctul a, daca exista o aplicatie
liniara T=T,:0" -0 astfel incat

i (D)= 1 @-T(h)] _ (4.3)
h—0 ]

Teorema 4.1.1. Fie f:AcU" -0 si ae A un punct interior. Daca f este
. e N | A . oo
diferentiabild in punctul a, atunci exista —((a), V' i=1,n. Mai mult, aplicatia
X

liniara T:[1" —[] este unica si este definitd astfel:

g 0
T(h)=a—)j;(a)h1 +--.+é(a)hn, Y =l el
n

In continuare vom numi aceasta aplicatie diferentiala de ordinul intai a
functiei f in punctul a si o notdm cu df(a). Asadar df(a):0" —[] este
aplicatia liniara definita astfel:

df(a)(hl,...,hn)=§—£(a)hl+...+g(a)hn,v (hpseroshy ) €0

n

Demonstratie

Prin ipotezi, existd T:00" —[] liniari astfel incat are loc (4.3).
Pe de alta parte, conform Propozitiei 4.1.3, exista A;,...,A, €[l astfel incat

T(h)=Mhy +.odphy . ¥ b=l by ) €07
Pentru 2 =(0,...,%;,...0) din (4.3) rezultd

i |f(a1,...,a,~ +h,~,...,an)—f(al,...,ai,...,an)—Xl-hi| -
im =0
h;—0 17|

si mai departe

lim |f(a1,...,al- +hi,...,an)—f(al,...,ai,...,an)
hl-—>0| h;

relatie echivalentd cu faptul cd exista
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i(a)zkl-, Vi=lLn.
Ox;

4
Asadar, T este unic determinata si

o o n
T(h,....h, )= ayhy +...+ ayh, ¥ (h,... .h,)el".
(Fseesy) axl()1 axn()” (Byseesy)
Teorema 4.1.2. Fie f: Ac " —[ si ae A un punct interior. Urmdtoarele

afirmatii sunt echivalente:
(i) f este diferentiabila in punctul a.

(ii) Existd o aplicatie liniara T:0" —0 , o vecindtate V a originii §i o
functie 9=q,:V —>0 cu proprietatile: lim (p(h) = (p(O) =0, lim———=*==0,
h—0

astfel incdt
f(a+h)—f(a):T(h)+(p(h), YV hel. 4.4

Demonstratie
(1) = (i1). Notamecu V' = {h el a+he A} si definim w:V — [0 astfel:

f(a+h)=f(a)-T(h)

heV, h=0
o(h)= ] ’ ’
0 , h=0.
Evident, avem:
fla+h)=f@)=T(h)+o(h)|h]|, vV heV.

Daca notam cu (p(h) = co(h)”h , heV ,atunci

h
lim () =9(0)=0 si gnowzo si f(a+h)=f(@=T(h)+e(h).

Implicatia (ii) = (i) este evidenta.
Din Teorema 4.1.1 si 4.1.2 rezulta.

Observatia 4.1.1. f este diferentiabila in punctul ae A , daca exista
VeV (0) sio functie ¢:¥ —[ care este un infinit mic (¢ =o(h)) astfel incét

f(a+h)—f(a) =df(a)(h)+(p(h), hel .

Corolarul 4.1.1. Daca f este diferentiabila in punctul a < A, atunci f este

continud in acest punct.
Intr-adevar, daca trecem la limita in (4.4) obtinem
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lim f(a+h)—f(a)=1lim T(h)+ lim ¢(h)=0.
h—0 h—0 h—0
Asadar, existd lim f (a + h) = f(a), deci feste continud in punctul a.
h—0

Acum suntem in masura sd aratam ca afirmatia reciprocd din Teorema 4.1.1
nu este in general adevarata.

Existenta derivatelor partiale intr-un punct nu atrage dupa sine diferentiabi-
litatea functiei in acel punct.

Exemplu. Fie functia

Xy
f(xy)=1x"+y
0 daca (x,y)=(0,0).
Deoarece, f(x,0)=f(0,y)=0, rezultd ca exista £+(0,0)=£7(0,0)=0.

Pe de alta parte, f nu este diferentiabila in (0,0) deoarece nu este continud in acest
punct (Vezi Corolarul 4.1.1).

In continuare vom prezenta conditii suficiente ca o functie si fie diferen-
tiabild. Pentru Inceput ddm urméatoarea definitie.

daca (x,y)#(0,0)

Definitia 4.1.4. O functie f: AcU" -0, unde A este o multime deschisa,
0
este de clasi C' pe A si notam feC ! (A) daca exista 9 §i sunt continue pe A,
X

YV i=Ln.

Teorema 4.1.3. Fie AcU" o multime deschisid si f:A—0 . Daca
fe c! (A) atunci f este diferentiabila pe A.

Demonstratie
Pentru simplificarea scrierii dim demonstratia In cazul particular n = 2. Fie

a=(ay,ay)e A sifie r > 0 astfel incat B(a,r)c A. Pentru orice h=(h,hy)ell 2
pentru care a+he A avem
f(al +hy,ay +h2)—f(a1,a2)=f(a1 +hy,ay +h2)—f(a1,a2 +h2)+
+f (a1.ay +1y) - f(ay,a).
Din Teorema Lagrange rezulta cd existd 0<0; <1, i=1,2 astfel incat:
f(al +hy,a +h2)—f(a1,a2)=

of of
=——(a; +01h,ar + Iy ) Iy +——(aj,ar + 0,0 ) 1y . 4.5
o, (a1 +O61hy,ay + Iy ) Iy oy (a1,ay +05h ) Iy 4.5)
Daca notam cu
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0 0
()] (hl7h2) :a—g(al + 61h1,a2 + hz)—a—il(al,az)
si
0 0
(Q)) (hl,hz) :é(al,QZ + 62h2)—£(a1,a2) ,
atunci din (4.5) rezulta

0 0
f(a +h)—f(a) =l(a)h1 +—f (a)h2 +C01 (h)hl +(Dz (l’l)l’lz .
8x1 6x2
In sfarsit, daca notam cu @(h)= oy (h)h + o, (h)hy, atunci

f(a+h)—-f(a)y=df (a)(h)+o(h). (4.6)
Daca vom arata ca ¢ este un infinit mic va rezulta ca f este diferentiabild in
punctul a.

Deoarece 9 sunt continue rezultd ¢a lim w; (h)=0, i=1,2.
0ox; h—0
Pe de alta parte avem:
() [ ||
S =1 (Ao (B)| = <oy ()] + o (A)]
1 1o O slen (o2 ()
de unde rezulta cd lim M =0 si cu aceasta teorema este demonstrata.
h—0 |

Observatia 4.1.2. Din Teorema 4.1.3 rezultd ca functiile elementare
sunt diferentiabile pe orice submultime deschisa din domeniul lor de definitie.

4.2. Diferentiabilitatea functiilor vectoriale.
Matrice iacobiene

Definitia 4.2.1. Fie Fz(fl,---,fm):A c™ 0™ o functie vectoriald si

fie a € A un punct interior.
Spunem ca F este diferentiabila in punctul a daca exista o aplicatie liniara

T=T,:0"—>0" astfel incat
_|F(a+r)-Fla)-T(a)|
lim =

0.
h—0 i

(|| || este oricare din normele || ||Oo sau || ||2 ).
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Teorema 4.2.1. Functia vectorialda F=(fi,-, f,,):AcU" 0" este
diferentiabila in punctul interior a€ A daca si numai daca fiecare componentd

scalard asa f;:Acl "0, j= Lm este diferentiabila in punctul a.

Demonstratie
Daca F este diferentiabild in punctul a, atunci existd o aplicatie liniara

T=T,:0"—>0" astfel incat
. |F(a+h)-F(a)-T(h ||Oo
=0 7.,

(4.7)

Pe de altd parte, din Propozitia 4.1.3 rezultd ca existd o matrice
A:(x,.j)e M, () astfel incat

T(h)=(7\,11h1 +"'+7“lnhn""’7“m1hl +...+7\,mnhn),

oricare ar fi h=(hy,....h,)el".

Daca notam cu ¢;(h)=ajh +...+a;h,, v h=(h,....,h,)e0", atunci
t;:0" >0 este liniara si T=(t1,tp,..stp) -

Deoarece |f;(a+h)-f;(a)~t;(h)|<|F(a+h)-F@)-T(h)|_, din (4.7)

rezultd ca

[ laxm) =yt (1 )‘zo v j=Lm. (4.8)

lim
h—0 ||

Am aratat deci ca f; este diferentiabila in punctul g, oricare ar fi j=1,m.

Reciproc, daca fiecare componenta scalarda f ;A functiei vectoriale F este

diferentiabila in punctul a, atunci relatia (4.8) este adevarata pentru orice j=1,m.

Cum ||F(a+h)—F(a)—T(h)||Oo:lmax |75 (@+h)=fi(@)=t;(h)|, rezulta
<j<m

. |F(a+h)-F@-1(n)|
ca lim
h—0 ||

£ =0, deci ca F este diferentiabila in punctul a.

Observatia 4.2.1. Din Teorema 4.1.1 rezulta ca ¢; este diferentiala functiei

f fi in punctul 4, deci ca:

t;(h)=df (a)(h)= ff (a)h1+ +aﬁ(a)h,,,v h=(hy,.shy)e0"™, j=1m.
X

n



138 ANALIZA MATEMATICA

Asadar, daca F = ( Sioeees fn) este diferentiabild in punctul a, atunci aplicatia
liniara T este unic determinata si anume:
T(h)=(dfi(a)(h).....df,(a)(h)), ¥ hel™.
Vom numi aceasta aplicatie liniard diferentiala de ordinul intai a functiei
F in punctul a si o vom nota cu dF(a). Rezultd cd dF(a):0" —»0™ este
urmatoarea aplicatie liniara:

dF(a)(h) = (dfy(@)(h).....df,(a) (h)) =
(o R o/ :
_[a)q (a)h1+...+axn (a)hn,...,axl (a)h1+...+axn (a)hnj, vV hel™.

Definitia 4.2.2. Matricea asociata aplicatiei liniare dF(a):0" —0™"

in raport cu bazele canonice din 1" si 1™ se noteaza cu:

e (@) 0ox,,
PO o o -
o @ G n( )

si se numeste matrice iacobiana atasata functiei vectoriale F in punctul a.
Observam ca avem

tr
dF(a)(h)=(p@h" )",
unde cu B” am notat transpusa unei matrice oarecare B.

Observatia 4.2.2. Din Teorema 4.2.1 rezultd cd studiul diferentiabilitatii
unei functii vectoriale revine la studiul diferentiabilitatii componentelor sale

scalare. Este suficient deci sa studiem functii de forma f: Ac” -1 .

4.3. Diferentiabilitatea functiilor compuse

Teorema 3.1. Fie Ac" si Bc "™ doud multimi deschise. Dacid F: A —> B
este diferentiabila in punctul ae A §i G:B —[] P este diferentiabila in punctul
b=F(a)e B, atunci functia compusd@ H=GoF:Ac" —[ P este diferentiabila
in  punctul aeA si  dH(a)=dG (b) odF(a). Mai mult, avem:
Jyla)=Jg (b)-JF(a).

Demonstratie
Din ipoteze rezulta ca:
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F(a+h)-F(a)=dF(a)(h)+¢(h), unde Jim == lot) ||h|| ” (4.9)

si

G(b+k)~G(b)=dG(b)(k) + v (k) ,unde lim ”\V”gﬁ)"—o. (4.10)

Din (4.9) rezulta ca:
H(a+h)-H(a)= G[F a+h) ]—G[F(a)] =
=G[ F(a)+dF(a)(h)+¢(h)]-G(b
Dacé notdm cu k(h)=dF(a)(h)+¢(h), atunci din (4.10) rezulté:
H(a+h)—-H(a)=G(b+k(h))-G(b)=dG(b)[ k(h)]+w[k(h)].
Cum dG(b) este liniard, mai departe avem:
H(a+h)—H(a)=dG(b)[dF(a)(h)]+dG(b)[ @(h)]+y[k(h)]=
=[dG(b)edF(a)|(h)+x(h)

b) o(h)]+v[k(h)].

Tinand seama ca dG(b)odF (a):0" -] P este liniard (fiind o compunere

unde am notat cu

de aplicatii liniare) rezulta ca este suficient sa aratdm ca y este un infinit mic, adica

ol
h—0 ||h||

Reamintim ci daci A4 este matricea asociati aplicatiei liniare 7:[1" —0"
atunci

Tindnd seama cd Jg(b) este matricea asociatd aplicatiei liniare
dG(b):D"—)Dm, ilar Jp(a) este matricea asociatd aplicatiei liniare

dF(a):0™ > 07, rezulta

||h|| ||h|| ||k || ||h||
Jo(7) “‘V[ n]| [ II@(h)IIJ
<|lJg (b I r @+ :
” G( )” ||h|| ||k ” ” Fla ” ||h||
Cum lim ”(P " imk(h)=0si lim "W ” =0 rezultd ca lim "X ” =0.
-0 ||A] s k=0 [] -0 ||A]

Asadar, am demonstrat ca
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H(a+h)—H(a)=[dG(b)edF(a)](h)+x(h)
si y este un infinit mic (un o(h) pentru 2 —0).
Rezulta ca H este diferentiabila in punctul a si dH (a) = dG(b) odF(a).

Cum la operatia de compunere a aplicatiilor liniare corespunde operatia de
inmultire a matricelor lor asociate rezultd ca Jy (a)=Jg (b) Jp(a).

Corolarul 4.3.1. Fie A,Bcl 2 doud multimi deschise, F = (u,v) :A—>B o
functie vectoriala de clasa c! pe Asi f:B—U o functie scalara de clasa c!

pe B. Atunci, functia compusd h: A ci?2 50 defnitd prin
h(x,y)=(fF)(xy)=flu(xy).v(xy)]. (x.y)e4,
este de clasi C' pe A si au loc formulele:
oh 6f ou ou of ov
& ou ox oOv ox
oh 6f ou af ov
ay ou 6y ov 6y

4.11)

Demonstratie

Prin ipoteza u, v §i f sunt de clasa c! pe multimile lor de definitie, deci sunt
diferentiabile (conform Teoremei 4.1.3). Din Teorema 4.2.1 rezultd ca F este
diferentiabila pe A, iar din Teorema 4.3.1 rezulta cd functia compusd A= f o F

este diferentiabila pe A.
Fie (a,b)e A oarecare. Notim cu c¢=u(a,b) si cu d=v(a,b). Evident

punctul (c,d)eB.
Din Teorema 4.3.1 rezulti ca J;(a,b)=J (c,d)-Jp (a,b), adici

) L(ab)

oh oh f of oy
[&c(a’b) 6y(a’b)J (&t( d) 6v(c’d)j Ov ov '
P (ab) X(a)
ox oy
Efectuand calculele obtinem:
Oh of ou of ov
—(a,b)=—(c,d)—(a,b)+—=—(c,d)—(a,b
Gx(a’ ) 8u(c’ )8x(a’ )+8v(c’ )Gx(a’ )
Oh

SHab) =2 () (@b)+ S ed) T ab).
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Exemplu. Fie f:D2—>D o functie de clasa ! si fie h(x,y)=

:f(x2+2y,1j, y#0. Dacid notim cu u(x,y)=x2+2y si cu v(x,y):£
y Y
atunci

%:1.8_”4_%.@:%.2)“_1.1

Ox Ou Ox Ov Ox Ou ov y

%:%@+1.@:1.z+%{_ x J

0y Ou Oy Ov Oy Ou v | 2

y

Observatia 4.3.1. Formulele (4.11) generalizeazd cunoscuta formuld de
derivare a functiilor compuse de o variabila.

Daci h(x) =f[u(x)}, atunci A'(x) =f'[u(x)]-u'(x) .
Observatia 4.3.2. Formulele (4.11) admit urmatoarea generalizare evidenta.
Daca h(xl,...,xn)=f[u1(x1,...,xn),...,um (xl,...,xn)] , atunci

oh _i.%Jr N of Ouy

G_xl_aul ox,  ou, Ox

(4.12)
oh _of om & Oum
ox, ou ox,  Ou, Ox,

Definitia 4.3.1. Fie K c[1" o multime cu proprietatea ci ¥ xeK §i

V tell ,t#0 rezulta ca xe K . O functie f:K —[ se numeste omogena de
gradul p daca

f(txl,...,txn)=tpf(x1,...,xn), v xz(xl,...,xn)eD m

Exemple.
1. Functia f(x,y) =3x? —y2 , (x,y) el 2, este omogend de gradul 2 pe
02,
2 2
. 2xz —
2. Functia f(x,,z) :% , (x,3,z) el 3 \{0,0,0} este omogena
X4y +z
de gradul 0.

Teorema 4.3.2. (Euler). Fie K = " o multime deschisa cu proprietatea cd

tx € K pentru orice x € K i orice t €[] i si fie f: K — Y o functie diferentiabild pe
K si omogenda de gradul p. Atunci avem:
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xli(x)+...+xnaal(x):pf(x), Vo x=(x,....x,)eK.

X Xn
Demonstratie
Prin ipoteza avem
Ftxg,e.tx,)=tP f(xq,..00x, ), t €0 “sixek. (4.3)

Observam ca membrul stang poate fi privit ca o functie compusa, daca
notdm cu uy () =tx,...,u, (t)=tx, si h(r)= f[ul (1),e.osuy, (z‘)] :

Tinand seama de regulile de derivare (4.12) rezulta
, 0 , 0 , _
(0 =L () (1) b+ L () () = prP )
8u1 0 n
si mai departe

X i(tx) +...+x, aai(tx) = ptp_lf(x) .

U Uy
In particular, pentru 7 = 1 rezulta

xli(x)+...+xni(x)=pf(x), V xek.
ox 0ox,,

Exemplu. Fie K ={(x,y)eD 2 x#0, y¢0} si fie

f(x,y)lex2 + % arctgL (x,y)ekK.
x

Se observa ca functia f este omogena de gradul 1, deci trebuie sa satisfaca
relatia
0
xl+ yﬁ =f.
ox Oy
Intr-adevar,

0
l—;arctgl—%- xz+y2
ax x2+y2 X X +y

: o Y y
s1 —— =—F———=—arctg—+
ay ¢x2 +y2 X x2 +y2
xg+yzl = \/xz +y2 arcth.
Y X

X
x .

Ox
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4.4. Diferentiala de ordinul intdi §i invarianta
formei sale

Fie Ac0" o multime deschisd si f:4—[ o functie diferentiabild pe A4.
Diferentiala de ordinul intai a functiei f in punctul @ € 4 este functia liniard
df (a):0" - , definita astfel:

df(a)(h)z%(a)hl +...+g(a)hn , V hz(hl,...,hn)eD "
1

n

Consideram functiile proiectie p; :0" — [ , i =i,n, definita astfel:

pl-(xl,...,xl-,...,xn):xi, \v (xl,...,xn)e[l "
Deoarece
op; 1 daca j=i
gj:{ 0 daca j=i.
rezultd ca dp;(a)(h)=h;, V i=in.
Asadar, diferentialele de ordinul intai ale functiei p; nu depind de punctul a.
Prin urmare avem
dp; (k) = dx; (k)= by, i=i,n.
Cu aceste precizari, diferentiala de ordinul intai a functiei /' In punctul a se
scrie

df(a)(h):aa—g(a)dxl(h)+...+g(a)dxn (h). (4.14)

Daca scriem relatia (1) ca o egalitate de functii obtinem

df(a)= %(a)dxl +... +g(a)dxn ,
1 n

unde prin d x; intelegem diferentiala de ordinul intai a functiei p; .

Exemplu. Fie f()c,y)lex2 +1 Y, x>0, y>0.
x
Avem:

df(x,y)=%(x,y)dx+%(x,y)dy-

d___x 2 L2 2,

Ox x2+y2 X X
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g—¢ln£+l X2 +y2 .

oy /x2+y2 Xy

ZO=—2 5 T=42,
df (L1)=—~2dr+~2dy.

Fie 4,B c]” multimi deschise, F = (ul,...,un):A — B o functie vectoriala

diferentiabila pe 4 si f: B —[] o functie scalard diferentiabild pe B. Considerdim

functia compusd h= foF:Ac1" —[1 , definitd astfel

h(xl,...,xn)=f[u1(x1,...,xn), MER ] x=(xp,...,x,) € 4.
Deoarece f = f(uy,...,u,), (ul,...,un)eB rezultd
df— o 1+...+idun (4.15)
1 aMn
Pe de alta parte avem
ox Gxn
Tinand cont de formulele de derivare ale functiilor compuse avem:
dh = i%++i% dry +...+ i%+ o oy dx, =
Ouy Oxp Ou,, Ox 8u1 0x,, 8u 8x
_ O [0y M gy, + 6u 8f 6un B
6u1 oxy X, 8 6x1 axn "
_ —duy +. +idu
8u1 u,
Asadar, avem:
dh = g ——duy +...+—— f (4.16)
Oy un

Formula (4.15) reprezinta expresia diferentialei de ordinul intai a functiei f
privitd ca functie ce depinde de variabilele u,...,u, . Formula (4.16) reprezintd

expresia diferentialei de ordinul intdi a functiei f privita ca functia ce depinde de

variabilele dependente u; =u; (xy,...,x,), i=in.
Aceastda egalitate formalda dh=df poartd numele de proprietatea de
invarianta a diferentialei de ordinul intai la o schimbare de variabile independente.
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4.5. Derivate partiale de ordin superior. Diferentiale
de ordin superior

Definitia 4.5.1. Fie AcU" o multime deschisa si fie f:A—[ .
J .

Presupunem ca exista —: A— . Evident aceasta este de asemenea o functie de

Ox i

o . ... 09 3
n variabile. Daca existd INT , aceasta se noteazd cu
Ox ;i \ Ox; X ;OX;

numeste derivata partiala de ordinul doi a functiei fin raport cu variabilele x; si

2 2
of in loc de of

ox? ox; Ox;

62

" .
sau ijxl, si se

x;. Daca i = se foloseste notafia

O functie de » variabile poate avea n® derivate partiale de ordinul doi.
In cazul n = 2, al functiilor de doua variabile, pot exista 4 (patru) derivate
partiale de ordinul 2 si anume:
o’ f

P R R
2 a2 7Y ey T Byox y? ay2'

Urmatorul exemplu ne aratd ca derivatele mixte in general nu sunt egale.

2
(Prin derivata mixta intelegem o derivata de forma o cui#j).
Ox;0x,,

Exemplu.

2 2

x“—y -
xy daca (x,y)#(0,0)

f(xp)=1" 2 +)°

0 daca (x,y)=(0,0).

Dupa calcule usor de urmarit obtinem:

2 2 2.2
xy+4xy

% daca (x,y)=(0,0)

fi(xy)=1" x* +)? (xz +y2)2
0 daca (x,y)=(0,0).
£i(0.9)==y, f(0,0)=-1.
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2 2 2.2
- 4
Xyt ATy

f(ny)=1 | x2+)? (x2+y2)2

daca (x,y)=(0,0)

0 daca (x,»)=(0,0).
fy'(x,O)zx, f;y(0,0)zl.
Asadar, in acest caz avem [, (0,0) = £)(0,0).

O conditie suficientd pentru ca derivatele mixte de ordinul doi sa fie egale
este data de urmatoarea teorema, cunoscuta sub numele de criteriul lui Schwarz.

Teorema 4.5.1. Fie Ac" o multime deschisa, f:A—0 si (a,b)eA.
Daca exista fy, si fyx pe o vecinatate V a punctului (a,b), V<A si sunt

continue in punctul (a,b), atunci Sy (a,0) = fy (a,b).

Demonstratie

Fie Vz{(x,y)eD 2; (x—a)2 +(y—b)2 <r2}cA si fie

R(x,y)=f(x,y)—f(x,b)—f(a,y)+f(a,b), (x,y)e V.
Fie (x, y)e V' fixat si fie [ (respectiv J) intervalul inchis de capete a si x
(respectiv b si y).
Daca notam cu g(t) = f(t,y)—f(z‘,b) , tel, atunci R(x,y) =g(x)—g(a).
Din Teorema Lagrange rezulta ca exista  intre a si x astfel incat
R(x.y)=g'(&)(x—a)=[fi(&y)- fi(&b)|(x~a).

Aplicand din nou teorema Lagrange rezulta ca existd n intre y si b astfel

incat
R(x,y)zfy”x (&n)(x—a)(y-Db). 4.17)
In mod analog, daca notam cu
h(t) zf(x,t)—f(a,t), teJ
atunci

R(x,y) = h(y)—h(b) .
Aplicand de doua ori teorema Lagrange, rezulta
R(x.y)=fg (&) (x=a)(y-b). (4.18)
Asadar avem

i (&m) =i (E5). (4.19)
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Deoarece f7, si fy, suntcontinue in (a,b), trecand la limita in (4.19) rezulta:
f)gx (aab) = lim f),),x (éan) = lim f)gy (ﬁ/ﬂ]/) = f)&/ (aab) .
Xx—a Xx—a
y—b y—b

Observatia 4.5.1. Teorema 4.5.1 se poate generaliza pentru functia de »

" Y £ Sy
variabile si anume: dacd f:4c " — [, 4 deschisa si exista si
0x;0x; 0x; 0x;
pe o vecinatate V a punctului a € 4, V' < A4 si sunt continue in g, atunci
0 0
L ()=,
0x;0x; 0x; 0x;
Definirea derivatelor partiale de ordin mai mare ca 2 este evidenta. De
2 3
exemplu, daca exista — S , aceasta se noteaza cu L
0x; | 0x; Ox; 0x;0x; Ox;;

Definitia 4.5.2. Orice element k = (kl,kz,. ok, ) el se numeste multiindice.

ot

8x1k1 Loxk

n
n

Notim cu |k|=ky +ky +...+k, si cu DFf= sunde f:AcD” >0 .

Functia f se numeste de clasi CP pe multimea deschisi Ac" daca existd
Dkf si e continua pe A pentru orice multi-indice k cu |k| <p.
. . ok o f
Exemplu. Fie k =(2,1,0,3). Atunci [k|=6 si D f=——F.
le 6x26x4
Functia f'este de clasa c? pe multimea deschisda A4 [ 4 daci exista D¥ f

si e continud pe 4, pentru orice multi-indice k €[] 4 cu |k| <5.
Pentru derivate mixte de ordin mai mare ca 2, posibilitatea permutarii ordinii
de derivare se demonstreaza aplicand de mai multe ori Teorema 4.5.1.

Exemplu. Fie 4[] 30 multime deschisd si /€ C 4 ( A). Avem:

oty () @[t
0z0x0z0y 0z0Ox| 0z0y | Ox0z| Oyoz

_o| @ (z) o 8_(@) __
ox| 0zoy\ 0z )| ox|oyoz\oz)| oxoyoz?
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Definitia 4.5.3. Fie Ac " o multime deschisd, ac A si f:A—1 . Daca
feC 2 (A) atunci se numeste diferentiala de ordinul doi a functiei f in punctul a

si se noteazd cu d? f(a) urmatoarea forma patratica pe n.
df(a) Zz (a)hlhj, Y h= (hl, ,hn)e[ln.
it 0x,;0x;
Jj= J
Se foloseste si notatia

d*f(a)= Z Z Sxox (a)dxl-dxj.

i=1 j=1

o f

le- ax]

Matricea simetrica H =[ (a)] se numeste matricea hessiana
1<i<n

1<j<n
asociata functiei / in punctul a. In cazul functiilor de doua variabile avem

2 o f 2., O o f 2 2
a2 f(a,b)(hk) =L (a,b)h #22(a b)hk+ay (a,b)k%, % (hk)en?,

ox?

sau

2 2 2
2 _of 2,,0°f o°f
d“f(a,b)= ") (a,b)dx +28x6y (a,b)dxdy + ay (a b)d

Exemplu. Fie f(x,y)= Oy -2x7.

Avem
f=3x2y 2y2; g=x3—4xy
0y
2 2 2 2
ﬂ=6xy; E}f=af=3x2—4y; ﬂ=—4x
Ox2 Oxdy Oyox 8y2

d%£(1,2) = 12dx* —10dxdy —4dy?.

Pentru o functie de trei variabile, diferentiala de ordinul doi arata astfel:

2 2 2
dzf(a,b,c) 0 f(a bc)dx +a f(a bc)dy +6 f(abc)dz +
ox? 8y 0z°

2 2 2
+2 of (a,b,c)dxdy+2 s (a,b,c)dxdz+2 of (a,b,c)dydz.
Ox 0Oy 0x0z 0yO0z
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Revenind la cazul general al functiilor de »n variabile, constatdim ca

e

diferentiala de ordinul doi este o forma patraticd. Dacd notam cu a;; ;= P ——(a),
X; OX;
J
2 n n
atunci a;; =aj;, Visijsi df(a)(h)=2 Y a;hh;
i=1 j=1
Reamintim urmatoarele definitii si rezultatele de algebra liniara.
Diferentiala de ordinul 2, d? f(a) este pozitiv (negativ) definitd daca

d2f(a)( )>0 [dzf(a)( )< } pentru orice / # 0.

Daci existd ; =0, i=1,2, astfel incat d*f(a)(k)<0 si d>f(a)(hy)>0
spunem ca d? f(a) este alternanta.

Introducem notatiile:

ap 412 913

A1 42|z . A, —det A
s Ay=layy apy  axs|; A, =detd.

a2 app

Ar=ap; Ay =

413 423 433
Teorema 4.5.2. (Sylvester)
Conditia necesara si suficientd ca d? f(a) sa fie pozitiv (negativ) definita
esteca A; >0,V i=1,_n (respectiv (—l)i A >0,V i=1,_n).

In continuare, vom introduce urméatoarea conventie de notatie:

2 2
Vom nota cu %(a,b) in loc de (g(a,b)J
0x 0x

2
s (a,b) in loc de af(a b) f( )
Ox 0y Ox oy

2

0 f(a b) inloc de [ f(a b)j

8y Oy

Cu aceasta conventie, pentru functii de doua variabile avem:

2o f o*f af 2_
d“f(a)= (a b)dx +26xay(a,b)dxdy+ay2 (a,b)dy” =

(2)
0 0
(ai(a b)dx+é(a,b)dy) .

Pentru a defini diferentiala de ordinul m, vom extinde conventia precedenta
in mod firesc si anume: vom nota
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omf ) of "
cu (a,b) inloc de (ax(a,b)) ,

ox™

m k m—k
cu %(a,b) in loc de 0 i:(at,b)-a {(a,b) etc.
ox" oy™” ox oy™”
Definitia 4.5.4. Fie f:A4Acl 250 , A deschisa si (a,b)eA. Daca
fec™ (A) atunci diferentiala de ordinul m a functiei f in punctul (a,b) se

defineste astfel:
d” f(a,b)= (a(a,b)dx+5(a,b)dyJ =
< " f kg k
=Y k2L _(4,p)dx"Fayk =
/Z:() m@xm_kﬁyk( ) g

am

m
X

0
=C
m —

xm lay

Prin inductie matematicd se poate demonstra urmaitoarea formula care

generalizeaza binomul lui Newton:

m m
(a,b)dxm + C,ln aa—f(a,b)dxm_ldy +o..+Cp Z—r{(a,b)dym .
Y

(k1+...+kn)!ak1 k

ayt+aH+...+a "= ea”
(a+a 2 k1+.§k,,=m gl k!t

ki ell

n

Folosind aceasta formuld si conventiile anterioare, putem defini diferentiala
de ordinul m a unei functii

Definitia 4.5.5. Fie Ac[" o multime deschisd, ac A si f:A—[] . Daca
fec™ (A) atunci

(m)
d" f(a)= (i(a)dxl +...+i(a)dan =
5x1 6xn
- (bt otk a"f
K+ +k,=m kil k! axlkl ...8x§”
kl'ED

(@)dxt ... dxkn .
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4.6. Derivatele partiale de ordinul doi ale functiilor
compuse de doua variabile

Teorema 4.6.1. Fie A si B doua multimi deschise din [ 2 , F= (u,v) :A—> B,
f:B—o si h=foF:4A—>10, h xy f[u xy x,y)],V(x,y)eA.

Dacd F e C? (4) si fec? (B). atunci heC? (A4) siavem:

& azf(aujﬁz o/ .a_u_@+62f(8q2+%.&+%@_zv

axz ou? \ ox oudv 0x 0x §y? \ Ox ou py? Ov oy?
0°h _&°f ou ou , o2 f (8u ov_ ou 8v]+ o%f ov v

Ox 0y 6142 Ox 0Oy 8u8v

Ox 6y 8y Ox

du 0x0y v Oxdy

o azf(aujiz o/ .5_”.@+52f(5VJ2+%&+%.5_2V
8y2 ou’ \ 0y Oy Ou 6y2 ov 6y2

oudv 0y 0y ov?

Demonstratie
In conditiile date, derivatele de ordinul inti existd si conform formulelor
(4.9) din subcap. 4.3 avem
oh_of ou o o
ox ou ox Ov ox

4.20
oh af ou Ju  of of ov (4.20)
8y  ou oy Ov 6y
2
Vom examina existenta derivatei — si modul ei de calcul.
ox?
Din Teorema 4.3.1 rezultd ca functia (x, ) —[u x,), x,y):le -0

admite derivate partiale de ordinul intai si anume:
i(%jzi(%ja_hi(ﬁJﬂfz_f@_h O 4o
ox\ou) ou\ou)ox ov\ou)ox py? Ox Ovou Ox
In mod analog avem:
o(af\_ *f ou 82f v
g(@v} dudv ox 6v2 ox
Din (4.20), (4.21) si (4.22) rezulta:

(4.22)
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°h _ 6(6hj [g.au of avj (afj ou of du,
ox2 Ox\ox) ox\ou ox ov ox) ox\ou) ox 8u Ox2
+£(%).@+%@2 azf(auji O%f ou v of Pu
ox\ov) ox ov ox?  ou?\ox Ovou Ox Ou Ou QJy?
L0 ou o azf(avfﬁ.a_zv
oudv 0x Ox py?\ox ov ox2
2 2
Deoarece, in conditiile noastre of = o/ , in final obtinem:
oudv 0Ovou
2 azf(&ff”. il ,8_u.@+62f(6vj2+%&+%.@_2v
8x2 ou? \ ox Oudv Ox Ox gy?\ox ou py2 Ov py?

In mod analog se demonstreazi si celelalte
teoremei.

Exemplu. Fie feC? (D 2) si h(x,y)zf(x2

u(x,y) =x* + y2 sicu v(x,y) = xy, atunci avem:

doud formule din enuntul

+y2,xy). Daca notam cu

o
Ox Ou ov
o O
6y  ou ov
2 2 2 2
Oh 6f4 +2af2xy+—afy+1
8x2 ou? uov ov? ou
2 2 2 2
oh _0 f “4xy+ of (2x2+2y2)+ﬂ-yx+g-l
8x8y ou’ uov o2 ou
2 2 2 2
oh af -4y? s 2xy+ﬂ-x2+%2
8y2 ou’ ouov ov? ou
Daca facem conventia sa notdm formal
2 2
ﬂ in loc de (gj ,
2
ﬂ in loc de — f f
ouov ou Gv
0 f of

inlocde( j,
ov

ov?
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atunci expresiile derivatelor de ordinul doi ale functiilor compuse se retin mai usor
sub forma:

az_f_(%j(z)ﬂ.az o o
Ox? Ox ou ox2 Ov ox?
0*h (ahj[ J Lo Du of v
Ox0y \Ox)\ 0y ) Ou 0OxOy Ov 0Ox0Oy
az_f_{%j@) of s &
ayz - oy ou 6y 6v ay

L . Oh
unde prin ridicarea formala la patrat a lui B intelegem
X

(@j@ _(%.a_uﬁﬂj(z)
Ox ou Ox Ov Ox

2 2 2 2 2
6f(8)+ ﬁf‘ﬁ_u.@ ﬁf(av) ete.
o Ox oudv Ox Ox §y?\ox
De pilda in exemplul de mai sus

(2) (2) A2 2 2
(%) (8f 2x4+ = o ) _9 f 4x? +4xy—— o 8 f-y2 etc.
ox ou ov ou? Ouodv av2

4.7. Formula Taylor. Extremele functiilor
de mai multe variabile

Pentru orice doud puncte a,bel”, notim cu [a,b]=
= {(1 —t)a +th;te [0,1]} . Multimea [a,b] se numeste segmentul inchis de capete
a si b. Segmentul deschis se noteaza cu (a,b) = {(1 - Z)a +th;te (0,1)} .

Definitia 4.7.1. O multime C <" se numeste convexd daca ¥V a,beC

rezultd ca [a,b] cC.

Observatia 4.7.1. Orice bild deschisa (inchisd) din [1” este o multime
convexa.

Intr-adevir, fie x,ye B(a,r)= {x el”; } . Atunci ||x— a” <r si

|y —a| < r. Pentru orice 7 €[0,1] avem
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"(1—t)x+ty—a||=||(1—t)(x—a)+t(y—a)||£
S(l—t)"x—a||+t||(y—a)||<(1—t)r+tr: r.
Din Observatia 4.7.1 rezulta orice interval din Y, orice disc (patrat) din [J 2 ,
orice sferd (cub) din [J 3 este 0 multime convexa.

Teorema 4.7.1 (Taylor). Fie f:Ac0" -0, ae A un punct interior si
r> 0 astfel incat V = B(a,r) c4Ad.

Daca feC m+l (V) , atunci, pentru orice x € V', exista & (a,x) astfel incat
1 1 1
f(a +h) = f(a)+Fdf(a)(h)+5d2f(a)(h)+...+%dmf(a)(h)+

1 m+l1
+Wd F(&)(h), unde h=x-a.

Demonstratie
Pentru simplificarea scrierii facem demonstratia in cazul particular n = 2.

Fie a=(aj,ay)e A, x=(x,xy)eV fixat si h=(h,hy)=x—a. Pentru
orice 7 €[0,1] notdm cu

u (t)=ay+thy =a; +1(x; —ay)

uy(t)=ay +thy =ay +1(xy —ay)
si consideram functia compusa

g(t)zf[ul(t),uz (t)], te[0,1].

Cm+1

Evident, g este o functie de clasa pe [0,1] si conform formulei Mac

Laurin, exista 0< 0 <1 astfel incat

- 1 1 1 (m) L (m+)
g(l) g(0)+1!g(0)+2!g (0)+...+m!g (0)+(m+1)!g (6) (4.23)
Observam ca
g(l)zf(x)zf(a+h) si g(O)zf(a) (4.24)

Pe de alta parte avem:

g'(r)=§—fl[u1(r>,uz(r>]-u1<r>+%[ul(r>,u2<r>]-ua (1)
g'<t>=§—§l[ul<t>,uz<t>]-h1%[ul(t),uz(t)]-hz,

deci  g'(0)= %(a)hl + %(a)hz —df(a)(h). (4.25)

De asemenea, din Teorema 4.6.1 rezulta
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g"(t)—az—j;[ul ()2 ()] (1 (1)) +2 o' Loy () (e ]t (1) w5 () +

B axl 6x1 axz

0

;’;[ul ()2 (1)) (5 (1)) +§—f[u1 (1),u (£)]-uf (1) +
X2
+%+[ul(z),u2(z)jug(t)

Deoarece uf (1) =u3(1)=0 rezulta:

J’_

v 02 o f 82 f
g"(0)= Q(a)hf +2 E- (a)hihy +£(a)h22 =d’f(a)(h) (426

Se poate arata ca
g8 (0)=d* f(a)(h). ¥ ke’ (4.27)
Daca notdm cu {=a+ 64 si tinem seama de (4.24)-(4.27) in (4.23) obtinem:

f(x)= f(O)+%df(a)(h)+%d2f(a)(h)+...+$d’”f(a)(h)+

1 m+1
" (m+1)! A CIOF

unde & € (a,x), adicd formula din enuntul teoremei.

Teorema 4.7.2 (Lagrange). Fie f:Ac" -, ae A un punct interior §i
V o vecinatate convexa si deschisd a punctului a, V. A. Daca feC 1 (V) . atunci

pentru orice x €V, existd &< (a,x) astfel incdt

f(x)_f(a)zg—fl(g)(xl —a1)+...+%(§)(xn ay).

n
Demonstratia rezulta imediat din formula Taylor, pentru cazul particular
m = 0. In cazul n = 2 obtinem:

f(xl,xz)—f(alaaz)=§—§1(§1=§2)(x1 —a1)+i(§1,€;2)(x2 —ay).

ze

Definitia 4.7.2. Fie f:Ac0" >0 si ae A. Spunem ca punctul a este un
punct de maxim (minim) local pentru f daca exista o vecinatate V a punctului a
astfel incat f(x)< f(a) [respectiv f(x)= f(a)], oricare arfix € V.

Ca si la functiile de o variabila, un punct de maxim (minim) local se numeste
punct de extrem local.
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Definitia 4.7.3. Fie f:Acl" -0 s§i ac A un punct interior. Daca f
este diferentiabila in punctul a si df(a)=0, atunci x = a se numeste punct critic
pentru f.

Teorema 4.7.3. Fie f:AcU" - si ae A un punct interior. Dacd a este

punct de extrem local pentru f si daca f este diferentiabila in punctul a, atunci a
este punct critic pentru f.

Demonstratie
Fie A; ={teD |(al,...,ai,l,t,aiﬂ,...,an)eA} si fie functia de o variabila

@;:A; >0 , definitd astfel ¢, (1) = f(ay,...,a;_,t,0;,1,....a,), € 4;.
Evident, ¢; este derivabild in punctul ¢ =a; si acest punct este punct de

extrem local pentru ¢;. Din Teorema Fermat rezultd ca (p'l-(al-)zO, deci

0 . . ..
a—f(a) =0, pentru orice i=1,n. Asadar, df(a)=0, deci x = a este punct critic
X
pentru f.
Ca si in cazul functiilor de o variabila, nu orice punct critic este punct de
extrem local. Urmatoarea teorema stabileste conditii suficiente pentru ca un punct

critic sa fie punct de extrem local.

Teorema 4.7.4. Fie f:AcU" -0, ae A un punct interior r > 0 si

Vv =B(a,r) c A. Mai presupunem ca f € CZ(V) si ca punctul x = a este punct
critic pentru f. Atunci

(i) Daca d? f(a) este pozitiv definita, punctul a este punct de minim local

pentru f.
(if) Daca d? f(a) este negativ definita, punctul a este punct de maxim local

pentru f.
(iii) Daca d? f(a) este alternanta in orice vecindtate a punctului a, punctul
a nu este punct de extrem local pentru f.

Demonstratie
Fie x € V oarecare fixat si # = x — a. Din formula Taylor rezultd ca exista

Ee (a,x) astfel Incat

S = F@+df (@) (h) + -8 (£)(h).
1 188 &
1@~ f@ =38 @) =32 X (et
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In continuare daci notim cu o; = atunci Za =1si
" ”2 i=1
i )
i=1 j=1 x;0%;
Daca notam cu m(X):gf le ™ ,5 Gxiﬁxj (@) |oy;o; s tinem seamd

ca feC 2 (V), rezultd ca lim w(x)=0 si formula (4.28) devine
Xx—>a

2
h
f&)-f(@) =@[d2f<a)(a)+ o).
n
Fie S ={x = (xl,...,xn)e or. lez = 1}. Evident S este o multime inchisa

si marginitd, deci compacta. Aplicatia a—)dzf(a)((x):S—>D este continua
(fiind o functie polinomiald), deci este marginitd si isi atinge marginile pe S.
Presupunem ca d? f(a) este pozitiv definita.

Fie oapeS astfel incat m=inf dzf(a)(oc) = dzf(a)(oco) >0. Cum
aeS

lim w(x) =0, rezulta cd existd o vecindtate | a punctului a, V; c V' astfel incat
x—a

|co(x)| < % , V x €V]. Asadar, pentru orice x €/} avem:

S(x)-f(a)= M[dzf(a)(OLF (o(x)J >M m-"21>0
2 2 2)
Rezultd cd f(x)> f(a),V xelj, deci a este punct de minim local pentru f.

Daca dzf(a) este negativ definita, se demonstreaza la fel ca exista o
vecindtate V, a punctului a, V, c V' astfel incat f(x)< f(a), V xel,, decia
este punct de maxim local pentru f. In cazul (iii) diferenta f(x)— f(a) nu

pastreazd semn constant pe nici o vecindtate a punctului @, deci punctul a nu este
punct de extrem local pentru f.

Exemple. Sa se afle punctele de extrem local ale functiilor
L f(xp2)=x? +y2 +22 + 20+ 4y —4z

Punctele critice se afla rezolvand sistemul:
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g=2x+2=0

X
g=2y+4=0
0y
g=22—4=0
z

Rezulta un singur punct critic a = (— 1,—2,2) .
azf:azf:azfzz' 2y _ 2 i s L
ox* 9y’ 0z° © Oxd0y 0ydz 0z0x

d2f(a)= 2(dx2 +dy? +dzz)

5 0 200
A=2>0; A, =‘0 2‘=4>0; A3=|0 2 0[=8>0.
0 0 2
Rezultd ca d? f(a) este pozitiv definitd, deci punctul a = (— 1,—2,2) este un
punct de minim local.
2. f(x,y)zx3 er3 +21xy+36x+36y.
Punctele critice sunt M, (—4,—4) si M, (—3,—3).
dzf(x,y) = 6xdx? + 42dxdy + 6ydy2
d*f(~4,-4) = —24dx? +42dxdy +24dy*
-24 21

A1=—24<0; A2= 21 24

>0

Rezulti ca d? f (—4,—4) este negativ definit, deci punctul M, (—4,—4) este
punct de maxim local.
d*f(=3,-3)=—18dx” +42dxdy —18dy”
-18 21

Ar=rlBs A=l

‘ <
d’f (=3,-3) este alternantd, deci punctul (—3,-3) nu este punct de extrem
local.

3. f(x,y):x4+y4—2x2+4xy—2y2.
2 2 2
T4 —axray; Lo oay TL g0 O 5024,
ox ox? Oxdy ayz
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g=4y3+4x—4y.

0y

Punctele critice sunt Ml(\/z,—z) , MZ(_\/E,\/E), M;5(0,0).

2 2 2 20 4

d f(M1)=20dx +8dxdy+20dy“; A;=20>0; A, = A 20>0

M, (\/5 ,—2) este punct de minim local.

d*f(My)=d*f (M), deci MQ(—\/E,\/E) este de asemenea punct de
minim local.

d%£(0,0) = —4dx?* + 8dxdy — 4dy?
4 4
4 -4

Deoarece A, =0, nu putem aplica Teorema 4.7.4. Ne putem da seama daca

A1=—4<0; A2=

‘:o.

punctul M5 (0,0) este sau nu punct de extrem plecand de la definitie.

Intr-adevar, observam ca £(0,0)=0, f(x,0)= x? (x2 - 2) si f(xx)=

=2x*. Rezulti ci in orice vecinitate a punctului (0,0) exista puncte in care f> 0
si puncte in care /< 0, in timp ce f(0,0)=0. Asadar, (0,0) nu este punct de

extrem local pentru f.

4.8. Teorema de inversiune locala

Definitia 4.8.1. Fie A,Bc0" doud multimi deschise. O functie F:A4—> B

se numegte difeomorfism daca
a) F este bijectiva

b) FeC'(4)

c) F Tec! (B)

O astfel de definitie este necesara deoarece existd functii care indeplinesc
conditiile a) si b) dar nu indeplinesc conditia c).

intr-adevar, fie functia f:0 —0, f (x):x3. Evident f este bijectiva si
FecC! (D ) Inversa sa f ! nu este difeomorfism, deoarece nu este diferentiabila

in y=0, deci f_leECI(D).
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Observatia 4.8.1. Fie 4, B si D multimi deschise din (1" si F:4— B,
G:B — D difeomorfism. Atunci H =Go F: 44— D este difeomorfism.

Afirmatia rezulta din faptul ca o compunere de functii de clasa C ! este de
asemenea o functie de clasi C! si din observatia ca (GoF )_1 =F oG,

Cel mai simplu exemplu de difeomorfism este operatorul de translatie. Fie

yel" oarecare fixat si fie t,,:0" —0", definit prin t,,(x)=x+y,V xel”".
Evident t,, e (D "), T, este bijectiva si r;l =1, € c! (D n)

Urmatorul rezultat este cunoscut sub numele de teorema de inversiune locala
pentru functii de o variabila.

Teorema 4.8.1. Fie Acll o multime deschisa, ac A si f:4—>0 .

Daca f e c! (A) si f'(a)#0, atunci existd o vecindtate deschisa U a
punctului a
cu proprietdtile: Uc A, [f'(x)#0, V xeU si f:U->V-= f(U) este

difeomorfism.

Demonstratie
Presupunem ca f'(a)>0. Cum f' este continud in a, rezultd cd existd un

interval deschis U care contine punctul a si f'(x)>0,V xeU.
Dacid notdm cu V = f(U), atunci ¥ este un interval deschis si f/:U >V
este bijectiva (fiind strict crescatoare). Se stie de la liceu ca daca f'#0 pe U,
.- o . 1Y 1
atunci  f L.V 5 U este derivabild pe V si (f 1) (y)ZW, vV oyer,
X
v = f(x).Evident, f ec! (V) , deci f este difeomorfism.

In continuare prezentam teorema de inversiune locala pentru functii vectoriale.

Teorema 4.8.2. Fie Ac[" o multime deschisd, ac A si F:A—[1".
Daci FeC! (A) si detJp(a)#0, atunci exista o vecinatate deschisa U a
punctului a cu proprietatile: U c A, detJp(x)#0,V xeU, F:U—>V = F(U)

este difeomorfism §i

1
detJ . (y)=——, ¥V yeV, y=F().
1) detrngy TV y=EO)

Demonstratie
Pentru inceput facem observatia ca putem presupune cd a = 0 si ca

F(0)=0. Intr-adevar, fie A;={x—a;xed} si fie Fj:4;,>0", F()=
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=F(t+a)-b, te A;,unde b=F(a). Avem F(0)=0 si F=1;0Fo1_,.Dacd

vom ardta ca Fj este difeomorfism va rezulta cd si F este difeomorfism, deoarece
translatiile sunt difeomorfisme.

a

Observam de asemenea ca putem presupune cd dF(0)=/ (operatorul
identitate pe [ ™).

Intr-adevar, fie T =dF (0) si fie F/,=T 1o F. Deoarece diferentiala de
ordinul intéi a oricarei aplicatii liniare este acea aplicatie liniara insasi, rezulta ca

dF (0)=T""edF(0)=1.

Asadar F=ToF, si dF,(0)=1.

Cum detJp(0)#0 prin ipoteza, rezultd ca T = dF(O) 0" =07 este
difeomorfism. Prin urmare, dacd F, este difeomorfism, atunci si /" este difeomorfism.

Fiedeci F:Acl" 0", 0e 4, F(0)=0 si dF(O)zI.

Daci notdim cu H(x)=F(x)—x, V xe 4, atunci HeCl(A), H(0)=0 si

dH(0)=0. Cum componentele scalare /....,h, ale functiei vectoriale H sunt de

clasa C! pe A si shi (0)=0, rezulta ca exista §; > 0 astfel incat
x.
J
|on 1 R
t) < ,V teB(0,8))cA4,V i,j=1n.
) < ¥ 1 BOR) =AY 1

Conform teoremei Lagrange, pentru orice x,y € B(O,Sl) existd un punct &;

pe segmentul deschis de capete x si y astfel incat

Oh; Oh;
|hi(x)_hi(y)|: 8_xi(§i)(xl_yl)+~"+ax; (E.az)(xn _yn) <
oh, oh, 1
<[ |Zeteofo. |2t} et ppllaot

(Norma folosita 1n aceastd demonstratie este || ||2 ).

Asadar avem: ||H(x) - H(y)" < %” x=y.

Fie 0<38 <3, astfel incat K = B(0,5) = B(0,8;) = 4. Rezulta ca:
1
”H(x) — H(y)” < 5” x— y" , Vx,yek. (4.29)

In particular, pentru y = 0 avem

1 3
| (x)| <§|| x| <.V xek (4.30)
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Fie Vl:B(O’gj si Uy =B(0,8)NF(1). Observim ca ¥; si U; sunt

multimi deschise, 0 € Uy si F(U;)c V). Vom ardta ca F:U; — V; este bijectiva.
Intr-adevar, daca F(x)= F(y) ,unde x,yeUj atunci H(x)+x= H(y) +y

si tindnd seama de (4.29) rezulta || x— y|| = ||H (x)-H ( y)” < %" x— y|| , inegalitate

care nu poate avea loc decat daca || x— y|| =0, adica x=y.

Asadar, am dovedit ca F':U; — V] este injectiva.

Pentru a arata ca este si surjectiva folosim teorema de punct fix a lui
Banach. Pentru orice y €}; consideram functia ¢, : K —[] ", definita astfel:
(I)y(x)zy—H(x) ,V xe kK.

Din (4.29) rezulta ca

1
H 0y (x1) =0, (% )” <5|| X =X
Pe de alta parte, din (4.30) avem:

, V ox,xek.

d o
| d)y(x)“S||y||+||H(x)||<5+5:8, V xek.
Asadar, ¢,,:K —> K este o contractie. Din Teorema de punct fix a lui
Banach, rezulta ca exista z € K unic astfel incat z = (I)y (2).

Evident, z depinde de y si de aceea vom nota z = G( y). Tinand seama de

definitiile functiilor ¢, si H avem

G(y)=y-H[G(y)]. ¥ yeNn (4.31)
si F[G(»)]=y.V yen (4.32)
Pe de altd parte din (4.30) si (4.31) rezulta
5 8
|G| <+ |H[G(»)] “<5+5=6. (433)

Din (4.32) si (4.33) deducem ca G(y)eB(O,S)ﬂF_l (Vl) =Uy, deci
G:V] >U; si FoG=1. Prin urmare am aratat cd F:U; —J] este surjectiva,
deci bijectiva si F 1 =G.Din (4.29) si (4.31) rezulta
[6(n) =G| <ln-l+|H[G(n)]-H[G(3)]| <
1
<=2l + 56 (1) -G ()]

, V yL,»men. (4.34)

sau ||G(y1)—G(y2)||<2||J’1—y2
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Din (4.34) deducem ca G este uniform continud pe #;, deci continud pe V] .

Cum detJg (0) >0 51 FeC ! (A) rezultd cd existd o vecinatate U a originii,
UcU 4 astfel incat detJp(x)>0,V x e U. Daci notim cu ¥V =G (U),
atunci ¥ < V7, V este deschisd pentru ¢d G este continua si V' = F(U).

Pentruaararaca F :U — V este difeomorfism ramane sd aratim ca G € C 1 (V) .

Fie b € V oarecare fixat. Vom arata cd G este diferentiabild in b. Pentru
aceasta fie y € Vsi x, ¢ € U astfel incit y=F(x), b=F(c). Deoarece F este
diferentiabild in ¢ avem:

y—b:F(x)—F(c)=dF(c)(x—c)+(p(x—c),

unde hm(p(x C)
e | x=(|

=0. (4.35)

Cum detJp(c)#0, rezultd cd rangJp(c)=n sidecicd dF(c):0" -0"
este un izomorfism liniar. Dacd notam cu S = [dF (c)] T spn , atunci avem
S(y—b)zx—c+S[(p (x—c)].
Cum sz(y) si c—G(b) mai departe avem:
|60)-6()-s(=0)|_IsLoG=e)]] _[rs@)leo(x=o |5 _

7] = -d  Doal
[6)-66)] [oG=o . .y o=

= J . <2|J —

s S s ol

(Pentru ultima inegalitate am folosit (4.34)).

e (e
Cum lim
P ||x q

dG(b)=S.
Pe de altd parte avem G0F=I=1Un. Rezultd ca Jg(b)-Jp(c)=1,
(matricea unitate), V ceU, beV , b=F(c).Cum detJp(c)# 0, deducem ca

o1 (6)=JG(b)=[Jp @] " deci G=FeC!(r).

= 0, rezultd ca G este diferentiabila in punctul b si ca

4.9. Transformari regulate

Definitia 4.9.1. Fie AcU" o multime deschisd si fie F:A—0". Spunem
ca F este o transformare regulata in punctul a € A, daca detJp(a)+0 si existd o



164 ANALIZA MATEMATICA

vecindatate deschisa U a lui a, U c A astfel incat F eC ! (U ) Spunem ca F este o
transformare regulata pe multimea A, daca F este regulata in fiecare punct din A.

Propozitia 4.9.1. Dacd F:Ac1" —[" este o transformare regulatd in
punctul a € A, atunci F este continud in punctul a.

Demonstratie
Daca F este o transformare regulatd in punctul a, atunci conform Teore-
mei 4.1.3, F este diferentiabild in a, deci continua in a.

Definitia 4.9.2. Fie Acl” o multime deschisa si fie F=
=(f1,...,fn):A—>D " o functie de clasd cl.

Determinantul matricei iacobiene Jp(a) se numeste iacobianul functiei F in

D( f1,...,
punctul a si se noteazd cu M(a) . Asadar avem:
D(xl,...,xn)
0 0
Ny ... P
D(fl""fn)( )_ 'x_:l __________ 'x_ }’l___ aeA
D(xq,...,%, %(a) O m (a)
Oxl 0 n

Propozitia 4.9.2. Fie A,Bcl" multimi deschise. Daci F:A—> B este

transformare regulatd in punctul a € A si G:B — 1" este transformare regulatd
in punctul b=F(a)e B, atunci functia compusa H =GoF este transformare

regulata in punctul a € A.

Demonstratie
D(fise-isfy)
D(xl,...,xn)

punctului a, U < 4 astfel incat FeCl(U). De asemenea, exista o vecinatate

Prin ipotezd detJp(a)= (a)# 0 si existd o vecindtate U a

deschisa V a punctului b=F(a)e B, V cB astfel incit Ge c! (V) si

D(gy,---,
detJg (b)= M(Z))i 0.
D(y1se-es7n)
Deoarece F este continud in punctul a, rezultd ca exista o vecindtate deschisa

Uy aluia, UycU astfel incat F(U;)cV . Evident H=GoF este de clasi C'
pe U;. Pe de altd parte avem detJy (a) = detJ (b)detJp(a)# 0, deci H este

transformare regulata in punctul a € 4.
Dacd notam cu A,...,h, componentele scalare ale lui /7 obtinem egalitatea:
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D(hyye..shy) (g10--80) b) Dlfireostn)

D(xl,...,xn) (yl,...,yn) D(xl,...,xn)

Teorema urmditoare pune in evidentd o proprietate remarcabild a

transformarilor regulate si anume faptul ca imaginea directd a unei multimi
deschise, printr-o transformare regulata este de asemenea o multime deschisa.

D
(@=7

Teorema 4.9.1. Fie F:0" —0" o transformare regulati pe 1" . Dacd

AcO" este deschisd, atunci F (A) este de asemenea o multime deschisa.

Demonstratie
Fie b e F (A) si a € A astfel incat b= F(a). Din Teorema de inversiune

locala rezulta ca existd o vecindtate deschisd U a punctului a, U < 4 si o vecinatate
deschisa V' =F (U ) a punctului b, astfel incat F:U — V' este difeomorfism.

Evident, V' < F(A), deci b este punct interior pentru multimea F(A4). Cum

b a fost arbitrar, rezultd cd F(A) este deschisa.

Definitia 4.9.3. O mulfime din [ ", deschisa si conexa se numeste domeniu.

Propozitia 4.9.3. Fie F:[1" —[" o transformare regulatd pe 1" . Dacd

Dcl” este un domeniu, atunci F(D) este de asemenea un domeniu §i

D(f1,--. /,
iacobianul M pastreazd semn constant pe D.
D(xl,...,xn)
Demonstratie

Faptul ca F (D) este deschisa rezultd din Teorema 4.9.1. Pe de altd parte,

din Propozitia 4.9.1 rezulti cd F este continud pe [1 ” . Cum o functie continua duce
o multime conexd intr-o multime conexd, rezultd ci F (D) este conexa, deci

F(D) este un domeniu.

D( f15---» . .
Deoarece functia M ;0" —>Y este continud si D este o
D(xl,...,xn)
D b . . .
multime conexa, rezulta ca M(D) este o multime conexa din Y, deci
D(xl,...,xn)

D(fise-isfy)

un interval. Daca presupune, ca existd u,v e D astfel incat
D Xseees Xy )

(u)<0 si
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=
o

(v)>0, atunci rezultd ca exista weD astfel 1incéat

=
o

(w) =0, ceea ce contrazice ipoteza ca F este regulata.

—_\ |
&t
=
S

A L S N

=
=

4.10. Functii implicite

Fie dreptunghiul D =[a,b]x[c,d]cU 2 si ecuatia
F(x,y)zO, (x,y)eD (4.36)
Ne punem intrebarea dacad pentru orice x e [a,b], existd o singurd valoare
ye[c,d], astfel incat perechea (x,y) sd verifice ecuatia (4.36). In cazul cénd
acest lucru are loc, vom nota valoarea y corespunzitoare lui x cu y(x). Functia
x— y(x):[a,b]>[c,d] se spune ci este definita implicit de ecuatia (4.36).

Evident avem
F[x,y(x)] =0,V xe [a,b] . (4.37)

Exemplu. Fie ecuatia
X2+ -1=0. (4.38)
Multimea punctelor din plan care verifica ecuatia (4.38) reprezintd din punct de
vedere geometric cercul C(O;l) (cu centrul in origine si de raza 1).

Fie D1=[a1,b1]x[cl,d1]. Se D
. . I 1
observa cd V xe[ay,b] existd o singurd 4 [T
valoare y=y(x)e[c,dj]| astfel incat — Dyf:i:l ycl T
perechea (x,y) verifica ecuatia (4.38), o I
adica punctul (x,y) apartine cercului g4 -j-j-\j b, O a, x|p
1
C(0;1) si anume y(x)= 1-x? . Rezulta """"""""""""""" Y2
cd pe dreptunghiul D; ecuatia (4.38) \\

defineste o functie implicita.
Pe de altd parte, observam cd pe dreptunghiul D,, ecuatia (4.38) nu defineste

nici o functie implicitd de forma y = y(x), deoarece pentru x €[ay,—1) nu exista

nici o valoare y astfel incat perechea (x,y)eC (0,1), iar pentru V xe[-1,b,]
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existd doud valori y; =—v1-x? si y, =V1-x? astfel incat punctele (x,) si
(x,y,) apartin cercului C (0,1).

Urmatoarea teorema stabileste conditii suficiente pentru existenta functiilor
implicite.

Teorema 4.10.1 Fie Ac? o multime deschisd, (a,b)ed si F:A—1
cu proprietdtile:

a) FeCl(A)

b) F(a,b)=0

) Z—I;(a,b) #0.

Atunci exista o vecindtate deschisd U a punctului a, o vecinatate deschisa
a punctului b, astfel incat U xV < A4 si o functie unica f:U — V' cu proprietitile:

a’) F[x,f(x)]zO,V xeU

by F(a)=b
1 s
¢ FeC (U) si f'(x)z—a;i—,v xeU.
a[x,f(x)]

Dacd F e CP(4),atunci feCP? (U).

Demonstratie
Consideram functia vectoriald ¢ = ((Pl o)) ) : A—>[1? definitd astfel:
(I)(x,y) = (x,F(x,y)) , vV (x,y) eAd.
Evident avem
o1 (x,y)=x st @(x,¥)=F(x,»),V (x,y)e4 si
1 0
J, (a,b) =| oF .
¢ “—(a,b b
e Lat)

Deoarece

detJ¢(a,b)=aa—i(a,b)¢0,

matricea J;, (a,b) este inversabild. Din conditia b) rezultd ¢(a,b)=(a,0).
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Conform Teoremei 4.8.2 (de inversiune locald) exista o vecinatate deschisa
UxV a punctului (a,b) si o vecinatate deschisi UxW a punctului (a,0) astfel

incat ¢:U xV — U xW este difeomorfism. Mai mult,

detJd,(x,y):(Z—i(x,y)iO,V (x,y)eUxV.

Fie v=(y.y3) =¢ :UxW >UxV. Atunci y este de clasi C' pe
UxW .

Definim f(x)=y;(x,0), V xeU. Evident f:U—>V, feCl(U) si
f(a)=y;(a,0)=b. In continuare, pentru V x e U avem:

(2.0)=8[ v (x,.0) ] =0 wi (%.0).y (x.0)]=¢[x. /()] = (x. F (x./ ().
de unde rezulta
Flx.f(x)]=0.V xeU. (4.39)
Derivand relatia (4.39) obtinem:

aa—f[x,f(x)]+aa—i[x,f(x)]f'<x)=o,

de unde rezulta

o f)

f’(X)Z—g;,x—]((x), V xeU.
oy

In continuare prezentim fira demonstratii doua generaliziri importante ale
Teoremei 4.10.1 (Teorema 4.10.1 si Teorema 4.10.3).

Teorema 4.10.2. Fie A" o multime deschisd, (a,b)=(ay,...,a,,b)e A

sYps
Si Fz(xl,...,xn,y):A—>D cu proprietdtile:

1) FeC'(4)

2) F(ay,...,a,,b)=0

oF

3 —(ay,...,a,,b)%0.

) ay( 1 n )
Atunci existd o vecinatate deschisa U a punctului (ay,...,a,) si o vecinatate
deschisd V' a punctului b, astfel incat U xV < 4 si o functie unica f:U —>V cu
proprietatile:

1" F[xl,...,xn,f(xl,...,xn)]=0, V (x1,....x,) €U
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2" f(al,...,an)zb

o s @) B
3) feC'(U) st () =—S———. V (%%, )€U, i=Lan.
w g ke

Exemplu. Sa se arate cd ecuatia 2x% +2 y2 +22 - 8xz+7=0 defineste
intr-o vecinatate a punctului (2,0,1) o functie z= f(x,y) si sa se calculeze
df (2,0).

Avem

_n2 2 2 _ 1 3

F(x,y,z)—2x +2y°+z"-8xz+7=0, FeC (D )

. OF
F(2,0,1)=0 si ‘2—(2,0,1):-14;&0.
z
Sunt indeplinite conditiile Teoremei 4.10.2, deci exista o vecindtate U a punctului
(2,0) si o vecinatate V a punctului 1 si o functie unicd z= f(x,y):U >V cu
proprietatile 1'), 2') si 3").

Avem:
oF
Y (2,0)= o200 ~0;
ox " (ZF(Z,O,I) ,
z
oF
~=(2,0,1
af ay( 70, )
—(2,0)=—=——=0
% ‘Z—F(z,o,l)
z

rezulta df(2,0) =0.

Teorema 4.10.3. Fie A0 ™" o multime deschisa,

(a.b) =(ay,...,a,.by,....b,)ed si F=(F,..F,):A->0"
cu proprietatile:
1) FeC'(4)

Fi(ay,....a,.b,....b,)=0
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D(Fl,...,Fm)
D(yl,...,ym)

Atunci 3 o vecinatate deschisd a punctului a = (al,...,an) si 0 vecinatate deschisa

3) (a,b)%0.

V=V xVyx...xV,, a punctului bz(bl,...,bm), astfel incat UxV c A si m
functii unic determinate f;:U -V, i= Lm cu proprietétile:

Fl[xl,...,xn,fl(xl,..., 1 )5 Son (Xee oo ] 0

[xl, xn,fl X[eues X )...,fm(xl,...,xn)]:O
pentru V x=(x,...,x,)eU.
2) fi@)=by,...., fu(a) = by,
3" fieCl(U),‘v’ i=1,_m siV i=l,_n siVv xz(xl,...,xm)eU avem

D(F,,..
i )[xfl(x) o )]
o . Dy ~,ym)
o, V7 D(RoEy)
e ?_(_y_l:'_“_’_y_"ﬂ[_)i’_f_lf)i)_’._'_’_{rfff)_]
DIA... ’F”’)[xﬁ(x> o S ()]
() D))
ox; D(R,....Fy,)
D(n, ,ym)[xfl(x) o S ()]

Exemplu. Sa se arate ca sistemul:
{x3 +3y2 — 22 +x—-y—-8=0
2x% —4y—62-6=0
defineste intr-o vecinatate a punctului (1,2,—2) douad functii y= f(x) si z=g(x)
si sd se calculeze f'(1), g'(1). Avem:
F(x,y,z)zx3 +3y2 -2 +x-y-38
{G(x,y,z) =2x2—4y-62z-6

F.GeC'(13), F(1,2,-2)=0, G(1,2,-2) =0
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OF 0OF
M(1,2,—2): O %2l (10,-2)=—500
D(y.z) G oG

dy 0Oz

Asadar, sunt indeplinite conditiile Teoremei 4.7.3, de unde rezulta ca exista o
vecindtate U eV (1), o vecinatate ¥ x W a punctului (2,-2) si doua functii
y=f(x):U->V siz=gx):U->W
cu proprietatile 1'), 2") si 3").
In continuare avem:
D(F,G)
D(x,z)

D(F,G)

1,2,-2)=—40 si =60
(1,2,-2) D)

de unde rezulta f’(1)=—% si g'(1)=§.

4.11. Functii dependente si independente

Fie Ac0" o multime deschis si m functii f,...,f,, : 4—[ de clasd c!

ped, m<n.

Definitia 4.11.1. Spunem ca functiile f,,..., f,, sunt dependente pe multimea A,
daca cel putin una dintre aceste functii, de exemplu f,, depinde de celelalte pe
mulfimea A, adica existd ¢eC' (D m) astfel incat [, (x)=¢[ f1(x),..., [u1(X)].
V xed.

Exemplu. Fie functiile f; :[ 4 50, i=1,3 definite astfel:
2 2 2 2
fl (XI,XZ,X3,X4) =X tX3 +X3 +X4
f2 (XI,XZ,X3,X4)=_X1 +x2 +X3 +X4
jf3 (Xl,X2,X3,X4) = 2)(,'1)(,'2 + 2)(1)(,'3 + 2)61)64 + 2)62)63 + 2X2)C4 + 2)63)64
Se observa imediat ca
A (%0, x3,%4) = ¢[f2(x1,x2,x3,x4), f3(x1,x2,x3,x4):|,
unde

¢(u,v)=u2—v, A4 (u,v)eD 2

Rezulta ca functiile f;, f5, f3 sunt dependente pe [ 4
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Observatia 4.11.1. La cursul de algebra se studiaza notiunea de functii liniar
dependente.
Reamintim c¢d f(,..., f,, sunt linear dependente pe 4, dacd 3 m numere

Al»...,A,, €0, nu toate nule, astfel incat:
MA@+ 4+, [, (x)=0, V xe4.
Dacad presupunem de exemplu cd A, # 0, rezulta

fm(x)z(—;f—ljfl(x)#.ﬁ(—%me(x), YV xed.

m m
Asadar, notiunea de functii linear dependente pe A, este un caz particular al
Definitiei 4.11.1 si anume, cazul cand functia ¢ este liniara.

Teorema 4.11.1. Fie AcU" deschisd, m<n si F=(fj,..., [, ):A—>0",

de clasi C' pe A. Daca fi,..., f,, suntdependente pe A, atunci
rangJp(x)<m,V xeAd.
Demonstratie
Fie ¢ C! (D m_l) astfel incat

Im (xl,...,xm)zd)[fl (X1se s X )seves frud (xl,...,xn)], V (X,..,x,) €A, (4.40)
Derivand relatia (4.40) obtinem:
%Zﬁ%ﬁ- +ﬂ% le_

, /. (4.41)
Ox; 0Oy Ox; OVp-1 Ox;
Cum matricea iacobiana este
0 0 0
i(x) i( x) i( x)
P .
r O m O m fm ’
(%) —(x) (x)
0x 0x,, 0x,

din (4.41) rezultd cd ultima linie a matricei Jg(x) este combinatie lineard de
celelalte linii, deci orice minor de ordinul m al matricei Jz(x) este nul.

Definitia 4.11.2. Fie A" deschisa. Spunem ca functiile f,,..., f,, sunt
independente in punctul a€ A, daca nu sunt dependente pe nici o vecindtate a
punctului a. Spunem ca fi,..., f,, suntindependente pe A, daca sunt independente

in fiecare punct din A.
Cu aceasta definitie, din Teorema 4.11.1 rezulta
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Corolarul 4.11.1. Daca rangJ(x)=m, ¥V x € A, atunci functiile fi,...,f,,
sunt independente pe A.

Teorema 4.11.2. Fie AcU”" deschisd, acA, m<n si
F =(f1,...,fm):A—>D ™. de clasd c! pe A. Daca rangJp(a)=s<m atunci
existd o vecinatate deschisa U eV (a), U < A astfel incdt s functii dintre functiile

flse-es fon sunt independente pe U, iar celelalte m—s functii depind de acestea
pe U.

Demonstratie
Fie a=(ay,...,a,) € A. Deoarece Jp(a)=s <m , 3 un minor nenul de ordinul s

al matricei Jy (a). Fard a rsetringe generalitatea putem presupune ca minorul

0 0
i(a) i( )
D(f f. ) _aiq_ ________ 8_ Y
—D( e S)(a)z #0.
XseeesXg
0 0
i(a) A(a)
8x1 0 5
Deoarece f; € c! (A) rezult ca functia
D( f1,--., .
M:A—)D este continud pe A4,
D(xl,...,xs)
deci 3 o vecindtate deschisa U; a punctului a, U; 4 astfel incat
D( fi5---
M(x);to, vV xelj.
D(xl,...,xs)

Din Corolarul 4.11.1 rezulta ca functiile f},..., f; sunt independente pe
multimea U .

Consideram sistemul:

F (e X Xy oo es X Voo Vg ) = S1 (Koo e s Xg s Xy e s Xy ) = 2 =0

Ev (xla'~'axs=xs+1=""xn’y1a--~,ys)Efs (xlﬂ"wxs’xsﬂ’”"xn)_ys =0

Fie da'=(ay,....a5), a"=(ag4,....a,) si b=(by,...,b;) unde b; = fi(a),

i=ls.

Evident, F; € ! (A x[J S) si.,,V i= I,_S . Observam de asemenea ca
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D(F....Fy), , .\ D(fiseirfy)
—D(xl,. ,xs)(a,a ,b)——D(xpm,xs)(a)iO.

Din Teorema 4.10.3 rezulta ca din sistemul (4.42) putem explicita variabilele
X|,...,Xg In functie de xg,q,...,x,,),...,»y. Mai precis existd U’ o vecindtate

deschisa a punctului a’, U"xV o vecinatate a punctului (a",b) si o functie unica

G =(g1,---,gs):U">< V' —U' cu proprietatile:

gi(agise sy, by )=a;, i=1s. (4.43)
fl[gl (le,...,xn,yl,...,ys),...,gs (le,...,xn,yl,...,ys),xs+1,...
...,xn,yl,...,ys]zyl

...,xn,yla”-ays]:ys

pentru V' (Xgyq,....%,, V5., Y5 )€U XV . Fie U{ cU’ o vecinatate deschisd a lui
a'si U cU" o vecinatate deschisa a lui a” astfel incat U] xU{ c U;. Deoarece
UieV (a') si G:U"xV —U" este continud in (a”,b) existd UjxV; cU{xV
vecinatate deschisa a punctului (a”,b) astfel incat G(U; x¥;) < U .
Fie s<r<n si
¢r(xs+1,...,xn,y1,...,ys)=
:fr[gl(xs+1""’xn>yla”"ys)a""gs(xs+l""’xnayl""ays)’xs+l""7xn:|’ (4-45)
Vo (Xgygoee s Xy Vioe- s Vs ) €US X

Vom arata cd ¢, nu depinde de variabilele xg,;,...,x,. Fie s<k<n.
Derivand relatiile (4.44) si (4.45) obtinem

%6& +...+ %% + % =0

0x) Ox;, Oxg Ox;,  Ox;

s 981 +.o.+ s 08s + s =0 (4.46)
0x) Ox;, Oxg Ox;,  Ox;

%o |, e U _0b,

ox; 0x;,  Ox, 0x; Ox; Oxp
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Derivatele aﬁ sunt calculate intr-un punct oarecare (X j,...,%,, V..., Vs) €
Xk
" . Ofi . .
e UjxV ,iar =L sunt calculate in punctul corespunzator (x;,...,Xs,Xg1s..,%,)
axj
unde

X; zgi(xSH,...,xn,yl,...,ys), i=Ls.
Din cele de mai sus rezulta ca punctul
(X{see s Xgo Xgi10eeen X, ) €U x U5 U,
deci

D(fi.---s 5)

0.
D(xl,...,xs)(xl’ ,xn)¢

Pentru ca sistemul (4.46) sa fie compatibil, trebuie ca determinantul
caracteristic sa fie nul, deci avem:

LUl h o
oy ox, ox,
s I s |70
oy ox. ox
o U o 00
ox, Ox, Ox; Oxy
si mai departe
Ko
0x; Oxg,  Oxp
D( f1,-..,
of ofy %—D(fl fs)g(l)r =0. (4.47)
ax1 ...... axs an (xl,...,xs) Xk
e Y Iy
0x Oxg,  Oxp

Deoarece rang J(x)=s, rezultd cd primul determinat din relatia (4.47)
este nul. Cum

D(fises fy)

=0
D(xl,...,xs)

in final rezulta
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%:O,V s<r<m iV s<k<n (4.48)

0xy,

Asadar ¢, nu depinde de xg;,...,x,. Atunci, pentru (y,...,y,)€V; din

(4.45) rezulta
Op (Vioeeos Vg )= S [ Ko r Xgs Xgi1oe e Xy | = (%), ¥ x€U{xUS5.
Tinand seama si de (4.44) avem:
£09=0,[A@).... ()], ¥ xeUixU3.
Notand cu U =U| xUj, rezultd f,..., f;, f,. sunt dependente pe U si cu aceasta
teorema este demonstratd. Daca ne intoarcem la exemplul dat constatam ca
2x 2xy 2x3 2xy
Jp(x)= 1 1 1
2(x2 + X3 +x4) 2(x1 + X3 +x4) 2(x1 + Xy +x4) Z(xl + Xy +x3)
Este usor de verificat ca toti minorii de ordinul 3 sunt nuli. Fie

Mz{(xl,xz,x3,x4)eD 4, X=Xy =X3 =x4} si A=[] M.

Daci (x;,x;,%3,%4 ) € 4, atunci cel putin unul din minorii

2)(71 2X2
1 1

le 2)C3
1 1

2x1 2X4
1 1

b b

este # 0. Rezulta cd f;, f, sunt independente pe 4, in timp ce f3 depinde de f; si
J2 ped.

4.12. Extreme cu legdturi

In aplicatii, intervine adesea problema determinarii valorilor extreme ale
unei functii de mai multe variabile in situatii in care variabilele sunt supuse la
anumite restrictii (satisfac anumite relatii de legatura).

Exemplu. Sa se gaseasca valorile extreme ale functiei f (x, y) =x? + y2 cu
legatura x+ y—1=0. Cazul fiind foarte simplu, problema se reduce imediat la o
problema de extrem liber.

Intr-adevar, inlocuind y=1-x in expresia functiei f, obtinem g(x)=

=x2—2x+1,x e Y.
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Deoarece g'(x)=4x-2 si g"(x)=4, rezulta ca functia g admite un minim

, deci f(x,y)=x2+y2 cu legatura x+y—-1=0,

egal cu 1 in punctul !
- ¥ ==
g , P 2

1
admite un minim egal cu ) in punctul [%,%J Notam ca functia f (x, y) =

=x2+ y2 admite valoarea minima 0 in punctul (0,0) daca variabilele x si y nu sunt

supuse la nici o restrictie.
Fie Ac0" o multime deschisd si f, FH,...,F), (1Sm < n) , m+1 functii
reale definite pe 4.
Fie S c[J" multimea tuturor solutiilor sistemului.
2 (xl,...,xn)z 0
....................... (4.49)

Definitia 4.12.1. Spunem cad punctul ac A(\S este punct de maxim (minim)

pentru functia f, conditionat de legaturile (4.49), daca exista o vecindtate deschisa
U a punctului a, U c A astfel incat

f@<f@[f(x)=f(a)], YV xedNSNU.

Teorema 4.12.1. Fie f, F,,...,F,, € CI(A) si ae ANS un punct de extrem

D(R.....Fy,)

al functiei [ conditionat de legaturile (4.49). Daca
D(xl,...,xm)

(a)#0, atunci

existd Ay,...,h,, € Y (unic determinata) astfel incdt

o (a)+x1%(a)+...+xm%(a)=o
1 1

ox

.................................................... (4.50)
i(a)+7\,1ﬂ(a)+...+7»m OFy (a)=0

0x,, 0x,, 0x,,

(Aq,...,A,, se numesc multiplicatorii lui Lagrange).

Demonstratie
Pentru a fixa ideile, sd presupunem ca a = (al,...,an) este punct de maxim

pentru f, conditionat de (1). Atunci a€ A S si 3 U o vecinatate deschisa a lui a,
U c 4 astfel incat f(x)< f(a), V xeUNANS.



178 ANALIZA MATEMATICA

Fie a'=(ay,...,a,) si a"=(ay1.....a,) . Deoarece F; eCl(A), i=lm si
D(F.....F,)
D(xl,...,xm)
se poate rezolva in raport cu variabilele x,...,x,,. Mai precis, 3 o vecinatate

(a',a")#0, din Teorema functiilor implicite rezultd ca sistemul (4.49)

deschisa U’ a punctului a’ i o vecindtate deschisda U” a punctului a” si o functie
vectoriald unica ¢ =(oy,...,9,,):U" > U declasi C ! pe U” cu proprietitile:
@i (api1s-nay)=a;, i=lm (4.51)

Fl[(pl (xm+1,...,xn),...,(pm (xm+1,...,x,,),xm+1,...,xn]=0

E, [(pl (xm+1,...,x,,),...,(pm (xm+1,...,xn),xm+1,...,xn] =0
oricare ar fi x" =(X,,41,...,X,)€U".

Fard a restrAnge generalitatea, putem presupune U'xU"cU. Fie
m+1<k<n.
Derivand relatiile (4.52) obtinem:

oh + Oh 00y +oon + 08 O9m =0

Ox;,  Ox) Ox; 0x,, Ox;
................................................ (4.53)
O + OFw 001 | +6&6& =

ox;,  Ox) Ox 0x,, Oxy

Definim g:U" —[1 astfel
g(xm+1,...,xn)=f[(p1(xm+1,...,xn),...,(pm(xm+1,...,xn),xm+1,...,xn] (4.54)

Daci x"=(X,,41,....X, ) €U" , atunci din (4.52) rezulta

((pl (") Py (x"),x") eSN(U'xU")cSNU,
deci
g(x")= S Lo1 (5o @ (37). 3" ]S £ (1 eos s st sty) =

:f[(pl (a"),...,(pm (a"),a"] =g(a").
Asadar g(x")<g(a"),V x"eU", deci a" este punct de maxim liber pentru g.
Rezulta a—g(a”) =0,V m+1<k<n.
axk
Tinand seama de definitia lui g avem:
of [ofoe . . Of Oom _, (4.55)

ox, Ox Ox;,  Ox, Ox;
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Amplificand succesiv ecuatiile sistemului (4.53) cu Ay,...,A,, si adunand
ecuatia (4.55) obtinem:

F, F,
9 16Fl +A, _8 o9 1aFl +km—a = %+ e
8xk 0xy, ™ oxy axl ox 0xy,
F,
A OB O |9 (4.55")
0x,, 0x,, ™ Ox,, | Ox;
Precizam ca 9 si oK sunt calculate in punctul a.
Y) Y
Punem conditiile:
F,
%(a)+7»1%(a) e +kma " (a)=0
6x1 6x1 axl
......................................................... (4.56)
OF,
f ( )+ xl—l(a) ...... + A, —2(a)=0
Oy
D(Fl,...,Fm) , S
Deoarece ———— (@) # 0, sistemul (4.56) are solutie unica.
D(xl,...,xm)

Fie k?,...,kom solutia sistemului (4.56).
Tinand seama de (4 56) si (4.55") rezulta
af( a)+ —1( Y+ 420 oF, ZM(a)=0, k=m+1,...,n (4.57)
0xy, 0xy, 0xy
Din (4.56) si (4.57) deducem:

) OF,
fl( )+xla—1(a)+ ...... +x216—m(a)=0
X

ox|
....................................................... (4.58)
9 0 oF
fl( )+7\4? l(a) ...... 7\,9,1 m(a):O
ax}’l n Gxn

Cu aceasta teorema este demonstrata.
Fie functia auxiliard ¢: Ax[] " — [ definita astfel:

(X s Xy s Moo sl ) = S (X X ) F M F (X X ) o Ry By (X140, )

(4.59)
si fie sistemul
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d d OF oF,
a—i(xl,...,xn,xl,...,xm)Ea—fl(x)+xla—);(x)+...+ né—)c’l"(x)zo
o0, of . . oF, . . OF, . R
a—d’(xl,...,xn,xl, ,xm)z—f(x)+x1—1(x)+...+xn—m(x)zo

X, 0x, 0x,, X,

o (4.60)
6—7\1(X1,...,Xn,7b1, ,km)=Fi(x)=0
e _

o, (xl, XM ,km)=Fm(x)=0

Din Teorema 4.11.1 rezultd ca daca a este punct de extrem pentru f,
conditionat de legaturile (4.49) si X?,...,k?n satisfac sistemul (4.50), atunci

punctul (al,...,an,k?,...,kgq) verifica sistemul (4.60).

Rezulta ca punctele de extrem conditionat ale functiei f se cautd printre
punctele (xp,...,X,) cu proprietatea ¢d (x,...,x,,A,...,A,,) sunt puncte critice
ale functiei auxiliare ¢, data de (4.59).

Fie (al,...,an,K?,...,kgn) un punct critic pentru ¢ si fie

do(x)= F()+ M F(x)+...+20F (x), V xe4.
Daca xeU (141§, atunci F;(x)=0, i=1,_m si avem:
1 2
J(x)=f(a)=do(x)=¢o(a)= d¢o(a)(x—a)+5d o (&)(x—a).
Cum d¢g(a) =0, rezultd

f(X)—f(a)=%d2¢o(é)(x—a)=%d2¢o(a)(x—a)+w(X), .61)

unde o este o(x— a) pentru x — a.

Daca diferentiem legaturile (4.49) obtinem:

%dxl +...+%dxn =0

ox 0x,
................................. (4.62)
OF, OF,
dxy+...+—2dx, =0
0x X,

Din sistemul (4.62) se exprima dx,...,dx,, in functie de dx,,,{,...,dx, si
apoi se inlocuiesc in d2(|)0 (@) . Se obtine astfel o forma patraticd in n —m variabile

independente. Ca si la extremele libere, daca d2<|)0(a) este pozitiv (negativ) definita,
atunci a este punct de minim (maxim) pentru f conditionat de legaturile (4.49).
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Exemplu. Si se afle punctele de extrem ale functiei f(x,y,z)=xy+yz+zx
cu legitura xyz =1. Se formeaza functia auxiliara
¢(x,y,z) =xy+yz+ zx+l(xyz—1) .

Punctele critice ale functiei se obtin rezolvand sistemul

@:y+z+ky220
0x

?=x+z+7uxz=0

ay (4.63)
—¢:y+x+7\,xy:0

z

%zxyz—l=0

Sistemul (4.63) are o singurd solutie §i anume x=y=z=1, A=-2. Fie
d)o(x,y,z):xy+yz+zx—2(xyz—1).
d2¢0(x,y,z)=2[(1—2Z)dxdy+(1—2y)dxdz+(1—2x)dydz]
d2¢0(1,1,1)=—2(dxdy+dxdz+dydz).

Diferentiind legatura, obtinem dF (x,y,z) =0, deci
a—Fdx +8_de +6—Fdz =yzdx+xzdy+xydz=0.
Ox oy oz
Pentrux=z=1avem dx+dy+dz=0, de unde rezultd dz = —(dx + dy) . Inlocuind

in d2¢0 (1, 1,1) obtinem:

d2¢(1,1,1) = 2(dx2 —dxdy + dyz) ,
care este pozitiv definitd, deoarece
1 —-=

= =§>0.
1 4

2
Asadar, punctul (1,1,1) este punct de minim pentru functia f (x, y,z)z

a1 a2

A1=a11=1>0 sl A2=
djp app

=xy+ yz+zx conditionat de legatura xyz = 1.

4.13. Schimbari de variabile

Fie expresia
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2
H| x, v,z ’82 0z 0z . (4.64)
Ox Oy 6x2

unde x si y sunt variabile independente si z =z (x,y).
Fie 4,Bc> doud multimi deschise si F=(¢,y,x):A—> B un difeo-
morfism de clasi C* . Fiecirui punct (x,y,z)eA ii corespunde prin functia

vectoriala £ un punct (u,v, w) € B si anume

u=0(x,y,z)
V= W(x,y,z) (4.65)
w=y(x,».2)

Deoarece F' este bijectiva, sistemul (4.65) se poate rezolva in raport cu x, y, z. De
asemenea, vom presupune ca din primele doud ecuatii din (4.65) se pot rezolva x si
v In raport cu u, v §i z.

Problema schimbarii de variabile consta in intrebarea ce devine expresia (4.64)
in urma schimbarii de variabile (4.65)? Este evident cd pentru a rezolva aceasta

2
0z 0z 0°z )
problema este suficient sa exprimdm derivatele —,—,— etc., In functie de
ox 0y ox?
ow ow d*w
u,v, s~ 2~ 5 A tc
ou ov oy?

Tinand seama ca z=z(x,y) si w=w(u,v):

du =22 4y +Z‘Pd 1994, 094,994, a‘P(aZd %dyj (4.66)

ox 'y oz ox oy 0z \ 0 0
dr= My Wy Vg, OV g, OV G, OVIOZ 4 0200 ] (467)
Ox oy oz Ox oy 0z \ Ox oy
dw=2Vdu+ Dy = Dy Qg XN 02 4, 02, (4.68)
ou ov Ox oy Oz \ Ox 10)%

Inlocuind in (4.68) expresiile diferentialelor du si dv date de (4.66) si (4.67)
si egaland coeficientii in dx si dy obtinem

oo, dede) iy Sl tn oy

Oou|Ox O0z0Ox]| Ov|Ox 0z Ox| Ox Oz Ox 4.69)
ow|de 090z | ow|dy dyoz| oy dyoz |
ou oy 0z0Oy| Ov|0Oy O0z0Oy| Oy O0zox

Rezolvand sistemul (4.69) rezulta:
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awde  owdy oy
%:_auﬁx 0v Ox _0Ox

ox  Owde Owoy 0y
Ou 0z Ov 0z Oz

(4.70)
awdp  owoy oy
0z  Oudy 0Ovady Oy
dy  Owogp Owoy 0y
Ou 0z Ov 0z Oz
2 2 2
Pentru calculul derivatelor de ordinul doi 0 Z, 0z , 0z se calculeaza
ox> Oxdy 6y2

diferentialele de ordinul doi d%u, d%v, d%w.

, . o’z &*
Exemplu. Ce devine expresia Az= —; + —; in coordonate polare
ox“ Oy
x=pcosH
y=psin0

dx=cosdp—psin6d6O
dy =sinBdp+pcos6dO

dz= %dxﬁt%dy = de +%d6
Ox oy op 00

%(cosdp—psin6d6)+%(sin6dp+pcos6d6) = %dp+zd6 .
Ox oy op 00

Egaland coeficientii termenilor d0 si dp obtinem:

%cos6+a—zsin6:%

Ox oy op
Oz

oz . Oz
——psinO+—pcosO=—.
Ox oy 00

Rezolvand acest sistem rezulta:

0z oz 1 . 0Oz
— =c080———sin6—
Ox op p 00
%: sin9%+lcos9%.
oy op p 00

Se obtin astfel operatorii de derivare:
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i: Cosei—lsiHGE
ox op p 00
—=sin9i+lcos9—.
oy op p 00

Mai departe avem:

2
E:i(%j: osGi—lsinGi cos@ﬁ—lsinez =
ox? Ox\ox op p 00 op p 00

:cosei cos@z—lsinez —lsinBi cosez—lsinez .
00 00 00

op op p P op p
Dupa calcule usor de urmarit obtinem:

2 2 2 2
a—jzcoszeg—gsinﬁcose z +izsin296—2+
ox op° P opdd p o0

+lsin26%+isinecos9%.

p op p? 0

In mod analog avem:
2 2 2
. 2 . 1

a—§=s1n29a—;+—s1n9cos@—z+—zcoszea—§+
19)% op” P opdb  p 00

+lcos2 Oﬁ—isinecose—z.
p op p? 0

Astfel, In coordonate polare, expresia laplacianului este
0’z 10% 1oz
op> p’o0* pop

Az =

4.14. Elemente de teoria campurilor

Fie Ac0? o multime deschisa, a=(aj,ay,a3)€ A un punct fixat si
1=(h.l,5)el] 3 un versor, deci || l||=\/ 112+122 +l32 =1. Deoarece a € A4 este
punct interior, rezultd ca 3 » > 0 astfel incat B(a,r) c A. Pentru V te(—r,r),

punctul x =a+1¢/ eB(a,r)c A.
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Definitia 4.14.1. Spunem ca functia f: A— este derivabild in punctul a,
dupa directia I, daca urmatoarea limita exista si e finitd.
+tl)— -
o atid)-f@ S-S

t—0 |t| x—0 d(a,x)
x=a+tl

C s . d . . o
Aceasta limita se noteaza cu d—J;(a) si se numeste derivata functiei f/ in punctul a,
dupa directia /.

Din punct de vedere geometric, multimea punctelor x=a+¢t/, ¢t € Y,

reprezintd dreapta care trece prin a si are parametrii directori /1, /5, /5.
Semiaxa pozitiva a acestei drepte corespunde valorilor parametrilor ¢ > 0, iar

. .o . . - - +
semiaxa negativa corespunde valorilor ¢ < 0. Convenim sa notdm cu /" sensul

pozitiv pe aceasta dreaptd si cu [/ sensul negativ.

Avem:
1(61)2111’1’1 f(a+tl)—f(a) —1lim f(a+t1)—f(a) _ af (a)
ol t—0 | t| t—0 —t art
0

Teorema 4.14.1. Daca f:A—1 este o diferentiabila in punctul a € A,

atunci f este derivabila in punctul a dupa directia | §i avem:

Y = a 9
p (a)= o, ()l + oxy ()l + ox, (@)f3.

Demonstratie
Fie » > 0 astfel incat B(a,r)cA. Daca te(O,r), atunci a+tle A si

deoarece feste diferentiabild in punctul @ vom avea:
fla+tl)—f(a)=f'"(a)(tl)+o(]),

unde ¢ este o(¢/) pentru & — 0. Tinand seama ¢ || ¢/|=tsi f'(a)(¢!)=1f"(a)(!),

in continuare avem:

f(a+tl)—f(a)

, (p(tl)
= fi(a) () + L
O+
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Cum lim M =0, rezulta:
i—0 ||
af (a)—l f(a+ﬂ)_f(a):fr(a)(l):
t—0 t
- L L@yt + L@y,
0x, 0x3
Exemplu. Fie f(x,,z)=xyz, a=(L—11) si zz(%,%,oj. Avem
Z(a)z af(a)—l si —f(a)——l deci
0x
f( )= ! i_l.(): 3

NERNE; 17

Definitia 4.14.2. Fie D clJ 30 multime deschisa. Prin camp scalar pe D se

intelege orice functie u:D — ] . Daca in plus u e ck (D) spunem cd u este un

camp scalar de clasa C k pe D. Prin cdmp vectorial pe D se intelege orice functie

vectoriald, v =(P,Q,R):D—>D 3 Daci P,O,Re ck (D) spunem cd vV este un

camp vectorial de clasa C k pe D.

Ca exemple de campuri scalare mentionam campul temperaturilor, campul
presiunilor, campul densitdtilor etc. Un exemplu tipic de camp vectorial este
campul vitezelor particulelor unui fluid Tn miscare.

In continuare, presupunem ca fixim un reper rectangular drept {O,f,j,E } ,

unde i, j,k sunt versori si identificam orice punct M din spatiu cu vectorul sau de

pozitie OM . Cu aceastd precizare, daca v = (P, Q,R) :D—07° este un camp
vectorial, atunci
V(x,0,2)=P(x,y,2)i +O(x,»,2)] + R(x,y,2)k , ¥ (x,y,z)eD.

Definitia 4.14.3, Daca u: D c[] 3 50 esteun cdamp scalar de clasa C ! pe D,

u- Ou- Ou
atunci campul vectorial pe D definit prin grad(u)=—i +—j + —k se numeste
ox Oy 0z
campul de gradienti al campului scalar u.
Reamintim cd produsul scalar a doi vectori @ si b este prin definitie

a-b :||ﬁ||-“b”cos ¢, unde ¢ este unghiul dintre cei doi vectori, iar expresia
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analiticd a produsului scalar este d-b=a,b,+ab,+ab,, unde

d=a,+ ay] +ak,b=bi+ byj +b_k . Din Teorema 4.14.1 rezulta:

Observatia 4.14.1. Fie D cl] 3 deschisd, a e D si [ =4i +1,j +5k un

versor. Daca f:D —[] este diferentiabild 1n a, atunci

of = of , - Oof, -~ Of, .~
——(a)=1 grad ,unde grad =—(a)i +—(a)j +—(a)k .
az() grad, (/) grad, (/) ax() ay()J aZ()

. L = . . of

Fie ¢ unghiul dintre / si grad, (/). Atunci E(a) :”grada (f)"coscp, de unde
rezultd ca valoarea maxima a derivatei lui f in a, dupa directia /, se realizeaza

atunci cand / si grad, (f) sunt colineare.

Definitia 4.14.4. Un camp vectorial v pe D se numeste de potential daca
existiu:D —> Y, ue CI(D) astfel incat v= grad (u). Dacav =P17+Q]'+Rl€,
aceasta revine la

poit gL g 0u
Ox oy Oz

Exemplu: ﬁ(x, y,z) = yzz3f + 2xyz3]' + 3xy2221€ este camp de potential,

deoarece v =grad u, unde u(x,y,z)= xy2z3.

Definitia 4.14.5. Fie v = (P, Q,R):D 03 un camp vectorial de clasa C!

pe D. Se numeste divergenta campului v, urmatorul camp scalar

. 0P 80 R
le(V)Zg 54—5

Campul vectorial ¥ se numeste solenoidul (tubular) daca div(ﬁ ) =0.

Definitia 4.14.6. Fie v = (P, Q,R):D =03 un camp vectorial de clasa c!

pe D. Se numeste rotorul campului v, urmdtorul camp vectorial:

()= 22207 (222K, (20 2P
oy 0Oz 0z Ox ox Oy

Campul vectorial v se numeste irational daca rotv = 0.
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Pentru a retine mai ugor expresia rotorului se foloseste urmatorul
determinant simbolic

i j Kk
rot(fz) = i i i .

Oox 0Oy Oz

P O R

(acest determinant ,,se dezvolta“ intotdeauna dupa prima linie).

Definitia 4.14.7. Se numeste operatorul nabla, sau operatorul lui Hamilton,
urmatorul operator simbolic

Fie u:D — [ un camp scalar de clasd C!pe D si v=(P,0,R):D—1 3 un

camp vectorial de clasa C ! pe D. Cu ajutorul operatorului V, operatorii diferentiali
se exprima astfel:

1) grad () = Vu — produsul dintre vectorul V si functia scalard u

grad (u) = I S u:a—uf+a—uj+a—ul€;
ox Oy Oz ox Oy Oz
2) divv= Vv — produsul scalar dintre vectorii V si v
divv = i;*l-i_:-i-i]; (Pi+Qj+Rk):a_P+a_Q+a_R;
ox 0Oy~ oz Oox 0Oy Oz
3) rotv = Vx v — produsul vectorial dintre vectorii V si v
i j k
()| 2 £ 2| (ER_50);. (98 0RY; (50 o)
Ox 0Oy 0z oy 0z 0z Ox ox OJy
P O R

Teorema 4.14.2. Fie u;,uy douda campuri scalare de clasa C ! pe D si
Vi,V doua campuri vectoriale de clasa C ! pe D. Au loc urmatoarele proprietati:
a) grad(uy -uy ) =u, graduy +uy gradu,
b) diV(I/ll . \_/.1 ) = \71 grad Uy +uy diV\71
C) le(\_;l . \_52 ) = \_52 I'Ot\_;l —\71 I'Ot\_;z
82u1 621/11 62141
2 + 2 2
Ox oy 0z
2 52 52

(operatorul A= 5+ — + 5 senumeste laplacian)
ox~ oy° oz

d) div(grad u; )= =Auy
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e) div(rot v )=0
1) rot(uy -V ) =grad u; x vV +uj rot v
g) rot(grad u;)=0.
Demonstratie
Demonstratia revine la verificdri directe. De exemplu:
. - . v - g a a a
b) div(u;-vy)= dlv(ulPlz +u 0y + “1R1k) = (R )+—(u Q) +£(u1Rl) =

X oy
an aul 6R1 N P
— +—R;+u;—=(grad +u;div vy .
oy | oz 174 Py (g “1)"1 n V1

6u1
= +—L0 +u
o 1T Ty O +u
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