Erori 1

0. Erori

§0.1. Tipuri §i surse de erori

De reguld, in matematica, prin eroare se intelege diferenta dintre valoarea
exacta a unui numar si valoarea sa aproximativa. Se disting trei tipuri de erori.
1. Erorile inerente sunt cele care provin din simplificarea modelului fizic, pentru a
putea fi descris printr-un model matematic. In aceasti categorie intra si erorile de
date (aparatele de masura lucreaza inevitabil cu anumite abateri) .
2. Erorile de metodi (trunchiere) apar datoritd faptului ca formulele si ecuatiile
exacte se inlocuiesc cu formule si ecuatii aproximative, pentru a permite calculul
printr-un numar finit de operatii aritmetice. De exemplu, numarul e este suma seriei

1 1 9 N A . <
14+ —-+—+...+—+..., care nu poate fi calculatd exact. Insumand numai un numar

1 2 n!

finit de termeni apare in mod inevitabil o eroare de trunchiere.
3. Erorile de rotunjire se datoreaza faptului ca in calcule, numerele cu un numar
infinit de zecimale se aproximeaza prin numere cu un numar finit de zecimale. Pe
de alta parte, orice calculator opereaza doar cu un numar finit de numere reale
(evident cu un numar finit de zecimale), in timp ce multimea numerelor reale este
infinitd. Apare astfel o aproximare inevitabild a numerelor reale care intervin in
calcule cu numerele reprezentate in calculator.

In acest capitol sunt analizate erorile inerente si erorile de rotunjire,
urmand ca erorile de trunchiere si fie studiate pe parcursul cartii, odatd cu
prezentarea metodelor numerice respective.
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§0.2. Reprezentarea numerelor in calculator

La baza constructiei majoritatii tipurilor de calculatoare numerice stau
elementele bistabile si de aceea se foloseste ca bazéd de reprezentare a numerelor in
calculator baza 2, ale cérei cifre sunt 0 si 1.

Este cunoscut ca orice numar real x se poate reprezenta in baza 2 sub
forma:

_ n n—1 0 -1 -2
x—i(an2 +an_12 +...+a02 +a_12 +0£_22 +...),
cua; =0saul.
De exemplu numarul 13.5 1n baza 10 se poate scrie in baza 2 sub forma:
13.5=1-23 +1-22 +0-2+1-2% +1. 271 =1101.1

Reprezentarea numerelor in calculator (reprezentarea internd) se face pe
un numar finit de pozitii, n , numit lungimea cuvdntului, care este fixatd la
constructia calculatorului. Pentru precizii mai bune, unele calculatoare au
posibilitatea reprezentarii numarului pe 2n, 3n ,... pozitii (reprezentare pe dublu
cuvant, triplu cuvant, ...).

Pe cele n pozitii ale unui cuvant, un numar poate fi reprezentat in virgula
fixa (proprie numerelor Intregi sau numerelor subunitare) sau in virgula mobila.

Majoritatea tipurilor de calculatoare numerice folosesc pentru calcule
stiintifice reprezentarea numerelor in virguld mobild. In aceastd reprezentare,
pozitia virgulei zecimale nu este fixa. Orice numar real x se poate scrie sub forma
x=a-10" sau x=a-2% cu |a| <1 si beZ ;a senumeste mantisa numarului real
x, iar b exponentul.

Reprezentarea in virguld mobild este normalizatd dacd prima cifrd a
mantisei este nenuld, deci daca |a| >107! , respectiv |a| >27" in acest caz

reprezentarea este unicd. Cifrele semnificative ale unui numdar sunt cifrele
mantisei, neluand 1n seama zerourile care le preced.

Exemplul Reprezentarea normalizatd, in virguld mobild a numarului in baza 10
x = 13.5 este: 0.135-10% = 0.135192 , indicele 10 aratand ca reprezentarea este in

baza 10. In acest caz mantisa este a = 0.135, iar exponentul b =2.
In baza 2, acelasi numar are reprezentarea normalizatd in virguld mobila

0.110112100=0.11011-24 , avand mantisa ¢ =0.11011 si exponentul b = 100.

Pentru orice calculator numeric existd numerele fixe ¢ si e care reprezinta
numarul de cifre ale mantisei, respectiv ale exponentului unui numar real ce poate
fi reprezentat in calculatorul respectiv (n =t + ¢). Numerele ¢ si e determind
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impreund cu baza de numeratie (10 sau 2) o multime finitd de numere reale
F c R care pot fi reprezentate exact in calculator.

§0.3. Erorile de rotunjire si calculele in virgula mobila

Deoarece multimea F' a numerelor reprezentabile intr-un calculator este
finitd, se pune problema aproximdrii unui numar real x¢ F printr-un numar
g € F . Aceastd problemd apare nu numai in datele de intrare in calculator, ci si

pentru rezultate intermediare sau finale in urma calculelor efectuate n calculator.

oA . X .
Sunt frecvente cazurile cdnd x, ye F §i xty sau x-y sau — nu fac parte din

multimea F.
In mod natural, orice numar x ¢ F' se aproximeaza printr-un numar din F,
notat cu rd (x), care este cel mai apropiat numar de x ce apartine lui . Numarul

rd(x) va satisface
|x—rd(x)|£|x—g, VgelF,

obtinandu-se In multe cazuri prin rotunjire.

Exemplul 1. Fie un calculator cu t=4 si e=1. Atunci
rd(0.14285,70)=0.1429,,0

rd(3.14159,50)=0.3142,1
rd(0.1428421(2)=0.1428,,2 .

In general, pentru t fixat, dacd x ¢ F, rd (x) se poate determina astfel. Se
aduce x la forma normalizati x =a-10° , cu |a| >107" , adica
|a| =0oap..0;0;41..., 0Za; <9, a7 #0.

Se determina

b

el (0.4, dacd 0< a,, <4
0.0q0ty..a; +107", dacd @, =5

adica ¢, creste cu 1 daca o, =5 si se renuntd la celelalte zecimale incepand cu

Apy1-

A . 5 . ' b

In final, definim rd (x) = szgn(x)- a-10".

rc?(x) -Xx

X

Pentru orice numar real x # 0, eroarea relativa este raportul

-1 . . . .
Deoarece |a| >10 ", eroarea relativa admite urmatoarea margine
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|rc7(x)— x| _5- 10_(H1)

| <5-1077.
X

—
Notam eps =5-10"". Daca rd (x)=x(1+ &), atunci, din inegalitatea de mai sus
rezulta |€| < eps . Numdrul real eps se numeste precizia calculatorului.

Pentru rotunjirea in sistemul binar se procedeaza analog. Se aduce x ¢ F' la
forma normald x=a-2cu 27! < |a| <1 si |a| =0.0qay...q;a; ... cu a; =0saul
si o =1.

0.0 .04, dacd o, =0

Se determina a'={ , lar rc?(x): sgn(x)-a'~2b .In

0.c10p .. + 27!, daca o =1
acestcaz eps = 27,

in cazul in care rd (x)e F, atunci rd(x) este chiar rd (x). Deoarece
numarul pozitiilor pentru exponentul e este finit, existd , din pdcate, numere
x¢ F pentrucare rd(x)gF .

Exemplul 2. Consideram t=4 si e =2. Atunci
a) rd (0.317941(110)=0.3179,(110 ¢ F

b) d (0.99997,799)=0.1000,,100 ¢ F
¢) rd(0.012345,;, —99)=0.1235,, —100 ¢ F

d) rd (0.54321;9—110)=0.5432,0 —110 ¢ F

In cazurile a) si b) exponentul pozitiv este prea mare ca si poatd fi
reprezentat pe spatiul alocat (e = 2). In situatiile acestea se spune ci avem depdsire
superioard a exponentului. In cazul b) depisirea superioari a exponentului apare
abia dupa rotunjire. In exemplele c) si d) are loc depdsire de exponent inferioard,
adica exponentul negativ este prea mic pentru a putea fi reprezentat pe spatiul
alocat. In aceste doui situatii, depasirea inferioara a exponentului poate fi preveniti
definind 7d(0.012345,;,-99)=0.0123;, —99 € F (reprezentarea nu mai este
normalizatd) si

rd(0.543215 —110)=0€ F .
Atunci rd nu satisface egalitatea rd(x)=x(1+ &), deci eroarea relativa

poate fi mai mare ca eps.
Situatiile de depésire de exponent superioard sau inferioara sunt tratate de
calculatoarele numerice ca fiind exceptii.

in mod obisnuit, rd(x) se defineste prin egalitatea rd(x)= rd (x).

In continuare, tindnd seama ca depasirile de exponent superioare si/sau
inferioare nu sunt frecvente, vom considera cazul ideal e=o0 si
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rd:R - F prin rd(x)=x(1+¢) cu |€| <eps, (V)xeR.
Se poate Intdmpla ca rezultatul operatiilor aritmetice x*y, x-y, R |
y

nu fie elemente ale multimii F, chiar dacé operanzii x §i y € F.

* * * *
./

Vom nota cu + ,—, - operatiile In virgula mobild corespunzitoare

operatiilor aritmetice care sunt definite astfel:
. def
x+ y=rd(x+y),
, def
x—y =rd(x-y),
. def
Xy =rd(x-y),
. def
x/"y =rd(x/y),

pentruorice x, y € F

deci
X+ y=(x+y)1+e),
x—* y=G=y)+e), cu |€l~|Seps,i=1,_4 .
x-y=(x-y)l+e3),
x/My=(x/y)1+e4).

Aceste operatii in virguld mobild nu au proprietatile binecunoscute ale operatiilor
aritmetice. De exemplu:

1) x+" y=x, daca |y|<%|x, unde x,yeF, iar B este baza de

numeratie.
Precizia masinii eps ar putea fi definita ca fiind cel mai mic numar g € F

pentru care 1+* g > 1, adicd eps = min{g € F‘ 1+ g>1, g>0}.

2) Asociativitatea nu se mai pastreaza, asa cum va rezulta din urmatorul
exemplu.
Exemplul 3.

Fie a =0.23371258,y —4, b =0.3367842942, ¢ =—-0.33677811;(2.

Intr-un calculator cu =8 si e=o0, operatia +  conduce la:
a+" (b +* c): 0.23371258,( —4+" 0.61800000,( —3 =

=0.02337126,5 —3+" 0.61800000;5 —3 = 0.64137126, —3
(a +* b)+* c= (0.2337125810 —4+7 0.33678429102)—* 0.33677811;92 =
= (0.00000023102 +* 0.33678429102)—* 0.33677811(2 =

=0.336784521(2 -*0.3367781 1,02 =0.64100000;¢ —3
Rezultatul exact al adunarii este:
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a+b+c=0.00000023371258,02 + 0.33678429,92 — 0.33677811;¢2 =
=0.641371258,5 -3 .

Daca E este o expresie aritmetica, va rezulta din context cum se evalueaza
E. Daca este nevoie se pot folosi paranteze care sa precizeze ordinea operatiilor.
Vom nota cu fI (E ) valoarea expresiei £ obtinutd din calculul in virguld mobila.

De exemplu:
def .
Alx+y)=x+"y

e ()= v o474
ﬂ((x+y)+z) if(x + y)+* z

§0.4. Propagarea erorilor

Asa cum am vazut in Exemplul 3 din paragraful precedent, in functie de
schema aleasa pentru evaluarea unei expresii am obtinut rezultate diferite in calcule
in aritmetica virgulei mobile. De aceea este necesar sd distingem intre diferitele
scheme de calcul, chiar daca din punct de vedere matematic ele sunt echivalente.

Desemnam cu termenul algoritm o secventd finitd de operatii elementare
care descriu cum se calculeaza solutia unei probleme.

In cele ce urmeazia vom formaliza notiunea de algoritm, pentru a putea
descrie propagarea erorilor.

Presupunem cd numerele yy,y;,...,y,, constituie solutia unei probleme

ale cdrei date de intrare sunt xj,..x,. Dacd introducem vectorii coloana

X Y1

X2 Y2 . : . .
x=| 7|, y=|"7 |, atunci algoritmul pentru rezolvarea problemei de mai sus

Xn Ym

revine la determinarea functiei vectoriale y=g¢(x), ¢:D—>R™, DcR", ¢

fiind data de m functii @, : D - R, y; = 9;(x|,....x, ), i =1,m.

La fiecare etapa de calcul existd o multime operand de numere, care sunt
fie numerele de intrare x; sau au rezultat din operatii anterioare. O operatie
elementara calculeazd un nou numar din unul sau mai multe elemente ale multimii
operand. Acest nou numdr este, fie un rezultat intermediar, fie unul final si se
adaugd multimii operand, care este curdtatd de datele care nu mai sunt necesare



Erori 7

pentru restul calculelor. Multimea operand finald va consta din rezultatele dorite
Y1,V2 »s ¥ - In concluzie, o operatie corespunde unei transformari a multimii
operand. Scriind multimile operand consecutive ca vectori coloana
()
|
, 5@
XD = 2 |eR", putem asocia fiecirei operatii elementare o functie vectoriald
MO
n;
elementara astfel: (p(i) :D; > R"*+ D, cR" astfel incat (a(i)(x(i )): ) ey
x(o) =Xx, unde x(Hl)
transformate.
Fiind dat un algoritm, sirul sdu de operatii elementare da nastere unei

este o reprezentare vectoriald a multimii operand

descompuneri a lui ¢ Intr-un sir de functii elementare g)(i) :D; > Djy,i=0,r,

Dj anJ’ (ﬂ:¢(r)o¢(r_l)o“,o¢(o), DO :D’ Dr+1 anr-H :Rm.

Exemplul 1. Pentru (o(a,b,c) =a+b+c saevidentiem doi algoritmi:
a)Fie n=a+b si y =c+n. Atunci, descompunerea de mai sus este:

(p(o)(a,b,c)z (a Jcr b) eR? ,(o(l)(u,v)z u+veR ,(p(a,b,c) = (p(l)((p(o)(a,b,c)).

b)Fie n=b+c si y=a+n. Inacest caz:

(p(o)(a,b,c):(bj je R?2 ,Q)(I)(u,v)z u+veR ,¢(a,b,c) = (0(1)(¢(0)(a,b,c)).

Un argument pentru alegerea unui algoritm il constituie propagarea erorilor
in aritmetica virgulei mobile.

Sa analizam algoritmii a) si b) din exemplul de mai sus pentru intrarile
numerice din Exemplul 3 al sectiunii precedente. In cazul a)

n=flla+b)=(a+b)1+e),
y=A+c)=m+c)1+&)=[(a+b)1+&)+cl(l+&;) =

a+b
=(a+b+o)l+—g(l+&)+& |.
( )[ hic 1(I+&7) 2}

y-y _a+b
y a+b+c

a+b
81+1'82.
a+b+c

g(l+e&, )+ &y, sau, dupa

Eroarea relativd a lui ¥, &), =

renuntarea la termenii neliniari in & avem &), =
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Coeficientii lui & si &, masoara efectul erorilor de rotunjire & $i ¢, asupra

erorii £y a rezultatului.

a+b A . .
Factorul ———— este critic; in functie de care dintre numerele |a+b|
a+b+c
sau |b+c| este mai mic, este mai bine sd se procedeze via (a+b)+c decét
a+(b+c) pentru a calcula a+b+c.

Metoda de mai sus, de studiu a propagdrii erorilor, neglijand termenii de
ordin superior, se poate extinde, conducand la analiza diferentiala a erorilor unui
algoritm , pentru a calcula ¢(x) , dacd ¢ = ¢(r) ° qo(r_l) 0.0 qo(o).

Pentru aceasta vom investiga cum erorile Ax asupra datelor de intrare, ca
si erorile de rotunjire acumulate de-a lungul algoritmului afecteaza rezultatul final
y=0x).

(] (xl seees Xy )
Fie p:D—>R"™, ¢(x)= : , D fiind o submultime deschisa
Pm (xl s Xy )

. on g . . . . L
alui R™. Presupunem cd functiile ¢, , i =1, m, au derivate continue pe D. Fie X o

valoare aproximativa pentru x.
Notam Ax =X —x, Ax; =X; — x; erorile absolute ale lui X si respectiv X;.

) X: —Xx; . ) .
Fie e, =——, daca x; #0 erorile relative.
x.
1

Inlocuind datele de intrare x cu ¥, obtinem 7 = (p(}Z ) inlocde y= go(x).
Dezvoltdnd in serie Taylor si renuntdnd la termenii neliniari in Ax;
obtinem:
=i = o) 0i(e)= 3 ()20 )= £ 20y
j=1 Oxj g
Matriceal putem scrie:
Ay =Dg(x)Ax,
unde D¢(x) este matricea jacobiani a functiei ¢,
op op
L) .. )
oxy ox,,
Do(x) =

if”l(x) I
X1 ox,,

e OQ; o . : .
Cantitatile 8% (x) semnificd modul in care y; sunt afectati de erorile
x .
J

absolute Ax ; ale lui x

j .
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Daca y; #0, i=1,_m si x;#0, ) =1,_n atunci formula pentru propagarea

erorilor relative devine:

n o Xx; O : (x)
J @
£, = Z_.l_.ng (1)
j=19i(x)  Ox;
ey X 6(0,' ..
Cantitatile —-—— se numesc numere de conditionare.
() 8)6]

Daca numerele de conditionare au valori (absolute) mari se spune ca
respectiva problema este rau conditionata, altfel problema este bine conditionata.

Pentru problemele rau conditionate, erori relative mici in datele de intrare
X, pot cauza erori relative mari in rezultatele y , y = @(x) .

Exempul 3. Pentru y =@(a,b,c)=a+b+c avem:
a b c

= &g+ Ep +

a+b+c a+b+c a+b+c
Aceastd problemd este bine conditionatd dacd termenii @, b, ¢ sunt mici in
comparatie cu suma lor a+b+c .

&

5 & .

Eroarea relativa (1) pentru cateva operatii elementare, in care operanzii x
si y sunt nenuli, este data in tabelul:

@ o

al &y + Y €, ,dacd x+y=0
x+y xX+y xX+y

x y 9
— & ———¢,,dacaix—y=0
X—=y X—y X x—y ¥ y
x-y Extéy
x/y Ex — &y

1

\/; ~€x

Se observa ca la inmultire, impartire si extragere de radacind patrata erorile
relative ale operanzilor nu se propagd puternic in rezultate. Acelasi lucru se
intampld si in cazul adundrii daca cei doi operanzi au acelasi semn. Atunci

numerele de conditionare | al | si | J | sunt in (0,1) si o margine a erorii
x+y| T x4y

b

relative este ‘5 Smax{|gx gy‘}.

X+y‘
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Daca operanzii care se adund au semne diferite, atunci cel putin unul dintre

numerele de conditionare

este mai mare ca 1 si erorile relative

2

x+y| |[x+y
g.,€&, sunt amplificate. Dacd x~-—y atunci se abandoneaza calculele (apare

cancelarea rezultatului).
Pentru descrierea propagarii erorilor de rotunjire intr-un algoritm dat ¢,

vom apela tot la formula Ay = D@(x) - Ax.

Presupunem ci ¢ admite reprezentarea @ = ) 0V o 0o i ca
rezultatele calculelor pornind de la vectorul datelor de intrare, x = x© sunt date de
relatiile:

x= x(o)’ O ¢(0)(x(0)) ey Y= KD q,(r) (x(”)) , (p(i) c CI(DZ-), i=0,r .

Notim y @ =p o 0pW:D, >R i=0r5iy® =9 .

Erorile din datele de intrare si erorile de rotunjire vor perturba rezultatele
intermediare exacte x”, obtindndu-se in aritmetica virgulei mobile aproximarile

@ date de relatiile : X (1) - fl ((o(i ) (x @) )) . Atunci erorile absolute se pot evalua
astfel:

A =[filp "GN = EON+ P G =0 (D] @)
Dar
q,(i) (f(i))—go(i) (x(i))zDgo(i) (x(i))Ax(i) 3).
Cum QJ(i) este o functie elementara, evaluarea sa in virguld mobila va fi
A @) =rde? @),
care pe componente devine:
AP @) =rd(@P @)=+ 2,9 () cule;|<eps, j =L

Aici ¢ este eroarea de rotunjire generata in timpul calculului in virguld

mobilad a componentei a j-a, a lui go(i).
Relatiile de mai sus se scriu matriceal sub forma
M@ )= +E)e® @),
unde [ este matricea unitate de ordinul n;,, iar E;; este matricea diagonald a
erorilor:

&1 0o ... .. 0
0 & 0 .. O

Ei= : cu ‘ej‘ <eps.
0 0 .. . &,

Prima paranteza dreapta din A% devine:
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) (= ) (= ()Y _ D (2D ~ N (DY — +) _
MA@ EN - X =E, 9" X)) E, -9V (x") = E x" =a,,.
Vectorul coloand «;,; poate fi interpretat ca eroarea absolutd de rotunjire aparuta

atunci cand se evalueazd 1n aritmetica virgulei mobile (0(’), iar elementele

diagonale ale matricei E.; pot fi interpretate ca erori relative de rotunjire
corespunzatoare. Tinand seamad de (2) si (3) rezulta:

A (D o +D(p(i) (x(i))-Ax(i) =E,, D D(p(i) (x(i)).Ax(i)
i>0, A® = Ax.
Prin urmare:

A = D (x)- Ax+

Ay =MD =D DO ax+ D" .DeWey +.. 4, .
Sau daca tinem seama de ceea ce am notat cu ' avem:

Ay = Dp(x)Ax+ Dy’ (x)-a, +..+ Dy (x") - a, +a,,, =
1 1 1 r r r
=Dp(x)Ax+ Dy (x") ExV +..+ Dy (x")- Ex" +E, |y
Aceasta aratd ci matricea jacobiana Dy este important pentru efectul
erorilor de rotunjire intermediare «; sau E; asupra rezultatului final.

Exemplul 5 . Fie de calculat expresia a’-b? = (a+b)a-Db).

Vom prezenta 2 algoritmi:
Algoritmul I:

2
m=axa, n,=bxb, y=n —n,.Atunci (/)(0)(a,b)=(a }
b

u
¢)(1)(U,V) = (VZJ’ (0(2)(S,t) =s5-1, Q= (0(2) O¢)(1) o¢)(0)

Algoritmul 2:
a

m=a+b, ny=a-b, y=n;-n,.Atunci (p(o)(a,b)z b
a+b

(0(1)(a9b9u) :[ ! bJ; ¢(2)(S,t) = S_t, » = ¢)(2) 0(0(1) 0(0(0) .
a—

In primul caz avem:

o_(a) o _[d®) @ _[d) @ 2,2
x=x"' = , X = , X = , X"/ =y=a"-b",
b b b2
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1//(1) (u,v)=u- V2, '//(2) u,vy=u-v ,De(x)=(2a,-2b),

2 0

* 2
deoarece ﬂ((p(o) (x(o) ) — (p(o) (x(o)) :{a 5 aj _(ab J (eroarea de rotunjire n
virguld mobila apare doar pe prima pozitie). Similar

0 0 0 —
= , E, = s, =¢&.(a’—=b*) ,|e|<eps, i=13.
%) [82b2j 2 ( ng 3 5( ) ,| ps, 1

0
= Aa 2 2 2 2
Daca Ax = , Ay =2aAa-2bAb+a“e —b's, +(a” —b")s;.
Ab

In cazul algoritmului 2, avem:

x=x =(QJ,x(l) =[a+bJ, x? =y=a2 ~b?; l//(l)(uav) =u-v,

b a—>b
gl(a+b)j

Do(x) =(2a,-2b) ’D'//(l)(x(l))z(a—b,a+b); a, :( (a-b)
& (a—

&

0
a, =¢&(a>-b*) siEI:(O Sj e < eps.
2

Atunci Ay =2aAa-2bAb+(a’ —b*)(e, +¢&, +&,).
Se poate da o margine a efectului erorilor de rotunjire astfel:
- in algoritmul 1:
‘azgl “ b2y +(a? —b2)53‘ <@®+p2+ ‘az —bz‘) eps
- in algoritmul 2:
2 2 2 2
‘(a b + &) +e3)‘ < 3‘(1 iy ‘eps.

Cand selectam un anumit algoritm de calcul pentru un ¢@(x)(cu alte
cuvinte, o anumitd descompunere a lui ¢ in functii elementare), D¢ raméane

neschimbat; matricele jacobiene Dy " care misoara propagarea rotunjirilor vor fi
totusi diferite, efectul total al erorilor de rotunjire va fi:
DyVa, +.+DyPa, +a,,,.
Un algoritm este numeric mai bun decat alt algoritm pentru calculul lui
@(x), daca pentru o multime de date x, efectul total al erorilor de rotunjire este
mai mic in cazul primului algoritm.
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1. Sisteme de ecuatii liniare

Reamintim ca un sistem de 7 ecuatii algebrice liniare cu 7 necunoscute este
de forma:
ap Xy +appxy +...tayx, = bl
Ay1X] +axyXxy t+...+ay, X, = b2

(1)

ayX1 +aynxy +...+a,,x, =b,
Dacé notdm cu A matricea coeficientilor, cu x vectorul coloana format cu

necunoscutele sistemului si cu b coloana termenilor liberi, sistemul (1) se scrie
sub forma matriceala :

Ax=b, 2
unde:
a1 aypp ... Ay X1 bl
a a -a X b
A=\t T2 2 x=|"H, b=| 2
apl Aup2 .-+ App Xn bn

Metodele numerice de rezolvare a sistemelor algebrice de ecuatii liniare
sunt de doua tipuri: metode directe si metode indirecte (sau iterative).

Metodele directe constau in transformarea sistemului (1) intr—un sistem
triunghiular echivalent, care se rezolva usor. Cele mai cunoscute metode directe
sunt: metoda Gauss, metoda Cholesky (utilizatd pentru sistemele in care matricea A4
este simetrica si pozitiv definitd) si metoda Householder.

Metodele directe permit determinarea solutiei exacte a sistemului in cazul
ideal, cand nu avem erori de rotunjire. Numarul operatiilor aritmetice efectuate este
de ordinul #’. Pentru sisteme cu un numir de ecuatii mai mare de 100, metodele
directe devin inutilizabile datoritd acumularii erorilor de rotunjire care altereaza
solutia.

Metodele indirecte (sau iterative) constau n constructia unui sir (D de
vectori n—dimensionali, care converge la solutia exactd a sistemului. Se alege ca
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solutie aproximativa a sistemului un termen x al sirului, al cirui ordin depinde
de precizia impusa.

O iteratie presupune efectuarea unui numadr de operatii aritmetice de
ordinul n’. Metodele iterative sunt utilizate la rezolvarea sistemelor mari de
ecuatii. Cele mai cunoscute metode iterative sunt: Jacobi, Gauss—Seidel, metodele
de relaxare.

§1.1. Metoda Gauss. Factorizarea LU

Fie
0 0
0 .
m, = i e .=
" My r ; : 0
my, 0
(elementul 1 din e, se afld pe linia r).
O matrice de forma M, =1, — m,-e, T, unde e,'= ©, .., 1,..,0), senumeste
matrice Frobenius. O astfel de matrice are urmatoarea structura:
1 0 0 --- 0
0 1 0
M, =
0 -- — My, 1 -~ 0
0 - -m, 0 - 1

De exemplu, dacad n=4 si r=2, avem:

1000 0 1 000) (0 0 00
0100 0 01000 0 00
M, = - (010 0= - =
001 0| |mp 0010 |0 my 00
000 1) \my [000107714200

1 0 00

0 1 00

10 —my 10

0 —my, 0 1
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Propozitia 1. Orice matrice Frobenius M, este inversabila si inversa sa este:

M[l =1, +m,-e .
Demonstratie.
(Li—m, e, I, +m,-e,)=L,—m, e, +m,-e,—m, (e, m)e .
Deoarece ¢, -m,=0, rezulta:
M., +m,-e)=1I, sideci M, '=I,+m, e . a

Teorema 1. Fie A o matrice patrata de ordinul n care satisface conditia:

15

an -.- AQp
*) det| : i |#0 pentruorice r=lLn-1.
a1 ... A
Atunci exista o matrice inferior triunghiulara MeM ,(R) astfel incdat matricea U
=MA este superior triunghiulard.
Demonstratie. Deoarece a;,;#0, putem considera matricea Frobenius
1 0 .. 0
a
-2L 1 0 .0
M=
a
Sl B 1
ar]
Dacanotam A=A si A,=MA;, atunci avem
2 @2 (2)
al 1 alz e aln
(2) (2)
Ay = 0 ayy ... ay,
2 2
0 aflz) a,(m)
unde, notand cu al(jl) = a; pentru i,j =1,_n, avem: al(?) =a1(}) pentru
» (@)
_ ay’a _
j=Ln; al(jz) = l(jl) —% , pentruorice i,j=2,n.
a
11

Observam ca

9% e an

a
al 11

#0.

arr a4

Daca notam
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1 0 0
0 1 0
(2)
0o -532
2
M, = a_gz) ;
(2)
0 2 g
a'?)
22
atunci
3 3 03 (3)
aqr 4 93 A
3 03 (3)
0 ayy ay Aop
Ay =MrAy = (3) (3)
372200 0 ag az, |’
3
0 0 0 al)
_ a?a?
unde al(j3) =al(]-2) pentru i=1,2, j=1,n si al.(;) =q? —M, i,j=3,n.
2
a;
Un calcul simplu ne aratd ca
; 1 a1 a2
“§3) =T |1 42 a3 #0.
a,ya
1122 as; azp

In general, aﬁf) # 0 si se poate considera matricea Frobenius:

0

Daca notam cu A4,.,=M,A4,, atunci

0

0
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(r+1) (r+1) (r+1) (r+1)
all alz LY alr .o aln
(r+1) (r+1) (r+1)
0 ay, e Gy, a,
A= 0 0 alth almih |,
(r+1) (r+1)
0 0o .. O Ugtpsl - Gpylp
+1 1
o 0 .. 0o alth .4
a g™
D) _ (1) 1. L1 (r+) _ (ry ir rj
unde a;; " =a;;, pentru i=Lr , j=1n, a; " =ag; —a(” ,
iL,j=r+Ln.
In final se obtine matricea superior triunghiulara
(m) () (n)
41 92 ol
(n) (n)
U=dy=M, . MMA=| O 2 - % |
0o 0 .. aW

Notam cu M=M, M, ,... M, M, si demonstratia teoremei este completa.

Exemplu.
5 21 1 00
A=4=| 5 -6 2|, My=-1 1 0|, A, =|0
-4 4 0 1 0
5
1 0 0 5 2 1 1 0
M2: 0 1 0 ,U=A3= -8 1 5 M—Mle— -1 1
9 9 7 9
0 — 1 0o 0 = — —
20 4 20 20

Consideram sistemul
Sxp+2xp +x3 =12
5x1 —6xy +2x3=-1,
—4x1 4+ 2xy +x3=3
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a carui solutie este x;=1, x,=2, x;5=3. Sub forma matriceald sistemul se scrie:
12

Ax=b , unde b=|-1|. Acest sistem este echivalent cu urmatorul sistem:
3
(MaMA)x=(MoM,)b . Efectuand calculele obtinem

5)&?1 +2X2 + X3 =12

—8)(?2 + X3 =-13
9 27

_x3 -

4 4

Numarul operatiilor pentru determinarea matricei U si a vectorului Mb

(r)
Pentru o linie fixatd i se calculeazd - ’(rr R apoi se fac inmultirile cu
arr
aﬁjr), r+1<j<nm, si se aduna al(jr),r+1San. La fel si cu bl.(”l). Sunt
2(n—r)+3 operatii elementare pentru fiecare linie i, »+1<i<n , si pentru fiecare
etapd r vor fi (n—r)2(n—r)+3] operatii. In total vor fi

n
Z [Z(n - r)2 +3(n— r)]z %nS +ln2 —%n operatii elementare. Dacd adaugam si

2
r=1
cele n* operatii pentru rezolvarea sistemului triunghiular, rezultd ¢i numarul de
.. . . 23 3, 7
operatii pentru rezolvarea sistemului Ax=b este gn +=n —gn.

In continuare notim cu L, =M, ! Din Propozitia 1 rezulta ca L, este de

forma:

1 ... 0 0

0 1 0
(r)
a

L.=|0 %rl)r 0l.

arr

0 A 1
aly)

Daca notam cu L=LL,...L,, atunci L este o matrice inferior triunghiulard de
tipul urmator
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1 0 o0 0
1 1 0
L=
L N S S |
Deoarece A=M1_1M2_1...M;_11U, rezultd ca:
A=LU 3)

Asadar, orice matrice patratica ce indeplineste conditia (*) din Teorema 1 admite o
descompunere unicd de forma (3), unde L este inferior triunghiulara avand
elementele de pe diagonala principald egale cu 1 si U este superior triunghiulara.
Descompunerea (3) este cunoscuta sub numele de factorizarea LU.

Algoritmul pentru factorizarea LU
{ Determinarea matricelor U §i L cu pastrarea matricei 4 }
Pentru i:=1,n executa
Pentru j:=1,n executa
Uji=ai;,
dacd i=j atunci 1,:=1 altfel 1,;:=0;
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru 7 ;
Pentru r:=1,n—1 executa
Pentru i:=r+1,n executa
Pentru j:=rt+1,n executd
uirurj

y y ?
Upy

u

sfarsit pentru ; ;
Ujy

1ir . ;
ul"}"
sfarsit pentru 7 ;
sfarsit pentru 7
Pentru i:=2,n executa
Pentru j:=1,i—-1 executd
u;:=0 ;
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru i .

Algoritmul se afla programat in MATLAB si poate fi apelat cu secventa:
[L,U ]: lu(A) { se afiseaza cele doud matrice }

In exemplul precedent avem:
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1 00 1 0 O
Li=1 10|, =0 1 0},

4 9

— 01 0o — 1
5 20

1 0 0|5 2 1 5 2 1

A=LU=| 1 1 040 -8 1(=5 -6 2
49 1llo o ? -4 2 1
5 20 4
Observatia 1. Daca pivotul este “foarte mic” , adica ag) <<1, atunci

impartirile la acest pivot produc erori de rotunjire foarte mari, care altereaza
solutia. In acest caz se recomanda schimbarea pivotului. Se poate alege un nou
pivot

ﬁrzal(rr)zmax{ algr) s r<j<n }
sau ﬂrzagz)zmax{ a,({z) s r<k,/<n }

Aceasta presupune schimbarea intre ele a doua linii §i eventual si a doud coloane.

Algoritmul Gauss pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
Pentru r:=1,n—1 executd
Pentru i:=r+1,n executa
Pentru j:=r+1,n executa
gaseste pivotul conform cu (B) ;
schimba linia i cu linia pivotului si coloana j cu coloana
pivotului daca este cazul ;
sfarsit pentru j
sfarsit pentru i
Pentru i:=r+1,n executa

a;,.b;
_ r-i
by =b ———+
arr
Pentru j:=r+1,n executd
ai;=a _dirty
g T

rr
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru 7 ;
sfarsit pentru 7
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Pentru i:=n-1,1,—1 executa
s:=0 ;
Pentru j:=i+1,n executd
s:=s+a,«j X,
sfarsit pentru j ;
% (b =) :
dij

sfarsit pentru 7.
§1.2. Matrice simetrice pozitiv definite

Reamintim cd o matrice simetrica se numeste pozitiv definitd, dacd forma
patratica asociatd este pozitiv definitd. Mai precis, dacd A este o matrice simetrica,
atunci 4 se numeste pozitiv definita daca

P(x)=x"Ax>0,
pentru orice x#0, unde x= (xl 3 XD peees Xy )T.
Din Algebra Liniara, se stie ca o matrice simetrici A, este pozitiv definita daca si
numai daca A4,>0 pentru orice r = I,_n , unde
ay .--- e
A, =det :
a,q ...

In practica aceste conditii sunt greu de verificat pentru matrice de dimensiuni mari.
De aceea, In continuare vom prezenta unele conditii necesare, respectiv si
suficiente, pentru ca o matrice simetrica sa fie pozitiv definita.

Propozitia 1. Daca A este o matrice simetrica pozitiv definita, atunci:

(a) a;>0  pentruorice i=1,n,
(b) aza>a;”  pentru orice i,j=1,n.
Demonstratie.

ap Xy +...tayx,
(o(x)szsz(xl,...,xn)- : =(a11x1 +ayXy +...+a1nxn)x1 +
ax; t...+a,,x,
+ (6121)(71 +dayxy +...+dy,Xx, )X2 +...+ (anlxl +a,0Xy +...+a,,Xx, )Xn
Tinind seama cd a; = a;, in continuare avem
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2
ga(x): Z Zaijxixj = ayx| +2ap3x1x +.+ 2a1,x1%, +
2
+dajyx; +..+ 2(12”)62)6” +

2
+a,, X,

In particular, pentru x=¢; =| 1| avem ¢(e;) =a;. Cum ¢ este pozitiv definita si

0

e;#0, rezultd ca a;= ¢(e;) > 0, adica (a).
Pentru un numar real oarecare 4 avem
A Aere)=a A +2a;0+a; >0 . (1)
Pentru ca inegalitatea (1) sa fie adevarata ;entru orice AeR, trebuie ca

A=4(al-j2~—al-iajj <0.

Asadar am demonstrat ca a? < aj;aj; pentruorice i,j= I,_n, adica (b). 4

i

Observatia 2. Conditiile care apar in Propozitia 1 sunt doar necesare nu §i
suficiente.

Exemplu.
3 2 =2

Matricea A=| 2 3 2 | satisface conditiile din Propozitia 1, dar nu este
-2 2 3

pozitiv definita.
Intr—adevar,

(p(x) = S(xlz + x% + x32 )+ 4(x1x2 —X1X3 +XpX3 )
1
Dacd x=|—-1|, atunci @(x)=9-12=-3<0, deci ¢ nu este pozitiv definita.
1

Definitia 1. Spunem ca matricea A este tare diagonal dominantd daca elementele
sale satisfac inegalitdtile:

n

|a,~l-| >
j=1
J#EI

a;| , i=1,_n. (d)
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Daca inegalitatile (d) devin egalitati pentru anumiti indici, dar nu pentru toti,
matricea se numeste slab diagonal dominanta.

Teorema 1. Fie A o matrice simetrica cu urmdtoarele proprietati:

6] A este tare diagonal dominantd,
(i1) a;> 0 pentru i=1n.

Atunci A este pozitiv definita.

Demonstratie.

Din conditia (i) rezulta ca dacd x#0, atunci:

plx)= Zaux 1535 SURRIED 393 170 393 I RIAE I
i=1 j=l1 i=1 j=1 i=1j=1
J#EI J#i J#i

Jai- (bl =)

Deoarece a;=a;; avem si inegalitatea‘

i=1j=1
J#i

Adunand cele douad inegalitati rezulta

2¢)(x)> Zn:i a

2
'(|xi|“x1“) 20
i=1 j=1 ‘

J#EI

Asadar, ¢(x)>0 pentruorice x#0, deci ¢ este pozitiv definitd. U

=33k

i=l j=1
J#i

dij

i

Definitia 2. Fie M={12,...,n}. O matrice A se numeste reductibila daca exista
doud submultimi S, T cM cu proprietatile:

6)] S2@, T#®

(ii) SNT=d

(iii) SUT=M

(iv) a; =0 pentru orice ieS§ i jeT .
Matricea A se numeste ireductibila daca oricare ar fi submultimile S si T ale lui

M cu proprietatile (1)—(iil), exista iyeS si joe T astfel incat @i %0

Cel mai simplu exemplu de matrice reductibila este matricea diagonala.
Teorema 2. Fie A o matrice simetrica avand urmatoarele proprietati:
(1) A este slab diagonal dominanta,
(i1) A este ireductibila,

(1i1) a; >0 pentru orice i=1,n.
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Atunci A este pozitiv definitd.
Demonstratie. Procedand ca in demonstratia Teoremei 1, rezulta:

n n 2
o233

-(|x,-|—‘xj‘) =0.
i=l=1
];tl
Vom arita ca situatia @(x)=0 pentru x#0 nu poate avea loc. Intr—adevir, ¢(x) se
anuleaza in urmatoarele cazuri:
1) a;= 0 pentru orice i#/ . Atunci matricea A are forma diagonald si este
reductibila.

dij

2) |xi|=‘xj‘=a¢0 pentru orice i $i j.

n 2 n n n n 2
plx)=Yaza® + ¥ Yagxx; > Y (az - Xlag)-a” =0.
i=1 i=1j=1 i=1 j=1
J#L J#i
n
Cum exista cel putin un indice i, astfel incat Z aj, j‘<ai0i0 , rezultd
J=1
J#io

o(x) >0 pentru x=0.

3) a;=0 pentru orice pereche de indici (i,/)) pentru care |xi| i‘xj ‘ i
a;#0 daca |xi|=‘xj‘ =0.
Fie M={1,2,..,n} si S:{ LjeM; x,-|=|xj|¢0 }

Daca S=M, atunci suntem in cazul 2).

Daca S= @, atunci |xl~|¢‘xj‘ pentru orice i si j si evident ¢(x) > 0 pentru

x#0.
Asadar, putem presupune cd @#£ScM (incluziune strictd). Dacd notdm cu 7=M \
S atunci Ssi T satisfac conditiile (i)—(iv) din Definitia 2, deci A este reductibila.

d

Exemplu.
Fie

2 -1 0 0

-1 2 -1 0

A:
0o -1 2 -1
0o 0 -1 2

Matricea A este simetricd, slab diagonal dominanta, ireductibila si are elementele
de pe diagonala principald strict pozitive. Din Teorema 2 rezultd ca A  este
pozitiv definita.
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Oservatia 2. Teorema 2 este utila la stabilirea faptului ca anumite matrice care
apar in rezolvarea numericd a ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic sunt
porzitiv definite.

§1.3. Metoda Cholesky

Fie A o matrice simetrica, pozitiv definita si

n n
=T Ay —
(p(x)— x Ax= z Zaijxixj
i=1 j=1
forma patratica asociata. Deoarece a;;>0 avem:
2

n o n noan.
— 2 B 1
(/)(x)— a1 Xy + 26112}61)(?2 +.+ 2a1nx1xn + Z Zaijxixj =|.Jaj1x + Z_ X; +
i=2j=2 j=2 ari
n n
1 1 alialj L —
+zzal(j)xixj’ unde alg) zaij ) la]=2,n
i=2j=2 a1
Daca notam cu
n

n
] (x): z Zal(jl)xixj )

i=2 j=2
atunci ¢, este la rAndul sdu o forma patratica pozitiv definita.
2
Intr—adevir, sa presupunem prin absurd cd existi z=| : |#0 astfel incat
Z}’l
¢1(2)< 0.
2
Fie z;=- S ﬂzj si z= 2
=241
Zl’l
In continuare avem
2

Pp(Z)=| a1z + Z%Zj +¢1(z)=0+¢(2)<0,
j=2van

ceea ce contrazice faptul cd ¢ este pozitiv definita.
Asadar, am demonstrat ci ¢, este pozitiv definitd. In particular, rezulti ci

1)

ayy >0. Mai departe procedam cu ¢, asa cum am procedat cu ¢ si obtinem
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Y
¢’1(x)= aglz) x2+Z ; X +(02(x) )
= 3la()

unde
n n
®> (x) = z Zal(jZ)x X
i=3 j=3
este pozitiv definita. In final ¢(x) se reprezinti ca o suma de pétrate. Mai precis
¢(x) admite urmatoarea scriere:

(l 1)
/ (-1
aji x +JZI;H [ (1 1) J

unde
(0) ) (D) a2 b))
_ P p— pi “pi a——
a; =a; sioaif =a ) , p=1Ln-1.
4pp
Introducem notatiile:
rll - \ l(ll ) l:l’_n
(l 1)
1= % i<j
AT (1)
}’U =O, ] <I
1
ISp) algp) Fpilpi» P=Ln—L1 i,j=p+ln.
Cu aceste notatii avem
2
Q)(X)ZZ Zrl]xj z(r11x1+r12x2 +...+r1nxn) +(r22x2 +...+r2nxn) +
i=1\ j=i

2
oot (T )
Dacé notam cu R urmaétoarea matrice superior triunghiulara

n N2 --- Np

0 r R
R=| . % |

0 0o ... r

nn
atunci  @(x)=(x"R")(Rx)=x"(R'R)x . Pe de alti parte, ¢(x)=x"4x. Se obtine astfel
urmatoarea descompunere a matricei 4

A=R'R (2)
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unde R este o matrice superior triunghiulara.
Descompunerea (2) poartd numele de factorizarea Cholesky a matricei A si are loc
pentru matrice simetrice pozitiv definite.

Numarul de operatii pentru determinarea matricei R
Pentru a calcula elementele liniei a i—a a matricei R sunt necesare (n—i)(2i—1)+2i—
2 operatii elementare si o extragere de radacina patrata. Pentru toate liniile sunt
necesare
n 3 2
ZI(n—DQﬁ—D+2ﬁ—2]:2—+ﬁ——§£—
P 32 6

operatii elementare plus n extrageri de radacina patrata.

Exemplu. Si se determine descompunerea Cholesky a matricei

322
A=2 3 2
223
2 2 M 2 5 5
n =\/§, Ny=—7=, N3=—7=, 45 =Aoyp —Hy ==, Py =,—,
11 12 \/g 13 3 22 22 12 3 22 3
1
a(l)=a23—V12V13=2, rz3zﬁ=—2 ) a(l)=033—r123=§,
23 3 ry A5 B 3
@_ . m_2_7 _ |7
axy =Ay3 —1H3=—, 133 =.,|—
33 33 23 5 33 5
2 2
SBoL =
NN
r=lo |2 2
3 J15
0 0 7
5

Se verifica imediat ci A=R'R .

Rezolvarea sistemului Ax=b cu metoda Cholesky, in cazul cand matricea
A este simetrica si pozitiv definitd, revine la rezolvarea a doud sisteme
triunghiulare si anume

RTyzb
Rx=y

Algoritmul Cholesky pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare
Pentru p:=1,n—1 executd



28

Top =40

pp p >
Pentru k:=p+1,n—1 executad
a
_ “pk
Fpk ==
Ypp

sfarsit pentru £ ;
Pentru i:=p+1,n executd
Pentru j:=i,n executa
e
sfarsit pentru j ;
sfarsit pentru 7 ;
sfarsit pentru p ;
{ Rezolvarea sistemului R'y=b }

by
N=—":
n1
Pentru i:=2,n executd
s:=0;
Pentru j:=1,i executa
SI=S+I”!~/- Vi,
sfarsit pentru j ;
bi —S
Yi= ;
}/'..

121
sfarsit pentru i ;
{ Rezolvarea sistemului Rx=y }

X, =2n ;
r}’l}’l
Pentru i:=n-1,1 executa
5:=0;
Pentru j:=i+1,n executad
SISy
sfarsit pentru j ;
X; = Jit?d ;
7

124
sfarsit pentru 7.
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Algoritmul se afla programat si In MATLAB si se apeleaza cu secventa:

R=chol(A);
x=R\R"b { pentru afisarea solutiei }
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§1.4. Metoda Householder. Factorizarea QR

O matrice Householder este o matrice de forma H = I, — 2hh", unde

h'=(0...., 0, ki, ..., hy) si ||h||2 = \lhl-z +...+ h,% =1. Se observa imediat ca o matrice

Householder este simetrica si are urmatoarea structura:

1 0
1
H= 2
0 1-2h7 =2y ... —2hh,
—2h,h; —2h,hyy ... 1-2h2

Mai mult, constatdm cd H este ortogonala. Intr—adevir,
H*= (I,-2hh"(I,—2hh")=1,—2hh" = 2hh" + 4h(h"h)h.

Cum A'h=1, rezultd H* =1, Asadar, avem H'=H=H".
Un calcul simplu ne arati ca (hh")x=(h"x)h , pentruorice x= (xl 3 XD yees Xy )T .
In continuare ne punem urmatoarea problema: dat fiind un vector coloand x # 0,
se poate determina o matrice Householder H , astfel incat Hx sd fie colinear cu
e; ?( unde e,"=(1,0,...,0) ).
Cu alte cuvinte, se poate determina un vector coloana /, cu ||h||2 =1 §i un numar
real o astfel incat Hx=x-2hh'x=ce, ?
Tindnd seama de observatia de mai sus, aceasta revine la x—2(h'x)h=ce,, de unde
rezultd x— oe,;=2(h'x)h. Asadar, % trebuie si fie colinear cu x—c-¢;. Cum ||h||2 =1

rezulta

X—0-¢

h (1)

Nr-oal,
Pe de alta parte, H fiind ortogonald avem
[l =1, = o -ler]| = -
Alegem o=-sgn(x;) ||x||2 si facem conventia sgn(x;)=1 daca x;=0.

In continuare avem
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xp +sgn(x)- [, Qx1| +x[, )-sen(ap)
X2 R%) .
X—0-¢ = : = : si

Xn Xn

2 2
= el =23 +2bar]- |, =2l (il +1l) -
Inlocuind in (1) obtinem
(] + I, Jsen
X2

1
h= )
V2l [l + )

Se obtine astfel urmatorul algoritm pentru determinarea lui 4 si deci a matricei H:
H=I,—fuu"
A= o, )
u= (Qx1| + ||x||2 )sgn(xl), Xy ees Xy, )T

sgn(x;)=1 daca x;=0.

Xn

1

3)

Teorema 1. Pentru orice matrice A€M ,(R) nesingulara exista o matrice
ortogonala H astfel incat matricea R=HA este superior triunghiulard.
Demonstratie.

an

. az1 . < _ . < s <
Fie a;=| 7 |, prima coloand a matricei 4. Din cele ardtate mai inainte rezulta

apl

ca existd o matrice Householder H,; astfel incat H,a;=oc-,. Matricea H, se
determina astfel:

1/2
n
SZ{ZG?IJ , ﬁ:(s(~“f|“11|))_1 ) ”=((|011|+S)Sgn(a11),021, ---,anl)T’
j=1

sgn(a;y)=1 daca a1 =0, leln—ﬂuuT . 4)
Daca notam cu 4,=H A, atunci A; are urmatoarea forma:

—sgn(ap)s al(? al(i)
1 1
4 = O a%z) a%n)

: g ’
0 a,(ﬂ) aim)
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A . e 1 . . . .
In continuare consideram vectorul a( ) = : 1 determindm o matrice
2

ortogonala H 5 €M,1(R) astfel incat
Hyd =03,
unde g’ =(1,0,..,0eR"",

1 0
Notdm cu H, =[ ~ J eM (R) sicu A,=H,A,. Matricea A, va arita astfel

0 H,
(2) 2 v v
a1 “1&2; ‘11(3; al(n;
2 2 2
0 ayy ayy ... a, o
A= 0 0 a%) agi) , unde @ =a;, j=Ln.
0 0 a,%) ag%)

In continuare se determini o matrice Householder 1713 eM, »(R) cu

proprietatea ca H 2a§2) = Ggl , unde ng =(1,0,...,0) eM, »(R). Vom nota cu

1 0

H; =[ (f i j eM ,(R) si cu A;=H3A,. Matricea 4; va avea toate elementele de
3

sub diagonala principala, din primele trei coloane, zero. Procedeul continua intr-un

mod evident. In final, obtinem o matrice superior triunghiulard 4, |, = H, 14, , =

=H, |-...H,H\A. Daca notam H=H, |-...HH; si cu R=HA, atunci H este

ortogonald si R superior triunghiulara. 4

Corolar. Pentru orice matrice nesingulara AeM ,(R) exista o matrice ortogonald
O si o matrice superior triunghiulara R astfel incat A= QR.

Algoritmul Householder pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare

Fie sistemul Ax=b cu AeM ,(R). Notdm cu C=(4|b)=(c;)eM ,,,:1 (R)
matricea extinsa.
Pentru i:=1,n—1 executa

- 2
Zcﬁ ’
J=i

dacd s=0 atunci A4 este singulara . Stop!
altfel B:=(s(|ci+s)) " ; dacd ¢;=0 atunci sgn(c;):=1;
u:=(0, ..., 0, (Cii+5)-SEN(Cir), Cis1is wrs Cni) 3
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H:=I1,—puu’"; C:=HC,
sfarsit pentru i ;

Exemplu. Fie sistemul
Sxp+2xy +x3=12
5x) —6xy +2x3 =-1
—4x +2xy +x3=3

Solutia exacta este x;=1, x,=2, x;=3.
Aplicam metoda Householder.

5 2 1 12 5 2 1 12
A=[5 -6 2| ; b=|-1|, C=|5 -6 2 -1|;
—4 2 1 3 4 2 1 3
Iteratia I
5
ay=| 5|;¢=5; s=66=8.124038405;
—4
13.124038405
B= ! =9.379086466-10  ;u= 5 ;
8.124038405 - 13.124038405 _4

—0.615457455 —0.615457455 0.492365964
Hy=|-0.615457455 0.765522838 0.187581729
0.492365964  0.187581729  0.849934617
—8.12403840 3.44656174 —1.35400640
A =H\A= 0 —5.44888848 1.10316995
0 1.55911078  1.71746403
-5.292934112
by =Hib=|~7.588267109 | ; C=H,-C=[4|p]
8.270613687

Iteratia a [I-a
(1) _[(—5.448888481) 55 '
a,’ = 5 S =4/CH +C3y =5.667557862;
2 ( 1.559110785 27
0

c»=5.448888481 ; ; [(=0.015872234; u=|—-11.116446343
1.559110785

b
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1 0 0
Hy=|0 —0.961417354 0.275093933
0 0275093933  0.961417354
-8.124038405 3.446561747 —1.354006401
Ay =Hy 4y = 0 5.667557862 —0.588142797 |;
0 0 1.954675092
~5.292934112
by = Hyby=| 9.570687333 |5 C=H, -C=[da|b, ]
5.864025277
—0.615457455 —0.615457455 0.492365964
H=H,-Hj=| 0727158367 —0.684384346 0.053467527
0.30406057  0.390935018  0.868744486
—8.124038405 3.446561747 —1.354006401
R=H-A= 0 5.667557862 —0.588142797

0 0 1.954675092
Solutia sistemului initial este x=R'Hb , unde:
—0.123091491 0.074854538 —0.062742657
R7'= 0 0.176442839  0.053089941
0 0 0.511593975
Se obtine solutia  x;1=1 ; x,=2 ; x3=3.000000001 .

b

b

b

§1.5. Norme de matrice

Cele mai utilizate norme vectoriale pe R” sunt:
1) ||x||OO =max{ |x1 ,...,|xn| }
n

l/p
S T
i=1

unde x"=(xy, x, ..., x,)€R".

%)

B

Definitia 1. Se numegste norma de matrice orice aplicatie
A-||4],, : M, (R)>R-

cu proprietatile:
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(i) |4,,=0dacasi numai daca 4=0,
G) [y, =l ;R AM®R),
i) [d+B],, <[4l +]2],, -

(v) (4B, <[l Bl - A BeM.R)

Un exemplu de normad de matrice este norma euclidiand de matrice, care se
defineste astfel

0 on 1/2
IIAIIE{ZZaﬂ : (1)

i=1 j=1
Proprietatile (i) si (ii) sunt evidente. Pentru a demonstra proprietatile (iii) si (iv) se
foloseste inegalitatea Cauchy—Buniakovski—Schwarz pe R”. Pentru exemplificare
demonstram (iv). Fie C=A4B. Atunci

2 |« P (o 2 | <2
Cij = Zaikbkj < Zaik Zbkj
k=1 k=1 k=1
In continuare avem

2 n n 2 n n 2 n n 2 2

4Bl =22 i <2 Daix |- 2| 2biy |=[4lz B
i=1 j=1 i=1\ k=1 j=1\k=1

de unde rezulta ||AB|| z < ||A|| z ||B|| g

2
E’

Definitia 2. O norma de matrice se numeste compatibild cu norma

-1
vectoriald ||||p daca ||Ax||p$||A||M||x||p pentru orice X.

Observatia 1. ||Ax||2 < ||A||E||x||2, (Y) x.

n n n
Intr-adevir, ||Ax”§ = Z(aﬂxl +.F A X, )2 < Z[Zalg J(ijz} = ||A||2E ||x||§ .

i=l ==l )\ j=l

Observatia 2. Daca A este o valoare proprie a matricei A, atunci |/1|S||A|| I,
pentru orice normad de matrice compatibila cu o norma vectoriald.

Intr—adevar, fie v un vector propriu al matricei 4 care corespunde valorii
proprii 4. Atunci avem

M= = v <[4 v

2
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deci |/1| S”A”M.

Dupa cum se stie, intre multimea M ,(R) a matricelor patratice cu
elemente din R si multimea L(R") a aplicatiilor liniare si continue, U :R"—>R",
existd o corespondentd bijectivd. Mai precis, dacd A este matricea asociata
transformarii liniare U, atunci U(e;")=(ays, @z, ..., ani),
unde ¢/ =(0, ..., 1, ..., 0)eR” si U(x")=(4x)". Pe de alti parte, spatiul L(R") este
un spatiu normat in raport cu norma operatoriala:

Wl =swot [0k )| |7]=1 @

unde cu || . || am notat o norma oarecare pe R”.

Se stie de asemenea ca:

||U||O=inf{c>0; HU(xT)HSCHxT , (V)x eR” } 3)

Definitia 3. Se numegte norma matricei A subordonatd normei vectoriale || : ||

urmatorul numar:
4]

J4l=sup {lax] : =1 }=supt ot “4)
xs0 [
Ca si In cazul normei operatoriale, avem
|4|=inf{e>0; |4 <], ()x) . (5)

,VxeR", deci norma

Din relatia (5) rezultd in particular ca ||Ax||£||A||||x

matriceald definita de (4) este compatibild cu norma vectorialda careia 1i este
subordonata.

Este evident ca aplicatia A4 —>||A|| definita de (4) satisface proprietatile (i)—(iii)
din definitia 1. De asemenea avem
48] < 4] 3] <[] |2] - -
de unde rezulta ||AB|| £||A|| B||
Asadar, formula (4) defineste intr—adevar o norma de matrice.

Definitia 4. Daca A,, ..., A, sunt valorile proprii ale matricei A , atunci se noteaza
cu p(A)=max|/11-| si p(A) se numeste raza spectrald a matricei A (in aceastd
1<i<n

definitie A, pot fi reale sau complexe)

Teorema 1. Pentru AeM ,(R) avem:

n
0 xS
Jj=1

b

a-v
i
1<i<n J
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) |4 1= maxz

1<j<n

b

dij

1

@ [a=lpla-alp .

unde cu ||A||p am notat norma matricei A subordonata normei vectoriale ||x||p.

Demonstratie.

Smaxz

‘J‘ "x” maXZ‘ l]‘

||Ax|| o= max

Zay J

dij

Ramane sa aratam ca existd X cu ||x|| w=1

Rezulta ||A||oO maxz ajj|.
j=1

1<i<n

astfel incat ||Ax|| o=
1<i<n

(6)

ij

%\%\ﬁg’;}gga
J= J=

0 daca akj=0
sifie X; =4 %%

J daca ap; # 0
Akj

Evident ca ||x|| =1 si ||Ax||Oo Z‘akj‘—maxz

a;;| . Asadar, am demonstrat

(1). In continuare avem

n n
||Ax|| 1= Z|a,-1x1 +..+ amxn| < Z(Ia,-1||x1| +..+ |a,-n||xn|)S

i=1 i=1

(gix $ ,]j (1 o )= mae [Z

n
I<j<nl ;5 i ]”xul

de unde rezulta

1<<
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Pe de alta parte daca eTjI(O,...,l,...,O) , atunci Hej“l =1 si HABJHF i‘aff" de
i=1

n

n -
unde rezultd ||A||1 2; ‘aij , pentru orice j=1,n. Asadar, ||A||1 ergnjagxng‘ay-‘

si cu aceasta afirmatia (2) este dovedita.
Fie B=A"A si fie
W =sup{ xTBx; x|| 7=1 } (7
2 .
oy =t =} deci ], = o -
=1

x"2 } este compacta, rezultd ca existd v cu

2=1.

Evident 4 =sup{(Ax)T Ax

Deoarece multimea S = {x ;

proprietatile: 14=v'Bv si ||

Vom arata in continuare cd Bv=g,v, decicd v este un vector propriu pentru B si
corespunde valorii proprii z.

T
Intr-adevar, pentru orice z#0 avem: (i J B[i JS L sideci
) U
Bz < /41”2”; = ﬂlZTZ ®)

Pe de alta parte este evident ca relatia (8) este verificata si pentru z=0. Deci relatia
(8) are loc pentru orice z. De asemenea avem:

vIBv=1v'v )
Daca notam cu C=B—1, , atunci avem:

Z'Cz<0, (Y)zsi (8"

vICv=0 9"

Fie z=v+ty, unde reR este oarecare si y este un vector oarecare. Din (8') si din
faptul cd C este simetrica rezulta
VIOV 20/ (Cv)+£y"Cy<0 .
Tinand seama de (9') avem
2yl ey +2n7 (ov)<o . (10)
Pentru ca (10) sa fie adevirati pentru orice t€R trebuie ca y'Cv=0.Cum y a
fost arbitrar rezultd 0=Cv=(B—yl,)v=Bv—1yv.

Asadar, avem Bv=g,v, deci g este valoare proprie pentru B si in plus p = ||A||§

Pe de alta parte, fie x o altd valoare proprie a matricei B si fie wu=0, u"2 =1,
astfel incat Bu=gu. In continuare avem
2 2 T T
H =||A||2 2||Au||2 =u'Bu=u pu=u.

Asadar, g4 este cea mai mare valoare proprie a matricei B, deci am demonstrat §i
afirmatia (3). a
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In particular dacd presupunem cd matricea A4 este simetrica, rezultd ca
B=A>. Fie A, A, ..., A, valorile proprii ale matricei A4, care In acest caz sunt

reale. Se stie ca /112,/13,...,/131 sunt valorile proprii ale matricei A4°. Si

presupunem ca /112 = max /13 .
1<j<n

Din Teorema 1 rezulta ca ||Al||2 = |ﬁl|. Daca, in plus, 4 este pozitiv definita, atunci

A>0 pentru orice i. Sa presupunem ca: A >4, >...2 4, . Din cele de mai sus
rezulta ||A|| )= A1, unde 4, este cea mai mare valoare proprie a matricei simetrice

si pozitiv definite A.

§1.6. Perturbarea sistemelor liniare.
Numdrul de conditionare al unei matrice

Consideram urmatorul sistem de ecuatii liniare
10x; +7xp +8x3 +7x4 =32
7xp +5xy +6x3 +5x4 =23 )
8xy +6x7 +10x3 +9x4 =33
7x1 +5x7 +9x3 +10x4 =31
a cdrui solutie exacta este x;=x,=x;=x4=1.
Sa consideram acum sistemul (1') in care am modificat “putin” termenii liberi
10x; + 7xy +8x3 +7x4 =32.1

7)(?1 + SX2 + 6)63 + SX4 =229 (1')

8)61 + 6)62 + 1OX3 + 9X4 =33.1

7x1 + 5)C2 + 9X3 + IOX4 =30.9
Solutia sistemului (1') este x1= 9.2 ; x,= —12.6 ; x3= 4.5 ; x4~ -1.1 . Asadar, o
eroare micd, de ordinul 0.1, a termenilor liberi, produce o eroare mare, de ordinul

10, a solutiei sistemului.
Fie acum sistemul (1") in care modificdm putin coeficientii sistemului

10x) +7xy +8.1x3 +7.2x4 =32

7.08x; +5.04xy +6x3 +5x4 =23

8x; +5.98x5 +9.89x3 +9x4 =33
6.99x] +4.99x, +9x3 +9.98x4 =31

Solutia sistemului (1") este: x1=—-81; x,;= 137 ; x3=-34; x,=22.
Sa analizam acum efectul perturbarii membrului drept asupra solutiei unui sistem
liniar Ax=b, in care matricea A este nesingulara.

(1"
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Notdm cu o0b perturbarea membrului drept si cu ox perturbarea care rezulta
pentru solutie. Avem: A(x+ox)=b +6b , de unde rezulta Aox=05b si deci
Sx=A"'6b . Pentru orice normi de matrice compatibild avem:

Joe| <™ - oo @
Pe de alta parte ||b|| =
M 5
IIXII el
o]

Ch

Numarul de conditionare al unei matrice se defineste astfel
cond(A) =]} 47| . )

, de unde rezulta:

Din relatiile (2) si (3) obtinem H_" |- H —1“ |

Asadar, intre eroarea relativd a membrului drept si eroarea relativi a solutiei
sistemului avem urmatoarea inegalitate

o] _ [[¢%]
< cond(A)- (5)
T° Tl

Observam ca daca numarul de conditionare al matricei coeficientilor sistemului
este mare, atunci la erori relativ mici ale termenilor liberi, pot apare erori relativ
mari pentru solutia sistemului. In cazul exemplului (1) avem

10 7 8 8 25 —-41 10 -6

75 6 5 . 41 68 —17 10
8 6 10 9|’ | 10 -17 5 -3
7 5 9 10 6 10 -3 2

si condy(A4) = 2984. (S—a folosit norma de matrice || ||2). Dupa cum se vede,

numarul de conditionare este destul de mare, ceea ce explica instabilitatea solutiei

sistemului.

Numarul de conditionare are urmatoarele proprietati:

@) cond(/,)=1

(i)  cond(4)=cond(4 ")

(iii))  cond(aAd)=cond(4) pentru orice a0

(iv) cond, (4) = T ,unde p>g6>..21,>0 sunt valorile proprii ale matricei
Hy

B=A"4
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max|/11~|

min|/1,~
valorile proprii ale matricei 4
(vi)  Daca A4 este ortogonald, atunci cond(4)=1 .
Pentru a evalua eroarea solutiei sistemului la o perturbare a coeficientilor
sistemului, avem nevoie de urmatoarele doua leme.

W) Daca A4 este simetrica, atunci cond,(4) = ,unde A, ..., 4, sunt

Lema 1. Dacai AeM ,(R) si ||A|| <1, atunci:

) A+l, si A-I, sunt nesingulare, si
g 1 1 1
(ii) —SH(AJ_rI ) Hs—
[4]+1 B E
Demonstratie.

Prezentdm demonstratia pentru A+, .
Presupunem prin absurd cd A+/, este singulara. Atunci exista x # 0,

||x|| =1 astfel incat (4+1,)-x = 0. In continuare avem x=—Ax, deci ||x|| < ||A|| - ||x|| .
Rezulta ||A|| >1 ceea ce contrazice ipoteza ||A|| <1.

Pentru a demonstra (if) observam ca

1=[1,] = \ (1, +AXI, + A)-lu <|1, + 4 \ (1, + A)_IH <(1+]4))- \ (1, + A)-1H

de unde rezulta

eelas ]

[+ <|(a+27].
Pe de alta parte avem

L=(L+A) HAULFA)
de unde rezulta
‘(ln ¥ A)_IH |1, -4, + A)_IH 31+||A||-‘(1,, + A)_l‘ :
si mai departe
_ 1
‘(1 +4) 1“3—.
! 1=[4]

Lema 2 (a perturbarii). Fie A, BeM (R) cu proprietatile:
0 e
(ii) HA_I(B - A)H <k<l.

(2

Atunci B este nesingulara §i HB_IH < e

Demonstratie.
Din Lema 1 rezulti ci I,+4 '(B—-4)=A"'B este nesingulara.
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Cum det(4 'B) = det(4 ')-detB, va rezulta detB # 0, deci B este nesingulari.
Tot din Lema 1 rezulta

< 1 )
1 HA_IB A)H 1-k

HB “1B-a)

Mai departe avem
o<l <t <2

Teorema 1. Daca perturbam matricea coeficientilor sistemului Ax=b cu O0A §i

—1 . A . .. . ..
HA 5AH <1, atunci intre eroarea relativa a solu,tzel S1 eroarea relativa a matricei

coeficientilor are loc inegalitatea
o] . conday ||

nu‘lcmwwﬁrmwﬂ

Demonstratie.
Din egalititile Ax=b si (A+04)(x+dx)=b rezultd AS+0Ax+34%=0. In continuare
avem & =—(A+04) 64 x si mai departe

I ” < a0 (6)

Daca alegem in Lema 2 azHA_ H si B=A+0A, atunci

HA_I (B- A)” - HA‘laAH <1

si va rezulta

I
57| =+ 0!]< g
- HA 1§AH - HA H o]
Din (6) si (7) obtinem
O R L

-] o] 1] ||"5A”|| 4]
Tinand seama de definitia numarului de conditionare, ultima inegalitate devine

o] . cond(ay [o4] a

M ICWMAJ A 4]
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Observatia 1. Daca presupunem in plus ca perturbam §i membrul drept al
sistemului cu Sb atunci rezulta

o] cond(4) (IIﬁAII N II%IIJ_
R N2
Zl

||x|| 1—cond(A)

Observatia 2. Rezolvarea sistemului Ax=b, cu metoda Gauss revine la rezolvarea
a doud sisteme triunghiulare Uy=b si Lx=y. Rezolvarea fiecdrui sistem necesiti n’
operatii. Daca unul din aceste sisteme este rau conditionat (ceea ce se poate
intdmpla chiar daca sistemul initial Ax=b este bine conditionat) metoda Gauss
conduce la erori mari.

Cu totul altfel stau lucrurile in cazul metodei Householder. Deoarece cond(Q) = 1
si cond(QR) = cond(R), rezulta ca sistemul Qy = b este bine conditionat si deci
ca sistemul A4x = b are aceeasi conditionare ca sistemul Rx = y. Asadar, algoritmul
Householder are proprietati de stabilitate mai bune decat algoritmul Gauss.

Observatia 3. Pentru evaluarea numarului de conditionare cond(4), este suficient

sd cunoastem un majorant pentru HA_IH .

Calculul lui H(LU )*IH este mai usor decat calculul lui HA_I‘ , deoarece

inversarea matricelor triunghiulare este usoara. Sa presupunem ca

(coy!|=a si Ja-Lu| s
(24

unde 0<k<l. Atunci din Lema 2 rezulta HA_IH < % .

Intr-adevar, si alegem in Lema 2 matricea LU finloc de A si matricea 4 in loc
de B. Avem

|47 (4-10) |< 47| |4~ U] <a-

£:k<1.
a

Atunci rezulta HA_IH S% sideci cond(4)< f” k” . 0
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§1.7. Metode iterative de rezolvare a
sistemelor de ecuatii liniare

Metodele directe de rezolvare numerica a sistemelor de ecuatii liniare se
utilizeaza pentru sisteme care au matricea coeficientilor densa (aproape toti
coeficientii sunt nenuli) si cu un numar de ecuatii moderat (pana la 100 de ecuatii).
Pentru sisteme mari de ecuatii de ordinul 10° — 10° si care au matricea
coeficientilor rard (cu multe elemente nule), se utilizeazd metode iterative de
rezolvare numerica.

Sa presupunem ca sistemul

Ax=b €))
se poate pune sub forma echivalenta

x=Bx+c 2)
Forma echivalenta (2) ne sugereaza urmatorul proces iterativ:

At Zpelm) s , (3)

unde x'© este un vector arbitrar.
Dacéd notam cu x solutia exacta a sistemului, atunci avem
x =Bx +c 4)
Fie €™ =x"x" vectorul eroare.
Din (3) si (4) rezulta et = pe(m) , meN" si mai departe
e = gme(0) ®)]

Teorema 1. Daca ||B|| <1, atunci sirul (x(m)) este convergent si 1im x(m) =x".

m—>0
Demonstratie.
Este suficient s ardtim ci lim (™ =0
m—>0
Din (5) avem
<1l <tz |
. m _ - . (m) _
Deoarece lim ||B|| =0, rezulta Iim "/ =0. a

m—»0 m—»0

Teorema 2. Conditia necesara si suficienta ca sirul (x(m)) definit de (3) sa fie
convergent este ca p(B)<1 , unde cu p(B) s—a notat raza spectrald a matricei B.
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Demonstratie.

Este suficient sd aritim cd  lim B” =0 dacd si numai daci p(B)<1. Din
m—>0

Algebra liniara se stie cd matricea B se poate aduce la forma canonica Jordan, deci

ca existd o matrice nesingularda C astfel incat

cl.B.c=J= Jpli(ll) J, (1) 0
YT : p2\"2 : ’
0 I, G)
unde
A 10 0
J ()= 1 :
P : o1
0 A
este o celula Jordan, A, ..., A, sunt valorile proprii ale matricei B si
pi, ... , p» sunt ordinele de multiplicitate ale acestor valori proprii. Deoarece
C'B"C=J", rezultici lim B™ =0 daci si numai daci lim J™ =0. Pe
m—»o0 mM—»00
de altd parte, J =D + N, unde
4 0 0
0 4
D=
A, 0
0 0 A,

este o matrice diagonald de ordinul n, iar N este o matrice nilpotenta de ordinul
n, adica N'=0.

N m
In continuare avem J"' = ZC,];Dm_kN k' Deoarece N*=0 pentru k=n, vom

k=0
avea

n
Jm=yckpmnkyk (6)
k=0
Observam ca ||D||OO = rnax|/11| = p(B)<1. Din (6) rezulta:
I<i<r

HJmH < i m(m—1)...(m —k +1),
s k! !

k
DI N, < 3 2L, - (o)
k=0 "-
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Cum  lim mX(p(B)"* =0, remlta ca  lim HJ’”szo, deci ci
m—>o0 m—0

lim J™ =0.

m—»o0

Reciproc, si presupunem ¢ lim B™ =0 si ca p(B)Z 1. Atunci exista
m—>0

un vector propriu x # 0 si o valoare proprie A, cu |/1| >1, astfel incat Bx=Ax si
deci B"x=A"x.

Cum (A" x) nuconverge la0, rezulta ca B" nuconverge la 0, ceea
ce contrazice ipoteza facuta. a

Una din cele mai cunoscute metode iterative este metoda Jacobi.
Sa presupunem cd matricea sistemului Ax=b are proprietatea a;; #0,i =1,_n.
Daca notdm cu D =diag(ayy,...,a,,) $icu E=D-A, atunci obtinem sistemul
echivalent (D—E)-x=b si mai departe

x=D'Ex+D7'p (7)
N . 1 1 _ niag;
Cum D’ =diag| —,...,— | , rezultica HD 1EHOO: max ¥ |2 .
a Aun 1<i<n Jj= a;;
J#i

Observam ca daca matricea A este tare diagonal dominanta, atunci HD_IE H o<l si

in virtutea Teoremei 1, sirul

) 2 (pT k) 4 pTp w0 8)
este convergent pentru orice aproximatie initiala  x'7.
constad In urmatoarele:

Sistemul Ax = b se pune sub forma echivalenta (7).

Scris pe componente, sistemul (7) arata astfel

Asadar, metoda Jacobi

1 n
xj=—1|b;— 2 a

ajj Jj=1

J#I

X i=Ln . (77)

Se obtine sirul recurent { x(m) } unde

n _
xl_(m"'l) :L b; — Zaijxg.m) , i=ln . (87)
aji J=1

J#i
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Daca matricea 4 este tare diagonal dominanta, sirul (x(m )) converge la
solutia exacta a sistemului.

Exemplu. Fie sistemul
5 -1 -1 -1)(x
-1 10 -1 —-1]|x,
-1 -1 5 -1||x;3
-1 -1 -1 10)\x4

Solutia exacta este xl—l X=2, x3= 3, x4 =4.
5 0 0 01 11 0 02 02 02
0 10 0 O 1 01 1 1 01 0 01 0,1
= ,E: N D E: )
0 0 5 0 1 1 01 02 02 0 02
0 0 0 10 1 110 01 o1 01 O
-0,8
-1 192 -1
plp= o EHOO:O.6<1 .
1,6
3,4

Obtinem urmatorul proces iterativ:

MV = 0220 1026 +0.2x(" ~0.8
WV =006 0x{” 1 0.0x0" —1.2

Y =026 102x07 +02x(" +1.6

Y =006 1 0.0V v 0.1xY 434

Daca alegem aproximatia initiala xlo =xg = xg = xg =0 atunci dupa 5

iteratii obtinem
x=0948; x{) =1969; x{ =2948 x{ =3969

O altd metoda iterativda cunoscutd este metoda Gauss—Seidel si care
corespunde urmatoarei spargeri a matricei coeficientilor:
A=(D+L)+U unde D=diag(ay,...,a,,),

0 0 .. 0 0 aypp ... a4y

a 0o ... 0 o o0 ..
21 iar U= aon
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Sistemul (1) devine (D+L) x =—-Ux +b si mai departe obtinem urmétorul proces
iterativ:

(D+L) X" = —Ux™ +b . 9)
Pe componente obtinem

xl(m+1) 1 [b _’i ayx Sm+1) Z ayx( )J i=ln . (10)

ajj Jj=1 Jj=i+l
. . .. - . +1 . .
Din algoritmul (10) se observa ca fiecare noud componenta, xgm ), este imediat
utilizata la calculul urmatoarei componente.
Se poate arata ca procesul iterativ Gauss—Seidel este convergent daca
matricea A este tare diagonal dominanta.
In cazul exemplului precedent obtinem

s 0 o0 o[« o1 1 [« (-4
~1 10 0 o|[xm fo o 1 r|[xM] |12
= +
1 -1 5 0 xgmﬂ) 00 0 1 xgm) 8
-1 =1 =1 10)| (mt) | {0 0 0 0)| (m)| |34

xl(mH) =%(xgm) + xgm) + xgm) - 4)

ngrl) o ( (m+l) (m) + xgm) n 12)

x{mH) ( (m+1) | (’”H)+x£m)+8)

sau

gm+1) ( (m+l) (m+1) n x§m+l) 4 34j
10
Pentru x(o) = xéo) =x§0) = (O) =0, dupa 5 iteratii obtinem

) =0995 ; (5)—1998; ) =2998 ; 2 =3.999 .

§1.8. Metode de relaxare. Principiile de bazdi

Metodele de relaxare sunt metode iterative si sunt utilizate pentru
rezolvarea numerica a sistemelor liniare care au matricea coeficientilor simetrica si
pozitiv definita.

Fie sistemul liniar

Ax-b=0 (1)
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V1

. . L . . = V2
unde matricea 4 este simetricd si pozitiv definita. Dacd v=| ” | este un vector de

proba oarecare, atunci notam cu

r=Av->b . 2)
Vectorul » se numeste vectorul rezidual.

Scopul oricarei metode de relaxare este ca prin schimbarea sistematica a
vectorului v, vectorul rezidual corespunzitor r sa se micsoreze, eventual sa se
anuleze.

In cele ce urmeaza, pentru orice doi vectori

U V1
Us 3 \%
u=| | si v=
ul’l vi’l
vom nota produsul lor scalar cu
(u,v>:vTu:ulv1 tupvy ... tuyvy 3)
Asociem sistemului (1) functia patratica
1 n n n 1
FW=—2 XYa;viv; - 2byv, =—<Av,v>—<b,v> 4
2121 i=l 2

Deoarece A este pozitiv definitd, rezulta Q(v)>0 pentru orice v#0, unde
oWw)= <Av, v> . Observam de asemenea ca pentru orice i=1,n avem

OF 1
o aaijvj b

deci vectorul rezidual
r=gradF . ®)]

Teorema 1. Problema determinarii solutiei sistemului (1) este echivalenta cu
problema determinarii punctului de minim al functiei patratice (4).
Demonstratie.

Fie v, solutia sistemului (1). Atunci ry=Avy—b=0. Cum

F
ro=gradF(vy), rezulta j—(vo) =0. Asadar, v=y, este punct critic pentru F. Pe
Vi
de alta parte,
2 n n
d“F(vp)=2 Xa;dvidv; >0.
i=1j=1
Rezulta cd v=v, este un punct de minim global pentru F.
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Reciproc, dacd v=v, este punct de minim pentru F atunci

n
Rezulta Za,-jv? —b; =0, i=Ln, deci v=v, este solutie pentru (1). U
Jj=1

In continuare prezentim principiul de bazi al metodei relaxarii. Fie v un
vector de proba oarecare, p o directie datd si D = { vi=v+ip, teR } , dreapta

care trece prin v si este paraleld cu p. Ne propunem sd determindm vy € D
astfel incat F(vg) = min{F W) v'e D}. Tinand seama de (4), rezulta
F(v') :%<A(V +ip)v+ip)—(by+ip)=
2

1 t t t
= E<Av,v> - <b,v> + 5 <Av,p> + 7<Ap,p> + 3 <Ap,v> - l<b,p> =
2 2
=FW)+ %<Ap,p> + t<Av,p> - t<b,p> =FW)+ % <Ap,p> + t<Av - b,p> =

2
=F(v)+ %<Ap,p> + t<r,p> .

Folosim notatia

2
, t
f(t)=F(V)=F(V+tp)=F(V)+7<Ap,p>+t<np> (6)
Determinam pe ¢ astfel incat f(¢)=F(v') sa fie minima. Pentru aceasta trebuie

saavem f'(¢t)=0, de unde rezulta t<Ap,p> + <r,p> =0. Asadar, obtinem:

Cum f"(t)= <Ap,p> >0, rezultd ca vectorul vy =v+17y;,p este un punct de

min

minim pentru F(v').
In continuare avem

{re)”
(4p.p)

fltmin)=F(vp) = F(v) _%

de unde rezulta

1 {rp)”
AF =F(vy)—F(v)=——

2 <Ap,p>
Pentru ca AF<O0, trebuie ca (r,p> #0. Rezulta cd directia p se alege

<0 .

astfel iIncat p sanu fie perpendiculara pe r.
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Observatia 1. Daca ry = Avy —b este vectorul rezidual corespunzator vectorului

Vo =V+iminP, atunci (ré,p>=0.

Intr-adevar,

(= av-) i 0= )7 22 ) =0

Pentru interpretarea geometricd a principiului relaxarii sd consideram cazul
particular n = 2.

Ecuatiile F(v) = constant, reprezintd ecuatiile unor elipse concentrice, al
ciror centru comun, coincide cu punctul de minim al functiei F. Intr-adevar,
ecuatia F(v) =c revine la

allvlz +2a12v1v2 +022V§ —2b1V1 —2b2V2 =2c. (8)
Deoarece A este pozitiv definitd, rezulta ca

a a
5= [ 11 12 J>O ’
ajp a4
deci (8) reprezinta o elipsa.

Fie vy un vector de proba oarecare si c¢y=F(vy). Ecuatia F(v)=cy
reprezintd o elipsd si v=v, apartine acestei elipse. Deoarece ry=gradf(v,), rezulta
ca ry este perpendicular pe tangenta in v=v, la elipsa. Directia p; o alegem
astfel incat sa nu fie perpendiculard pe 7ry. Fie vi=vottmmp1 sifie c=F(v)).

Punctul v=v, apartine elipsei F(v)=c; si de asemenea apartine dreptei ce
trece prin v, si are directia p.

Fie r=Av,—b. Din Observatia 1, 7o

rezultd cd r este perpendicular Vo

pe directia p;. Pe de alta parte

ri=gradF(v;) este perpendicular

pe tangenta in v=v; la elipsa

F(v)=c). Rezulta ca v=v,, este r P
punctul de tangentd la elipsa

F(v)=c, al dreptei care trece prin v, §i are directia p;.

§1.9. Metoda relaxarii simple

Este o metoda specificd calculelor de mana, avand mai ales o semnificatie
istorica.

Fie v un vector de proba oarecare si fie r=Av — b vectorul rezidual
corespunzator.
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, atunci alegem p=e; unde el =(O,...,1,...,0).Rezulté

Daca max |rl~| = ‘rj

I<i<n /
(rop) __ 1
mn="7, -~ §
(4p.p)  aj
' _ i
Vi=VHignp=v-———¢; @8
4ji
Pe componente avem:
V; daca i#j
Vil -—L daca i=j - 2)

i

’/‘ .
De asemenea vom avea 7' =Av —b=r——_ Ae; simai departe

ajj
r.
J
I"l —}"1 ——alj
ajj
rj'-=0 3)
]/‘.
' J
Ty =Ty ———ay;
aji
2
, 17
AF =F(Wv)-F()=—-——"-<0,
2ajj

ceea ce asigurd convergenta metodei. Desi convergenta este asiguratd, experientele
numerice aratd ca aceasta este foarte lentd. Convergenta este imbunatatitd daca
matricea 4 este tare diagonal dominanta.

Exemplu.
—X] + O.ZX2 + 0.2X3 +06 =0

0.2x, -x; +02x3 +05 =0
02x; +02xp -x3 +04 =0
0
Daca alegem vD =0 , atunci
0
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0.6
r(l) =105] si max(rl(l), rz(l), r3(1)):r1(1) =06 .
0.4
Asadar
1 (D D
p1=e =|0], v® =y —l—el si r@ =M —I—Ael.

a a
0 11 11

Pe componente avem

v =06 1P =0

W0, P =062,
VP =0 r2 =052

r2(2) = max(rl(z), r2(2) , r3(2))= 0.62.

Rezulta
0 e e
pr=ey=|1], v =@ _2 ey sl r® =@ —2—A€2 ;

0 az) az

v =06 r® =0.124

v o=062, 1) =0

G _ 3 _
V3 =0 3 =0.644
r3(3) = max(r1(3), r2(3) , r3(3))= 0.644 .

In continuare

3 -3
przes=|o], vy B o g @0 B
33 a33
v =06 r® =02528

v =062, (AP =01288 , etc.
v =o0644 |1 =

— = O O
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§1.10. Metoda deplasarilor succesive (Gauss - Seidel)

In metoda deplasarilor succesive, directia de relaxare urmeazad ciclic
directiile ey, e, ..., e,, indiferent de reziduurile respective, dupa care ciclul se reia.
Pentru simplificare sd presupunem ca avem sistemul

aj1x; +apxy +apzx3—b = 0
ay|x; +axnxy +axx3—by = 0
azx| +axpxytazzxz —by = 0
1
Fie v vectorul de proba initial si fie p'=e; =|0|. Conform formulei (1) din §9
0
()
rezulti v/ =v(%/ —1—e1 , lar pe componente
a
Vi =v1(0) —aL(aHvl(O) +a12vgo) +a13vg0) —bl)
11
1% =v£0)
= f

In continuare alegem directia de relaxare
0

p=e=|1
0

si obtinem vectorul v" de componente
=

1
V= VEO) ———(ayvf + agvh +axv —by) .

ax
Vi = vg 0)
In sfarsit, pentru directia de relaxare
0
p"=e3=|0],
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obtinem vectorul V" de componente

viﬂz vi’
"
V2 =V
1
7= (a3 V] + agph +az3vi —b3)
ass
Dupa incheierea acestui ciclu, vectorul gasit va fi notat cu v si va avea
componentele:
a a
vl(l) :viuz_ﬁng) _ing) "
a1l ap apy
a a b
vgl)zvgz_ 21 V1(1)— 23 vg0)+ ) )
a ar an
a a b
vgl) :vg’z_ivl(l) _ﬁvgu L
ass as3 ass

Efectuand calculele obtinem:
allvl(l) + alzvgo) + a13v§0) =b
a21v(l) + azzvg) + a23v§0) =b,
a31v( )4+ a32v§1) + a33v§1) =bs

In general, pentru un sistem de n ecuatii, dupd (m+1) cicluri se obtine vectorul

+1 . - ..
v care verifica ecuatiile:

allvl(m+ ) +a12v( )+a13vgm) +...+a1nv,(1m) =b
a21v1("1+1) +a, v(m+1) +a23vgm) +...+a2nv,(,m) =b, @)
a,, vl(m+1) +a, v(m+1)+an3vgm+1) +...+annv2mﬂ) =b,
Observatia 1. Formulele (1) coincid cu formulele (10) din §7.
Daca notdm cu
0 0 0. 0
al 0
an 0 0. O
T . 0 ay -
E= asy aszn 0.. 0}, F=E $1 D= . . . )
0 0 Ay
a, a4 0
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atunci matricea 4 admite descompunerea A=E+D+F si sirul de vectori p(m)
verifica relatia matriciald

(D+ENV™D + ;™ =p (3)
de unde rezulta

VW= _(D+E) 'R +(D+E) b . 4)
In sfarsit, notand

M= —(D+E)"'F si C=(D+E)’'b (5)
obtinem procesul iterativ

W=ppM4C (6)

Exemplu. Sa se gaseasca solutia aproximativa obtinutd dupa 5 iteratii cu metoda
deplasdrilor succesive, luand vectorul initial (0, 0, 0), pentru sistemul Ax = b,
unde:

2 -1 0 0 1
-1 3 -1 O 1
A= , b= .
0 -1 3 -1 1
o 0 -1 2 1
Rezolvare
18 0 0 O 0 -1 0 O
q 116 12 0 0 0 0 -1 0
36|12 4 12 0 0 0 0 -1
1 2 6 18 0O 0 0 O
0 18 0 O
1 110 6 12 0
M=—(D+E)y F=—
36|0 2 4 12
01 2 6

detM —any=2 22 -2, L)
9" 36

Valorile proprii ale matricei M sunt 4; =0369 ; 1, =0.077,; A3=0; 44=0.
p(M)=0.369<1, deci procesul este convergent.
Pe componente algoritmul conduce la:
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56
Iteratia I
1 1 0 0 0
x1( : :a_(b —a12x§ ) —ay 3x(3) —a 4x(4))
11
1 ! o 0 0.5
) = p=azp{” ) ) 05
1 212 . rezults  x(V = 0' 5
Xy =@ ~azpy) —any) —az)) 0'75
33 '
1 1 )
xf;) :a(b —a41x(1) —a4zx(zD “’43"(31))
Iteratia a Il —a
2 _ |1 !
= ) a2 )
11
i 1 , 0.75
xé : :a_(b —azlx(1 ) —az3x(31) _“24x(41)) 0.75
i 122 , , rezulti ¥ = 08'3333
x§ ):—(b—a31x(1 ) —a32x(2) —03436(41)) '
s 0.91667
2 1 2 2 2
xz(; : :a(b—amﬁ ) _a4zx(2) _“43x(3))
Iteratia a I1I —a
3 1 2 2 2
Lo r? )
3 ! . , ) 0.875
xg ) :_(b—azlx(l ) —azgxg) —az4x(4)) 0.90278
a i X =|
! 1 5 5 o rezulta x“/ = 0.93981
Y =—b-azpl? —a3nl) —a3pl?) '
a%3 0.96991
3 3 3
xf; : :a(b—amxﬁ ) —a42x(2) _a43x(33))
Iteratiaa IV —a
4 _ 1 3
x1( ):a_(b —alzx§3) —a 3x(3) —a 4x(43))
11
) 1 5 3 0.95139
xé ) :_(b—azlx(l4) —aggxg) —az4x(4)) 0.96373
ax i xW=| ©
) 2 o “ - rezulta x\" = 0.97788
x§ =——(b—azp” —azx,” —azxy’) '
afS 0.98894
4
xz(; ) :a_(b —a4lx(14) —a42x(24) —“43"(34))
44

Iteratiaa V —a
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5 1
x1( ):a_(b —a12x§4) —aq 3’6(;9 ! 4x(44))
11
. 1 0.98187
xé ) :a_(b —a21x(15) —azgx(34) —a24x(44)) 0.98658
5 %2 rezulti  x©) = 0'99184
x§ ) —— —a31x(15) —a3zx(25) —034?6(44)) '
33 0.99592
5 1
xz(; : :a(b _a4lx(15) —“42x(25) —a43x(35))

Teorema 1. Daca matricea A este simetricd §i pozitiv definitd, procesul iterativ
Gauss —Seidel este convergent.

Demonstratia rezultd din analiza descresterii functiei patratice F prin trecerea de
la o iteratie la alta. O altd demonstratie se bazeaza pe faptul ca se poate arita ca
dacd A este simetricd si pozitiv definita, atunci p(M) <1 si conform Teoremei 2

din §7, procesul iterativ este convergent.

§1.11. Metoda suprarelaxarii

Pentru sisteme mari de ecuatii, procesul iterativ Gauss —Seidel converge
lent, deoarece raza spectrala p(M) este in vecindtatea lui 1.

Metoda suprarelaxdrii este o generalizare a metodei Gauss —Seidel, care
consta in introducerea unui parametru @ in vederea accelerarii convergentei. Ca si
in metoda Gauss —Seidel, directia de relaxare urmeaza ciclic directiile ej, e, ..., e,
dar se inlocuieste f,, cu =@y, Exemplificim metoda pe cazul particular al
unui sistem de trei ecuatii. Fie v vectorul de proba initial. Dupa un ciclu in care
directia de relaxare urmeaza succesiv directiile e;, e), e; obtinem vectorul "

de componente:

1 0 (<Y 0 0 0
Vl()ZVI( )—a(allvl( )+a12vg )+a13vg )_bl)
w
=Y _a_(a21v1(1) tap” +ayp” —bz) (1)
22
1 0 w 1 1 0
Vg ) ZVg ) —E(aﬂvl( ) +a32v£ ) +a33vg ) —b3)

Daca @w=1, obtinem din nou formulele (1) din §10. Dupa efectuarea calculelor
rezulta:
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a)'lallvl(l) +(1 —Cl)_l)al lvl(O) + alzvg()) + (113ng) _ b]
a31v1(1) + a32"£1)+033a’_1"g1) +(1- cu_l)a33vg0) = b3

Dacé introducem notatiile

0 0 0 an 0 0
E=|ay; 0 0|, D=| 0 ay O | si F=E",
asy aszp 0 0 0 ass
relatiile (2) capata forma matriciala
(E+o ' DWVY + [F+(1 -0 )DW” =b . (3)
In general, pentru un sistem de n ecuatii, sirul de vectori " satisface relatia:
(E+o ' D)V + [F+(1 -0 D] V™ =b . (4)

In continuare avem
W= —(E+o D) [F+(1 0 D] "+ (E+o'D) b .
Notam cu
M(w)=—(E +w D) [F+(1—af1)D -
Clw) = [E+a)_1DFb
Obtinem astfel procesul iterativ
VW =M(0 W™ + C(w) . (6)
Pentru @w=1 obtinem algoritmul Gauss —Seidel (vezi (4), (5), (6) din
§10).
Parametrul optim, ., va fi acela pentru care raza spectrald a matricei
M(w) va fi minima. Evident, pentru acest parametru se obtine cea mai rapida
convergenta.
Se poate demonstra urméatoarea teorema.

Teorema 1. Dacd matricea A este simetrica §i pozitiv definitd, metoda
suprarelaxarii este convergenta pentru orice 0 < @< 2.
In particular, rezultd ci metoda Gauss —Seidel este convergentd dacd A
este simetrica §i pozitiv definitd, deoarece corespunde cazului particular @= 1.
Determinarea parametrului optim, @y, este posibild in cazul matricelor
bloc tridiagonale.

Definitia 1. O matrice A se numeste bloc tridiagonald, daca are urmadtoarea
structura:
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D FF 0 0 - 0
E, Dy F, 0 - 0
0 E, Dy F

A< 2 3 3 ’
0 Em—2 Dm—l Fm—l
0 . 0 E,, D,

unde D; sunt matrice pdatratice de diferite ordine, E; si F, sunt, in general,
matrice dreptunghiulare. Fy are acelasi numar de linii ca matricea Dy si acelasi
numar de coloane ca matricea Dy+\. Ej are acelasi numar de linii cu Dy, Si
acelasi numar de coloane cu D,. In afara matricelor care intra in banda, toate
elementele sunt nule. Dacad, in plus, matricele D; sunt diagonale, A se numeste
diagonal bloc tridiagonala.

Prezentam de asemenea fara demonstratie urmatoarea teorema.
Teorema 2. Fie A o matrice simetricd, pozitiv definita si diagonal tridiagonala.
2

opt = ——
1+4/1- 47

. . .. -1
A1 este cea mai mare valoare proprie a matricei — D (E+F) .

Atunci parametrul optim de relaxare este dat de relatia @ unde

Exemplu. Fie sistemul Ax = b din exemplul din paragraful precedent, care are
matricea diagonal bloc tridiagonala

2 -1 0 0 0 -1 0 0
-1 3 -1 0 1 0 -1 0
A: ,E+F: [}
0 -1 3 -1 0 -1 0 -1
0 0 -1 2 0 0 -1 0
0o L o o

200 0 121
0300 4 3 030

D= , -D N E+F)= .

003 0 1 1
0 — 0 —
00 0 2 313
00 — 0

2

Ecuatia caracteristica este
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o W= o~

|
o Wik ~ N
NN =)

N W l— o

| —

care este echivalenta cu
2. -1 0 O

~1 34 -1 0 P
=364* +1642 +1=0.
0 -1 312 -1

0 0 -1 22

4447

18

Rezulta 4; == si A =0.60763.

Parametrul optim de relaxare w,,, = 2
opt = [ 5
1+4/1- A7

Procedeul iterativ x""" =M(@ X" + C(w) , unde

=1.11469 .

—-0.11469  0.55734 0 0 0.55734
—-0.04261 0.0924  0.37156 0 0.57865
M(w)= , Clo)= >
—0.01583  0.03433 0.02337 0.37156 0.58657
—0.00882482 0.01913 0.01303 0.0924 0.88426
conduce la urmatoarele valori ale vectorului solutiilor pentru primele cinci iteratii:
0.55734 0.81593 0.92431 0.99166
MO 0.57865 O 0.82631 O 0.96946 O 0.99595 ,
0.58657 0.93988 0.98803 0.99825
0.88426 0.97976 0.99565 0.99953
0.9987
O _ 0.99933 .
0.99978

0.99993
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§1.12. Metoda gradientilor conjugati

Fie sistemul Ax=b, unde A4 este simetrica si pozitiv definita.

Definitia 1. Spunem ca directiile p si q sunt directii conjugate in raport cu
matricea A daca <Ap,q> = <p,Aq> =0.

Fie v” un vector de proba si =4V~ b vectorul rezidual

corespunzitor. In metoda gradientilor conjugati pentru rezolvarea sistemului
Ax=b, prima directie de relaxare se alege p""’=—r" . In continuare avem:

<r(0),p(1)> <,,(0),r(0)>
Fmin =_<Ap(1),p(1)> B <Ap(1>,p(1>> : M
) O 2)
c
- <,,(0>,p(1)>
41 = tmin = —m 3)

Valoarea minima a functiei F=F(v), cand v parcurge dreapta ce trece

prin v si are directia p"=—r? este V.

Fie
r(1)=gradF(v(1>)=Av(1) —b.
Din Observatia 1 din §8 rezultd ca

<,,(1),p(1)> :_<r(1),,,(0)>: 0. 4)

Urmitoarea directie de relaxare p® se alege de forma p®=—r"+¢p'" si in plus
sa fie conjugati directiei p" in raport cu A.
Asadar, avem:

0 :<Ap(2),p(1)> :<p<2>,Ap<1)> _ —<I”(1),Ap(l)>+cl<Ap(1),p(1)>

de unde rezulta

<r(1>, Ap(1>>
s (4p® )

Avem de asemenea

)
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<r(1), p(2)>
v@ =, (M tminl’(z) — _?pﬂ) ) (6)
< Ap ),p( )>
In general, pentru orice k>2 obtinem
<r(k_1), Ap(k—1)>
= , 7
Ck-1 <Ap(k_1),p(k_l)> (7
p® =g p@h ®)
<r(k_1), p(k)>
=2 7 9
1 (4p® @) ©
Vi =D +qkp(k). (10)

Metoda gradientilor conjugati este definitd de formulele (7) — (10).
In continuare prezentdm unele simplificari si proprietati suplimentare.

Deoarece #*" este ortogonal pe directia p* " rezulta

<r(k_l) p® > - <r(k_1) D e p<k—1)> - —<r(k_l) , r(k_1)>

si deci

<r(k—1),,,<k—1>>

= (4p®,®)
Pe de alta parte, din (10) avem
B = 0 _p = gD qkAp(k) _p=rkD qkAp(k) .
Obtinem deci urmatoarea relatia de recurenta

>0. C)

P = k=l qkAp(k) . (1)
Observam ca

(r®.r &) 0. (12)
Intr —adevar, din (11) rezulta
<r(k),r(k_l)>:<r(k_1),r(k_l)>+qk<r(k_1),Ap(k)> ‘ (13)

E-D - qunt

Pe de alti parte, tinand seama de (8), de (9°) si de faptul ca p® si p
A — conjugate, rezulta
<r(k_1), Ap(k)>

(=1) 4 (k)>:< (k1) (k—1)>
(Ik<l” Ap rr <Ap(k) (kD +Ck_1p(k—1)>

- —<r(k_1) , ,,(k—l)>

Din (13) si (14) rezulta acum (12) .
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Deoarece Ap® oricum trebuie calculat, rezultd cd vectorul rezidual ¥ se
va calcula din relatia de recurentd (11) si nu prin inlocuirea directi a lui v* 1in
expresia Av=b.

In continuare vom stabili o altd formula pentru coeficientul ¢;_;.

Din (11) si (12) rezulta

< D) 4 p(k—1)> O (r(k—l) _ r(k—Z)) _ 1 <r(k—1)’r(k—1)> ‘
9k-1 91
Tinand seama de (7) si de (9’) obtinem

<r(k_1), Ap(k—1)> <r(k_1),r(k_1)>
k-1 =<A (k-1) (k—1)> :< (k—2) (k—2)>
p*Vp r

Algoritm pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare cu metoda gradientilor
conjugati
Calculeaza

) = 40 _p . p(l)z_r(o)

<,,(0),,,(0)>
q1:<A L WV =) gV ()20 gD
p.p >
Pentru k:=2,n calculeaza
<,,(k—1),,,(k—1)>
P

Ck-1=7 7 0 o\’
<r(k_2),r(k_2)>
<,,ﬂc—1),,,ﬂc—1)>

< Ap(k),p(k)>

sfarsit pentru k .
In Mathcad algoritmul de mai sus este aplicat unui exempu.

b

R VIS

b

g = PN VI R R S VISRl
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Metoda gradientilor conjugati

Folosind metoda gradientilor conjugati sa se gaseasca solutia sistemului de ecuatii liniare Ax=b

0

5 1 -1 1 6
0
1 6 2 -2 7 Vectorul de proba Xi= n.=4
A= b= 0
-1 2 7 1 9
1 8 8 0

Algoritmul metodei gradientilor conjugati

GrCon(A,b,xn) = [ <Ax=b
<0>
pe-1
<0> <0>
T T
q(—
App
XX+ q'p
S <0> +qAp
for ke 2. n
<k—1> <k—1>
T T
Ce-—
<k—2> <k—2>
T T
<k—1>
pe-r1 +cp
<k—1> <k—1>
T T
q<—
App
x—X+qp
S <k=1> +qADp
X

Apelarea programului si afisarea rezultatelor

—_—

GrCon(A,b,x,n) =

—
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Teorema 1. In metoda gradientilor conjugati directiile de relaxare p®,
(k=1,2,...) sunt conjugate doud cate doud in raport cu matricea A, iar vectorii
reziduali ™, (k=0,1,...) sunt ortogonali doi cdte doi.

Demonstratie.

Demonstratia se face prin inductie relativ la k. Pentru 4&=1 avem <r(1) , r(© > =0

din (4), iar pentru prima afirmatie nu avem ce arata. I[poteza de inductie este:

<,,(i),r(f)>: 0 pentru %, 0<i, j<k, (15)

< p®, Ap(f)> =0  pentru i#, 1<iSj<k . (16)
Va trebui sa aratam ca

<r(k+1),r(])>=0, pentru j =0,k (17)

<p(k+1),Ap(j)>:o, pentru =1k . (18)

Fie j=k, atunci
<p(k+1),Ap(k)>: <Ap(k+1),p(k)> ~0

' sunt 4 —conjugate.

deoarece p* si p**
Fie 1<j<k, atunci

<p(k+1),Ap0)>: <-r(k)+ckp(k), p(i)> — _<r(k)’Ap0')>
deoarece < p(k),Ap(’)>:0 conform ipotezei (16).

Pe de alta parte,

Al = qu(,,w_,,(/-l))

si din (15) rezulta <rﬂ€),Ap0)> =0 .

Asadar am demonstrat (18).
Pentru j=k, (17) este adevarata din (12).
Fie 0<j<k. Din (11)si (15) rezulta:

<r(k+1),r0)>= <r(k)+q » Ap(kﬂ),rw> . < Ap(k+1>,r(j)>=

k+1 j i—1
=4k+1<AP( ' ):'PO) + Cj—lPO )>
Tinand seama de (18) si de faptul cd A4 este simetrica, rezulta <r(k+1) ,r0)> =0 si
cu aceasta teorema este demonstrata. a

Din Teorema 1 rezultd ci vectorii reziduali #* sunt ortogonali doi cate
doi si deci sunt liniar independenti (daca sunt nenuli). Asadar, nu pot exista (n+1)

vectori reziduali nenuli. Rezulta cd In metoda gradientilor conjugati solutia exacta
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se gaseste in cel mult 7 pasi. Teoretic ar trebui ca vectorul rezidual +™ si fie zero
si deci v=1"" si fie solutia exacti a sistemului.

In practica acest lucru nu se intdmpla, deoarece in determinarea vectorilor
® intervin erori de calcul, care fac ca acestia si nu formeze un sistem ortogonal.

r
A . - - - k AL w .
Deoarece in general #"#0, continuim si calculim #*, k>n péanid obtinem un

vector rezidual nul sau foarte mic (Hr(k) H << 1). Aceastd atitudine se justifica

prin faptul ca metoda gradientilor conjugati este o metoda de relaxare prin care
valoarea functiei patratice F=F(v) se micgoreaza la fiecare pas.

Metoda gradientilor conjugati se dovedeste foarte utild pentru sistemele in
care matricea 4 are multe zerouri si fiecare ecuatie are o anumitd regularitate
internd.

Astfel de sisteme apar in procesul de discretizare a problemei la limitd a
ecuatiilor cu derivate partiale de tip eliptic.

§1.13. Metoda celor mai mici pdtrate

In procesul de prelucrare si ajustare a datelor, apar sisteme de ecuatii
liniare supradimensionate sau subdimensionate. Abordam pentru inceput problema
sistemelor supradimensionate. Fie sistemul

ap Xy +.tay,x, Zbl
.......................... , m>n . (D

A1 X) +.F Ay X, = by,

Evident, un asemenea sistem poate sa nu aiba solutie. Fie

r=Ax—b=(n,r,...7 )T (2)
vectorul rezidual , unde

v =anx) +.t ayx, —b; , i=1m

Consideram functia patratica
2 2 2
J0)= flxpeex,)=(rr) =1 +15 +.477 3)

Definitia 1. Se numeste solutie in sensul celor mai mici pdtrate a sistemului (1),
* . . . ~
acel vector x , pentru care functia (2) are valoarea minima.

Daca: min f{x)= f(x* )=0, atunci r(x)=0, pentru orice i= I,_m Rezulta ca
xeR”
sistemul (1) este compatibil si x=x" este solutia exacti a sa.
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In general, sistemul (1) nu este compatibil si ~ min f{x)= f(x* )>0, iar x=x"
xeR"
este un substitut pentru solutia sistemului $i anume solutia 1n sensul celor mai
mici patrate.
Functia f se poate pune sub forma
J1x)=(r,r) = (Ax-b,Ax-b) = (Ax,Ax) — 2( Ax,b) +(b,b)
si mai departe

S =( AT axx)=2(abx) + (b.b) @)

Teorema 1. Daca rangA = n, atunci sistemul (1) admite o singura solutie in
sensul celor mai mici patrate si aceasta este solutia (unicd) a sistemului.

AT Ax=4A"b 5)
(Sistemul (5) se numeste sistemul normal al lui Gauss).

Demonstratie.
Punctele de extrem ale functiei patratice f datd de (4), se cautd printre
punctele sale critice, iar acestea, se afla rezolvand sistemul:
grad /=0
Cum grad f=4"Ax —A"b, obtinem sistemul 4’Ax=A"b. Pe de alta parte se stie ca:
rang A4 =rangAT =rang(AT A):rang(AAT )

Matricea B=A"A este o matrice patratici de ordinul n i rangB=n,
conform celor de mai sus. Rezultd cd sistemul (5) admite o solutie unici, x=x,
care este punct critic pentru  f.

Matricea B este evident simetricd si semipozitiv definitd. Mai mult, in
ipoteza noastrd, matricea B este pozitiv definita. Intr —adevir, daca presupunem ci
<Bx,x>=0, atunci rezultd <Ax,Ax>=0 si deci Ax=0. Cum rangd=n<m

rezultd x=0.
Pe de alta parte avem

n n
2
d f(X) = Z Zbl]dx,dxj >0 ,
i=1 j=1
de unde rezulti ca x=x" este punct de minim pentru f si cu aceasta teorema este
demonstrata. u

Asadar, in ipoteza rangd=n, solutia sistemului (1), in sensul celor mai
mici patrate, este unica si se afla rezolvand sistemul (5). Acest sistem este simetric
pozitiv definit. Rezolvarea sa se poate face prin metoda Cholesky sau una din
metodele de relaxare.

Observatia 1. Teoretic, solutia sistemului (5) este x'=(4"4) '4"b. Matricea
P=(A"4)"'A" se numeste pseudoinversa matricei (dreptunghiu —lare) A.
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Se observa ca daci A este patraticd, atunci P=A '(4") '4"=4 "', deci
notiunea de matrice pseudoinversd generalizeazd notiunea de matrice inversa
(pentru matrice dreptunghiulare).

Rezolvarea practica a sistemului (5) ridica probleme din cauza faptului ca numarul
de conditionare al matricei B=A'A este mare. Fie 4 >4, >.>1, >0 valorile

proprii ale matricei B. Atunci:

:
cond(B) = A (6)
)“n
Cum
(Bx,x) . _ (Bxx) . .
/1 =sup > rnax<Bel~,el-> =maxb; si 4, =inf—-< rn1n<Bei,el~> =minby;,
w0 (X)) i i x20 (xx) i i
rezulta
b;:
cond(B) > %% (7)
mll’lbl'i

Exemplul 1. (Dreapta de regresie)

Sa presupunem ca vrem sa gasim o dreaptd y=mx+n care sa treacd prin punctele:
M(0,0); Mx2,1); Ms(5,3); My8,5); Ms(10,6)

Se obtine astfel sistemul

0-m+n=0
2-m+n=1
5-m+n=3 . ®)
8-m+n=5
10-m+n=6
Evident, sistemul (8) este supradimensionat si incompatibil. Avem:
0 1 0
2 1 1
T 193 25 T 117
A=|5 1|, b=|3|, B=4"A4= ;A b= .
25 5 15
8 1 5
10 1 6

Ecuatiile normale ale lui Gauss sunt
193m+25n=117
25m+5n=15
21
= -, n
34
Ay =1732. Rezultd cond(B)=113 . Daca folosim estimarea (7) obtinem

Solutia exactd este  m = —% , 1ar valorile proprii sunt 4; =196.268 si
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maxb;; 193
— L ="""=386.
mlnbl'l' 5
A 21 3 < <
Dreapta de regresie in acest caz este:  y =3—4x —3—4. Aceastad dreapta nu trece

prin punctele M, dar este acea dreaptd din plan care trece cel mai aproape de
aceste puncte.
Sa presupunem ca vrem sa determindm dreapta de regresie corespunzatoare

punctelor M;(x;,y;), i =1n.

Matricele
11 n(n+D)Q2n+1)  n(n+1)
2 1 ) o, 6 2
A= Lo si B=A4A A= M
n 1 2
conduc la

maxb; (n+1)2n+1) _ n?

minbﬁ B 6 3
Pentru n=100, cond(B)>13333, deci sistemul normal al lui Gauss este prost
conditionat.

Sistemele subdimensionate apar in probleme legate de ajustarea datelor. Sa
presupunem ca masurand n cantitati x;, x, ... , X,,, gdsim valorile 1/, b, ..., [,. Pe
de alta parte, necunoscutele xj, x, ... , X, satisfac anumite ecuatii si anume

apx) . tayx, = bl
........................ . m<n . )
A1 X] + ot Ay Xy, = by,

Datoritd lipsei de acuratete a masuratorilor se pune conditia ca suma

n

patratelor corectiilor Y (/; — x; )2 s fie minimd. Se obtine astfel o problema de
i=1

extrem cu legaturi.

Exemplul 2.
Sa presupunem cd masurand unghiurile xj, x,, x; ale unui triunghi gasim
valorile [,, b, 5. Evident avem legatura
X1+ X+ x3=180° .
Impunem conditia ca abaterile datorate impreciziei masuratorilor sa fie cat mai
mici, deci ca expresia

(=) + (e =1 P + (3 =15
sa fie minima.
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Revenind la cazul general, se pune problema sa determindm n necunoscute Xxi, X,
.., X, care satisfac legaturile (9) si care minimizeaza functia:

2 2
S0y )= =) 44 (x, = 1,)"
Consideram functia auxiliara
2 2
@(xl,...,xn,/ll,...,/lm) = (Xl _ll) +..+ ()Cn _ln) -
- 211 ((11 1X1 t...+ax, _bl)'“_ Zﬂm (amlxl Tt qynX, _bm)

Punctele critice ale functiei ¢ sunt date de sistemul

x| _Zl _(allﬂ’l +...+am1/1m) =0

(10)

A1 X] F e +appXx, —b, =0

T

Dacanotdimcu /= (ll,...,ln)T sicu A=(4,....,4,)" , atunci sistemul (10) se

scrie sub forma matriciala

x=AT2+1 (10°)

Ax=b (10°7)
Inlocuind (10”) in (10°*) obtinem sistemul

AAT A =b-4l . (11)

Daca rangA=m, atunci rang(AAT )=m sisistemul (11) are solutie unica. Mai

mult, matricea 447 este patratica, simetricd si pozitiv definita, deci rezolvarea

sistemului (11) se poate face cu metoda Cholesky sau una din metodele de relaxare.
Rezolvand sistemul (11) gasim multiplicatorii lui Lagrange 4;,...,4,,, iar din

relatia x = AT 2+1 determinim punctul de minim conditionat al functiei f.

(Cum d 2¢ = 2(0lx12 +...+ dx,zl )>0 rezultd ca avem intr —adevér un punct de
minim).

Exercitii
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Folosind metoda Gauss sé se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii liniare:
6x) +xy —x3+ X4 =2
X +7xp+2x3-x4 =-1
=X +2x) +8x3+x4 =12
Xp =Xy +x3+9%4 =-5
1.0 0.1667 —-0.1667 0.1667

. . .. . ~ 10 1.0 03171 -0.1707
R. Matricea triunghiulara 4=

2

0 1.0 0.2150
0 1.0
0.333
) o ~ | —0.1951
vectorul termenilor liberi transformat 4 =
1.7850
-1.0

1

Solutia sistemului  x = -

-1
4x1+x) —x35+x4 =1
X1 +8xy+x3+x4 =7
X +xy+6x3+x4 =-10
Xp+xy+x3+7x4 =12

1.0 0.2500 -0.2500 0.2500

. . ...~ 10 1.0 0.1613  0.0968
R. Matricea triunghiulard 4 =

b

0 1.0 0.1105
0 0 0 1.0
0.2500
) o ~ 0.8710
vectorul termenilor liberi transformat b =
-1.7789
2.0

Solutia sistemului x=(-11-22)’.
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R. Matricea triunghiulara A=

Sxp+xy+x3+x4 =14
X +8xy +2x3+ x4 =127
—X;+xy)+6x3—-x4 =15
Xp+ Xy +x3+x4 =10

1.0 0.2000 -0.2000 0.2000
0.1026
—0.1558

0 1.0 0.2308

0 1.0
0 0 0
2.8000
. o ~ |3.1026
vectorul termenilor liberi transformat b =
2.3766
4.0

Solutia sistemului  x= (123 4)’.

Cholesky:
10x) +xp —x3-x4 =9
4 X +9x) +x3—x4 =-6
—Xxp+xy+1lx3+x4 =8
—X =Xy +x3+8x4 =-7
3.1623 0 0 0
R RT - 03162  2.9833 0 0
-0.3162 0.3687 0.32809 0
-0.3162 -0.3017 0.3082 2.7774
2.846
R'y=b este y= -23129 , lar cea a sistemului
2.9726
-2.7774
1

sistemului initial este x=

-1
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1.0

b

Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii liniare folosind metoda

Solutia  sistemului

Rx=y ,

si deci solutia
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8x; —xy —x3 + x4 =7
5 —X;+6xy +x3-2x4 =6
—Xxp+xy+Tx3+x4 =-8
X —2xp+x3+9%4 =-11
2.82843 0 0 0
R T_ —0.35355 2.42384 0 0
—0.35355 0.361 2.59705 0
0.35355 —0.77357 0.54071 2.82564
2.47487
Solutia sistemului R’y=b este y= 283641 iar cea a sistemului Rx=y, si
-3.13776
—2.82564
1
deci solutia sistemului initial este  x=
-1
6x1 +xy —2x3 — X4 =19
6. X;+5x) +x3—Xx4 =15
—2x1+xp +11x3—x4 =8
—X] =Xy —x3+4x4 =-10
2.44949 0 0 0
R, RT - 0.40825  2.19848 0 0
-0.8165 0.60648  3.15682 0
—0.40825 —0.37905 -0.34954 1.88878
7.75672
Solutia sistemului R'y=b este y= 53825 , lar cea a sistemului Rx=y, si
3.50636
—1.88878

deci solutia sistemului initial este x=(32 1 -1)’.
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Folosind metoda Householder, sa se rezolve sistemele:

4x14+3xy) —2x3+x4 =2

7 S5x1+6xy) +7x3-8x4 =-14
9x) —8xy +7x3 —6x4 =-30
X|+ Xy —X3—X4 =0

R. det(4)=-1112; descompunerea A=QR este datd de
0.3607 —0.3882 0.7877 -0.3143

104508 —0.7068 —0.5445 0.0257

0= 08115 05787 -0.0784 0.02 ’
0.0902 —0.1217 0.2774 0.9487
110905 —-26148 80249 -80249
Re 0 -101569 00016 19155
0 0 —62130 583368
0 0 0 —-1.58889
299354
Solutia sistemului Qy=b este y= ~8.2430 ,
115498
—1.5888

iar cea sistemului Rx=y este x=(-11-11)".
X +2xy =3x3-4x4 =16

5x)—6xy +7x3—8x4 =2

9x| +8xy) +7x3+6x4 =6

4x) =3x) +2x3—x4 =-2

R. det(4)=-2808; descompunerea A=QR este datd
0.09017 0.17005 0.78843 —0.58424

1045083 -0.71359 -0.2494 -0.47469
| 08115 055307 —0.18504  0.03651
0.36067 —-0.39494 0.53098  0.65727

11.09054 2.88534 92872 0.541
0 1023107 —-2.42367  8.7419
0 0 -4.3444 -279972
0 0 0 5.69631

R:
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6.49202
Solutia sistemului Qy=b este y = 540201 ,
9.94384
—11.39263
1
iar cea sistemului Rx=y este x= ?
-2
4x; +3xp +2x3+x4 =2
o X +2xp) +3x3 +4x4 =-2
9x; —8xy +6x3-7x4 =30
x| — Xy +Xx3—x4 =4
R. det(4)=—80 ; descompunerea A=QR este datd de

040202 -0.82257 0.3961 0.0697
| 0.1005 -0.39663 —0.90448 —0.12039
1090453 04028 —0.05925 —0.12673|
0.1005 0.06173 —0.14663 0.98213

9.94987 -5.92972 6.63325 —5.62821

R 0 —-6.5451 —-0.3565 -5.29041
0 0 —2.42341 -2.66043
0 0 0 —0.50691
28.14106
Solutia sistemului Qy=b este y= 147901 ,
0.23702
0.50691

iar cea sistemului Rx=y este x=
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10. Pentru matricea 4 =

1 2 1 -1
2 1 -1 3
1 -1
1 -1 -1 1
det(4), A", det(4™");
Il Yl Jal,

cond(4), condy(4), cond,(4) .

0.6667
—-0.3333
1
0

det(4)=6, 47! =

det(4™")=0.1667;

b)

¢)

4l =s.

)=
1

o
2

cond(4)=18, condy(4)=12.7511,

11. Sa se calculeze:

a)
b)

c)

det(4) , A, det(4™");
4

17

pentru matricea A=3 2 -2

R.  a) det(d)=8, A7\ =|-2.625 —225 2.875
~1.125 -1.25

|A||2 =5.7446, |4 =7;

b)

¢)

4 -1 5
6 1 3
1 1

4l =e.

)=
1

o
2

= 57446, 4], =7
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, sa se calculeze:

At ol oL
1 2 0

-0.3333 1

-1
1
0

—2.848, HA_IH —4 .
o0

cond,(4)=28 .

, det(4 )=0.125 ;

—2.848, HA_IH —4 .
o0

cond,(4)=68.25, cond,(4)=48.28525, cond.. (4)=77.5 .
Folosind metoda lacobi sa se gaseascd solutia aproximativd pentru
urmatoarele sisteme de ecuatii liniare :
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Sxp—xp—x3 =5
12. X1 +6xy+x3 =—4
X=Xy +7x3 =9
R. Sistemul se poate pune sub forma x = Bx+c, unde B = D' - (D-A), iar D =

500 0 1 1
0 6 0|, E=D-A4=|-1 0 -1},
0 0 7 -1 1 0
0 0.2 0.2 1
B=|-0.16667 0 —0.16667| ,c=D"-b=|-0.66667| , B"2 =0.41997,
—0.14286 0.14286 0 1.28571
0
P(B)=0.29277. Solutia la fiecare iteratie, pornind cu xX@=lo , este:
0
1 1.12381
M= 066667 | , xP=|-1.04762| ,
1.28571 1.04762
1 0.98939
= -1.02857 | , x™ =] -0.99592
0.97551 0199592
1
Solutia exactd fiind x*=| —1| , eroarea care se face dacd se retine ca solutie
1

aproximativa K@ , este Hx* - x(4)H =0.01208.

6X1+XZ—X3+X4 =2
x1+7X2+X3—X4 =4 o . . S «
13. (sa se scrie solutia obtinutd dupa patru
x1+ZX2+8X3+X4 =6
x1+x2+x3+9x4 -8
iteratii).
R. Se poate pune sistemul sub forma x = Bx+c, unde B=D"-E, iar
6 0 0 0 0o -1 1 2
07 00 -1 0 -1 1
D= , E=D-A= ,
0 0 8 0 -1 -2 0 -1
0 009 1 1 1 0
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0 —-0.16667 0.16667 —0.33333
| —=0.14286 0 —0.14286 0.14286
S| -0125  -025 0 ~0.125 |
-0.11111 —-0.11111 —-0.11111 0
0.33333
c=D"'-b= _065775143 , |B,=0.5989, p(B)y=0.27926. Solutia pentru primele
—-0.88889
0 0.33333
4 iteratii, pornind cu  x(?) = 0 , este: x(D= ~0.57143 ,
0 0.75
0 —0.88889
0.84987 0.95117 0.9886
@ —-0.85317 O —-0.96542 RO —0.98884
0.9623 0.97528 0.99689
—-0.94577 —-0.99544 —-0.99567
1
Solutia exactd fiind x*= _1 , eroarea care se face daca se retine ca solutie
-1

aproximativa x| este “x*_x(4)“:0'01682 .

4x) —xp —x3+x4 =3
xp+7xy +x3—-x4 =14
Xp =Xy +6x3+x4 =21
Xy —xp—x3+9x4 =38

R. Se poate pune sistemul sub forma x=Bx+c, unde B=D"E , iar

4 0 0O 01 1 -1

07 00 -1 0 -1 1
D= , E=D-A= ,

0 0 60 -1 1 0 -1

0 0 009 -1'1 -1 0
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0 0.25 0.25 =025
| —0.14286 0 —-0.14286 0.14286
—-0.16667 0.16667 0 -0.16667|

-0.11111 0.11111 —0.11111 0
0.75

. 2
c=D"-b= ,
35

B|,=0.60753, p(B)= 0.22758. Pentru primele 4 iteratii,

422222
0 0.75
0 2
pornind cu xO = , solutia este: xM = ,
0 3.5
0 4.22222
1.06944 1.00711 0.99663
1.99603 1.98545 1.99883
+@ — , +3 = , G-
3.00463 2.99239 2.99784
3.97222 3.99133 3.99844

Solutia exactd fiind x*= , eroarea care se face daca se retine ca solutie

AW =

aproximativa x| este Hx* —x(4)H =0.00417 .

Sa se rezolve cu metoda Gauss—Seidel urmatoarele sisteme:

5x1—=2xp —=2x3 =-3
15. X +6xy —x3 =2
—x; —3xp +4x3 =8
5 -2 =2
R. Se observa ca matricea coeficientilor sistemului 4={ -1 6 —1| este tare
-1 -3 4

diagonal dominanta si atunci algoritmul Gauss—Seidel este convergent.
Sistemul se poate pune sub forma x""V=(D+L)"'(~Ux"+b), m>0, unde:

0 00 0 -2 -2 500
L=-1 0 0| ,U=0 0 -1} ,D=|0 6 0
-1 -3 0 0 0 0 0 0 4

Atunci
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0.2 0 0

(D+L)"=]0.03333 016667 0 |,
0075  0.125 0.5
0 04 0.4

~(D+LY'U=1{0 0.06667 023333 ,
0 015 0275

~0.6 0
(D+L)'b=10.23333| . Se obtin pornind cu x(¥ = 0| , vectorii:
2.025 0
~0.6 0.30333 0.73531
x0=1023333| , xP=]072139 | , x® =]0.89203| ,
2.025 2.61687 2.85285
0.89795
x™ ={ 0.95847
2.94334
6x) —xy —2x3 + x4 =2
2x1 +6xy —x3 — X4 =8

—X1—3X2 +8X3 +2)C4 =2
XI+X2+)C3+4X4 =—1

R. Se observa ca matricea coeficientilor sistemului

6 -1 -2 1
2 6 -1 -1
A=
-1 -3 8 2
1 1 1 4

este tare diagonal dominanta si algoritmul Gauss—Seidel este convergent.
Sistemul se poate pune sub forma x""= (D+L)"(~Ux"+b) , m>0, unde:

0 00 0 0 -1 -2 1
L:2 0 0 0 [0 0 -1 -1

-1 -3 0 0f o 0o o 2|°
1 110 0 0 0 0
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600 0
06 00
D:
008 0
000 4
0.16667 0 0 0
. | -0.05556  0.16667 0 0
Awnel (D+L) "= 00625 0125 0 | °

-0.02778 —0.05729 -0.03125 0.25
0 0.16667 033333 —-0.16667

0 0 -0.05556 0.05556  0.22222
—(D+L)y U= ,
0 0 0.0625 —-0.1875
0 -0.02778 -0.11285 0.03299
0.33333
(D+L)"'b = 1.22222
0.75
—-0.82639
0 0.5 0.95573
Alegénd x© = 0 , obtinem: X = ! , x2) = 1.02778
0 0.9375 0.96973
0 —0.85938 —0.98831
0.99259 0.99803 0.99971
N 0.99937 N 1.00048 ) 1.00006
0.99592 0.99918 0.99984
—0.99697 —-0.99942 —-0.9999
10x) —xp —x3+x4 =7
17, xp+11xy —x3 — x4 =-10
X=Xy +12x3+x4 =22
X +xy+x3+13x4 =-24
R. Se observa ca matricea coeficientilor sistemului
10 -1 -1 1
1 11 -1 -1
o1 -1 121
1 1 1 13

este tare diagonal dominanta si algoritmul Gauss—Seidel este convergent.

81
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Sistemul se poate pune sub forma x"™V=(D+L)(~Ux"+b) , m>0, unde:

0 000 0 -1 -1 1
|1 000 R K
-1t =100/ {0 0o o 1|’
1 110 0 0 0 0
100 0 0 0
|0 1100
0 0 12 0
0 0 0 13
Atunci
0.1 0 0 0
DD —0.00909  0.09091 0 0 ’

0.00758  0.00758  0.08333 0
—0.00758 —0.00758 —0.00641 0.07692
0 0.1 0.1 -0.1

0 —-0.00909 0.08182 0.1

0 0.00758  0.01515 —0.08333
0 -0.00758 -0.01515 0.00641

~«(D+L)'U=

b

0.7
-0.97273
(D+L) 'b=
1.81061
—1.96445
0 0.7
0 -0.97273
Alegand X0 = , obtinem: x = ,
0 1.81061
0 —1.96445
0.98023 0.99793 0.99993
L@ _ -1.01219 ’ RO —1.00001 , L@ _ —1.00001 ’
1.99437 1.99958 1.99998
-1.99711 —1.99999 —1.99999
1
-1
+©O) =
2
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Folosind metoda relaxdrii simple sa se scrie solutia aproximativd pentru
urmatoarele sisteme:

8x] —xp +x3 =3
18. —X1+6x; —x35 =14
X —xy+9x3 =-28
8 -1 1
R. Matricea sistemuluieste A=|-1 6 -1
1 -1 9
0 -3
Luand vectorul de proba xXW=lo| se obtine D=l _14 , deci prima directie
0 28
0 0
de relaxare este p(l) =ey=|0| .Rezulta X = 0
1 -3.11111

Analog :

611111 0 0
r® = -10.88889 | ,pP =y =| 1| ,xP=| 181481 | ;
0

0 -3.11111
—7.92593 1 0.99074
JE) I B , pD =g _[OJ , P =) 181481 |
—1.81481 0 -3.11111
0 0 0.99074
r® =] 2099074 | | p® =ey=|1] , x® =| 1.91994
—-0.824070 0 -3.11111
s. a.m.d.
10x;+xp —x3—x4 =9
19 X1 +9x; —x3+ x4 =-24
—x;—xp +11x3 +x4 =30
—x;+xp +x3+8x4 =-32
10 1 -1 -1
o | 9 -1 1
R. Matricea sistemului este 4=
-1 -1 11 1
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0 -9
Alegéand X0 = OJ se obtine r = 24
0 -30
0 32
0 0 -5
Deci pV =¢, = 0 x? = 0 PLE 20
0 0 -34
1 -4 0
Mai departe obtinem :
0 0 —8.09091 0
5 0 0 16.90909 1
PP =e=l 1= oot | T o V== ]
0 -4 3.09091 0
0 1 0.99697 0
@ _ —-1.87879 : p(4) o= 0 RO —-1.87879 ) 0.99697
3.09091 0 3.09091 0.88182
-4 0 -4 0.21515
0 0.99697
, p(s) e 1 L6 _ —-1.98956
0 3.09091
0 -4
4x —2xy+x3 =9
20. —2x;+6xy—x3 =5
X; — Xy +5x3 =6
4 -2 1
R. Matricea A=|-2 6 -1 este simetrica, tare diagonal dominanta:
1 -1 5
4> =2 +[1] . 6] > -2+ -1, |3 > [+ -1 . A=4, A=20, A;=94 , deci pozitv

definita si se poate aplica metoda. Luand vectorul de proba
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0 -9 1 2.25
D =lo]| se obtin: PRLCON , p(l) =¢=|0]| , AR ) ;
0 ~6 0 0
0 0 2.25 ~3.16667
rP = —95 | Leste pP=ey=|1],xP=[158333|;,PD=| o0
~3.75 0 0 ~5.33333
0 225 ~2.1 1
PP =e=l0]| ,x® =] 1583 | ;@ =[-1.06667|, p™ =¢; = 0] ,
1 1.06667 0 0
2775
x® =]1.58333
1.06667

Sa se scrie solutia aproximativd pentru urmadtoarele sisteme de ecuatii
liniare obtinuta cu metoda suprarelaxarii:
2x1 —xy =3
21. -Xx+3xy-x3 =-5
—Xy +4x3 =5
R. Matricea coeficientilor sistemului este bloc tridiagonala, simetricd §i pozitiv

definita, deci metoda suprarelaxarii este convergenta. Sistemul se poate pune sub
forma:

K" V=p M+ C m>0, unde: M =— E+ D { 1—— } ,
L 0 0 0 200
C:[E+—j b ,E=|-1 0 0| ,D=|0 3 0| ,F=E",
@ 0 -1 0 00 4

W= L fiind cea mai mare valoare proprie a matricei —D '(E+F),

1+,/1—/112’

4=0.5, @=1.0718 si considerand vectorul initial x“=b, rezulta
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~1.28719 1.64605
xD=-0.10088| , x® =|-0.85027
0.95373 1.04344
1.00661
x® =1 -0.99835
1.00034

14x; +xp =13

9. X +5x) —x3 =-3
—-xy +14x3 -2x4 =-15

—2x3; +5x4 =7
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1.03385
CxD =] —098314]
1.0014

R. Matricea coeficientilor sistemului este bloc tridiagonala, simetricd §i pozitiv
definita, deci metoda suprarelaxarii este convergenta. Sistemul se poate pune sub

forma
K" V=pm+C M0,
0
1! 1
C=|EF+— b, E=
10} 0
0
2
= . /11

_1+\/1—/112

unde Mz—(
0 0 O

0 (]

-1 0 of ’
0o -2 0

se o) [re(i-L)o]

140 0 0
05 0 0 ,
, F=E
0 0 14 0
0005

fiind cea mai mare valoare proprie a matricei —D '(E+F),

41=0.2735, @=1.01943 si considerand vectorul initial

1 V= p, rezulta:
0.91242
O —3.79769
—0.05784
1.26758

RO

1.20542
L) _| 079542
—0.96444

1.0093

b

0.99985
—0.99987
—-0.99997

1.00001

£ _

2

0.98111
) _| 7099288
~0.99882
1.0003
0.99999
~0.99999

-1
1

Sa se gdseascd solutia aproximativd obtinutd cu metoda Gauss—Seidel pentru
sistemele de ecuatii liniare urmatoare:



Sisteme de ecuatii liniare 87

14)(,'1 + X =13
+5 - =-3
23 X1 X2 X3
— X +14X3 —ZX4 =-15

—2x3  +5x4 =7
Sa se precizeze numarul de iteratii necesare pentru ca eroarea s se micsoreze de
10 ori.
R. Matricea A4 fiind simetrica si pozitiv definita procedeul iterativ
Gauss—Seidel este convergent. Sistemul se poate pune sub forma
K D=pp M m=>0,

unde
0 0 0O
M=—D+E)'F, C=(D+E)'b, E= bo oo , F=E"
0 -1 00
0 0 -2 0
14 0 0 O
D 0 5 0 0
0 0 14 0
0 0 0 5
0 -0.07143 0.92857
i 0 0.01429 0.2 —0.78571
Deci M = ,C=
0 0.00102 0.01429 0.14286 —1.12755
0 0.0004 0.000571 005714} 0.94898
Daci se porneste cu v”’=5  obtin vectorii:
1.14286 1.20204 0.99353
SO —3.82857 ) _| —0.90939 3) | —0.98992
-0.3449 |’ -0.95609 | ° -0.99677 | ’
1.26204 1.01756 1.00129
0.99928 0.99994
S _ —-0.99921 , 5) _ —0.99994
—-0.99976 —0.99998
1.0001 1.00001

Raza  spectrald  este  p(M)=0.0748, rata de  convergentd  este
R(M)=—1g(p(M))=1.12609 si numarul de iteratii dupa care eroarea scade de 10 ori

este K= 2 ! =0.88803, adica la fiecare iteratie eroarea scade de 10 ori.
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5)(,'1 + Xy — X3 =5
24. x| +8.)C2 + X3 =10
— X1t X +15.X3 =15
Sa se precizeze numarul de iteratii necesare pentru ca eroarea s se micsoreze de
10 ori.
R. Matricea A4 fiind simetrica si pozitiv definita procedeul iterativ

Gauss—Seidel este convergent. Sistemul se poate pune sub forma
KD =pp M m=>0,

unde
0 0 0 50 0
M=—D+E)'F, C=(D+E)'p, E=|1 0 0| , F=E', D=[0 8 0
-1 10 0 0 15
0 -02 0.2 1
Deci M=0 002 -0.12 | ,C=| 09
0 —0.01467 0.02133 1.0067
Daci se porneste cu V=5 obtin vectorii:
2 1.376 1.05954 1.04563
v =107 ,v® =] 07444 | ,v® =|0.78984 | , +vP =]0.79364]| ,
1.18 1.04211 1.01798 1.0168
1.04463
v =10.79386
1.01672

Raza  spectrala este  po(M)=0.06262, rata de convergentda  este
R(M)=—1g(p(M))=1.20326 si numadrul de iteratii dupa care eroarea scade de 10 ori

este K= =0.83108, adica la fiecare iteratie eroarea scade de 10 ori.

Sa se scrie solutia aproximativa obtinutd cu metoda gradientilor conjugati aplicata
sistemelor de ecuatii liniare:

6x; +x, —x3 =6
25. X +8xy +x3 =-8

-x; +xp +10x3 =-12
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R. Matricea coeficientilor sistemului este simetricd si pozitiv definita si deci se

0
poate aplica metoda. Luand x”=| 0| ca vector de proba, se obtin rezultatele.
0
Iteratia I.
-6
r=4x,—b=| 8 |, prima directie de relaxare, p"’=—
12
<r<0), p(1>> 0.60797
q1=— RO =0.10133, x=x+¢,p"=| -0.81063 |-
< PP > -1.21595

Iteratia a I1-a .

~1.94684 <r(1) ,,(1)>
rD =10 4 g4p® =] 090698 |, ¢;=—L=0.02911

0) ,.(0)
~1.57807 <r 7 >
2.12151 <,,(1) p(2)>
PP = V4epV=| 113987 | , ¢y =— DG =0.17916,
1.22874 <Ap P >
0.98807
xP=xV+ gpP=| —1.01485 |.
~0.9958
Iteratia a I1l-a.
—~0.09062 <r(2) r(2>>
r(2)=r(l)+q2Ap(2)= ~0.12656 |, ¢y =~—— L =3.62608-107
ROO
0.03906
0.09832 <,,(2> p(3)>
B = D40 =] (12243 —_ N 7 012133
p rTep . > 43 3) (3 : ’
~0.03461 <Ap P >
1
x(3) =x(2)+ q3p(3): —11.

-1
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26. Sa se determine traseul optim pentru o conducta de gaze naturale care sa treaca
prin "apropierea" localitatilor L;, i=1,...,10 , care raportate la un sistem cartezian

de referintd au coordonatele urmatoare:

L1(1,2), Ly(2,2), L5(5,3), La(7,4), L5(10,2), Le(11,3), L+(15,4), Ls(16,5), Lo(18,1),

L10(20,4).

R. Luand traseul dupa o dreapta, se obtine sistemul:

a+b

2a+b

Sa+b
Ta+b
10a+b
1la+b
15a+b
16a+b
18a+b
20a+b

=2

=2
=3
=4
=5
=1
=4

care este supradimensionat. Se formeaza sistemul normal al lui Gauss Bu=c, unde

r r L 1505 105
B=A"A, ¢c=4"b , adica: B= , C=

105 10

340
30

J , a carui solutie este

1;=0.06211 , u,=2.34783 . Raportat la acel sistem de coordonate traseul conductei

trebuie sa urmeze dreapta y = 0.06211x+2.34783 .
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2. Sisteme de ecuatii neliniare

In acest capitol aborddm problema rezolvarii numerice a sistemelor de
ecuatii algebrice neliniare.
Consideram urmatorul sistem de ecuatii

S1(a,x0,...%,) =0

............................. ()

S @131, = 0,
in care cel putin una din functiile f; , i=Ln nu este liniard. Sub forma
vectoriala sistemul se scrie

F(x)=0, )
unde
— T _ T
x= (XX 0xy) st F ) = [f00X )mens S (K1)

Daca adundm x in ambii membri si notdim cu G(x)=x+ F(x), sistemul (2) se

poate pune sub forma echivalenta
x=G(x) (3)
Evident, exista si alte metode de a pune sistemul (2) sub forma (3).

Exemplul 1.
fl(xl,xz) = 2x21+x% —-5=0 “
o5 ) = x+2x7 =3=0

Se observa ca prima ecuatie nu este liniard. Acest sistem se poate pune sub forma
echivalenta
{xl = 2x21+x% =54+ x = g1(x1.%2) ' @)
Xp=x1+3x) =3=go(x,%2) )
Sistemul fiind foarte simplu se poate rezolva cu metoda substitutiei. Inlocuind
x; =3-2x, 1n prima ecuatie obtinem 9x% —24x, +13=0, ecuatie care admite

4443

radacinile x, = 3
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Asadar solutiile exacte ale sistemului sunt

M1[1—2ﬁ34+3«/§J i M{ﬁ,ﬂ}

3 3 3

Fie D= [1,2]>< {%,%} o vecinatate a punctului M,. In aceastd vecinitate

sistemul (4) se poate pune sub forma echivalenta

2
5—-x _
xlz\} 5 2 =51 (x1,x7) @

1 -
X =5(3—x1) = g5 (x1,X7)

(4°) si (4”) sunt variante echivalente (de tipul (3)) ale sistemului (4), in vecinitatea
punctului M.

In continuare prezentim doud metode numerice de rezolvare aproximativi
a sistemelor neliniare.

§2.1. Metoda aproximatiilor succesive

Fie DcR™ o multime convexa, marginitd si Inchisa si fie sistemul
x=G(x), xeD.

Presupunem de asemeneaca GeC 1(D) . In aceste conditii exista

i

m;; =sup ()| ,i=,Ln j=,n
xeD|“* j
Notam cu
mll m12 mln
M=|.
mnl mn2 m,m

Teorema 1. Daca GeCl(D), G(D)cD i ||M||OO <1, atunci sistemul

x=G(x) admite o singura solutie in domeniul D, care se afld cu metoda

aproximatiilor succesive.
Demonstratie. Fie xeD si ye D oarecare. Din Teorema lui Lagrange pentru

functii de mai multe variabile, rezulta ca pentru orice i=1,n, existd
gl' =x+¢9i(y—x),0<9i <1,
astfel incat
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(D) - g1 (») =%"(§,-)(xl —y1)+...+%(§,-)(xn )
Tinand seama ca

fj’ (0)|<m

l'ja(v)xe D)

rezulta

n
() = g [ S malxy = |+t my ey = | <[ =], 2omy
Jj=1
si mai departe
[6G) =G, =max|g; () ~g;(»)| <[], maXZmy e =[], -

1<i<n

Cum ||M ||OO <1, rezultd cd aplicatia G:D — D este o contrac‘;le.

Conform teoremei de punct fix a lui Banach rezulta ca existd x* e D, unic,
astfel incat x*=G(x*). Asadar x* este solutia unicd a sistemului (3) din
domeniul D. Aceastd solutie se afla cu metoda aproximatiilor succesive. Fie
xX9eD oarecare si fie sirul aproximatiilor succesive

x5 — Gy k> 0.
Acest sir este convergent in R” si limita sa x* =klim x5 este solutia sistemului
—>00

(3) si deci a sistemului echivalent (1), respectiv (2). Teorema lui Banach ne da si
evaluarea erorii si anume

Lefbool e e

H"(k) _
L[],

Observatia 1. Teorema ramdne valabila §i daca norma ||M ||oo se inlocuieste cu

alta norma de matrice, de exemplu ||M ||1 sau ||M ||2

Consideram din nou sistemul (4) din exemplul 1. in domeniul D =[1,2]x B ﬂ,

acest sistem este echivalent cu sistemul

S—x%
2

x| = = g1(x1,x2)

1
X =5(3—x1) =g, (x1,X7)

In acest domeniu, sistemul admite o singura solutie si anume
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14243
3
4-43

3

~1.4880338

X1

~(0.7559831

Xy =

. 1
Deoarece x; €[1,2] si x, 6[5,%} rezulta

1 _3-x 30 . 11 [5-x2 19
—< = <> ‘/—s,/ = g1(x1,22) < o[ —,
) g2 (x1,x7) 5§ g 5 g1(x1,x2) 2

deci 1< gi(x,xp)<2.

Asadar, daca (x;,x;)e D atunci (g;(x,x5).22(x1,x2))eD.
In continuare avem

Bi_g B____ X &1 &

& & oo A 2

mi=my=0; m —i' m _l
11 =mpp =Y, 12_@’ 21_2
3 ) 29

il =il =2t i il =2 <t

Alegem xl(o) =1.5 si ng) =1 (centrul dreptunghiului).

Se obtin urmatoarele valori pentru sirul aproximatiilor succesive

Nr. de iteratii 0 1 2 3 4 5 6
X 1.5 1.414 1.490 1.478 1.488 1.487 1.488
X 1.0 0.750 0.793 0.755 0.761 0.756 0.756

In continuare prezentim metoda aproximatiilor succesive pentru o singura
ecuatie neliniara.
Fie deci ecuatia
f(x)=0, xela,b].
Aceastd ecuatie se pune sub forma echivalenta
x=g(x), xe[a,b].
Din Teorema 1 rezulta ca daca
geCl[a,b] , g:[a,b]—)[a,b] si ||g'||=sup{|g'(x)

VVVVV

; xe[a,b]}<1

x*=lim x; , unde x4, =g(x;), k>0, iar xqela,b] este arbitrar.
k—©

Exemplu 2. Fie ecuatia
XX —x-02=0; xe[-03;-02] .
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Forma echivalenta este
x=x>-0,2=0, xe[-03;-0,2] .
Avem g'=5x* si |g'|=0.0405<1.

Se poate alege xo=-0.3 . Sirul aproximatiilor succesive este
{xkﬂ = xi -0.2

Xo = -0.3
Se obtin urmatoarele valori pentru sirul aproximatiilor succesive
Numarul 0 1 2 3 4 5
iteratiei
X —03 | -0.20243 | -0.20034 | —0.20032 | —0.200322 | —0.20032

§2.2. Metoda Newton - Raphson

Fie DcR" o multime convexa, marginita si inchisa si fie sistemul neliniar

S1(x1.x2,...%,) =0
............................. ) 0

fn(xl,XZ,...,xn) = 0,

Presupunem ci  a =(ay,...,a, )T €D este o solutie izolata a sistemului

.....

a ( adica Ha—x(o)u << 1). Presupunem, de asemenea, ca functiile f;,i=1,n

sunt de clasi C' pe D. In aceste conditii, daci xe D se afld intr-o vecinitate
suficient de mici a punctului x© avem
L= fi N+ df, Oy -x©), i=1n.
Rezulta ca sistemul (1) se poate inlocui cu sistemul liniar apropiat
A +dh N -xD) =0

........................................ . )
S+ df, =) =0
Sub forma vectoriala sistemul (2) se scrie
FG Y+ arx@)x-xP)=0 3)

unde
F=(fi.frunf) st dF =(dfi...df,)" .

Deoarece sistemul (3) este “apropiat” de sistemul (1), ne asteptdm ca solutia
sa, x\", si fie “apropiatd” de solutia « a sistemului (1).
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Asadar xV verifici relatia
FxOy+ar(x)x® —x@y=0.
In continuare consideram sistemul liniar
FO Dy +drxMyx-xD)=0
si ne asteptam ca solutia sa, x?, s se “apropie” mai mult de . Asadar x
verifica relatia

(2)

FxWy+arxW)x® —xMy=o.
In general, considerdm sirul de vectori {x(p )} cu proprietatea:
F(x(p)) n dF(x(p) )(x(PH) _ x(P)) -0 (4)
si ne asteptam ca {x(p )} sd conveargi la a.
Reamintim ca pentru orice ae D si orice

h= (hl,...,hn)T eR", dF(a)(h)= Jp(a)h,
unde

i T

—(a) .. —(a)

03(1 ékn
JF((J)Z @r @r
“(a) .. —(a)
é}cl ékn

Daca presupunem cd Jr(a) este nesingulara, atunci, din continuitate,

rezultd ca existd o vecinatate » a punctului x =a, astfel incat Jp(x) este

nesingularad pentru orice xe/l .
In aceastd conditie, din (4) rezulta

AP = x(2) _ (D) p(x(P)), p> 0 (5)

Teorema 1. Fie DcR"™ o multime convexd, marginita §i inchisda, aeD o
solutie izolatd a sistemului F(x)=0 gifie r> 0 astfel incdt bila

B, (@)={xeR" ; |x—a|_ <r}cD.
Presupunem ca
@) FeC*(D)
(i1) Exista M\>0 astfel incat HJIF1 (x)”Oo <M, xeB.(a)

2
é’gf(x)

(iii) Exista M,>0 astfel incdt

<M,, xeB,(a),

i“*j

oricarear fi i,j,k=1n.

Atunci sirul {x(p )} definit de (5) are proprietdtile:
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2
o o] <o
o 2 0
2
b) Daca %nleMzux(o)—aH <1, atunci sirul {x(p)} este
o8]

convergent §i. lim x(p) =a .

p—>®

Demonstratie. Din formula Taylor rezulta ca pentru orice k=1,n siorice p € N,
exista un punct f,gp ) pe segmentul de dreapti deschis de capete o si x? astfel
incat
fe@= fi ) =d ) @)+ a2 =)
Tinand seama ca ‘
P Vo)=Y Y o rae G =" =)

i=1j= 1
si de ipoteza (iii), rezulta

(p)Haj _xﬁp)‘ <

(@) = fe P = e (P~ (P <

2 —
Slenz ‘a—x(p)H , Mk=1Ln.
2 o

In continuare, avem

2
|F@- ) -ar - = Lan?fa—xP| 6

Pe de alta parte din (4) rezulta
—F(x(p)) + dF(x(p) )(x([?)) - dF(x(p) )(x(lﬂ‘l)) (7)
Cum F()=0, din (6) si(7) obtinem

2
Ha’F(x(p))(x(pH) —a)H < lnzMZHa—x(p)H sau

HJ (x(P))(x(PH) a)‘

2M Ha x(p)H (8)

In sfarsit, tinind seama si de ipoteza (11) avem
‘(X(PH) _ a)‘ _ HJ;_I (X(P) ) r (X(P) )(x(P+1) _ 0{)” <
[e0] [e¢]

< HJ;‘(x(P))H : HJF (xP)y(x(P+D _ a)H < My S Myn

2
2 ‘a _x(p)“
2

Asadar, am demonstrat afirmatia a).
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1 . <
Daca notam cu c=5n2M 1M, , din a) rezulta

(x(PD _ a)‘

< —a)”i ©)

Particularizand indicele p, obtinem succesiv

o,

o ef s, sea e

Daca cﬂ(x(o)—a)u <1, atunci  lim
o p—>®©

‘(x(pJ’l) —a)” =0, deci { x(P) } este
0

convergentsi  lim x(P) = ¢ . Cu aceasta teorema este demonstrati. O
p—®©

Exemplu. Reluam sistemul (4) din §1
f1x7,%2) = 2x7+x3 =5=0
Sfo(xpxz)=x+2x;-3=0

- . 1 . . . .
In domeniul D = [1,2]>< [5,%} sistemul admite o singura solutie si anume

o = ”‘;‘5 ~1.4880338
a, = 4_3‘5 ~0.7559831
O®_3 & O_. (4 23
X > 51 Xy ;s Jr(x,x2) 1 K
11
3 6 2 -1 3 5 5
Jp(=)= c JR 2=
RNt 2j G E
10 5

Conform (5) avem
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99
6] 3 l _l l 3 0 3
I 3 1- 5 50122 211 = 2
1 —
N I I B s I
10 5)\2 4
Primele 3 iteratii sunt prezentate in tabelul urmator
Numadrul iteratiei 0 1 2 3
X1 1.5 1.5 1.488095 1.488034
X2 1.0 0.75 0.755952 0.755983
1 —X)
-1 _ 4x1 — X 4X1 — X2
Tr (0= 1 4x)

2(4x -x3)  2(4x—xy)

x| € [1,2] ; Xp € [%,E}

2

HJEI(X)H =max{ I+ Lt+dx }Sg .
© 5

4x1 — X ’ 2(4X1 - X2)

Asadar, putem lua M, :%

O’fi iy OPhi_y. P, Pf_h O _

at | Axy &b LAl didn a3
sideci M,=4.
3
3 1,488 2
X0 = 20, a= s ‘x(o) —aH ~0.06
1 0,756 0
2
L Mon? ‘x(o) —aH ~1.2.4.4.006=03864<1
2 w 25

Rezulta ca algoritmul Newton —Raphson este convergent in acest caz.

Observatia 1. Metoda Newton expusd aici are un inconvenient major §i anume
faptul ca la fiecare pas trebuie calculata inversa Jﬁl (x(p )) . Din motive de
continuitate, putem presupune ca intr-o vecindtate suficient de mica a punctului
X avem J ﬁl(x(p )) = Jﬁl (x(O)) . Se obtine astfel metoda Newton modificata
v () 0 p By s
(10)
0 _.0

Observam ca vV=x"" dar, in general v¥’'=? pentru p>1.

L. Kantorovici a studiat metoda Newton modificatd si a dat conditii
suficiente care asigura convergenta algoritmului (10).
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In continuare sa analizim metoda Newton—Raphson pentru o singura
ecuatie neliniara.

F(x)=0 , xe€la,b] . (11)
Presupunem cad ecuatia (11) admite o singurd rddicind ae[a,b].
Algoritmul (5) revine la
NN/ C I
1= . > =
PR f(xy) (12)
Xy €la,b]

o
X2 X xo b X

Din punct de vedere geometric, x,:; reprezintd abscisa punctului in care tangenta
la graficul functiei / in punctul M,[x,, f(x,)] intalneste axa Ox.
Intr-adevar, ecuatia tangentei la grafic in punctul Mg[x, f{xo)] este

¥y = fxo) = (x0)(x — xo) .

Fie x; abscisa punctului in care aceasta tangenta intalneste axa Ox.

Avem

0 — flxo) = f"(x0)(x1 — Xo)

_ f(xp)
S'(x0)

si mai departe
X1 =X
adica prima iteratie din (12).

. 1 .
f ()| ; xelab]} . Atunci putem lua M; =— . Evident

m

Fie m; = inf{

my=sup{ | /"(x)

; x€la,b]} . Algoritmul este convergent daca

%M1M2|X0 —a|2 <1.
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Exemplul 2. Fie ecuatia F(x)=x"-2x-5=0; xe[2,3]. Ecuatia admite o

F2)=-1<0;F3)=16>0.
Algoritmul este
3
x5 —2x,—5
Xp+s1 =Xp — L ) L
3xp—2

xo €(2,3) arbitrar

>
> P20 (13)
) =3x"-2; M1=% ; fl(x)=6x; M,=18

1 29
5M1M2|x0—a| <E<1 ,

de unde rezultd convergenta sirului {x,} definit de (13). Valorile obtinute dupa
primele 5 iteratii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Numarul 0 1 2 3 4 5
iteratiei
X 2.5 2.16418 | 2.09714 | 2.09456 | 2.09455 | 2.09455
Exercitii
1. Sa se gaseasca solutia aproximativa a sistemului
y3 —-20x-1 =0
X 4xy-10y+10 =0
situatd in dreptunghiul D =[-1, 1]x[0, 2], folosind metoda aproximatiilor
succesive.
y -1
20
X,
R. Consideram G : D — D unde G(x, y)=(g1( y)jz
gZ(x’y) 3
x +xy+10
10
3
M =(mj)i<; j<o = sup@— =1 1 , lar ||M||OO =§ , deci G
xeD|OX 1<i, j<2 -
2 10
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este o contractie si sirul aproximatiilor succesive x”*" = G(x*)) converge la
solutia sistemului.
Valorile obtinute dupé primele 3 iteratii sunt trecute in tabelul de mai jos.

Numarul iteratiei 0 1 2 3
X 0.5 -0.0437 0.00583 -0.000679
y 0.5 1.0375 0.99545 0.99993
2. Sa se gaseasca solutia aproximativa a sistemului

x3+y3—6x+3 =0
x3—y3—6y+2 =0

situatd in dreptunghiul D:{%,%}{é,%} folosind metoda aproximatiilor

succesive.
3 3
_X +y +l
R. Punem sistemul sub forma 3 6 3 2 si atunci
_x-y 1
U6 T3
3 3
x” + 1
Qi) =" :
G(x,y)= 30 3 este o contractie a lui D. Intr-adevar,
X -y
X,y)= +=
g2(x,) p 3
(2)2 ! @2 1
0g; 6) 2 \2) 2 .
M = (myj)i<i j<a =| sup| oL = , iar
o ox YY1 (1)1
DT g |12] .2 (2] .2
6) 2 \2) 2

||M ||OO =0.47222 , deci G este o contractie si sirul aproximatiilor succesive

x? = G(x")  converge la solutia sistemului. Considerand x¢=0.5 si  ,=0.5
avem:
Numarul iteratiei | 0 1 2 3
X 0. | 0.54167 | 0.53266 | 0.53256
5
y 0. [0.33333 | 0.35365 | 0.35115
5
3. Sa se gaseasca solutia aproximativa a ecuatiei e"+10x-5=0

situatd in intervalul [0, 1], folosind metoda aproximatiilor succesive.
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10
contractie si sirul aproximatiilor succesive x = @ (x) converge la solutia ecuatiei.
Valorile obtinute dupd primele 5 iteratii sunt trecute in tabelul de mai jos.

R. Ecuatia se poate pune sub forma x= =@(x) ,unde ¢@(x) este o

Nr. deiteratii | 0| 1 2 3 4 5
X 0| 0. | 043297 | 0.43514 | 0.43528 | 0.43529
4

—_—

Gl
|x) —x0|=0.00525 .

1y = [013672 0.1773

‘xs —x|<
b
3
4. Sa se gaseasca solutia aproximativa din cadranul intai pentru sistemul
x1+3lgx1—x§ =0
2x12 —-x1xp =5x+1 =0
folosind metoda Newton.
R. Sirul aproximatiilor succesive P (P) —J}l xPHFP)y | p=0
unde:
) L/ RC/
x; +31gx; —x3 (p) Ox;  0Oxp
F(x,y)= ! > JF(xp):
[2x12 —x1xy = 5x1 +1 5f_2 af_z
axl GX2
Se obtin:
= (x(o) -0.19112 0.25482 a _ 3.59209
-0.31853 0.09137 2.32015
-0.12916 0.16685 3.49059
gl (x(l)) . XD =
-0.25343 0.049 2.26341

NE) 3.48745
-0.26238 0.05379 2.26163
-1 (x(3) _(- 0.13697 0.17765 @ 3.48744
-0.26267 0.05395 2.26163
Ty -0.13697 0.17765 ) _ 3.48744
(x = ; s.a.m.d.
-0.26267 0.05395 2.26163
5. Sa se gaseasca solutia aproximativa (x>0, »>0) pentru sistemul
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xz—y =0
x2+y2—3x =0

folosind metoda Newton.

R. Sirul aproximatiilor PAvAR ) —J;l(x(p))F(x(p)) , p=>0 unde:
, 9 9
— X =Yy (p)y _ 8x1 8x2
F(x,y)= , Jr(x =
(o) (x2+y2—3xJ re ) 9 9
Oxl 8x2

1
Se obtin urmatoarele rezultate daca se porneste cu x© :( j

1
0.66667 0.33333 1.33333

7 )2 RO
0.33333 0.66667 1.66667
iy (038961 011688 ) (122511
0.03896 0.31169 1.48918

S 2(0.44138 01482 ) (5 (121353

0.08148 0.36311 1.47253

1 . (0.44792 0.15209 o (121341
T ®) = @ _
0.08714 0.36914 1.47237

J—l(x(4))=(0‘44799 0.15213} , x(5)2{1.21341j '

0.0872  0.3692 1.47237
6. Folosind metoda Newton sa se aproximeze solutia pozitiva a sistemului de
ecuatii neliniare
x2 +y2 +z2 =1 0.5
252 2 - ‘dera 0) _
x° +y° -4z =0, considerand X“/ =|0.5
3x2 —4y +z2 =0 0.5
R.  Sirul aproximatiilor xP™ =x(® _ jZlcPHYFP)y | p>0 , unde:
X2+ y2 +z22 -1 X
F(X)=|2x> +y* -4z - x=|y|;
3x? - 4y + z? z
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N h N
ox Qy O 2x 2y 2z
Jen= 92 P Do\ 4 0y 4
F o oy o

o oy o | O 4 2
R
0.5
Se obtin urmatoarele rezultate daca se porneste cu X O =los
0.5
0375 0.125 0.125 0.875
JAx=l035 005 -015]; xD=| 05
0275 —0.175 0.025 0.375
0.23552 0.05792 0.07336 0.78982
JAxWy=|0.36486 0.04054 -0.14865 | ; X =|0.49662
0.2973 -0.18919 0.02703 0.36993
0.26276 0.06359 0.08104 0.78521
JA (X Py =|0.36652 0.04023 0.149 |; X =|0.49661
0.29855 -0.18978 0.02701 0.36992
7. Sa se gaseasca solutia aproximativa (x>0, y>0) pentru sistemul

xz—y =0
x2+y2—3x =0

folosind metoda Newton modificata.

R. Sirul aproximatiilor succesive P - GO E(P)y | p>0
unde:
, N N
— X =y (p) _ 8x1 8)(,'2
F(x,y)= , Jr(x =
(o) (x2+y2—3xJ Pl ) 9 9
axl 8)62

1
Se obtin urmatoarele rezultate daca se porneste cu X = (J
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_ 0.66667 0.33333 1.23077
J 1(x(0)): +D —
0.33333 0.66667 | ’ 1.46154) °

(@ _(120791) ) (121586) (4 (121217
146908 ) 1.47494 ) 1.47093 )

Ly _[121341)
1.47237
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3. Vectori si valori proprii

Reamintim cid daci A este o matrice pitraticd, atunci un vector xeR”
se numeste vector propriu in raport cu A, dacd x=#0 siexistd un numar A
(real sau complex) astfel incat Ax = Ax. Numarul A4 se mai numeste si valoarea
proprie. Valorile proprii ale matricei A4 sunt radacinile polinomului caracteristic
P(A)=det(4— Al) si sunt invariante la transformarile de similitudine ale lui A4;
acest lucru Inseamnd ca valorile proprii ale matricei 4 coincid cu valorile proprii
ale matricei C 1 AC , oricare ar fi matricea nesingulara C.

Daca matricea A este simetrica, atunci valorile sale proprii sunt reale si
existd o bazd ortonormald formatd din vectori proprii, deci cu proprietatea

Av; =, i= 1,7, in raport cu care matricea 4 se reduce la forma diagonala
A4 0 0 .. O

0 4 0 .. 0

D= (1)

0 0 O Ay
Baza vq,...,v, se poate alege astfel incat Ay >4, >...2 4,,. Dacd, in plus, 4 este
si pozitiv definitd, atunci 4; >...> 4, >0 si

<Ax,x>
A1 =4, =sup——.
1 =4[, x‘ig ()

Fie V7 matricea de trecere de la baza canonica a spatiului R" la baza

. - . . - T . - « o«

V1,V2 .., vy, . Se verificd imediatcd V° V' =1, deci V este ortogonald. Rezulta ca
v l=vT sica D=vT.4V.

In practicd, valorile proprii ale matricei A4 nu se determind rezolvand

numeric ecuatia caracteristici det(4—A/)=0, deoarece, asa cum vom arata in

continuare, radicinile unui polinom sunt foarte “sensibile” la orice modificare a

coeficientilor polinomului.
Intr-adevar, fie polinomul
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f(xX)=a,x" + an_lxn_l +..+ax+ag,
si fie
h(x)= f(x) + £g(x)
polinomul modificat, in care & >0 este arbitrar, iar
g(x)=b,x" +b, 1 x" "+ . +bx+ by
este un polinom oarecare. Cum g  este arbitrar, putem considera ca

bj=a;, i=Ln sau b;=0 pentru i#j si b;=a; etc. Asadar, cazul

considerat este practic cazul cel mai general. Fie x;,x5,..,x, rddacinile
polinomului f. Pentru simplificare, vom presupune cé aceste radacini sunt simple,
deci ca f(x;)=0 si f'(x;)#0, k=Ln.

Sa presupunem ca vrem sd determinam radacinile ecuatiei A(x) =0
cu una din metodele numerice cunoscute, de exemplu metoda Newton - Raphson.
Ne asteptam ca pentru & > 0 foarte mic, radacinile ecuatiei A(x) = 0 sa fie
apropiate de radacinile ecuatiei initiale f{x) = 0. Notdm cu z; o radacind oarecare
a ecuatiei /(x) = 0. Conform algoritmului Newton avem
M) _ £g(xk)

=X — =Xp — 2
T TG T G + e (o) @
Daca notam cu
3 g(xx)
1= )+ eg'p)
atunci
4'(e) = g(xp)g (xy) . 3)

[+ eg' o)
Cum ¢(&)=q(0)+&q'(0) pentru &£>0 suficient de mic, din (2) si (3) rezulta

. g,(xk) N (C79)-4C73) ~xp - & g,(xk) @
VAETY (o)) S Cxg)

Sa presupunem ca b, =0 pentru i#j si b;=a;. Asadar, modificarea

Zp =X

polinomului f* constd in faptul ca se inlocuieste coeficientul a; cu coeficientul

a j=0+¢)a;, iar ceilalti coeficienti raman neschimbati. Din (4) rezulta

~J
a]x

JEETA

)

Zp —Xp RE

Exemplul 1. Fie
12
f(x)= ]El(x —k)y=(x-D(x-2)..(x—-12).

Evident
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xp=k, k=112 si f'(xk):(—l)k(12—k)!(k—1)!
Conform (5) avem
ja |’
|Zk—xk|:6'
(12 -k -1)!

Se poate arataca a;=-— 6.926.634 .

Sa presupunem ca £=10_11, ceea ce Inseamnd ca modificarea
coeficientului a; se face cu cantitatea ¢-a; =-0.00006926634 ~—0.00007 .

Acest lucru este oricand posibil datorita erorilor inerente la introducerea datelor. Sa
analizam efectul acestei modificari asupra radacinii xo =9 a ecuatiei fix) =0. Un
calcul direct ne arata ca

|29 — x9|=0.00137~0.0014 .

Asadar, modificand un singur coeficient si anume «@; cu 0.00007, radacina
X9 se modificd cu 0.0014. Raportul dintre modificarea radacinii xy §i modificarea
coeficientului a; este 20, ceea ce aratd sensibilitatea radacinilor unui polinom la
modificarea coeficientilor.

Din cele de mai sus rezultd cd nu se recomandd determinarea valorilor
proprii ale unei matrice pe calea rezolvarii numerice a ecuatiei caracteristice.

Metoda recomandatd este sa se aducd, printr-un procedeu oarecare,
matricea la forma diagonald si atunci valorile proprii se determind global (toate
odatd), ele fiind, de fapt, elementele de pe diagonala principala. Se urméareste deci,
ca prin transformari de similitudine, care nu modifica valorile proprii, s3 micgsoram,
eventual pana la disparitie, elementele nediagonale ale matricei, astfel incat, in
final, sa obtinem practic matricea diagonala.

§3.1. Metoda rotatiilor a lui Jacobi

Fie A o matrice simetrica. Metoda Jacobi constd in efectuarea unei suite
de transformari de similitudine ale matricei A4 utilizdnd cele mai simple matrice
ortogonale netriviale (matricele de rotatie) de forma
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p q
{ N
1 0 0 0
0 0 0
. o)
o . . cosp . . . singp . . O
b : _ (1)
U= . :
| <4
0 . . —sinp . . . cosp . . O
0 1 0
0 . . 0 0 1

Asadar, elementele matricei U sunt:
u; =1 dacd i#p si i#gq

Upp =COSQ, Uy, =SINQ o
Ugp =—SINQ, Uy, =COSP
U =0 in rest

O asemenea matrice este ortogonala (U Tu=1 si deci U 1oy T) si
reprezintd din punct de vedere geometric o rotatie de unghi ¢ in planul determinat
de directiile e, si e, Notimcu A4'=UT4 sicu 4=4'U=UT 4U . in cazul
particular =5, p=2 si ¢ =4, matricea 4" arata astfel

an @1,C0S P—a148INQP ais apsSing+a 408 ais
a1COSP— 7>COS> @-2a5n@ | ap;cosp— | (an—as)singcospt ar5COSP—
a41SinQ cos@tasin’g a43Sing r4COS2 @ a45SINQ
as) a3>CoS (p—a34sin¢) as;z agzsing0+a34cos¢ ass

a sing+ (ax—aqs)sing axsing+ axsin’ Q+2asing arssing+
(141COSQ COSPTay,c082 @ 43C0S @ COSQF (144C0S @ 45C0S @
ds) A5)COS P—s54SINQP ass asySin@+asycos@ ass

In general, elementele matricei 4" sunt

aj=a; dacd i#p sii#q

Al =dpi COSP —ay; sing j=Ln 3)
! = . 1 .

agj =a,; SiNQ +ay; cosQ ,

iar cele ale matricei A” sunt
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" !

aj =ay; daca j#p si j#q

ajp =aj, COSQY —aj, SN P ,i=ln . 4
aig =aj, SINQ +aj, COSQ
Din (3) si (4) rezulta
"o 2 , .2
App =0 py, €OS™ @ = 2a,, cOSPSINY +agy, sin” @
al, =a, sin>@+2a,, cospsing+a,, cos
99 = %pp P ¥ 2lpg COSPSMP T+ dyg ¢ (5)
" _ _ .
Apg =(ap, —agg)siN@QCOSP +a,, cos2p
"o
Qgp =9pg

Cum intentia noastrd este ca elementul nediagonal cel mai mare (in valoare
absolutd) sd se anuleze in urma rotatiei, vom alege liniile p si ¢ astfel incat a,, sa
fie cel mai mare element (in valoare absolutd) de deasupra diagonalei principale si

"

vom pune conditia ca aj,, =0. Tinand seama de (5) rezulta

E(app —A4q)SIN2¢ +a,, cos2¢ =0

si mai departe

clg2¢p = Y99 ~%pp (6)
2ap,
Asadar, unghiul de rotatie se afla din relatia (6). Introducem notatiile
g=2aa " e si tgp=t . (7)
2a,,
1-1g 2(0 . . s .2 4
Cum ctg2¢p= W , din (6) si (7) rezulta t“ +26-t—1=0. Rezolvand

aceasta ecuatie obtinem

f =067 -—1

6+6% +1
Pentru a evita ca numitorul sa fie mic, ludm
1
daca 6=#0
1=10+sgn(OWO> +1 . (3)
1 daca 6=0

Conform unor formule elementare de trigonometrie avem
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c=c05(p=\/1_2
o Ve ©)
s=sme =
V1422
Din (8) si (9) rezulta cad  [f| <1, L |s|sL si deci ca
V2 V2

el 2 X
¢ 474 |

Dacé notdm cu S(B) suma patratelor elementelor nediagonale ale unei matrice B
oarecare, atunci din (3) si (4), un calcul direct ne conduce la

S(A4") = [S(A) ~2a3, ]+ 2a"?

pq -

Asadar, daca alegem unghiul rotatie ¢ conform (8) si (9) rezulta

ah,=0 sideci S(A")=S(4)-2as, . (10)
Deoarece aijz- < a;q pentru i# j, vom avea

2 2
S(4)<n(n-1)a> sau - S(4)=-2a3, . 11
(4) < n(n—Day, n(n—l)() Pq (11)

Din (10) si (11) rezulta

S(A”)SS(A)(I— 2 1)}<S(A) pentru n>2 . (12)

n(n—

Sa consideram acum un sir de rotatii in urma cérora se obtin matricele A,
, Al , Az, ey Ak, ... unde A():A , AIZA”, A2 = A1" , etc.

Din (12) rezulta
2 k
S(4;)<|1- S(A) . (13)
n(n—1)
Cum 1- €(0,1) pentru n>2, din(13)rezulta lim S(4;)=0.
n(n-1) k—>

Asadar, la limita sirul {A k } tinde la matricea diagonala.
Se poate demonstra urmatoarea teorema

Teorema 1. Fie JA; valorile proprii ale matricei A  §i fie a%{ ) elementele
diagonale ale matricei Ay. Atunci
(k)
aj —AJ‘SW/S(Ak) :
Deoarece afnkq) este cel mai mare (in valoare absolutd) element

nediagonal al matricei Ay, rezulta
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S(A4) < (n? =ma$hH? <n?(@l)H)? .
Din Teorema 1 obtinem

| (14)

(k)
ay —xlj‘<n

Inegalitatea (14) poate fi luata drept criteriu de oprire. Din inegalitatea

n‘agf]) < ¢, varezulta numarul £ al rotatiilor necesare pentru a aproxima valorile

proprii 4; ale matricei 4 cu elementele diagonale a%{ ) ale matricei Ay Sirul

de matrice Ay se calculeaza recursiv
A =Ul 44U, k21
Ay =4
Algoritm pentru determinarea valorilor proprii prin metoda rotatiilor a lui Jacobi
Intrare 4, ¢ ;
Repeta
Determina : max := elementul maxim in valoare absoluta de
deasupra diagonalei principale a matricei 4 ;
Fie (p,q) pozitia acestui element ;
Calculeaza cu formulele (7), (8), (9) respectiv €, t, ¢, s ;
Determind U prin inlocuirea in 7, aelementelor i,, si i, cu
c §i @, cu s, iar i, cu -s

(15)

Calculeazi A4 :=U"A-U; calculeazi S:=

pana cand S<e¢ .

Exemplul 1. Pentru matricea

311 {
A=|1 3 1|, ap=1; p=1; ¢=2; 0=0; 1=1; C:S:T
113 ?
SLE
V22 2 0 0
Ulz—L L 0; 4=Ul4aU;=[0 4 2|; ap3=+2; p=2; ¢=3
2 W2 0 V2 3
0 0 1
g4 Lg% N2 a3 A
242 242 2 2 \/g \/g
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0 0 2.0 0
Uy=|0 V2o A, =UT AU, =|0 5 0
Vi 0 0 2

o L N2

NEEERNE

Rezultd: 4, =2; A, =5; A3=2.

§3.2. Metoda Householder pentru
tridiagonalizarea matricelor simetrice

Pentru matricele simetrice tridiagonale existd o metodd speciald de
determinare a valorilor proprii, bazatd pe conceptul algebric de sir Sturm; aceasta
metoda va fi prezentata in paragraful urmator.

Prezintd deci interes cunoasterea unor metode de tridiagonalizare a matricelor
simetrice. Cele mai cunoscute metode din aceastad categorie sunt metoda Givens si
metoda Householder.

Asa cum am vazut in Capitolul I, §4, pentru orice vector xeR”, x#0,
exista o matrice Householder H, astfel incat Hx =oe;, unde o este un numar
real. Algoritmul pentru determinarea matricei H este prezentat in (3), respectiv
(4). Fie A4e M, (R) o matrice simetricd si fie a; = (all-,aZi,...,ani)T, i=ln,
vectorii sdi coloana.

Cautam o matrice Householder H; astfel incat

ary
)
a1

Hlal = 0

0

Pentru aceasta, alegem FH; de forma H, =[0 i j, unde }NII este

1
matricea Householder de ordinul (n-1) cu proprietatea ca



Valori si vectori proprii 115

any agl)
anl 0

Conform algoritmului (4) descris in Capitolul I §4 avem:
2 2\1/2 -1 T
S=(Cl21 +...+an1) , ﬂZ(S(|a21|+S) , u:(a21 +s-sgn(a21), a31,...,an1) ,
sgn(a21)=1 daca an =0 . ﬁl :[nfl —ﬁuuT

Daca notim cu =(a21,...,an1)T, atunci

~ s -sgn(ayy)
o 0
H1a1= .

0

an

j — s -sgn(asy)

. 1 0 an an

Mai departe avem Ha; = ~ | 2=~ - |= 0
0 Hl a Hl - aq .

0

Fie 4,=HAH'"\. Atunci

aq —s-sgn(ap,;) 0 .. O

1 1 1
—s-sgn(apy) agz) a§3) agz
@ @ M

0 azy a3y .. a3,

A4 =

1 1 1
0 a}(ﬁ) afB) a,(m)

In continuare se cautd o matrice Householder H, cu proprietatea cd elementele

al.(z2 ) (i= 4,_n) din matricea A4, = H,4,H,' sunt nule, etc.

Algoritm pentru tridiagonalizarea matricei A
Ay:=A4;
Pentru i:=1,n-1 calculeaza

. 1/2 1
s:=[ z a,ﬁ} 5 ﬂi=(8(‘ai+1,i‘+6‘))_ ;

j=i+l
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YA
u= (ai+1,i +8580(a11)s A s ay )
dacd a;;+1>0 atunci sgn(a;;+):=1 altfel sgn(a;+):=-1 ;
}Nll- =1, —ﬂ-u-uT ;

I, 0
H;= ~ |;
0 H;

. T .
A =H4;,H;
sfarsit pentru i.

§3.3. Determinarea valorilor proprii ale matricelor
simetrice tridiagonale

Urmaitoarea teorema precizeazd multimea din planul complex (respectiv
intervalul din R ) in care se afla valorile proprii ale unei matrice.
Teorema 1 . (Gerschgorin). Fie A o matrice patratica de ordinul n,
n

i Di:{zeC; |z—al-l-|<rl-} . i=lLn

I"l- = Z al-j
J=1
J#i

n
Daca A este valoarea proprie a matricei A, atunci A€ |JD; .
i=1

Demonstratie. Fie 4 o valoare proprie a matricei 4 si fie x=(xy,...,x, )T un

vector propriu corespunzator lui 4. Atunci x#0 si 4Ax = Ax. Rezulta
ainxy +...+ a;iX; +...+ AinXy = /lxl-
sau

iaijxj:(i—aii)xia i=ln M
;

Fie pe{l,2,..n} astfel incat ‘xp‘ =, >0.

Din (1) rezulta

n x] n
2 =ap|< X lapl—H< 2 ay|=r
Jj=1 Xpl Jj=1
J#p J#p

n
Asadar, AeD,cUD;.
i=1
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In cazul particular cind A4 € M , (R) si are toate valorile proprii reale,
rezulta ca

”_}"l',al'l'+f"l']CR. D

1 2 1
Exemplul 1. Fie A=|2 -3 =-2|,r=3; rn=4;, r=3.
1 -2 2

rel-2,4lu-7.1]u[-1,5]=[-7.5].
O matrice simetrica tridiagonala este de forma

ay bl 0 0 0
bl as b2 0 0
0 by ay b

J= 2 43 b3 )
0 0 O 0 bn—Z an_l bn—l
0O 0 O O 0 b, a,

Pentru o astfel de matrice avem
a;;=4a;; n =|b1 5 Ty =|bn_1 ; r,~=|b,~_1|+|b,- , 1=2n-1.

Fie a=min(a; —r;) st b=max(a; +r;) .
I<i<n 1<i<n

Valorile proprii ale matricei A vor apartine intervalului [a,b].

Definitia 1. Un sir ordonat si finit de polinoame reale

fn >fn—1""’fl ’fO se

numeste sir Sturm, daca:

1. Polinoamele vecine nu au raddacini comune;

2. fy nu are raddcini reale;

3. Dacad x=a este o radacina a unuia din polinoamele intermediare

fi, i=Ln=1, atunci f,1(@)fiq(a)<0 ;
4. Daca f,(a)=0, atuncipentru h> 0, suficient de mic, avem
-h h
Sn-1(a—h) Ju-1(a +h)

In continuare, pentru orice x € R, notdm cu S(x) numarul schimbarilor
de semn din sirul

Jn )y fu1(X)s s f1(2), S0 (X),

dupa ce am eliminat elementele nule.

Teorema 2. (Sturm) Fie f,,f,-1,-f1-/0
Daca numerele reale a si b, a <b, nusuntraddcini ale polinomului f, si

un sir Sturm de polinoame.
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daca polinomul f, nu are raddcini multiple, atunci S(a) = S(b) si diferenta
S(a)-S(b) este egala cu numdarul raddacinilor reale ale polinomului  f, din
intervalul (a, b).

Demonstratie.  Deoarece polinoamele sunt functii continue, atit timp cét x
crescand, nu intalneste nici o radicind a vreunuia din polinoamele din sir, semnele
polinoamelor din sir nu se schimba si deci S(x) rimane neschimbat. Raméane sa
analizam urmatoarele cazuri posibile:

a x = « este radacind pentru unul din polinoamele intermediare. Fie
i€{l2...(n-1) astfel incat f;(c)=0. Din Definitia 1 rezulti f;_j(@)fi,(a)<0.
Sa presupunem cd f;_1(¢)<0 si  f;,1(a¢)>0. Din continuitate rezultd ca
exista A4 > 0 astfel Incat f;;(x)<0 si  f;;;(x)>0 pentru orice
Xe [a —-ho+ h]. Avem urmadtoarea situatie

x | fir (%) fix) fiaa(x)
a-h - + +
o - 0 +
ath - T +

Rezulta S(a+ h)=S(a- h).
in mod analog, daci f; (&) >0 si  fi,;(a)<0 avem urmitorul tabel
ale semnelor

x | fa(®) fix) fir(x)
a-h + + -
o + 0 _
a+h + + -

Rezulta, de asemenea S(a+ h) = S(a- h).
b) x=a este o radacind a polinomului f,. Evident, in acest caz f,.(a)#0
(Definitia 1, proprietatea 1).

Din continuitate si din proprietatea 4 a Definitiei 1, rezultd ca nu putem
avea decat urmatoarele situatii

x | fis0) £ x | fit) %)
o-h - + a-h + -

a - 0 o + 0
ath - - a+h + +

Asadar, la trecerea printr-o radacina a polinomului f,, S scade cu o unitate
S(a+ h)=S(a— h) -1).

In definitiv, am demonstrat ca numirul radacinilor reale ale polinoamelor
f», cuprinse 1n intervalul (a,b) este egal cu
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S(a) -S(b). a
Exemplul 2. .
Fie polinoamele: \
A
f3(x)=x3—3x2+1; \
\
fr(x)=x? =3x+1; f\
fi)=x-1; \
fo()=1 \
Din reprezentarea grafica a
polinoamelor se observa ca ele formeaza un sir
Sturm. Alegem a= -1 si b=3.
LED =230 AED =50 i) =2 ©
fo=DH=1
=1 ABR=1 [(3)=2
fo3) =1 S=D=3; SG)=0;
Numarul radacinilor reale ale polinomului

f; cuprinse in intervalul (-1, 3) este 3.
Fie J matricea simetrica tridiagonala
data de (2) si fie
A= a - bl 0 0
- b] A- a)n - b2 0

P(A)=det(Al -J)=| 0 -by, A-a3 -—b3
0 0 0 0
Introducem urmaétoarele notatii
fo(h =1
1D =24-q

() =(A~-az) fi(A) bl fo(A)
f3(A)=(A—az) f>(2) - b3 fi(A)

Fu)=(A=a,) fu (D) =by i fra(A)

3)

Se observd imediat cd f, (4)=P(1) este polinomul caracteristic atasat

matricei 4.

Teorema 3. Daca b; #0 , i=1,n—1, atunci fiecare polinom fj , k =0,_n,
are exact k radacini reale simple. Mai mult, pentru orice 1<k <n—1, radacinile

vvvvv
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Demonstratie. Polinomul f; admite radacina /151) =a;. Din (3) si din ipoteza
by #0 rezulta f5(A"V)=-b{ <0.

Pe de alta parte, deoarece f,(A) =22 4. si deci lim f5(A4)=+x,
A—t0

rezultd ca exista /"ng), /1(22) radacini reale ale lui  f;, astfel incat
(2) _ () _ 5(2)
AT <A <Ay
Tinand din nou seama de (3) si de ipoteza b, #0, rezulta
2 2 . 2 2
HEN=-b3AP)>0 si [P =63 1) <0
Cum f3(1)= A +.. avem lim f3(A)=—00 si lim f3(A)=+0.
A—>—00 A=
Asadar, polinomul f; admite 3 radacini reale simple
3 2 3 2 3 . 3 2
A e (o0, 2y, 29 e(dP,29) si A e (AP, 0).

Prin inductie matematica se poate arita ca f; are k radacini reale simple si separa
radacinile polinomului  fi. . u

2
/11(3)
7
/
il
/
If5

Corolarul 1.  Orice matrice simetrica tridiagonald ireductibila are n valori
proprii reale distincte.
Intr-adevar, conform Definitiei 2, Capitolul I, §2, dacd matricea J este

ireductibild, atunci b; #0 , i=1,n—1. Afirmatia rezultd acum din Teorema 3 si
din observatiaca f,, (1) = P(1) este polinomul caracteristic al matricei J.

Teorema 4. Daca J este o matrice simetrica tridiagonald ireductibila si
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foW =1 fi)=A-a; fr(D)=A=ap) fra (W)= fra(A), k=2,n,
atunci f, , fu_1,->f1,fo esteun sir Sturm.

Demonstratie. Evident f,(1)=0, pentru orice 1€R . Fie ke {1,2,...,n —1} si
aeR astfel incat f;(a)=0. Atunci f; ()= —b,%fk_l (a). Din Teorema 3
rezultd f; (a@)#0 si  fr_(a)#=0, 1iar din egalitatea precedentd rezultd
Jies1(@) fi-1(2) <0

Fie x = a; cea mai mare radacind a polinomului f,. Din Teorema 3 si din
faptul ca lim f,(x)= lim f,_j(x)=+40 rezulta f,_;(e;)>0 si mai departe ca
X—>0 X—>0

n fn(al+h) -1 $i sgn fn(al_h) __
Sna(ag +h) Sna(ag—h)
pentru A > 0 suficient de mic. Dacd x = @ este urmitoarea radicind a
polinomului f,, vomavea f,_j(ap)<0 sideci, pentru /& > 0 suficient de

mic
Sgnwzl si sgnM:—l s.a.m.d. 4
Jn1(ag +h) Jn-1(az —h)
Ay
\\‘ fn -1
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Teorema 5. Fie J o matrice simetrica tridiagonala ireductibila si fie aeR
oarecare. Atunci numarul valorilor proprii ale matricei J, mai mari ca a, este
egal cu S(a).

Afirmatia rezultd din Teorema 4, Teorema 2 si din observatia ca daca
b>ay, unde ¢ este cea mai mare radacind a polinomului f,, atunci S(b)=0,
deoarece f;(b)>0, i =O,_n.

Teorema 5 ne permite sa determinam valorile proprii ale unei matrice
simetrice tridiagonale ireductibila cu metoda Injumatatirii.

Fie a,b € R astfel incat

a<d,<..<Ap <A <b .
Evident S(a)=n si S(b)=0. Fie ¢ mijlocul intervalului [a, b].
Dorim sa localizam valoarea proprie A
\ \ \ |
| ! \ \
a C ﬂk b

Daca S(c) = k, atunci la dreapta lui ¢ se atld & wvalori proprii, deci
inclusiv 4;. In acest caz notaim a;=c, b;=>b. Dacd dimpotrivd S(c) <k, atunci
Ay € (a,c) sinotam a,=a, b;=c.

. + .
Sa presupunem ca A € (¢,b). Fie ¢ = ! 5 b . Daca S(c)) >k, atunci

notam a,=c;, b,=by, iardaca S(c;) < k, atunci a,=a,, b= c; etc.
b—ua a,+b
=——. Putem alege 4; = PP

Rezulta ca Ave(apby), unde b,-a, > )
-a

: ..o b
si eroarea care se face va fi mai mica decat .
2P

210
Exemplul 3. Fie A=|1 2 1|. Atunci r=1,mn=2, rn=1,
01 2

a=min(2-1,2-2,2-1)=0; b=max(2+1,2+2,2+1)=4.
Din Teorema Gershgorin rezultd ca valorile proprii se afla in intervalul
[0,4].

Fie A3 < A < 4 aceste valori proprii. S& presupunem cd vrem sa
determinam valoarea proprie  A;. Notdm cu
a+b
Cc= =

2
Sl =15 D) =242 H(A)=(2-2)'~1; [(A)=(42)-2(4-2)
f2)=1; (2)=0; L2)=-1; £2)=0; S2)=1.

2.
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Rezulta ca in intervalul [2,4] se afld o singura valoare proprie, deci
2+4

4 €[2,4]. Fie cl—T=3,
HoB) =L [B)=L £,3)=0 f33)=-1 SG)=1.
Rezulta /116[3,41 Fie c2=¥=% .

T o723 (7025 27123, g7y
fo(ajZl ; fl(zj—z ; fz(zj—4 ; f{zj_s ; 5(2)—0 .

.7 . .
Asadar, la dreapta lui ) nu se afld nici o valoare proprie. Rezulta

7
11 € (3, E) etc.

Exercitii

1. Folosind metoda rotatiilor a lui Jacobi si se calculeze valorile si vectorii proprii

1 1 3
pentru matricea A=1 3 1
311
R. maxja;|=3=aj;3 , p=1, ¢g=3. Rezultaca
i<j

Yq¢ “pp @33 —an _1-1_, §ior=1
26113 6 ’

iar

51—

1 1 . t
CoOSQ@ = =— , Sme=
\/1+t2 \/5 x/1+t2
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Lo, L
V2 V2
U= 0 1 0
Ly L
V2o 2
LI S 1oy L
V2 VP32 V2
AV =yl au;=l 0o 1 0 |1 3 1] 0 1 0 |=
1 1 1 1
— 0 — (31 1)]-—— 0 —
V2 V2 V2 42
-2 0 0
-lo 5 2
0 V2 4
maxaq)=\/§=a§13,) , =2, qg=3. Rezultica
i<jl ¥
M _ M
ng%q_am7_a33 “2 _4-5 1 1

. 1
= = = - sl , t = = -
24 pg 261513) 22 22 6 +sgnbvl+ 6> 22

t 1

1 /2 . :
—— =, ; Sn@p= = , lar
V1+12 3 V412 V3

cosp =

C
)

|

()

S
S

§||~ w | N]°
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1 0 0 —2 0 0 1 0 0
2) 7 2 1 \/— 2 1
A :U2 A 'U2= O E ﬁ . 0 5 2 . 0 g _ﬁ =
0 V2 4
o -_L |2 o L |2
N ! J3 3

-2 00
0 6 0
0 0 3

Deoarece S(4”)) =0 am obtinut chiar valorile proprii exacte pentru matricea 4 .
1 1

7

V=U -Uy=| 0

reprezintd matricea de trecere de la baza in

W §||'—
_ &

V3
I .
V2 V6 3
care matricea A este datd ( canonica ) la baza in care A4 are forma diagonala. Se
stie de la cursul de Algebra liniara ca aceasta baza este datd de coloanele matricei

de trecere . Deci vectorii proprii se obtin ca fiind coloanele matricei de trecere,
astfel:

1 1
NG V3
V2 i
0 -
1

V2

==2,v= s Ay =6, vy =

S-Ses |-

2. Folosind metoda Jacobi sd se determine valorile proprii aproximative ale

1 2 4 3

.. 21 3 5
matricel1 A=

4 3 1 4

35 4 1

R. Procedand ca in exercitiul de mai sus se obtin succesiv:
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1 0 0 0
0 070711 0 0.70711
Ul = s
0 0 1 0
0 —0.70711 0 0.70711
1 -0.70711 4 3.53553
| —0.70711 -4 -0.70711 0
! 4 -0.70711 1 4.94975 | °
3.53553 0 4.94975 6
1 0 0 0
0 1 0 0
U2 = )
0 0 0.85171 0.52401
0 0 -0.52401 0.85171
1 —-0.70711 1.55422 5.10729
4 = -0.70711 -4 —-0.60225 -0.37053
270 155422 —0.60225 —2.04527 0 ’
5.10729 —-0.37053 0 9.04527
0.89965 0 0 0.43661
0 1 0 0
U3 = s
0 0 1 0.52401
~0.43661 0 0 0.89965
—-1.4786 —0.47438 1.39825 0
4| 0.47438 -4 —0.60225 —0.64207
371 139825  —0.60225 —2.04527 0.67858 ’
0 ~0.64207 0.67858  11.52386
0.63301 0 0.77414 0
0 1 0 0
U4 = s
—-0.77414 0 0.63301 O
0 0 0 1



128 Bazele Analizei Numerice

-3.1886  0.16595 0 —-0.52532
| 0.16595 -4 —-0.74847 -0.64207
4 0 -0.74847 —-3.3526  0.42955 ’

—0.52532 —-0.64207 0.42955 11.52386

si asa mai departe se obtine la iteratia a noua

0.1458 0 0 0.98931
0 1 0 0
U9 = s
0 0 1 0
-0.98931 0 0 0.1458
—4.18733 0.01986 —0.00427 0

0.01986 —0.21355 0.00026  0.00452
—0.00452 0.00026 11.58733  0.00062
0 0.00452  0.00062 —3.18645

valorile proprii exacte fiind:

o= , S(A49)=0.02944

A=-3.18646 , 1,=—4.18743 , 4;=0.21344 , A,=11.58733 .

3. Sa se determine valorile proprii aproximative ale matricei

A o= = =
wnh O = =
N =
e " . T SN

folosind metoda Jacobi .
R. Procedand ca in exercitiul de mai sus se obtine succesiv:

1 0 0 0
0 0.70711 0 0.70711
0 0 1 0
0 -0.70711 0 0.70711

U

b
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1 ~2.12132 1 3.53553
~2.12132 -4  -282843 0
1 1 ~2.82843 1 2.82843
3.53553 0 2.82843 6
0.88807 0 0 0.4597
U, - 0 10 0 |
0 00 0
~0.4597 0 0 0.88807
~0.83013 —1.88389 —0.41216 0
~1.88389 -4  —2.82843 —0.97517
2712041216 -2.82843 1 2.97155
0 ~0.97517 297155  7.83013
1 0 0 0
Uy - 0 1 0 0 ’
0 0 093659 035043
0 0 —035043 0.93659
~0.83013 —1.88389 —0.38602 —0.14443
i ~1.88389 -4 —230734 -1.90451
~0.38602 —2.30734 —0.11183 0
~0.14443  —1.90451 0 8.94196
1 0 0 0
Vs e 0 04217 090674 0
0 —-0.90674 04217 0
0 0 0o 1
~0.83013 —0.44441 —1.87097 —0.14443
~0.44441  0.96123 0 ~0.83313
471 -1.87007 0 ~5.07308 —1.72689
~0.14443 —0.83313 —1.72689 8..94196

si asa mai departe se obtine la iteratia a zecea

b

2

b
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0.99999 0.005 O
—-0.005 099999 0 0
Ulo = s
0 0 10
0 0 0 1
9.22995 —-0.02005 -0.00611 0.02598
—0.02005 1.01318 0.00089 0
AIO = N S(AIO):005855 5
—-0.00611 0.00089 —0.26839 —0.0252
0.02598 0 -0.0252 -5.97535

valorile proprii exacte fiind:

4=1.01373 , 1,=—0.26828 , 4;=—5.9755 , 4,=9.23005 .

Sa se aducd la forma tridiagonalda matricele urmatoare folosind metoda
Householder.

|

—
_— O W
N O = =

4
R. 5= /z at; =1.73205 , I STV
j=2 S(‘al,z‘ +5)

azy+s) (1+1.73205
u=| az, |= -1 )
asn 1
~0.57735 0.57735 —0.57735
Hy=I3-B-u-ul =| 057735 0.78867 0.21132
~0.57735 021132  0.78867
1 0 0 0
0 —0.57735 0.57735 —0.57735
0 0.57735 0.78867 0.21132
0 —0.57735 021132 0.78867

b

1:
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4 -0.57735 0 0

4y = H -A-HIT _ —-0.57735 —-5.33333 2.13076 4.79743 :
0 2.13076  5.95534 0.83333
0 4.79743  0.83333 5.37799

4
s= Y a3 ; =0.52493 , f=—t 002581
Jj=3 S(‘ahz‘ +5)
ai, +s [2.13076 + 0.52493)
u= ’ =
1 b
aks 479743
~0.40591 — o.91391j

Hy=1,-B-u-ul =
2=l fruu (—0.91391 0.40591

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 —0.40591 -0.91391] °
0 0 -0.91391 0.40591

Hy =

4 —-0.57735 0 0
r | —0.57735 —5.33333 -5.24933 0
0 —5.24933  6.09139 0.77290
0 0 0.77290  5.24193
51 1 2
1 7 -11
5 A=
1 -1 6 1
2 1 1 8

4
R s= |3 af, 244948 . f=— 011835 .
j=2 S(‘al’z‘ + S)
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aj+s 1+1.73205
u=| azpy |= 1
asn 2
—0.40824 —0.40824 —0.81649
Hi=I-B-u-u’ =| -040824 088164 -0.23670
~0.81649 —0.23670 0.52659
1 0 0 0
|0 —057735 0.57735 —0.57735
1710 057735 078867 021132 | °
0 —0.57735 021132  0.78867

b

5 0.81649 0 0

4 =H, A HT = ~0.57735 5.83333 —1.76598 4.63299 |
0 —1.76598 6.77447 1.20585| °
0 4.63299  1.20585 5.72552

4
s= |3 a3 ; =4.95815 , fer 1 002999 |
Jj=3 S(‘a1,2‘ +5)

ai, +s (—1.76598—4.95815}
u= 4 =
1 b
ays 4.63299
—0.35617 0.93441J

Hy=I1,-B-u-ul =
2=l = frun [0.93441 0.35617

0 0 0

1 0 0

0 —035617 0.93441|°
0 0093441 0.35617

=
[\
I
S O O =

5 0.81649 0 0
0.81649 5.83333 4.95815 0

0 4.95815 5.05593 0.55078

0 0 0.55078 7.44406

Ay=H, -4 -H} =

6. Sa se gaseasca cea mai mare valoare proprie in valoare absoluta, pentru matricea
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4 0 0

1 5 -10
A:

0 -1 6 1

0 0 7

folosind polinoamele Sturm.

R. n=2,mn=2,r,=2,r,=1,iar radacinile polinomului caracteristic se afla
in intervalul [a, b], unde :

a= min(a; —r;) =min{ 4-2,5-2,6-2,7-1} =3 si

1<i<4

b= max(a; +r;) = max{ 4+2, 5+2, 6+2, 7+1 } =8 .

1<i<4
Polinoamele Sturm pentru aceastd matrice sunt:
fD=1, iH=4-an=14,
)= (A —an) fil)-air D) = (A -5) (A-4)-1,
S = (A —as3) M- a3 (D) = (A 6D — (D)

FiD) = (4 —aa) (0)-a34 (D) = (A T — D)
Schimbarile de semn in sirul Sturm de mai sus :

S@=1, fl@=-1, flla)=1, fi(@)=-2, fal@) =7,

aratd ca la dreapta lui a se afld 4 radacini ale ecuatiei caracteristice,

Sob)=1, fib)=4, fu(b)=11, fs(b) =18, fo(b) =7,

iar la dreapta Iui b nu se afld nici o radacina a ecuatiei caracteristice.
. a+b
Luand ¢ ZT , folo)=1, filc)=1.5, fo(c) =-0.25, f3(c)=-1.375,

file)=2.3125,

la dreapta lui ¢ se afla 2 radacini ale ecuatiei caracteristice §i atunci a := ¢,
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a+b
C =
2

, fole) =1, fi(e)=2.75, fi(c) = 3.8125, fi(c)=0.10938,

Sfa(c) =-3.83984 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , a :=c ;

_a+b
2

¢ , fole) =1, fi(c)=3.375, fi(c)="7.01563, fi(c) = 6.27148,

Sfa(c) =—4.66382 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , a :=c ;

a+b
CcC=
2

, fol©) =1, fi(c) =3.6875, fi(c)=8.91016, fi(c) = 11.3439,

Sfa(c)=-1.10814 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , a :=c ;

a+b
C =
2

, fol©) =1, fi(c) =3.84375 , fi(c) =9.93066, fi(c) = 14.46591,

Sa(c) =2.27495,
la dreapta lui ¢ nu se afla nici o radécina a ecuatiei caracteristice , b :=c ;

a+b
C =
2

, fo©) =1, fi(c)=3.76563 , f(c) =9.41431, fi(c) = 12.85651,

Sa(c) = 0.42896,
la dreapta lui ¢ nu se afld nici o radéacina a ecuatiei caracteristice, §. a. m. d.

La iteratia a 16—a se obtine aproximatia ¢ = 7.74529, iar P(c) = 0.00023 , P(1)
fiind polinomul caracteristic.

7. S se gaseasca cea de—a doua valoare proprie pentru matricea

(> Aa>[ s> A4l )
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S O N W
S —= O b
N N = O
0 N O O

folosind polinoamele Sturm.

R rn=2,mn=3,rn=3,r,=2, iarradacinile polinomului caracteristic se afla
in intervalul [a, b], unde :

a= min(a; —r;) =min{ 5-2, 6-3,6-3,8-2} =3 si

1<i<4

b= max(a; +r;) = max{ 5+2, 6+3, 6+3,8+2 } =10 .

1<i<4
Polinoamele Sturm pentru aceastd matrice sunt:
SD=1. fA)=4-an=21-5
A= (A —an) fib)-atr (D) = (A =6) (A 5)-4
S = (A —as3) M- a3 (D) = (A 6D —fi(D)

Ji(A) = (A —aaa) L) a34 (D) = (A 8D — 4H(D) .
Schimbarile de semn in sirul Sturm de mai sus :
fl@=1, fla)==-2, fi(a) =2, fila)=-4, fua) =12,
aratd ca la dreapta lui a se afld 4 radacini ale ecuatiei caracteristice,
Sob) =1, filb)=5, fo(b) =16, f3(b) =59, fu(b) =54,

iar la dreapta Iui b nu se afld nici o radacina a ecuatiei caracteristice.
Luénd

_a+b
2 9

c fole)=1, filc)=1.5, fo(c) =-3.25, f3(c) =17.6875,

file)=2.3125,
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la dreapta lui ¢ se afla 2 radécini ale ecuatiei caracteristice si atunci a := ¢,

a+b

C =

, fole) =1, fi(c)=3.25, fi(c) =3.3125, fi(c)=4.20312,

Jfa(c) =-12.19921 ,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , b :=c ;

a+b

C =

, fol0) =1, fi(c)=2.375, fi(c) =0.73437, fi(c) = —3.38476,

fi(e)=5.05297 ,

la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice, a :=c ;

_a+b

c , fo©) =1, fi(c)=2.8125, fi(c) = 1.09765, fi(c)=— 0.82299,

Sfa(c) =—4.23631,
la dreapta lui ¢ se afla o radacina a ecuatiei caracteristice , b :=c ;

_a+b

¢ , fo©) =1, fi(c)=2.59375, fi(c) = 0.13378 , fi(c)=— 2.38052,

fi(c)=0.43193,

a+b
C=

, fo©) =1, filc)=2.70312, fi(c) = 0.60375 , fi(c) =— 1.67484,

file)=—-1.91781,

la dreapta lui ¢ se afld o rddacind a ecuatiei caracteristice, $. a. m. d.
La iteratia a 20—a se obtine aproximatia ¢ = 7.61384 , iar P(c) = 0.00001 , P(1)
fiind polinomul caracteristic.
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4. Interpolarea functiilor

Fie f:[ab] > R sifie xo, x1, ..., X, , (nt+1) puncte distincte din
intervalul [a,b], numite noduri.
Problema interpolarii functiei f1n nodurile x;, i = O,_n , constd In determinarea unei
functii g : [a,b] = R, dintr—o clasa de functii cunoscutda, cu proprietatea

gx)=fx:), i=0,n.

Pusa sub aceasta forma generald problema poate sd nu aiba solutie sau sa
aiba o infinitate de solutii.

Cea mai utilizatd clasd de functii de interpolare este clasa polinoamelor,
datorita usurintei cu care se integreaza si se deriveaza.

Interpolarea functiilor prezintd o importantd deosebitd pentru cazul cand
functia nu este definitd printr—o relatie analitica, ci printr—un tablou de valori, ce
reprezintd, de exemplu, rezultatele unei experiente. Chiar si atunci cand functia este
datd printr—o relatie analitica, dar aceasta relatie este complicatd se poate alege
interpolarea in locul calculului direct.

§4.1. Polinomul de interpolare al lui Lagrange

Teorema 1. Fie f:|a,b] > R s§i x, x1, ..., X, , (ntl) noduri din intervalul [a,b].
Atunci existd un polinom unic P,, de gradul n, care interpoleaza functia f in
nodurile x;, i=0,n ( fix)=P,(x;), i=0,n). Acest polinom se numeste polinomul
de interpolare al lui Lagrange.
Demonstratie.
Cautam un polinom P, sub forma urmatoare:

Py(x)=Lo(x) fxo)+ Li(x) fx1)t...+ Li(x) Ax),
unde L; sunt polinoame de gradul »n ce urmeaza sa fie determinate. Deoarece
dorim ca P,(x;)=f(x;), vom pune conditiile:
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L(x)=6 1 daca j=i

. x . = = .

Y Y lo dacd j=i
Deoarece L{x;)=0 pentru i, rezultdcd L; admite radacinile

X0y X1y ooy Xiely Xit15eeey Xpe
Asadar,
Lix)=a(x—xo)...(x—xi_1)(x—X+1)...(x—x,).

Cum L,(x;)=1, rezulta

“ (xi _XO)"'( Xi— 1)()6 l+l) ( xn) ‘

In concluzie avem

Pyx) =S L) f(x) (1)
=0
unde
L(x)= H(_x). @)
xi—x;)
];tl

Evident polinomul (1) are gradul » si are proprietatea P,(x;)=f(x;), i=0,n.

Fie O, un alt polinom de gradul »n cu proprietatea Q,(x;)=f(x;), i=0,n si fie

R=P,—Q,. Deoarece gradR<n si R(x;)=0, izﬂ rezultd ca R este polinom
identic nul, deci cd P,=Q,. (|

Exemplu. Fie nodurile xo=—1, x;=1, si x,=2 si f{xo)=2, fx)=fx,)=1. Atunci
Py(x)= (x—1)x-2) +(x+1)(x—2)1+ (x+1)x—1) 1
(-1-1)(-1-2)" (+1)1-2)  (+1)(-2-1)

Efectuand calculele obtinem P (x) = %(x2 —3x+ 8).

In continuare vom nota eroarea in fiecare punct cu

E(fx)=f(x)=Pu(x) 3)
Evident E(fix;)=0, i=0,n. Introducem de asemenea notatia:
n
Upn (@) =[]x-x) @)
i=0

Teorema 2. Daci feC™V[a,b], atunci pentru orice xela,b), existd &.€(a,b)
astfel incdt

(n+1)
E(fix)=L —ex) . H(f, Ui () 5)
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Demonstratie.
Consideram functia auxiliara
E(f3x)

g(f)=f(f)—Pn(f)—U )

Observam ca g se anuleazd in (n+2) puncte distincte xo, Xi,..., X,, X. Din teorema
lui Rolle rezulti ci existd &.e(a,b) astfel incat g V(&)=0.
Cum

U,q@), te [a,bl X#X;

(n+1) (t)= f(n+l) (t)- E(f x) ( )
Uy (%)
rezulta

(n+1)
E(fimy=L &0 . +S’?) Uy (). 0

Corolar. Daca exista M>0 astfel incat | £ () | < M pentru orice x€[a,b],
atunci:

xXe [a,b]

[l

1)'

Exemplu. Fie functia f(x)=Inx si nodurile 0.4; 0.5; 0.7; 0.8. Evaludm eroarea in
punctul x=0.6.
U4(0.6)=(0.2)(0.1)(=0.1)(=0.2)=0.0004 .

‘ f’V(x)‘z‘—%‘s% =234.4, xel0.4; 0.8]
x| (04
Rezulta
|B(/:0.6) 32—14234.4-0.0004; 00039 |

acest numar fiind doar un majorant al erorii.
Daca folosim urmatoarele valori in noduri

X | 0.4 | 0.5 | 0.7 | 0.8

1(x) | —0916291 | -0.693147 | -0.356675 | -0.223144

si calculdm polinomul lui Lagrange obtinem: P;(0.6)=—0.509975 .
Pe de alta parte In(0.6)=—0.510826 . Rezulta cd E(f; 0.6)=—0.000851 , ceea ce
confirma afirmatia de mai sus.

Observatia 1. Daca f=Q este un polinom de grad cel mult n, atunci E(f;x)=0,
oricare x€[a,b].
Afirmatia rezultd din Teorema 2 deoarece, in acest caz f"*P(x)=0 .



140 Bazele Analizei Numerice

Observatia 2. E(f+g;x)=E(f;x)*+E(g;x)
Intr—adevir, daca Pnf este polinomul de interpolare pentru f i PZ este

polinomul de interpolare pentru g, atunci Pnf +Pg este polinomul de interpolare
pentru f+g sideci
E(f +g:0)=f(0)+gx) - B ()~ BE(x) = E(f3x) + E(g:x).
In continuare vom presupune ci nodurile sunt echidistante, deci ca

X/ =xotih, i=0,n, unde
p="n"%0 (6)
n
Consideram de asemenea schimbarea de variabila
R x=xotth @)
Inlocuind (6) si (7) in (2) obtinem:
n o
Li(t) = Li(xq +th) = l_[u
j=0 (l - ])
J#i
Folosind notatia:
n
Ty () =1 =D =2)..c~n) =]~ ) (8)
j=0
obtinem:
A L e e B o U L)
i(n=i)! t-i n! t—i

Obtinem astfel expresia polinomului lui Lagrange pentru noduri
echidistante

Bt = 741 () Z":(_l)n—icz f(xi.) . ©)
5 t—i
Eroarea devine:
By = 2ot pnst pne) ey (10)
(n+1)!

In continuare consideram un sir de diviziuni {A4,} ale intervalului [@,b] cu

lim|A,]|=0, A,:a= xgn) <x1(”) <<x®=p
—w

Notam cu P, — polinomul lui Lagrange care interpoleazd functia f in nodurile

xl-(”), i=0,n .Dacd n este mare, P, coincide cu f intr—un numar mare de

noduri, deci ne agteptdm ca eroarea
En(f;x):f(x)_Pn(x)

sa fie micd, eventual ca lim E, (f;x)=0.
n—»0
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Ajungem astfel la urmatoarea intrebare:
In ce conditii sirul de polinoame { P,} converge punctual (eventual uniform) la
functia [ pe intervalul [a,b]?

In anul 1912, S. N. Bernstein a aritat ci pentru functia f(x)=|x|,

2. — :
l(n):_l‘f‘_, IZO,n, atunCI
n

xe[-1,1], dacd alegem nodurile echidistante x
lim P,(x)# f(x) daca xe{-1,0,1}.
n—>w

S—ar putea crede ca acest lucru se datoreaza faptului ca functia modul nu
este derivabila in origine. Urmatorul exemplu dat de C. Runge in 1901 arata ca
exista functii indefinit derivabile pentru care {P,} nu converge la f.

1

Fie f(x)=—7, xe[-55] .
I1+x
Evident feC”[-5,5]. Fie nodurile echidistante
X; _ 5+ iz,
n

Se poate ardta ci lim P,(x)= f(x) daca |x|<c si lim P,(x)# f(x) daca
n—0 n—»0

|x|>c, unde c¢=3.6334 este oradacind a ecuatiei:
R (5+x)In(5+x)+(5—x)In(5—x)-51n26—2arctg5=0.
In anul 1914, S. N. Bernstein a aratat cd pentru orice sistem de noduri

{xl-(n)}, i=0,n din intervalul [a,b] , dat dinainte, existad o functie continua

f:lab] > R astfel incat sirul polinoamelor lui Lagrange {P,} care interpoleaza
functia f in aceste noduri nu converge uniformla f pe [a,b].

Existd totusi si situatii cdnd convergenta are loc. Se poate demonstra
urmatoarea teorema:

Teorema 3. Daca fe C*( R) si se dezvolta in serie Taylor pe R, atunci pentru orice
sistem de noduri distincte si echidistante {xl-(n) }, i=0,n  din [a,b] , sirul

polinoamelor { P, } care interpoleaza functia f in aceste noduri converge uniform
la f pe [ab]

Se pune intrebarea dacd interpolarea cu polinoame Lagrange este utild in
practicd, din moment ce asa cum am vazut, In general sirul polinoamelor de
interpolare { P,} nuconvergela f.

Raspunsul este ca interpolarea Lagrange este utild. Se constatd in practica

faptul cd pentru un punct oae[a,b], eroarea | f(a)-P, (a)| scade pana la un

punct, pe masura ce n creste, si deci, pentru n relativ mic, P,(«) aproximeaza
acceptabil valoarea f{c). Pentru valori mari ale lui #n, interpolarea Lagrange nu
este recomandata.

Din cele prezentate pana acum, rezultd ca sirul polinoamelor de interpolare
asociate unei functii continue nu converge uniform, in mod necesar, la aceasta
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functie. Se pune intrebarea daca o functie continua poate fi aproximatd uniform cu
polinoame. Raspunsul a fost dat de K. Weierstrass in anul 1885.

Teorema 4. Fie f:[a,b] > R continud. Atunci, pentru orice &> 0, existd un
polinom Q. astfel incat

I/ =0, =sup{|/(x) - 0, (x)

: . 1 e . .
Evident, dacd luam &=—, rezultd cd existd un sir de polinoame {Q,} care
n

converge uniform pe [a,b] la functia f. Din teorema lui Weierstrass rezulta ca
polinoamele algebrice pe [a,b] sunt, in raport cu functiile continue pe [a,b], in
aceeasi relatie ca numerele rationale Q fatd de numerele reale R.

Teorema lui Weierstrass este extrem de importanta in analiza matematica,
in general, si in analiza numerica, in special. Dintre numeroasele demonstratii date
acestei teoreme, cea mai cunoscuta este demonstratia datd de S. N. Bernstein, in
anul 1912. Bernstein a aratat cum se poate construi sirul de polinoame care
aproximeaza functia f si anume:

< _ k

B,(x)= > .Ck1-x)" kxkf(—j , xelo]] .
k=0 n

Acest sir de polinoame, care se numesc polinoame Bernstein, au

;xe[a,b]}<g

proprietatea B, s f pe [0,1]. Trecerea de la [0,1] la [ab] se face cu
usurintd printr—o schimbare de variabila. Evident, polinoamele Bernstein nu sunt
polinoame de interpolare. Din pacate, convergenta sirului { B, } cétre f este
destul de inceata, si din aceastd cauza, in practica, polinoamele Bernstein nu se
folosesc la aproximarea directd a functiilor. Teorema lui Weierstrass este
importanta prin implicatiile sale teoretice, dar si practice, asa cum vom vedea, de
exemplu, la integrarea numerica.

§4.2. Interpolarea iterativi. Metoda Aitken

In acest paragraf vom nota polinomul lui Lagrange care interpoleazi
functia ' innodurile x;, i=0,n cu P,(x;x0,X1,...,%,). Evident,
Po(x; x0) = fxo)-

Teorema 1. Are loc urmdtoare relatie de recurenta:

. 1 Pn—l(x;xO’xl"'-’xn—Z’xn—l) Xp—1 — X
P (XX, X] 500y X)) = ———— .
Xy —=Xp_ | Buc1 (65 X0, X150 X0,X,) X, —X
Demonstratie.
Fie
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Q(x): ;

Xp —Xp-1

By 1 (65 X0, X1 50005 X2, X 1) xn—l_x‘

P, 1(X5X0, X1 500y X2, X,,) X, —X

Observam ca pentru orice i =0,n—2 avem

1 () xpg—x
O(x;)y=——— "= " =f(x).
Xn = Xp-1 f(xi) Xp =X

In continuare, avem:

1 S(xp21) 0

O(x,1) = o =/ (x1),
Xn —Xp-1 Pn—l (xn—lﬂx0’-“5xn—29xn) Xn —Xp-1

1 Py 1 (X3 X0 5005 X2, Xp—1) Xy = Xpy

O(x,) = = f(x,)-
" X, —Xp_1 f(x,) 0 "

Asadar, Q este un polinom de gradul »n care interpoleaza functia f 1in
nodurile x;, i=0,_n. Din unicitatea polinomului de interpolare al lui Lagrange,
rezultd ca Q=P,.

Metoda Aitken este bine ilustratd de urmatorul tabel:
xo|xo—ar| fxo)
xi|xi—a| flx) | Pi(axo.x1)
X xo—ar| fx2) | Pi(asxo.xa) | Po(5Xo,X1,%2)
3| x3—a| fxs) | Pi(esxo,xs) | Pa(@xoX1,X3) | P3(05%0,%1,%2,%3)

x| x,—ar| fxn) | Pi(enxoxa) | Pa(eaxoxi,%0) | Pa(aoxox1,x0,%0) |...| Pu(X0,X1,...,X0)

Algoritmul de interpolare iterativa ( metoda Aitken)
Pentru i:=1,n executa
Vi .':f(xi) , d,».:x,- -a
sfargit pentru i ;
Pentru i:=2,n executa
Pentru j:=i,n executd
_ Yiadj—ydig

Yj-
Xj—Xi-1

sfarsit pentru i
sfarsit pentru j .
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§4.3. Polinoame Cebisev

Polinoamele Cebisev sunt definite pe intervalul [-1,1] prin relatia:
T,(x) = cos(n-arccos(x)) . (D)
Deoarece
Ti1(x)+ T, 1(x)=cos[(n+1)arccosx]+ cos[(n—1)arccosx]=2xcos(n-arccosx),
rezultd urmatoarea relatie de recurenta:
T1()=2xT,(x)-T,-1(x), n=1 2)
Cum
To(x)=1 si Ti(x)=x,
din (2) rezulta
To(x)=2x"—1, T5(x)=4x’—3x, Ty(x)=8x"—8x’+1, Ts(x)=16x-20x’+5x etc.
Observamca  T,(x)=2""'x"+...
Daca T,(x)=0, atunci

n-arccos(x)=(2k+1) % ,
de unde rezulta

xk=cos(2k+1)21 . k=01 . 3)
n

Asadar, polinomul 7, are n radacini reale distincte, date de formula (3).
Pe de alta parte, avem

_sin(n - arccos(x))

\/l—x2

Daca T,(x)=0, atunci n-arccos(x)=kz, sideci

Vi = cos[l%[j, k=1Ln-1 4)

sunt zerourile derivatei 7, . Se observa ca radacinile derivatei 7, separa

Ty(x)=n

radacinile polinomului 7. Intr—adevar,
Qk+1)-Z <k +1)-Z<@k+3)- L,
2n n 2n
de unde rezulta
Vs Vs Vs
x=cos(2k+1)—> y; 3 =cos(k +1)—>x; 1 =cos(2k +3)— .
2n n 2n

Constatam de asemenea ca

T,(yr)= cos{n -arccos (cos [k—”jﬂ =cos (k)= (—l)k .

n
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Cum | T.(x) | <1, xe[-1,1], rezultd cd y;, k=1,n—1, sunt puncte de extrem
local pentru 7,. Pe de alta parte, avem T,(—1)=(-1)" si T,(1)=1.

Asadar, T, are (ntl) puncte de extrem local si isi schimba semnul de »
ori pe intervalul [-1,1].
Prezentdm in continuare tabelul de variatie pentru polinoamele 75 si 7j.

3 ! 1 J3
X -1 _7 2 0 2 7 1
T3 + 0 — 0 +
;5 | -1|7 0 A 1 N|O|[N| 1|7 0 A1

1
2 1
0

+ 0 —

=
|
L
INE=
5

T, | 1 N 7 1 A -1 2 1

Urmatorul rezultat datorat Iui Cebasev pune in evidentd o proprietate
remarcabild a zerourilor polinoamelor Cebisev.

Teorema 1. Fie xj; = (2k+l)2£, k =O,_n , zerourile polinomului Cebigev T,.,.
n

Atunci, oricare ar fi (n+l) puncte distincte, z;, i=0,n din intervalul [-1,1],
avem

xel-1,1 xel-1,1

sup J(x —x0)(x—x)...(x—x,)|< sup J(x —zg)(x—z1)..(x—z,)| .

Demonstratie. Deoarece
T1(x)=2" (x—x0)...(x—x,,) ,
rezulta ca trebuie sa aratam ca

, (Mz el-11] .

xe[-1,1] 2" xe[-1,1

Presupunem prin absurd cd existd zj,Zzy,...,z, € [— 1,1] astfel Incat

sup [T,y (0| < sup for= )= 1) =2

Sup [, (0] < sup —— |7, () = — 5)
xe[—l,l xe[—l,l] 2 2
unde
In+1(¥) = (x=Z)(x = 2})...(x = Z,) . (6)
Fie

() = 2%% @)~ g (@ xe[-11] .




146 Bazele Analizei Numerice

Evident, 7, este un polinom de grad cel mult »n. Observam ca r, are
acelasi semn cu 7, 1in cele (nt2) puncte de extrem ale polinomului 7.
Intr—adevar, fie yr un asemenea punct. Presupunem ca 7,.,(y;)=1. Daca r,(yx)<0,
atunci

1 1
In1 (k) :2_n_rn(yk)22_na
ceea ce contrazice relatia (5). Daca T,.1(yx)=1 si presupunem ca r,(y,)>0, atunci
1 1
~dnn1 V) =1 () + >
2% 2
ceea ce contrazice relatia (5). Asadar, r, 1si schimba semnul de (n+2) ori, deci
r, are (n+1) radacini. Acest lucru nu este posibil decat daca r,(x)=0, (V)xe[-1,1].
. 1 . .
Rezulta atunci ca —Th+1 =4p41» Ce€ CE CONtrazice relatia (5). O
2
Revenim acum la evaluarea erorii in interpolarea Lagrange.
Fie (nt+1) noduri x; in [-1,1] si feC"V[-1,1]. Daci P, este

polinomul lui Lagrange care interpoleazd functia f 1n nodurile x; i=0,n,
atunci

AN
(n+1)!

(vezi Capitolul 4, §1, Teorema 2).
Din (7) rezulta ca

|/ ()= B,y ()] = (x=x0)...(x=2x,) (7

‘OO

Hf(n+1)
i1 _ls;fﬁkx —xp)-..(x—x, )| .

Asadar, eroarea || f - Pn” va fi minima daca
o0

|lf =B, = sup |f(x)=B,(x)|<
—1<x<1

sup |(x —Xg)-..(x —x, )|
—1<x<1
va fi minima. Pe de altd parte, din Teorema 1 rezultd cid acest lucru se intdmpla
dacd alegem nodurile
. T .~
x; =cos(2i +1) , i=0,n
2(n+1)

(adicd x; sunt zerourile polinomului Cebisev 7,+;). Din cele de mai sus rezulta ca
are loc urmitoarea teorema:

*® ~ . A .
Teorema 2. Fie P, polinomul lui Lagrange care interpoleaza functia f in nodurile

x; =cos(2i+1) dd , i=0,n.

2(n+1)
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Atunci H - P: < ;H f (n+1) Pentru acele functii care au
o 2"(n+1)! o
. 1 5
proprietatea ca  lim —H f D1 =0 va rezulta ca sirul Pn* —5f.
n—02" (n+1)! o

§4.4. Functii spline cubice

Fie
A a=xp<x;<..<xi.1<x;<...<x,=b
o diviziune oarecare a intervalului [a,b].
Se numeste functie spline cubica o functie
s:[ab]—>R

cu urmatoarele proprietati:

(i) Restrictia lui s la fiecare subinterval [x;_j, x;] este un polinom de grad
cel mult trei;

(i) s, s, s” sunt continue pe [a,b].

In continuare ne punem problema interpolarii unei functii f: [a,b] — R
cu ajutorul unei functii spline cubice. Cu alte cuvinte, ne punem problema sa gasim
o functie spline cubicd s, astfel incat

s(x;) =flx;), i=0,n.
Deoarece restrictia lui s la subintervalele [x;;,x;] este un polinom de
grad cel mult trei, rezulta ca
S(x)=a,+b,x+c,~x2+d,~x3
pentru orice xe€[x;_, x;]. Determinarea functiei s presupune deci determinarea a
4n coeficienti (a;, b;, ¢;, d)).
Sa evaluam acum de cate conditii dispunem. Faptul ca
s(x;) = fixi), i=0,n
ne asigura (n+1) conditii. Pe de alta parte, din continuitatea lui s si a derivatelor
s' si s", rezulta:
sOx=0)=sPxA40), i=Ln-1, k=02 ,
care ne asigurd  3(n—1) conditii. In total, dispunem deci de (4n—2) conditii, cu
doua mai putin decat numarul coeficientilor ce urmeaza a fi determinati.
Daca se cunosc derivatele f(a) si f(b), atunci addugam conditiile
s'a)=f(a) si s'(b)=f(b).
Daca nu se cunosc aceste derivate, atunci se aproximeaza
J@= yo st f1(b)= yo
si se pun conditiile s'(a) = yy si s'(b) = y, . Dacd nu avem nici o informatie
despre f(a) si f(b) se pot pune conditiile:



148 Bazele Analizei Numerice

s"(a) =s"(b)=0.
In acest caz se obtine asa numita functie spline cubicd naturald.
Inainte de a prezenta teorema fundamentald privind existenta functiilor
spline cubice, reamintim urmatorul rezultat de algebra liniara.

Propozitia 1. Orice matrice patratica strict diagonal dominanta este nesingulara.
Demonstratie. Fie 4 M,(R) cu proprietatea:

la;i|> > |a (1)

j=1
J#I

aij

Daca vom arita ca sistemul A4x=0 admite numai solutia banala, va rezulta
cd detd #0.

Presupunem prin absurd cé existd o= 0 astfel incdt Aa=0.

Fie
Cum o este solutie pentru sistemul Ax =0 rezulta
ajont ..+ azat. +a,0,=0  sau

n ak
a;+ Zajkz=o . )
k=1 J

k#j

a;=|q|, = max{
J 0

In continuare avem

|

‘ JJ‘ Z‘ Jk“ ‘< Z‘ Jk‘

ceea ce contrazice (1). EI

Teorema 1. Pentru orice (n+3) numere date yq , Vo, Vi, .., Vp Yy, €Xistd o
functie spline cubica s, unicd cu proprietdtile:
S(x)=yi, 0<isn, s'(x0)= yo , s (x) =y, -

Demonstratie.
Vomnotacu M;=s"(x;), i=0,n. Deoarece s" este liniard pe intervalul [x;
, Xi+1], rezultd ca 5" este de forma s"(x)=ax+f . Din conditiile M;=s"(x;) si
M1 =5"(x;+1) rezultd

Mg -M; _ Mixp =M

- §1 ﬁ_ s

h; hi
unde h;=x;1—x;. Asadar pe intervalul [x;, x;+1], avem:
" _ (xi+1 _x)Mi +(x_xi)Mi+l
s"(x) = )

hi
Integrand de doua ori obtinem

i=0,n-1 . (3)
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3 3
s(x) = (X4 =) M+ (x=X;)" My

+C (x4 —x)+
6 h[ ( i+l ) ' &)
+D(x—x;), i=0,n-1
unde C si D sunt constante arbitrare.
Punand conditiile de interpolare s(x;) =y;, 0<i<n, rezulta
_Yi mM; si p=ditl hiM iy

. 5
ho 6 h; 6 ©®)

Inlocuind (5) in (4) obtinem pentru xe [x;, x;+1] si i=0,n—1

3 3
s(x):(xi“_x) Mi+(—x)"Miyy

6h,
+ (xi+1 — x)yi + (x B xi)yi+1 _ (6)
h;
_ (xi+1 — x)Mi + (x _ xi)Mi+1 hi} i=0,n-1 .

6

Sa observam cad functia s definitd in (6) este continud pe [a,b].
Intr—adevar

3 3
lim s(x)= lim [(xi —X) Mig+(x—x4)"M; " (X = X)yig +(X—X1)Y; B

x—)xi x—>xl~ 6}17_1 h’l—l
X<Xl' x<x,-
2
o mIM M | RAM; M,
By +Yi =Y
6 6h; 4 6

sianalog lim s(x)=y;.
X—>X;
X>X;

In continuare vom pune conditia ca derivata s’ si fie continui pe [a,b].
Din (6) rezulta:

2 2
S.(x):—(xi+1—x) M+ =x)"Miyy | Yin1 — Vi

(M M)k
6 9
pentru xe(x;, x+1), i=0,n—1.
Punem conditiaca lim s'(x)= lim s'(x) siobtinem
X—>X; X—>X;
xX<X;j X>X;
2 2
hiaM; | yi=Yia  Mi=MiDhiy _ WM; | Vi =Vi (Mg =Mk

2hi .y hiy 6 2h; h; 6



150 Bazele Analizei Numerice

si mai departe
h; h: +h; h o
i—1 M, +MM1' +_1Mi+1 — Yiel ~ Vi Vi — Vi1 ®)

pentru orice i=1,n—1.

La cele (n—1) ecuatii date de (8) adaugam doua ecuatii care corespund
conditiilor: s'(xo)=yq si s'(x.)= yp -
Tinand seama de (7) aceste ecuatii sunt:

hy hyg yi—yo
DMy +— M =2 9
3 Mo+ M o Y0 &)
Iy hy—y Vi = VYn-1
M, + 1= M =y -0 10
6 n—1 3 n=Yn hn—l ( )

Din (8), (9) si (10) rezultd urmatorul sistem  AM=b, unde

h—o h—o 0 0 0 0 0
3 6
ho M L 0 0 0 0
3 6
D A
- 6 3 6 |
0 0 0 0 hn—Z hn—Z +hn—1 hn—l
3 6
0 0 0 0 h}’l—l hn—l
6 3
Y1—)o '
- )
ho
M, Yo~ _ N1~ Xo
M| h ho
M= ,lar b= :
Yn = Vn-1_ Yn-1 " Vn-2
M, hn—l hn—Z
r_ yn _yn—l
Yn o

Observam ca matricea A este simetricd, tridiagonald si strict diagonal
dominanta. Un asemenea sistem are solutie unica, care se obtine usor cu algoritmul
Gauss. Inlocuind in (6) aceastd solutie, gasim functia spline cubici pe care o
cautam. Evident aceastd functie este unica, deoarece solutia (M,, M,...,M,) este
unica. a
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Exemplu: Sa se determine valorile functiei f  in punctul S folosind

interpolarea spline cubica, stiind ca:

X; 0 = i z z
6 4 3 2
y; = f(xi) 0 0.5 0.70711 0.86603 1

si cd valorile lui f"' in punctele x si x4 sunt: y'g=1, y'4=0.
R. Aplicam teorema 1 si vom gasi functia spline cubica s ce interpoleaza functia

f, daca determinam coeficientii M;, i=0, 3.

Coeficientii M; se determina prin rezolvarea sistemului liniar AM = b, unde

h ok ] n_
-y
o0 0 0 0 hy ’
36
V=Y, V=¥
/’lo hO-I-hl hl 2 ]_ 1 0
0 ! 0 0 h h
3 6 ! 0
hy  hi+hy, h V3=V, YTy Mo
A = 0 i — 0 b = - Ml
3 6 h, h, vl
. M=| M,
h.  ho+h. h
, hythy by V=V, V=¥
0 0 2 2 4773 7370 M,
h, h, M,
h3 h3
0 0 o 2 2 yotaTh
6 3 4=
L - L h3 ]
~5.15454-107>
—-0.50616
si hi=x41—x; i=0,3. Obtinemca: M = —-0.70767
—0.88161
-1.02524

Sz . . . .
Punctul By € [xl,xz]. Scriem functia de interpolare s pe acest interval:
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(X2 =)’ My +(x—x))° M, L=y +(x-x)yy
6 Iy

(o —X)My + (x—x))M, Iy

6

s(x)=

Calculam valoarea functiei s in punctul dat: S[STHJ =0.60875.

: S . 5
Deci, valoarea aproximativa a lui f* in punctul Z_Z este 0.60875.

Functiile spline cubice au urmatoarea proprietate de optimizare.

Teorema 2. Fie G multimea functiilor g : [ab] > R, de clasa C* cu
proprietatile:
@ gx)=y;, 0<i<n
(i) g'xe)=yo
(i) g'G)=yy
b b
Atunci:  inf j[g"(x)] 2dx=j[s”(x)] 2dx.
geGa "
Demonstratie.
Daca notam cu  k(x) = s(x) —g(x), unde geG, atunci

b b b b
[l o) 2ax =[[s"e0) 2dx - 2[ s" (k" (o) + [ [k"(5)] *dix

Mai departe avem

b n—1 Xi+l
[s"k"(yde =Y [ 5" ()K" (x)ex =
a i=0

Xi+1

o= [Tk (odx
X

n—1
=2 "K' (x)
i=0

Deoarece s'(x)=c¢; este o constantd pe [x;x:1] 1 k(x;) =k(xi1) =0, i=0,n—-1,
rezulta
Xit+1
[s"eok'()dx =0
X

si mai departe
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b n—1
[s" k" Gy = Y [s" Cxia DK (i) = 8" (K )] =
a i=0

=s"(b)k'(b)—s"(a)k'(a)=0 .
deoarece k'(a) =k'(b)=0. Asadar

b b b
[lg" (0] 2ax =[[s"(0)] 2dx + [[k"(x)] *aix .

b b
Rezulta I[s " (x)] 2dx < f [g” (x)] 2dx pentru orice geG.

a a

b
Egalitatea are loc daca I[k”(x)]z dx=0, decidaca k"(x)=0,
a

(V) xe[a,b]. Asadar functia k este liniard pe [a,b].

Din conditiile de interpolare k(x;)=0 pentru i=0,n, rezultd k(x)=0,
(V)xe[a,b] si deci ca

b b

[[s"(0)] dx = inf [[g"(x)] *dx. 0
geCG

a a

Se poate demonstra de asemenea urmatoarea teorema.

Teorema 3. Fie feC'la,b] si M4=sup{’f 1V(x)|; x€la,bl} si fie xl(n)zaJrih,

—da

i=0,n, noduri echidistante, unde h= . Daca s, este functia spline cubica

n
cu proprietatile:

s;0M)=f6M), i=0.n; sh(a)=f"(a) sis,B=f"D),

atunci pentru orice x€la,b] avem:
5 , , 1 " " 3
|f(x)—sn(x,|S§‘M4h4, h (x)—sn(x)SaM4h3, ‘ I (x)—sn(x)‘£§M4h2.

Asadar, din Teorema 3 rezulta ca sirul functiilor spline cubice {s,} care

interpoleaza functia f in nodurile echidistante {xl(”) } converge uniform pe

intervalul [a,b] citre functia £ Mai mult: s, ——f" si s/ ——f" pe
intervalul [a,b].

In continuare vom defini functiile B-spline cubice si vom arita ci orice
functie spline cubica care interpoleza functia f 1in nodurile x,, xi, ..., x, se
reprezintd ca o combinatie liniara unica de functii B—spline cubice. Fie

A a=xe<x<..<xi_1<x<..<x,=b
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o diviziune a intervalului  [a,b] cu noduri echidistante (x; = x¢tik, unde
b—a
n
auxiliare, de asemenea echidistante.
At X 3<x_5<X_1<X)<X| <.e. XX <Xpy1 <Xpp2 <Xp43-

h=

). Asociem acestei diviziuni, diviziunea A care are in plus sase noduri

Definim pentru orice i=—1,n+1, functia B—spline cubicd B; astfel:

(x—x;9)° xe(x;_2,%1]
| B +30% (x—x; ) +3h(x—x; 1)> =3(x—x; 1) xe(x;_1,x]
B =3 B 4307 (g = ) +3h(xy - 07 =304 - %) xe(x,x]
(xi42 —x)3 X € (Xj41,%i12 ]
0 X&[x;2,Xi42]

Graficul functiei B, arata astfel:

Xi2 Xi-1 Xi Xit1 Xi+2
Din definitia functiilor B; rezulta ca
4 daca j=i
B;(y;)=q1 dacd j=i-lsau j=itl
0 dacd jefi-liiji+}
o S 3 , 3., 5
Se verifica usor ca B;(x;_;) = Bi(le):_Z si Bi(x;)=0 daca
je{xl-_l;xm} . Se observi de asemenea ci B;eC*(R), deci este o functie spline
cubica.

Propozitia 2. Functiile B_,, B, ..., B,w1 sunt liniar independente pe R.
Demonstratie. Fie combinatia liniara

ﬂ,_lB_l(X)"‘ %Bo(X)"‘ ﬂ,lBl(X)+...+ /1,,+1B,,+1(X):O, xeR.
Daca dam lui x succesiv valorile x_j, Xy, ..., X,+; obtinem sistemul:
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41_1 +ﬂo =0
ﬂ“—l +4ﬂ/0 +ﬂ“l =0

Ay +44, + 2,41 =0
Ay +44,,1=0
Deoarece matricea sistemului este strict diagonal dominantd, deci

nesingulard, rezultd ca sistemul admite numai solutia banala
11212: ...=/1,,+1=O . D

In continuare notim cu Bs(A) spatiul liniar generat de functiile B,

i=—Ln+1.

Teorema 4. Existd o functie unica B € B;(A) care interpoleaza functia f in

nodurile x;, i = O,_n .
Demonstratie. Fie
B(x)= a-1B_1(x)* aoBo(x)*+ a1B1(xX)*+..+ @p1Bai(x), xeR. (11)
Punand conditia ca B si interpoleze functia f n nodurile xo, xi ,..., x, rezulta
B'(xg) =a_1BLy(xp) +agBy(xo) + ...+ ap11By11(x0) = [ (x0)

B(x;)=a_1B_|(x;)+agBy(x;) +..tap 1B, (x;)= f(x;) i=0n

B,(xn) = a—lB,—l(xn )+ aOB(’) (xn) ot an+lB;z+1(xn) = f’(xn)
Se obtine sistemul:

ag +4a; +ay = f(x) (12)

a1 +4a, +a, 1 = f(x,)
a4 = ()
Sistemul (12) are (n+3) ecuatii liniare si (#+3) necunoscute
a-1, Ao, .., Ap+1.
Eliminand necunoscuta «@_; din primele doua ecuatii §i necunoscuta a,.
din ultimele doua ecuatii, obtinem sistemul echivalent:
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dag +2a1 = £ (30)+5 f(x0)
ag +4a; +ay = f(xp)
(13)
ap-p +4ay_j+a, = f(x,_1)
20,1 +4ay = [ (5) 42 (5)
Matricea coeficientilor sistemului (13) este strict diagonal dominanta, deci sistemul
(13) are solutie unica. Asadar, sistemul (12) are solutie unica.

Inlocuind aceasta solutie in (11) obtinem functia B cautat, care evident
este unica. a

Teorema 5. Fie s :[a,b] > R o functie spline cubica care interpoleaza functia f
in nodurile xo, x1,..., X, . Atunci existd a_i, Qg, ay,..., A1 €ER, unic determinate,
astfel incat

s(x) = a_1B_1(x)+ aoBo(x)*...+ @1 Bui(x), (V) xela,b].
Demonstratie.

Din Teorema 4 rezultd cd existda BeB;(A) astfel incat B interpoleaza
functia f 1in nodurile x, xi,..., x,. Functia B este de clasa C? pe R sieste
polinomiala de gradul trei pe portiuni. Rezultd ca restrictia lui B la intervalul
[a,b] este o functie spline cubicd, care interpoleazd f in nodurile x, x,..., X, .
Cum asemenea functie este unicd (conform Teoremei 1 ) rezulta

s(x)y=B(x)=a_1B_1(x)+ apBo(x)*...+ a_1B1(x), (V) xela,b].

Unicitatea coeficientilor

a_1, Ag, A1y .y Ayt
este asiguratd de Teorema 4. O

Pachetul de programe MATLAB contine functia spline care permite
interpolarea unei functii f in punctele x;, xp, ..., X, , (V)neN* , finit, printr—o
functie spline cubica, daca se cunosc valorile yy, y,, ..., ¥, ale
functiei in nodurile x;<x,<...<x, . Secventa de apelare este:

yi=spline(x,y,xi).

Exemplu. Si se determine valorile functiei f in punctele %, %, %, folosind
interpolarea spline cubica, stiind ca:
X7 0 T T T T
6 4 3 2
yi=flxy) 0 1 RS V3 1
2 V2 2
utilizaind MATLAB.

in mediul MATLAB se scriu comenzile:
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%
Matlab

function [X,y,xi,yi]=cub
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interpolarea cu functii spline cubice folosind pachetul de programe

% Nodurile

x=[0,pi/6,pi/4,pi/3,pi/2];

% Valorile functiei in noduri

y=[0,1/2,1/2"(1/2),3~(1/2)/2,1];

% Valorile in care se interpoleaza functia
xi=[pi/12,pi/8,pi/5];

% Apelarea functiei Matlab spline care face interpolarea
yi=spline(x,y,xi);

Functia consideratd este f{x)=sinx si putem compara valorile de interpolare

n

cu cele

exacte":

zi=sin(xi);
Pentru reprezentarea graficdi a functiei interpolate se poate folosi

urmatoarea secventa MATLAB.
% Reprezentarea grafica a functiei interpolate
plot(x,y,xi,yi,"*',xi,zi,'0');
axis([0,pi/2,0,1.2]); % se stabilesc intervalele de reprezentare pe

axe

title('Interpolarea cu spline cubice');
xlabel('Unghiul');
ylabel("Valorile functiei'); grid

Exercitii

Folosind polinomul de interpolare a lui Lagrange sa se determine valoarea
aproximativa a functiilor date de tabelele urmatoare in punctele a mentionate in

fiecare caz.
1.

-3

-2

X
y=fx)

91

23

73

a=—1.
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R.
> > a—Xx; a—Xx, a—-x3 a—x; a—Xx;s
Py(a)=2 v [ ] =) : . :
i=1 jzlx,-—xj X1 =Xy X1 —X3 X1 —Xg X1 —Xj5
J#L
a—Xx a—x a—Xx a—x a—Xx a—Xx a—Xx a—x
+ ) | 3. 4 . 5+y3 1. 2 . 4 . 5
Xy —X1 Xp —X3 Xop—X4 Xp—Xj5 X3 =X X3 —Xp X3 —Xg X3—Xj5
a—x a—x a—Xx a—Xx a—x a—Xx a—Xx a—Xx
- 1. 2 . 3 . 54 s 1 2 . 3 . 4 _
X4 —X] X4 —Xp Xg4—X3 Xgq—Xj5 X5 —X] X5 —Xp X5—X3 X5—X4
_gpo1#2 -1 -1-1 =123 o143 -1 —1-1 123
-3+2 -3 -3-1 -3-3 -2+3 -2 -2-1 -2-3
JoI43 —142 —1-1 —1-3 —143 —142 -1 —1-3
3 2 -1 -3 1+3 1+2 1 1-3
+73—1+3.—1+2'—_1.—1—1:
343 3+2 3 3-1
2.
x 0 z z z 2z z
6 4 3 5 2
y=f(x) 0 0.5 1.70711 0.86603 0.95106 1
R4
a:_
8
3z
R. Ps ? =0.92388 .

Folosind metoda Aitken si se gaseasca valoarea aproximativa a functiilor

date de tabelele urmatoare in punctele mentionate in fiecare caz in parte.

3.

-2

-1

1

X
y=fx)

-12

=5

-3

23

a=0.5 .

R.  Urmarind calculele ca in Teorema 1 §4.2 obtinem tabelul urmator in care
ultima celula da valoarea aproximativa a functiei in punctul dat.

-2 -2.5 -12

-1 -1.5 =5 5.5

0 —0.5 —4 -2 =5.75

1 0.5 -3 —4.5 -2 —3.875

3 2.5 23 5.5 5.5 —3.875 -3.875
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4.
X 0 30 45 60 90
y=f(x) 0 0.5 0.70710 0.86602 1
a=36
R.
0 -36 0
30 -6 0.5 0.6
45 9 0.70710 0.56568 0.58627
60 24 0.86602 0.51961 0.58392 0.58768
90 54 1 0.4 0.58 0.58752 0.58780

5. Sa se determine valorile functiei f in punctul 0.5 folosind interpolarea spline

cubica, stiind ca:

0

0.25

0.75

1

0.96923

0.75484

0.60653

si ca valorile lui f"' in punctele xq si x3 sunt: y'g=0, y'3=-0.60653.

R. Vom gési functia spline cubicd s ce interpoleaza functia f , dacd determindm

coeficientii M;, i=0, 2. Coeficientii M; se determina prin rezolvarea sistemului

de ecuatii liniare AM = b, unde

B ho

3 6
hy byt h,

6 3

A= .

o !

6

0 0
iarhi=xi+1fxi, lzﬁ

0 0
h
L
6
+h22
3 6
ok
6 3

1=
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M, —-1.00712
. M, . 5 —-0.93936
iar M = . Obtinem ca: M =

M, —-0.347

M, 0.01396

Punctul 0.5 € [x;,x,]. Scriem functia de interpolare s pe acest interval:

_(x —X)P M+ (x—x)° My (xy —x)y; +(x—x)p;
s(x) = + -
oh hy
(o —X)My + (x—x))M, Iy
6
Calculam valoarea functiei s in punctul dat: 5(0.5)=0.882.
Deci, valoarea aproximativa a lui f in punctul 0.5 este 0.882.

6. Sd se determine valorile functiei f in punctul 3 folosind interpolarea spline
cubica, stiind ca:

l. 1 2 4 5

yi=flx;) |0.5403 0.70121 0.80805 0.83382

si cd valorile lui "' in punctele x si x3 sunt: y'(=0.28049, »'3=0.02152.

—0.33459
. —0.0483 o
R. Obtinem ca: M = . Valoarea functiei f 1n punctul 3 este
-0.01028
~7.60083-107

aproximatd de s(3)=0.76928 .
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5. Integrarea si derivarea numerica

Fie f: [a,b] > R o functie integrabild. Daca putem gasi o primitiva ' a
functiei f, atunci conform formulei Leibniz—Newton avem

b
[ f(x)dx=F(b)-F(a).

Daca nu putem gasi o primitivd F a functiei f, atunci pentru calculul
b

integralei J. f(x)dx vom folosi o0 metodd numerica aproximativa.
a
O abordare fireascad este sa aproximam functia f printr—un polinom, de
exemplu prin polinomul de interpolare a lui Lagrange si sa integram acest polinom.
Prin formula de integrare numerica (cuadratura numerica) se intelege o
formula de urmatorul tip

b
[ W) f () = Ay (1) + o+ Ay f (x0) + ROS) (1

unde { x;} se numesc noduri, iar { 4;} se numesc coeficienti.

Functia w este o functie fixata, integrabild, care se numeste functia
pondere. In multe cazuri w(x)=1, (V) x € [a,b]. Despre functia f se presupune ci
este integrabild pe [a,b] si definita in nodurile { x;}.

Cu R(f) senoteazd eroarea de aproximare a integralei.

Definitia 1. Formula (1) se spune ca este exacta pentru functia f daca R(f) =0,
deci daca

b
WO fdx = Ay f () + Ay f () + oo+ Ay f ()

Formula (1) se spune ca este de gradul m daca:

(1) este exactd pentru orice polinom de grad cel mult m ;

(1) exista un polinom de gradul (m+1) pentru care formula (1)
nu este exactd.
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Teorema 1. Pentru orice n noduri distincte, xi, ..., X,, existd n constante A, A,
..y Ay (care nu depind de f) astfel incdt formula

b
IW(X)f(X)dx = A f () + Ay f(x0) + o+ Ay f(x) + R(S)

este exactd pentru orice polinom de grad cel mult (n—1).
Demonstratie. Fie

Py (x) = zl LS ()

polinomul lui Lagrange, care interpoleaza functia f in nodurile { x; }, i =1,_n.
Reamintim ca

n xX-— Xj

Li(x)=T1I :
J=1%i =X
J#I

Daca notam cu

E(f; x) = fx)=Pp1(x) ,

atunci
1) = zl L) f () + E(f3)

si mai departe

b n(b b
[ £ (o = Z[ [weoL; (x)dx} FO)+ [WE)E(f3x)dx
a i=1\ g a

Notam cu
b

4= jw(x)L,. (x)dx, i=ln.
a

Evident 4; nudepindde f, cide «, b, nodurile x; si de ponderea w.
Daca notam cu

b
R(f) = [W)E(S3x)dx
atunci
b
IW(X)f(X)dx = A f(x) + Ay f(x2) + o+ Ay f(x) + R(S).
Daca f este un polinom de grad cel mult (n—1), atunci E(fix)=0 si deci

R(f)=0 (Capitolul IV, §1, Observatia 1). a
Exista trei tipuri de formule de integrare numerica:
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1. Formule Newton—Coétes,
2. Formule Gauss,

3. Formule Romberg.
In cele ce urmeaza vom prezenta primele doua tipuri de formule.

§5.1. Formule Newton-Cotes

Presupunem intervalul [a,b] finit, nodurile echidistante

b— . .
Xx; = atih, unde p=2"¢ si w(x)=1, pentruorice xe[a,b].
n

noxX—x;
Fie Li(x)=11 si fie P, — polinomul Lagrange care

i=0X{ Xj

J#i

interpoleaza functia f in nodurile xo, xi, ..., x,. Avem
n
Py (x)=2Li(x)f(x;).
i=0

Daci facem schimbarea de variabilda x=a+¢-h, atunci, asa cum s—a vazut
in § 4.1, avem

2 (D" Cy i (1)

P,(t)=P,(a+1th)=Y f(x;) si
i—0 n! —1
B(fin)= (n+1 i)) O gy

unde
T @) =t(t =1 —=2)..(t—n) .

In continuare avem

b b
[ f(x)dx =[P, (x)dx+ [ E(f;x)dx .
Cu schimbarea de variabild x=a+th, obtinem

b " n
[ f(x)dx =[P, (t)hdt + [ E(f;t)hdt =
a 0 0

n+2 n

[( ), ’jm"ﬂ(t)def(xH a0 "D

=h
(n+Dlg

gM=

1

Introducem notatiile:
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di ( l)n l J- n+1(t) dt, i=0.n (2)
0 t_l
si
hl’l+2 n ( +1)
R(f)—( 1),f Tu Of (Gt 3)

Numerele { d;}, i=0,n, se numesc coeficientii Newton—Cotes. Prin
urmare avem

b n
[ f(x)dx = %Az’f (x;) + R(f) 4)

unde Ai:hdi, i=0,l’l.
Primele trei formule Newton—Cotes au nume speciale.
Daca n=1 obtinem formula trapezelor Inacestcaz h =b-a,

dy = (1) Cl jt(t D g = j(t Ddt=— , dy = (1) ¢l jt(t_l)dt }tdt
Rezulta
A= Ar= g
Formula trapezelor este
lff(x)dx=b%a[f(a)+f(b)]+R(f) (5)
nl

R(f)=—ff"(§t)t(t—1)dt .

Dacid feC’[a,b] sinotimcu M,=sup{ | f’(x)| ; x€la,b] } atunci
(b-a)’
12

3
|R(f)|s(b—a2) M

2 } | 1 ~1)|dt = M, (6)
0

y A f

v
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Din punct de vedere geometric formula trapezelor (5) revine la a aproxima
aria multimii plane marginita de graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = a,
x=b cu aria trapezului hagurat in figura.
-a
2

Dacia n=2 obtinem formula Simpson. Inacestcaz h=

b

2
dy=C 1) € j’(t 1)(’ D g =170 “3r vy =1
25 3
_ _ 2
d = 1) & jt(t 1)_“1 2) dz:—j(rz ~20)dr =2
_ _ 2
dy = (- 1) C It(t (¢ 2) IJ(I t)dtzl
-2 3
Formula Simpson este
b b
J f(x)dx=—[f( )+4f (= )+f(b)} +R(f) (7)
Se poate arita ci dacd feC'[a,b] atunci
My(b-a)®
|R(f)| < 2880 ®)
unde Ms=sup{ | Ja (x)‘ ; xe[a,b]}. Insfarsit, dacd #=3, atunci
b-a 3., _ .9
h= 3 do—d3—§, dl—dz—g

Se obtine formula 3/8 a lui Simpson
b _
[ f(x)dx =bTa[f(a) +3f(a+h)+3f(a+2h)+ fBD)]+R(S) . (9

Pentru o mai bund aproximare a integralei se folosesc formulele
Nexwton—Caotes repetate.

Daca impartim intervalul [ @, b ] 1n n subintervale egale si aplicim
formula (5) fiecarui interval [ x;;,x;], obtinem:

If(x)dx zlmx)dx 21 HTA )+ )]+ Ri(f)
1 xll 1

b—a )
Cum x; —x; 1 =——, Xo=a §i x,=b avem

S

S

b _ n—l1
[ f(x)dx = zna f(a)+f(b)+2§1f(xi) +R(f) (10)

unde
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M, (b-—a) M
[R(|<n lzz(bn“j =5 b-a) . (11)
n

Formula (10) se numeste formula trapezelor repetata.

Daca impartim intervalul [a,b] 1n 2n subintervale egale si aplicdm
formula Simpson (7) fiecarui interval [x5,%y], obtinem formula Simpson
repetatd

b _ n n—1
[ f(x)dx = b 6na {f (@) + f(b)+ 4§1f (x2;-1)+2 §1f (x2; )} +R(f) (12)
unde
RO <4 (p—a) | (13)
2880n 4
Daca notam cu
of =221 {f(a) o 2"§f(x,~>}
2n =l
sicu
s b—a n n—1
iy Sf(a)+ f(b) +4§1f(X2i_1)+ 2 af(XZi) ,

atunci se poate ardta ca 0,{ si 0';5 sunt sume Riemann, sau combinatii liniare
de sume Riemann atagate functiei f si ca

b b
lim ol = [ f(x)dx, lim o3 =[f(x)dx .
n—> y n—>0 g
Calculul aproximativ al integralelor definite folosind pachetul de programe
MATLAB

In MATLAB se afli programate metodele trapezelor, Simpson si 3/8
Simpson (functiile trapz, quad si quadS).

Pentru calculul integralelor definite cu formula trapezelor trebuie sa se
cunoasca X, vectorul absciselor si Y, vectorul (matricea) valorilor functiei
(functiilor) corespunzatoare absciselor date de X.

Secventa de apelare este: Z=trapz(X), cand se calculeazd o singura
integrala si Z este un numdr, valoarea integralei, sau Z =trapz(X,Y), cand se
calculeaza mai multe integrale deodata si Z este vectorul valorilor integralelor
calculate. Aceasta functie considera /=1, iar atunci cdnd /% # 1, se inmulteste cu
h functia trapz, asa cum se va vedea in exemplul urmator.

2.5
Exemplul 1. Si se calculeze valoarea aproximativd a integralei | sin(xz)dx,
0.5

folosind functia MATLAB trapz, siluand pasul 4=0.1.
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Fisierul de tip m cu care se realizeaza aceasta cerinta este:

% Calculul integralelor cu metoda trapezelor

function z=trapez

x=.5:0.1:2.5; %limita inferioara: pasul: limita superioara

y=sin(x."2); % integrandul

z=0.1*trapz(y); % se inmulteste cu pasul, implicit pasul fiind 1

disp('Valoarea aproximativa a integralei');

Apelarea se face scriind trapez, iar valoarea afisata este 0.3924 .

Pentru calculul integralelor definite cu una din formulele Simpson trebuie
sd se cunoasca JX, vectorul absciselor si sd se creeze un fisier de tip m care
contine secventa de definire a functiei de integrat. Functiile quad si quad8 se
apeleaza cu una din formele:

quad('f,a,b) quad8('f,a,b)
quad('f,a,b,err) quad8('f,a,b,err)
quad('f,a,b,err,urma) quad8('f,a,b,err,urma)

unde: f - este numele unui fisier functie (de tip m ) care contine descrierea
functiei de integrat;
a, b - sunt limitele de integrare;
err - eroarea relativa admisa Intre doi pasi consecutivi (implicit este
107);
urma - daca este diferitd de zero, se afiseaza pe ecran valorile
intermediare.

Daca nu se cunoaste expresia analiticd a functiei, ci doar X , vectorul
absciselor, si Y, vectorul valorilor functiei in aceste puncte, atunci se interpoleaza
functia si se considerd fisierul f, de tip m, care contine functia de interpolare,
dupa care se calculeaza integrala din aceasta functie.

Pentru exemplu de mai sus se creeaza fisierul f cu functia de integrat:

% Fisierul cu functia de integrat numit f de tip m

function g=f(x)

g=sin(x.”2); % integrandul
dupa care se apeleaza cu secventa: quad('f,0.5,2.5,0.00001) si se va afisa valoarea
0.3890 . Am considerat eroarea relativa dintre doi pasi consecutivi 107
unde: f - este numele unui fisier functie (de tip m ) care contine descrierea
functiei de integrat;

a, b - sunt limitele de integrare;

err - eroarea relativa admisa intre doi pasi consecutivi (implicit este 107°);

urma - daca este diferita de zero, se afigeaza pe ecran valorile

intermediare.

Daca nu se cunoagte expresia analiticad a functiei, ci doar X , vectorul
absciselor, si Y, vectorul valorilor functiei in aceste puncte, atunci se interpoleaza
functia si se considerd figierul f, de tip m, care contine functia de interpolare,
dupa care se calculeaza integrala din aceasta functie.

Pentru exemplu de mai sus se creeaza figierul f cu functia de integrat:

% Fisierul cu functia de integrat numit f de tip m
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function g=f(x)

g=sin(x.”2); % integrandul
dupa care se apeleaza cu secventa: quad('f,0.5,2.5,0.00001) si se va afisa valoarea
0.3890. Am considerat eroarea relativa dintre doi pasi consecutivi 107

§5.2. Formule Gauss

Asa cum am vazut in Teorema 1, pentru orice n noduri distincte
X1, ..., X, , €XiStd n constante A, ..., 4,, astfel incat formula

b
[w) f()dx= Ay f(xy) + Ax f(x) + o4 Ap f () + R(S) (D)

este exactd pentru orice polinom de grad cel mult (n-1). In anumite cazuri,
aceasta formula este exacta si pentru polinoame de grad mai mare.

De exemplu, formula Simpson, care corespunde la 3 noduri echidistante,
este exactd pentru polinoame de grad cel mult 3.

In cele ce urmeaza vom stabili care este gradul maxim de exactitate al
formulei (1). Vom arata ca pentru n noduri, gradul maxim de exactitate este
(2n—-1) si aceasta se iIntampla pentru formula Gauss, cand nodurile sunt radacinile
unor polinoame ortogonale.

De acum inainte vom presupune cd 0 < w, w este continud pe [a,b] si
w(x) =0 numai pentru un numar finit de puncte din [a,b].

Definitia 1. Daca
b
Jw(x) f(x)g(x)dx=0

atunci spunem ca functiile f si g sunt ortogonale pe [a, b] in raport cu ponderea
w.

. . ~ . *
Teorema 1. Pentru orice n € N, exista un polinom P, , de gradul n, care este

ortogonal pe [a, b] in raport cu ponderea w, pe orice polinom de grad cel mult
(n-1). Acest polinom este unic in afara unui factor constant de multiplicare nenul.
Demonstratie.
Demonstratia este constructiva. Vom arata ca se pot determina

ao, 4y, ..., a, astfel Incat

b
Iw(x) (ao +apx+..+a,x” )Q(x) dx=0
a

pentru orice polinom Q de grad cel mult (n-1).
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Observam ca daca f este ortogonal pe g atunci Af este ortogonal pe g. Rezulta
ca putem presupune «, = 1. Observam de asemenea cd dacd f'este ortogonal pe g;
si g, atunci f este ortogonal pe a1g+ag, , oricare ar fi constantele o $i .

Rezulta ca este suficient sa determindm ay, a, ..., a,; astfel incat pentru orice
me{0,1, ..., n—1} sd avem:

b

Iw(x)(ao +a1x+...+an_1xn_1 +x")xmdx=0 2)

a

Dacé introducem notatia
b
jw(x)xkdxzck 3)
a
atunci, dandu—i lui m pe rand valorile 0, 1, ..., (r—1) in relatia (2) obtinem:
apgcy taicy +...+a, 1,1 =—¢,

apc) +aicy +...+a, 1¢, =—Cuy

4)
anctu—1 + acy, +...+ a, 1Cop—2 =—Cop-1
Problema ar fi rezolvata dacd am arata ca detC #0, unde
o < Cn-1
c c c
o 1 2 n
Cn1 Cn ° Cop-2
Presupunem prin absurd cd detC = 0. Atunci existd Agy, 4y, ..., 4,.; nU
toti nuli, astfel incat
1000 + /1101 +... + j’n—lcn—l =0
/1001 + 1102 +... + ln_lcn =0 (5)

iocn_l +2,lcn + ... +/1n—102n—2 =0 .

Inlocuind expresiile coeficientilor ¢, dati de relatiile (3) in (5) rezulta:
b
jw(x)(/lo X At Ay g x™ )dx =0
a

(6)

b 1 2n-2
j'w(x)(/lox”_ + A"+ A, x T )dx=0
a

Amplificand pe rand, prima relatie cu Ay, a doua cu A;, si asa mai
departe, si adunandu—le, rezulta
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b
j'w(x)[/lo +/11x+...+/1n_1x"_1 2dx=0 7
a

Din (7) rezulta:

w(x) [AotAxt ... +4,0x" =0
pentru orice xe€[a,b]. Cum w se anuleazd numai Intr=un numair finit de puncte
din [ab], rezultdi AgtAx+ ..+4,.x"'=0. Am ajuns astfel la o contradictie.
Asadar, detC =0 deci sistemul (4) admite solutie unica.

g . * % * . . .
Daca notam cu aq,ay,..., a,_; solutia sistemului (4), atunci
* * * * _
P,(x)=ay+ajx+..+a, 1x" by xn
si cu aceasta teorema este demonstrata. a

Polinoamele ortogonale {P: } au diferite denumiri in functie de

ponderea w si de intervalul [a,b].

Intervalul Ponderea Numele polinomului P;
[-1,1] w(x)=1 Polinomul Legendre
[-1,1] 1 Polinomul Cebisev de speta |

w(x)=
V- x2

[-1,1] W)= /1 _ 2 Polinomul Cebisev de speta 11

(— o0, oo) 52 Polinomul Hermite
w(x)=e
[0, oo) w(x)=e™ Polinomul Laguerre
[-1,1] w(x)=(1-x)*(1+x)’, Polinomul Jacobi
a,f>—1

In continuare vom exemplifica cum se pot construi polinoamele ortogonale
{Pn* } cu ajutorul Teoremei 1.
Fie [a,b] =[-1,1] si w(x)=1.

2
ka1t — pentru k par
! k+1

k X
cp=|x"dx=—— = 8
k _jl k+1 | ®
|0 pentru k impar

Sa construim de exemplu polinomul Legendre de gradul 3. Sistemul (4)
devine:
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coaq +c1a) + cray =—c3
c1ag +cp1a1 + c3ay =—C4 9
crag +c3ay +cqay =—cs

Inlocuind (8) in (9) rezulta

2
2ap + —a =0
0 3 2
2, __2
! 5
2
—a +=a =0
0 5 2
. . 3 * 3 3
care admite solutia: ay=a,=0; a1=—§ . Asadar, Pj(x)=x —gx.

Primele sase polinoame Legendre sunt:
7 1 3 3 4 6 2 3 5 10 3 15

Iyx; xX"—— 5 x"—=x; X —=x"+—; X" ——x +—x
3 5 7 35 9 63
Fie [ab]=[-1,1] si w(x)= .
1-x2
1 1
co=| ! a’xzarcsinx|1_1 =7 ; ¢ =] X i =0.

“1y1 - x? S x2
1 k

X
Pentru calculul coeficientilor c¢; = [———
, k J -

IVl —x

dx, facem schimbarea de

variabild x=sin¢ si obtinem

z z
2 -12 —
cp = | sin® xdx _k-1 [ sin®2 xdx =uck_2
T T k
2 2
Rezultd ¢;=0 pentruorice k impar si
2T ey T4 T
Sa determindm polinomul Cebisev de speta I, T 3* . Sistemul (4) devine
T
magy + —a =0
0 ) 2
T 3z
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. . 3 3
care admite solutia: ay=a,=0, a; = e Asadar T3* = - Zx .

In Capitolul IV, §3 am aritat ca polinomul Cebisev de gradul trei este:
Ty(x)=4x’3x. Dupd cum am precizat in Teorema 1, polinomul ortogonal se
determina 1n afara unui factor constant de multiplicare.

Observam ca avem 713=4 T3* si in general 7,=2"" T; , neN.

Teorema 2. Fie P; un polinom de gradul n care este ortogonal pe intervalul
[a,b] in raport cu ponderea w, pe orice polinom de grad mai mic ca n. Atunci
zerourile polinomului Pn* sunt reale, simple si apartin intervalului [a, b].
Demonstratie.
Fie x;, izl,_k, zerourile polinomului P; si fie m; ordinul de multiplicitate al
zeroului x;. Rezulta

By (x)=(x =)™ e (x =)™,
unde m+ my+...+ mp=n. Presupunem cd numerotarea zerourilor s—a facut astfel
incat xi, ..., x;, [ <k sunt zerouri reale, apartin intervalului [a, b] si au ordinele
de multiplicitate impare.

Daca /=n, teorema este demonstrata.
Sa presupunem ca / < n. Consideram atunci polinomul

Qix)=(x =) (x=x2)....(x—=x)).
(Daca /=0, atunci alegem Q,=1). Rezulta ca polinomul produs Pn* ()0 (x)

pastreaza semn constant pe [a,b], deci

b
[ W) Py (x)0; (x)dx %0,
a
ceea ce contrazice faptul ca P; este ortogonalpe Q , U

Prin formula de cuadratura Gauss se intelege orice formula
b
[ w0 £ (x)dx = A f (1)) + Ay f(x2) + oot Ay f () + R(S) (1)
a

unde nodurile xj, x, ..., x, sunt zerourile polinomului P, care este ortogonal pe

[a, b], in raport cu ponderea w, pe orice plinom de grad mai mic ca n. Vom avea
astfel formule de cuadraturd de tip Gauss—Legendre, Gauss—Cebisev,
Gauss—Hermite etc.

Teorema 3. Orice formula de cuadratura de tip Gauss are gradul de exactitate
2n-1.
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Demonstratie. Din Teorema 1 din introducerea in Capitolul V , stim ca formula
(1) este exacta pentru polinoame de grad mai mic ca n. Fie @, un polinom de
gradul m, unde me{ n, n+l1, ..., (2n—-1) }. Din teorema impartirii avem

O () = O (X) - Py () + Ry (%)

unde R, este un polinom de gradul n—1. Fie x;, k=1,n, zerourile polinomului

P: . Evident, rezulta

On(xt) =Rya(xp), k=1,n. (10)

In continuare avem:

b b . b
[W(x)0,, (x)dx =] W(x) P,y (X)Q,yp (x)dx + [ W(x)R,,_; (x)dx .

a a

Deoarece Pn* este ortogonal pe Q,,, rezulta:

b b
[w(x)0,, (x)dx = [w(x)R,,_j (x)dx .

a

Tinand seama ca formula (1) este exactd pentru R,_; obtinem
[fw(x)Qm (X)dx=A|R,,_1(x;)+...+ 4, R, _1(x,,).
in sfﬁrsit,a‘ginﬁnd seama si de (10) rezulta
ZI)W(X)Qm (X)dx = 41Oy (x1) + ... + Ay Opy (xy,) 5
a

deci formula (1) este exacta pentru orice polinom de grad mai mic ca 2n.

Pe de alté parte daca notim cu g = (P;lk )’, atunci g este un polinom de
grad 2n sirestul
b n b
R(g)=[w(x)g(x)dx — ¥ 4;g(x;) =] w(x)g(x)dx > 0.
a

a i=1
Asadar, formula (1) nu este exacta pentru g, deci gradul de precizie al
acestei formule este 2n-1. a

Observatia 1. Orice formuld de cuadratura care are gradul de precizie (2n—1)
este o formula Gauss.

Intr-adevar, consideram formula
b
[w)f(x)dx =41 f(z1) + Ay f(22) + .o+ A, f () + R(S) (11

cu gradul de exactitate (2n—1). Notdm cu
U,(x)=(x—=z1)...(x—2z,).
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Daca @ este un polinom de grad mai mic ca n, atunci polinomul produs
U,Q , are gradul cel mult 2n—1 si formula (11) este exactd pentru acest polinom.
Rezulta

b n
[w)U, (0)0(x)dx = 3 4,U , (z))0(2;) = 0.
a i=1

Rezulta cda U, este un polinom de gradul », care este ortogonal, in
raport cu ponderea w, pe orice polinom de grad cel mult (n—1) . Din Teorema 1

rezultaca U,= cP: si decica zy, ..., z, sunt zerourile polinomului P; . Asadar,
formula (11) este o formuld Gauss.

Observatia 2. Coeficientii Ay din formula Gauss sunt pozitivi.

a - . . . * .
Intr-adevar, fie x;, k=1,n, zerourile polinomului P, , sifie

2 2
0 =TTk-x,)?.
1
oy
Evident, gradQ; =2n-2 st Qx;) = 0 dacd i#j. Deoarece O, >0 si
formula (1) este exactd pentru Q; rezulta

b n
0<jw(x)Qj(x)dx= _ZlAin(xi)=Aij(xj),

deci 4;>0.
In particular, obtinem
b
[w(x)0 j (x)dx
P A (12)
/ 0 j (x j)

Formula (12) permite calculul coeficientilor din formula Gauss.

(n)

Teorema 4. Fie x; ", i=1,_n, zerourile polinomului Pn* si fie Al-(n), i=1,_n,

coeficientii din formula Gauss corespunzdtoare.

n
Daca f: [a,b] >R este continua si 1, =7, Al-(n)f(xl-(n)), atunci

i=1
b
lim 7, = [w(x)f(x)dx.

Demonstratie. Din teorema Weierstrass (Capitolul IV, Teorema 4) rezultd ca
pentru orice £> 0 existd un polinom P, astfel incat
| f(x)-P; (x)| <& pentruorice x€|a, b].

Fie n>grad P.. Atunci formula Gauss este exacta pentru P, si avem:
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b b n
[ f@ydx =1, = |[wo) f(x)dx =D 4 f (™)) <
a a i=1

b n
<| [we[F (0 - P(0]dx + 4™ 2, xf) - ] <
a i=1

b n
< [l (0 = P v+ Y A P ) = £ ™) | <
a i=1

b n b
<& jw(x) dx + ZAI-(n) =2¢ Iw(x)dx .
a i=1 a
b n
Am folosit faptul c&  [w(x)dx=Y Ai(") )
a i=l
Asadar,
b
lim 7, = jw(x) f(x)dx

n—®0

si cu aceasta teorema este demonstrata. EI

Exemplu. Formula Gauss—Legendre cu trei noduri
Polinomul Legendre de gradul trei este

P3 (x)=x —%x
si are zerourile
-

X1 = 5, X , X3 = 5 .
Vom avea
1
ff(X)dX=A1f(—\/§)+Azf(0)+A3f(\/§)+R(f) : (13)
-1

Punand conditia ca formula (13) sa fie exactd pentru 1, x si x° obtinem
sistemul:

A1+A2 +A3—

S

—A+A_
570757

3

care admite solutia: Ay = 43 zg si 4 zg.
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Formula Gauss—Legendre de ordinul trei este

! 5 3.8 5 \F
_Ilf(X)dX—gf(—\/;) +§f(0) +§f( E) +R(f).
§5.3. Integrarea numericd a integralelor duble

Fie f: DcR*— R o functie continui, unde D=[ a,b]x [c,d] este un

dreptunghi. Atunci:
d

b
[[.f (x, y)dxdy = | (I S(x, y)ddex (1)
D a\c

Pentru fiecare integrald simpla putem aplica o formula de integrare

numericd. De exemplu, daca aplicam formula trapezelor obtinem

b
([ £ (x, y)dxdy = j% [£(x,0)+ f(x,d)Jdx =
D a

_b-ad-c
2 2

Asadar, formula trapezelor pentru integrala (1) este

[f(a,0)+ fa,d) + f(b,c) + f(b,d)]

i1 s sy = O 10,00+ @y + .00+ S B+ RO @)

D
In mod asemanitor, formula Simpson va fi
i1 £ pydsdy === a0+ f(ad) + f(bc) + £, +
D 3)
Af (@ y)+ f(by) + f(x,0) + f(xp,d) +16 £ (xp, y)]+ R(f)

a+b :c+d

unde xlzT, A2 5

Pentru o mai buna aproximare a integralei se folosesc formulele repetate.

Daca domeniul de integrare nu este un dreptunghi, atunci se construieste
un dreptunghi D , cu laturile paralele cu axele de coordonate si care include

dreptunghiul D . Consideram functia auxiliara
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* S(xp) dacd (x,y)eD
f (.X, y) = - *
0 dacia (x,y)eD \D
Integrala pe D se va aproxima cu v
1/ Geop)dxdy = [ £ (x, p)dxdy
D D* \
iar ultima integrald se calculeazad cu D
una din formule (2) sau (3). D'
0 X

§5.4. Diferente divizate. Polinomul de interpolare al lui Newton

Fie P,(x;xg,....,x,) polinomul Lagrange care interpoleaza functia
f:[a,b]—)R in nodurile xg,...,x, sifie

Q(x) = Pn (x;xO e Xp—15Xp ) - Pn—l (x; XQseees Xp—] ) (1)

Evident, Q este un polinom de gradul n, care se anuleaza in nodurle xg,xq, ...,

x,_1, deoarece O(x;) = fix;) — fix;) =0, pentru orice izm. Rezulta ca
polinomul Q este de forma:

Ox) = a(x—xy) ... (x—x,) . 2)
Coeficientul a se numeste diferenta divizata de ordinul n corespunzatoare
nodurilor xy, xy, ..., x, si functiei f si se noteaza cu  f[x, X1, ..., Xy] -

Asadar, avem:

O(x) = (x=x0) ... (x=x) f [ X0, X1, .. X,] 3)

Din (1) rezultd, pe de o parte, cd f[xo, X1, ..., X,] este coeficientul lui x" 1in
polinomul lui Lagrange P,(x; xo, X1, ... , X,), 1ar pe de altd parte ca avem relatia:
Po(x; X0, X1, ey Xp) = Py (X X0, X1y oeey X)) +

H(r—x0)...(x—%-1) fT X0s +vr » X 4)
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Particularizandu-1 pe » obtinem:
Po(x;x0) = fxo)
Py (x;x0, x1) = flxo) + (x—x0) f] X0, X1]
Po(x;x0, X1, X2) = flxog) + (x—=x0) f X0, X1]+ (x—x0) (x—=2x1) ] X0, X1, X2]
P.(x) =fxo) + (x—x0) fI X0, x1] +..cF (x—0)...(x=2X0-1) A X0, X1, +-vs X] (5).
Forma (5) a polinomului de interpolare poartd numele de polinomul de
interpolare al lui Newton.
In continuare prezentim principalele proprietiti ale diferentelor divizate.
1) Diferenta divizatd de ordinul » este invarianta la permutarea nodurilor, adica:

A X0, X1 oos X ]= f[xl-o,xi1 yees X

Intr-adervar stim ci polinomul de interpolare al lui Lagrange are forma:

(k=)o (x—x,)

Pn(x;xo,...,xn)z f(x0)+...+
(xg =201) s (g = x, ) ©
(=)o i)
(xn _xl)""'(xn _xn—l) !
Egaland coeficientul lui x" din (3) si (6) obtinem:
STx05%150000%4] f(x0) +ot S Cxn) (7)

T (g —x1)g — %) (= X0) (g — X 1)

Cum expresia din membrul drept al relatiei (7) este simetrica in raport cu cu
nodurile xo, xi, ..., X, , rezultd ca diferenta divizata dordinul » , f[ xo, x1, .., X,;] este
invarianta in raport cu permutarea nodurilor.

f[xl seees Xy ]_ f[XO sees X ]
2) f[xo,...,xn]z

Xp —X0

Pentru a demonstra aceastd proprietate observam pentru nceput cd polinomul lui
Lagrange verifica urmatoarea relatie:

(x = 2x0) Py (e xp5e) — (6 = 2, ) By (45 X0, Xp50-X 1)
Xn = X0

P,(x;x0,00X,) =

®)

Intr-adevir, daca notim cu R(x) membrul drept al relatiei (6) obtinem:

R<x0)=—(i"%;';)f(xo> = /(%)
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Rwu=—giiﬂﬁfwu=fum
Xp — X0

Pentru nodurile x;,i=1,n—-1 avem
(or; = x0 )/ Gri) = (s =%, ) ()

Xn —X0

R(x;)=-

=f(x;)

Asadar, R(x;)=f(x;),i =0,_n, deci R(x)=P, (x;xo,...,xn) conform unicitatii

polinomului de interpolare Lagrange. Egaland coeficientul lui x" din membrul
stang al relatiei (8) cu coeficientul lui x" din membrul drept al acestei relatii

[xl,...,x,,]—f[xo,...,x,,_l]
Xy —Xp .

obtinem  f[xg,..., x, |= /

3) Daca f este de clasa cl , atunci pentru orice ¢ € [a,b] , t#x; , i=0,n

ARG

avem f[xq, x| X,.1]= (i)

Intr-adevar, fie P, (x)=P, . (x;xg,...x,,t) polinomul Lagrange care

,unde & ,€[a,b].

interpoleaza functia f in nodurile x.,...,x,,,¢. Atunci avem

Poi(x) = Pu(x) + (x—x0) ... (x—=x0) f] X05 X1 2ees Xuy 2]
Deoarece P, (¢)= f(¢) rezulta ca eroarea in punctul 7 este

E(f:t) =f(t) — P.(t) = (t—=x0) ... (t=%,) f] X0y X15 +vr Xy 1] 9)
Pe de altd parte din Teorema 2, §4.1 stiim ca daci f este de clasa C e+l , atunci

existd & e [a,b] astfel incét

DA D)
BU = = w0) =) (10)
Din (9) si (10) rezulta
(n+1)
f[xo,xl,...,xn,t]zﬁ, unde &, € [a, b]. (11)

4) Teorema 1 (Hermite—Gennochi). Fie xy, x,,..., x,, (n+1) puncte distincte din

intervalul (a, b) sifie feC™(a,b). Atunci:

f[XO,Xl,...,Xn]ZJ....J.f(n) (loXO +Hx +...+1,x, )dfl...dtn
T,

n
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unde T, = {(tl,...,tn)e R"

n n
IZZO, = ,n, ztlgl}, iar tozl_ztl

Demonstratie. Fie 7, =[0, 1] iar # =1-¢.

1 1
[ /'(toxo +tyxy)dty =] f'[xg +11(x = x9) g = flxo +1(x —Xo)]g =
0 0 X1~ Xo
_ S = f(x0) ~ Txgon]
x| = Xg

ng{ (tl,tz) | H+6<1, 620, >0 }, iar ty= 1-t,—t,.

1 l—tl

”f"(xoto + x4 + X315 )dtldtz Zj J‘f"(XO +t1(x1 —XO)+I2(X2 —Xo))dtz H=
T, o\ 0

1
:J'[ 1 ['(xg +01(x1 = x0) +12(x —xo))(})_tl Jdtl =
0

X2 = X0

1 1
-1 [ff'(xz + 1y (ry = xp )ty = [ (o +1,(xy —xo)dfl}=
0

X —XO 0
1

X2 = X0

(T x2 1= flxosx1 1) = flxg.x1.x2]

t In continuare demonstratia se face prin inductie
0,1 matematica.
Trecerea de la 7, la T, este asemandtoare cu

(1,0) f, trecereadela 77 la 7,. 4

Corolarul 1. Daci f e C™?(ab). Atunci existi

d
—f[xo,...,xn,x]zf[xo,...,xn,x,x].
dx

Demonstratie. Din Teorema 1 rezulta

FTx0s %1 X x) = Jooe [ ST D (t0x0 + 1131 + o+ gy X)dlty ol gt 41 (12)

Ty



Integrarea si derivarea numericd 181

Membrul drept este o integrald cu parametru si anume cu parametrul x.

n+1)

- 1 - v o - . 1w [
Deoarece /" este de clasa C' rezultd ci aceastd integrala este derivabil, deci ca

exista di f [xo yeees X ,x]. Mai departe, tindnd seama de (7) si (9) rezulta:
X

d . g Xy X+ h|— yeees X5
Ef[xo,...,xn,x]:}}i% f[xo Xn>X }} f[xo X, x]:

—piegy S0 X x4 B f o xg x|
h—0 h
= lim f[x’ XQ s X X F h]: f[xa X0 ,.,.,xn,x]:
h—0

=f[x0,...,xn,x,x]

§5.5. Derivarea numericad

Aproximarea numericd a derivatelor se foloseste de regula in doua situatii.
Prima situatie se refera la calculul derivatelor unei functii datd printr—un tabel de
valori. A doua situatie se refera la aproximarea derivatelor in cadrul metodelor
numerice de rezolvare a ecuatiilor diferentiale sau cu derivate partiale.

O cale fireasca de abordare a derivarii numerice, este aceea de a aproxima
derivata functiei f prin derivata polinomului Lagrange P, (x;xg,...,x,) care
interpoleaza functia f 1n nodurile xo, Xy, ..., X,. In continuare notim derivata

numericd a functiei /' cu Dj, f sio definim prin:

Dy, f(x) def Py (x50, X)) (D)
Asadar folosim aproximarea f'(x)= D f(x) .

Pentru n=1 avem P, (x;xq,x,)=f(x¢) + (x —xq)f[xg,x; ] deci

MG f(xo) _ S Gx1) - flxo)

X1 — X0 h

1) = P(x:x0,x1) = flxo. Vx

Asadar, pentru doud noduri avem aproximarea:
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S~ f(xg)

f(xo) = ;

(2)
Pentru n=2 avem

Py (50, x1,%2 ) = £ (x0) + (¥ = %0 )f T 31 ]+ (v = 0 v = 2y ) f g 31, 2 ] deci

P3(x;x0,x1,%3) = f g, ]+ [2x = (g + 3 )T 1.2 ], W

Daci presupunem in plus ¢ nodurile sunt echidistante rezultd:

P3(xq3x0,x1,%5 )= f(xg.x1)+ (xg = x1 ) /g, xp,x2 ] =

_Sa)-slx )_(xl )f[xl,xz]—f[xo,xl]

Sea)=s(a1)  S0a) = f(xo)
:f(xl)—f(xo)_h h h _
h 2h
_=3/(xg)+4/ ()~ f(x2)

2h

Asadar, pentru trei noduri echidistante avem aproximarea:

=3/ (xo)+4/(x1)- flxp)

Sf(xp)= o

)

In continuare ne propunem si evaluim eroarea la derivarea numerica. Daci notim
cu U, (x) = (x—x0) ... (x—x,) , atunci din relatiile (10) si (11) de la §5.4 rezulta
E(f;)=f(x)—Pu(x; X0, ey Xn) = Un(@)f [X0, .., Xy X].
Tinand seama acum si de Corolarul 1 obtinem:

[ ()=Dyfix) = U, (x) flx0y -y Xn, X] T Un(x) fX05 vy Xy X, X].

Aplicand din nou relatia (10) din §5.4 rezulta

, S E TARI )
f(x)—th(x)—Un(x)WJrUn(x)W 4)

Pentru n=1, U;(x)=(x—x¢)x—x;) si Uj(x)=2x—(xo +x ). Asadar in acest
caz

f’(XO)—th(xo)zU{(xO)f (jxo) +Of (jxo)

h "
=S O
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SO~ fxg)

In concluzie, in cazul a doud noduri avem f'(xg) = si eroarea este

h
data de relatia
' f(x )_ f X h "
f(xo)—l—(O)=——f (£xy) (6)
h 2 0

unde &y € (xg,x])-.
in cazul a 3 noduri echidistante n=2 avem:

, , ["Ex) &)

1'(0) = P f (xg3%0, 31, %3) = = =U (xg) + == U (o)

cum U, (x)=(x—xg Jx —x; x— x5) rezultd pe de o parte ca U, (xo)=0 iar pe
de altd parte ca U’ (x) = (xo — x; )xo —xy)=2h7% .

Asadar eroarea de aproximare a derivatei va fi:

52
f'(xo)—Pz’f(xo;xo,xl,xz)=Tf"'(§x0 ), unde &y € (xg,x3).

In concluzie, in cazul a 3 noduri echidistante derivata se aproximeaza cu expresia:

=3f(xo)+4/(x1)— flx2)
2h

f'(xg) =~ =Dy, f(xg)

2
iar eroarea care se face este f"(xq) — Dj, f(xo ) = h? S"(Ex) (7)

In sfarsit sa vedem cum se poate aproxima derivata de ordinul 2.
In cazul a 3 noduri echidistante avem
f”(XO) =P2” (XO;)C(),XI,Xz) = 2f[x0,x1,x2]=
_SO) =27 () + f(xo) (®)
h 2

Se poate arata cd eroarea in acest caz este

hz
1"0i0) = P (x) == 1 (6 ) umde &y, € (g, x2)  (9)

Derivarea numerica in MATLAB.
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MATLAB permite aproximarea derivatei numerice a unei functii folosind

diferentele divizate, prin intermediul functiei diff.

Exemplu 1.
Si se aproximeze derivata functiei flx) = In(x*+x*+1) pe intervalul [0.5, 2.5] in
puncte echidistante (4 = 0.1) folosind MATLAB. Secventa care realizeza aceasta
aproximare este:

% Calculul derivatei numerice

x=0.5:0.1:2.5; % punctele in care se face aproximarea

fix) = log(x."4+x.”2+1); % functia a carei derivata se doreste

disp('"Valorile derivatei');
df = diff(log(x.4+x."2+1))./diff(x)

Se va afisa:

Valorile derivatei

1.2657 1.4967 1.6947 1.8499 1.9597 2.0270 2.0579 2.0600 2.0406
2.0060 19612 19100 1.8552 1.7989 1.7423 1.6866 1.6323 1.5798
1.5293 1.4809

Pentru calculul derivatei folosind diferentele centrate se poate scrie secventa
MATLAB:

% Calculul derivatei numerice folosind diferentele divizate
x=0.55:0.1:2.5; % punctele in care se face aproximare

g=log(x. *+x. "2+1; % functia a carei derivata se doreste
dg=g(3:length(g))—g(1:length(g)-2);
dx=x(3:length(x))—x(1:length(x)-2);

disp(‘Valorile derivatei’);
dy=dg./dx % derivata in punctele x=0.6, 0.7 panala 2.4

Se afiseaza rezultatele:

Valorile derivatei



Integrarea si derivarea numericd 185

1.3812 1.5957 1.7723 1.9048 1.9934 2.0424 2.0589 2.0503 2.0233
1.9836 1.99356 1.8826 1.8270 1.7706 1.7145 1.6595 1.6060 1.5545
1.5051

Pentru a folosi polinomul de interpolare Newton pentru calculul derivatelor de
ordinul 1ntéi si doi pentru functia de mai sus, se poate scrie secventa MATLAB:

% Calculul derivatelor de ordinul intai si doi

% folosind polinomul de interpolare Newton in x(1)

x=0.5.0.1:1.3;

h=x(2)—x(1);

y=log(x."4+x.”"2+1); % functia ale carei derivate se aproximative
se calculeaza

d1y=diff(y);

d2(y)=diff(d2y);

d3y=dift(d2y);

dA(y)=diff(d3y);
d1f=(1/h)*(d1y(1)—-d2y(1)/2+d3y(1)/3-d4y(1)/4),
d2f=(1/h"2)*(d2y(1)-d3y(1)+(11/12)*d4y(1));

disp(‘Derivata de ordinul intai in x(1)’);
disp(d1f);
disp(‘Derivata de ordinul doi in x(1)’);
disp(d2f);

Se afiseaza rezultatele:

Derivata de ordinul intai in x(1)

1.1416

Derivata de ordinul doi in x(1)

2.5519

Exemplul 2. Fie functia data prin tabelul de valori:
x | 0|2 |
fay | 1[5

Sa se calculeze f'(0) folosind derivata polinomului de interpolare al lui

Lagrange.

Aproximénd functia cu polinomul de interpolare al lui Lagrange, conform
(2) rezulta

fo) = fxg)

f'(xo)~ P

, 5-1
, f(xo)z7=2 :
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Exemplul 3. Fie functia data prin tabelul de valori:
x |24 16
fy | 3] 11 | 27

Sa se calculeze f'(2) si f"(2).
Aproximand functia cu polinomul de interpolare al lui Lagrange, conform
(3) rezulta

=3/(xo)+4/(n)- /(x) ~3:344:11-27

f(x0)= o SO
De asemenea conform (8)
fr/(xo):f(x2)_2f(xl)+f(x0) , f”(2)=27_2'11+3=2-

n? 4



Integrarea si derivarea numericd 187

Exercitii

Folosind metoda trapezelor sd se calculeze valoarea aproximativa a
urmatoarelor integrale:

T
DR
1. fsmxdx , considerand n =5 subintervale egale.
2V
12
12 12 12 12 2

R, h=" xj=2 i i=13 , a=—, b=" [-0.86398.
10 10 10 10 2
3 x
3 [e 2dx, considerdnd n=4 subintervale egale.
0
R. h=%=0.75 , X; =31, i=1,_3 ,a=0,b=3, 1=224845.

Pentru fiecare din cele trei exercitii de mai sus sa se calculeze valoarea
aproximativa a integralei dubldnd valoarea lui n .

Sa se calculeze valoarea aproximativa a urmadtoarelor integrale folosind metoda
lui Simpson, considerand m , numarul de subintervale egale, specificat in fiecare
caz in parte:

i
2 cosx
5. [ & (m=8)
1
10
R. n=4, hzi, xi=£+i-l ,i=17, azi, bzz,
20 10 20 10 2

I1=068452.
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z

2 sinx
6. | dx (m=3§)

2

12
R =4, h=5_7z" xi=£+i-£ ,i=17, azz, b=£,

96 12 96 12 2

[ =1.00966 .

3
7. [e 2dx, (m=3§8)

0

3 3. . =

R. h:§:0.375 , X :g-z , i=17 ,a=0, b=3, 1=224991].

Fie functia data prin tabelul de valori:

X ‘ 0 ‘ 2 |
foa) | 1|3

Sa se calculeze f'(0) folosind derivata polinomului de interpolare al lui
Lagrange.
R. f'(0)=2
9. Fie functia data prin tabelul de valori:

x,-‘o‘1|2
f(xi)‘l‘4‘15

Sa se calculeze f'(0) si  f"(0) folosind derivata polinomului de

interpolare al lui Lagrange.

R. f'(0)y=-1, f"(0)=8

10. Fie functia data prin tabelul de valori:
X; ‘ 0 ‘ 2 | 4
fx) ‘ 1 ‘ 9 ‘ 65

Sa se calculeze f'(0) si  f"(0) folosind derivata polinomului de

interpolare al lui .

R. £1(0)=-8, £"(0)=12
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11. Folosind formula Gauss—Legendre de ordinul 4, sa se calculeze valoarea

x2

3 X
aproximativa a integralei  [e 2 dx .
0
) b
R. In general pentru calculul aproximativ al integralelor [ f(x)dx se face
a

b—a b+a

schimbarea de variabila x = t+

, pentru a avea limitele de integrare

—1 i 1 siastfel se obtine formula

b b—al
[ f(x)dx = 2 glAif(xi)' (2)

1{3t43
2

2
: : 3l 5 j S .
Se ajunge la integrala 3 [e dt  careia i se poate aplica formula
-1

Gauss—Legendre de ordinul 4. Polinomul Legendre de gradul 4 este
6 3
P4(x)=x4 —7x2 +§ , are radacinile x; =0.8611, x;, =-0.34, x3 =0.34,

x4 =0.8611 . Coeficientii A; formula Gauss—Legendre de ordinul 4 sunt:
A;=034785=A,, A;=0.65215=A;. 1=125018 .

12. Folosind formula Gauss—Legendre de ordinul 5, sa se calculeze valoarea
2

aproximativa a integralei | cos x2dx .
0

R. Se face schimbarea de variabila x = t+1 , pentru a avea limitele de

1
integrare —1 si 1 si astfel se ajunge la integrala [ cos(t + 1)2 dt careia i se
-1
poate aplica formula Gauss—Legendre de ordinul 5. Polinomul Legendre de gradul
10 15
Seste Ps(x)= x> - 3x3 + ax , are raddcinile
X; =0.90618 , x, = —-0.53847, x3 =0, x4 = 0. 53847, x5 = 0.90618 .
Coeficientii A; formula Gauss—Legendre de ordinul 5 sunt:
A;=0.23693 =As5, A,=047863=A,, A;=0.56889. 1 =0.46123 .
1
13. Sa se determine valoarea aproximativa a integralei  [sin x2dx folosind
0

formula Gauss—Legendre de ordinul 3.
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1
R. Inlocuind x cu t+1 integrala devine fsin(t+1)2dx si acesteia i se
-1
poate aplica formula Gauss—Legendre de ordinul 3. Tindnd seama de Exemplul
din Capitolul 5 §2 se obtine 1=0.31028 .

Sa se calculeze valoarea aproximativa a urmatoarelor integrale duble:

2,2
14. [[e ™ *dxdy , mulfimea de integrare fiind precizati de
D
a) D=/ (xy)eR’ | x/<0.5, jy/<T }
b) D = /(x,y)eR’ /X’+y’<4, x20, y>0 }
folosind formula trapezelor cu n =4 subintervale egale pe axa Ox si m = 4
subintervale egale pe axa Oy.

b(d
R. Pentru calculul integralei 1= [[ f(x, y)dxdy = j([ f(x, y)ddex unde D
D a\c

= [a,b/x/c, d] se foloseste formula trapezelor repetata
=28 @+ sy .0 0.

i=1

m—1 m—1 n—1 n—1
1 DICEREDWICENED WICHOEDWICRY +}+
Jj= Jj= i=

n—lm-1
+4Y Y f(x.;) |

i=1 j=1

(1)
unde
h:b—a , k:d—c , x;=a+ih ,i=1n-, Vi =c+ jk, j=1Lm-1
n m
a) a=-05,b=05,c=-1,d=1, h=025,k=05, 1=133754
b) Se trece la coordonate polare pentru a transforma sfertul de disc de raza

2 din cadranul intdi intr-un dreptunghi
x=p-cost 96[0,%}
, lar iacobianul este J=p

y=p-sins@ pe[0,2]

si se aplica formula de mai sus integralei
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2, 2 2 2
1= ﬂe_(x +y )dxdy= (Ip-e_p dp}dé’
D 0
sirezulta 1=10.73332 .
2 2

15. ﬂﬂ)%)dxdy ., multimea de integrare fiind precizata de

D X"+

a) D=/(xy)eR’/Ix=2, 0sy<2 } ,

b) D= {(xy)eR’ /Is’+y'<4, 0sx , 0sy )}

folosind formula trapezelor cu n =2 subintervale egale pe axa Ox si m =4
subintervale egale pe axa Oy.

R. a) Inlocuind in formula (1)

O — N

2 2
a=1l,b=2,¢=0,d=2, h=05=k i f(x,y)=1n); +y2
x4y
se obtine 1= 0.636 .
b) Trecdnd la coordonate polare se aplica formula (1) pentru

a=1,b=2,c=0, d=%, f(p.oy=21nP

si se obtine 1=10.73976 .
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6. Rezolvarea numerica
a problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale

§6.1. Generalitati

Ecuatiile diferentiale reprezintd unul dintre cele mai importante
instrumente matematice, necesar pentru intelegerea unor rezultate din mecanica,
fizica, etc.

In acest capitol prezentim metode numerice pentru rezolvarea problemei
Cauchy pentru ecuatii diferentiale.

Fie D=[a b]xJcR%, f:D—>R si (xo, v)eD. Problema Cauchy
pentru ecuatia diferentiala

V=1, (1)
constd 1n determinarea unei solutii a ecuatiei (1) , adica a unei functii derivabile
vy : I cla, b]> R astfel ca pentru orice xel, (x, y(x))eD si y'= f(x,y(x)),
(Y)x el care satisface conditia initiala

y(x0)=yo . ()

Dupa cum este cunoscut, gasirea solutiei exacte a problemei (1)-(2) nu este
posibild decat in anumite cazuri. De exemplu, determinarea solutiei exacte, prin
tehnici clasice, a ecuatiei aparent simple

V=xtey? o w0=1,
nu este posibila. Se justificd astfel necesitatea recurgerii la metode aproximative
pentru rezolvarea problemei Cauchy.

Reamintim, pentru inceput, cateva rezultate privind existenta, unicitatea si
stabilitatea solutiei acestei probleme.

Definitie. Functia f:D-—>R se numeste lipschitziana in raportcu yeJ, daca
exista o constanta L > 0 astfel ca pentru orice (x, y)eD si (x, z)eD are loc
inegalitatea

/Gy = f(x2)| <Ly -7 . )
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Observatie. Daca A exista si este marginitd pe D, atunci f este lipschitziand

pe D. Intr-adevar, din Teorema lui Lagrange rezultd
2
ren=fen="L o -2

pentru un anumit ¢ intre y §i z, deci putem alege

%(x, y)|. )

L= max
(x,y)eD

In ce priveste existenta si unicitatea solutiei problemei (1)-(2), are loc
urmatoarea teorema.

Teorema 1. Presupunem ca sunt indeplinite conditiile:

(i) f este continud pe [a, b] in raportcu x;

(i) f este lipschitziand pe D inraportcu y;

(iii) (xo, yo) este punct interior lui D.
Atunci pentru un o > 0 convenabil, exista o solutie unica pe I=[xq—a, xpta] a
problemei (1) - (2).

A

Exemplul 1. Fie ecuatia y'=1+sin(xy) , D= [0,1]>< R . Deoarece 5 = XCOS XY,

conform observatiei de mai sus, putem lua L = 1. Atunci pentru orice (xy, yy) cu
0 <xp<1 exista o solutie a problemei Cauchy pentru ecuatia datd pe un anumit
interval [x;—a, xp+a] [0, 1].

Dupa cum se stie, solutia problemei (1)—(2) se afld cu metoda
aproximatiilor succesive.
Fie
yO(x):y())

X
Yp(X)=yo + _ff(t,yn_l(t))dt , xel, n=12,... .
X0
Atunci sirul de functii  (y,), este uniform convergent pe intervalul 7 si

limitasa y= lim y, este solutie unicd a problemei (1)-(2). Mai mult, are loc
n—»0

MLn Cn+1 eLC

V() =y, (0) < —

; )

unde
M=sup|f(x,y0)| , C=max(|a—x0

xel

b—xo|).

2
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Metoda aproximatiilor succesive (Picard) este o metodd aproximativa de
rezolvare a problemei Cauchy. Se aproximeaza solutia y(x) cu y,(x) sise

cunoaste o evaluare a erorii.

Exemplul 2. Fie ecuatia y'=y, y(0)=1, D=[— l,l]xR . Atunci M=1, L
= 1. Sirul aproximatiilor succesive este:

X
yi(x)=1+[l-dt=1+x,

0
X x2
yz(x)=1+j(1+t)dt=1+x+7,
0
< 12 X x2 x3
=1+ [A+t+—)dt=1+—+"—+"—
¥3 () ({( 2) T
2 3 n
X X X

X

Esteclarca y,, > y=e¢", care este solutia exactd a problemei.

Metoda aproximatiilor succesive are dezavantajul ca presupune calculul
unor integrale, lucru dificil de realizat. Din aceasta cauza, aceastd metoda este mai
putin folositd in practica, metoda avand o importantd deosebitd, mai ales din punct
de vedere teoretic.

In ceea ce priveste stabilitatea solutiei problemei (1)-(2), ne intereseazi
comportamentul solutiei la modificari mici ale functiei f{x,y) si ale datei initiale yy.
Consideram, deci, problema perturbata

y'=f(x,»)+6(x), (6)
y(xo)=yo +¢, (7
cu aceleasi ipoteze asupra functiei f ca In Teorema 1. Presupunem, in plus, ca
Jd(x) este continud pe [a, b]. Atunci problema (6)-(7) are solutie unica, notata

y(x;0,¢).

Teorema 2. Presupunem satisfacute ipotezele Teoremei 1 si ca functia O(x) este
continud pe [a, b]. Atunci problema (6)-(7) va avea solutie unica y(x;5,&) pe un
interval [xop-a, xo+a], a > 0, uniform pentru toate perturbarile £ §i 6(x) ce
satisfac:

|8|S80, ||5|| w< €0,
cu &y suficient de mic. In plus, dacd y(x) este solutia problemei neperturbate,
atunci
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max |y(x)—y(x;8,6)| <k(||+a| 5] ) . ()

|x—x|<a

cu k=1/(1-al).

Utilizand acest rezultat, se poate afirma cd problema (1)-(2) este corect
pusa sau stabila. Deci dacd se fac mici modificari n ecuatia diferentiald sau in
data initiala, atunci solutia nu se modifica semnificativ.

Solutia y depinde continuu de datele problemei, anume functia f si
data initiald yp. Din punct de vedere fizic, semnificatia Teoremei 2 consta in
faptul ca pentru fenomene fizice descrise de ecuatii diferentiale, mici abateri sau
erori in conditiile initiale sau In Insasi legea de evolutie, nu deformeaza prea
puternic procesul. Rezultatul este important cu atat mai mult cu cat asemenea
perturbatii sau erori sunt intotdeauna inevitabile. Se poate intampla ca o problema
sa fie stabild, dar prost conditionatd in raport cu calculul numeric, desi asemenea
situatii nu apar prea des in practica.

Pentru a Intelege mai bine cand aceasta se poate produce, vom estima
perturbdrile solutiei y(x), datorate perturbarilor in problema. Vom simplifica
discutia considerand numai perturbérile & in data initiald y,; perturbarile J(x)
intervin in raspunsul final conform (8).

Perturbam deci, valoarea initiala y, ca In (7). Fie y(x;¢) solutia
perturbata. Atunci

V'(xse)= f(x,y(x;€)), xg-—a<x<xy+a,

Y(xps€)=yo +¢
Daca y(x) este solutia problemei neperturbate (1)-(2) si z(x) = y(x;&) — y(x)
este eroarea, atunci
, 2 [ (x,y(x))
z'(x;6) = f(x, y(x;6)) = f(x, y(x)) = oy z(x;6),  9)
z(xg;€)=¢
Aproximarea (9) este valabild cand y(x; &) este suficient de aproape de
y(x) , ceea ce se intdmpla pentru valori mici ale lui ¢ i intervale mici
[x0-a, xot .
Ecuatia diferentiald aproximativa (9) se poate integra ugor. Se obtine
Ty
z(x;e)~eexp| | Malt .
. ot
0
Daca derivata partiala satisface

of

ﬁ—y(t,y(t))SO, |xp —t|<a ,
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atunci z(x;&) ramane mirginitdi de & cind x creste. In acest caz, se spune ci
problema Cauchy este bine conditionatd. Ca exemplu de comportare opusa,
consideram problema

yi=y+g(x), y(0)=y, (10)
cu A>0. Cum 7 =1, putem calcula exact z(x;&)= ge™

Atunci perturbarea lui  y(x) se mareste cand x creste.

Exemplul 3. Ecuatia diferentiala
y'=100y —101e™* , y(0)=1, (1D

are solutia y(x;&)=e * + ge!00% , care se departeazd rapid de solutia exacta.

Spunem ca problema (11) este prost conditionata.

Revenim acum la problema (1)-(2). Din considerente practice, se

presupune cd xo=a , adica se inlocuieste conditia (2) cu
@)=y . (12)

Aceastd presupunere nu este restrictiva, pentru ca daca am gasit un
algoritm care rezolva problema (1)-(12), atunci cu acest algoritm putem rezolva si
problema (1)-(2). Intr-adevar, fie I; = [a,xo] si I, = [xo,b].

Pe intervalul [, facem schimbarea de variabild X =x; —x. Atunci
y(x)=y(xg —X)=Y(X) siecuatia (1) devine

Y'(X)=—f(X.,Y) , Xe[0,xg—a], (13)
iar conditia initiala (12) devine
Y(0) =yo . (14)

Metodele numerice pentru rezolvarea problemei (1)-(12) constau in
alegerea unor noduri (de obicei, echidistante) x; =a + kh, keN si determinarea

unor valori aproximative ale solutiei exacte y(x) in aceste noduri, valori pe care
le notaim cu y;. Asadar y,=y(x) .

Se cunosc doud clase importante de metode numerice pentru rezolvarea
problemei Cauchy.

1. Metode directe (uni-pas) in care y; este calculat, printr-o relatie de
recurentd, in functie numai de valoarea  y;_;  calculatd anterior. In aceasta
categorie intrda metoda Taylor si metodele Runge-Kutta.

2. Metode indirecte (cu mai multi pasi) in care y; se calculeaza printr-o
relatie de recurenta in functie de valorile precedente Yy _,; 5., Vi—2» Vi1 -

In aceasti categorie intrd metodele Adams-Bashforth, Adams-Moulton si
metoda predictor-corector.



196 Bazele Analizei Numerice

§6.2. Metode directe

Metoda lui Taylor (1685-1731). Fie nodurile echidistante x, = xotnh ,
Xo=a §i y=y(x) solutia exactd a problemei (1)-(2).

Asadar  y'(x)=f(x,y(x)) , ¥(x0)=)o.

Presupunem cd f este diferentiabila de un numar suficient de ori. Cum

x1=xoth , din formula lui Taylor rezulta
2

ho, e, hP
p(x1) = (g +h) = y(x) + ¥ (x0) + ¥ <x0)+....+7y(f”<xo>+Rp+1,
unde

(p+D)
Rp+1 — Y (5) hp+1

(p+1)!
Din y'(x)= f(x,y(x)) rezulta succesiv

, §e(xg,xq).

V()= % (5, y(2)) + % (5 ()Y (3) =
. %(x, Yo+ %(x, YOS (e () .
woo O 0 (% A . ad(d . T )
P [%@—y f*a(?w -
2 2 2 2
A P Yt B 2+1.%+(ﬂj et
Ox Ox0y Oy oy ox \ 0y
Atunci:
V'(xg) = f(xg,¥(x0)) = f(x0,0)
V) =L (0, v0) + L (x0.0)f (x0s ¥0)
0 gy 0-)0 @} 0,0 0-0)>
§2f 2 2 5
y'(x0) = Pe; (xo’y0)+2dm”y (x0,20).f (x0,y0) + 32 (x0,¥0).S " (x0,¥0) +

2
+Zl(x0,y0)-g(xo,yo)nL(g(xo,yo)] f(x0,y0)  ete.
X oy oy

Pentru p =3 obtinem
2 3

h 1 h " h n
y(x1)=yo +Fy (x0)+?y (x0)+?y (x0)+ Ry .
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Aproximam solutia exacta iIn x;, deci y(x;), cu
2 3

h h h
=yo Y "(x0) + o7 "(x0) + 57 "(xp),
eroarea fiind data de
i

1
|y(x1)—y1|=|R4|SZM4-h4 , unde My = sup

xe€la,x

unde yl 4 (x) se calculeaza ca mai sus.

In continuare, considerand solutia problemei (1) ce satisface  y(x|) = yi,
deci pornind cu punctul (x;, y;), se determind y, care aproximeaza pe )(xp),
s.a.m.d. In general, y(x,) se aproximeazacu y,, datde

2 3

h ’ h 14 h "
Yn =Vn-1 +1_!y (xn—1)+7!y (xn—l)"‘?y (xp—1) -

Evident, erorile se acumuleaza.

Exemplul 4. Fie ecuatia y' =1 —X, ()= % Alegem h=0.1. In acest caz
X

-2, Ly F__1 2_yﬁz_f_L 2r
f(x’y)_l - 2 H - b 2 - 2 s 2 -
X & X & “Ad x &
Atunci /(1) = f( % L V=2, "M==
Deci xo=1, x=1 Aproximam y(1.1) cu y; datde
3 0.1 ©0.)% . (.13
=—+—|—= [+ 24 —6) .
=5 1!( 2) 2 3 ©

: . . 1
Obtinem y; = 1.459 . Pe de alta parte, solutia exactd a problemei este y = % +—,
X

deci p(1.1) = 1.459090 .

Dezavantajul metodei Taylor constd in faptul cd presupune calculul
derivatelor y(z) y(3), - y(k), ..., la fiecare pas, ceea ce este dificil de realizat.

Aceastd deficienta este Inlaturatd de metodele care urmeaza.

Daci p =1 se obtine metoda Iui Euler (1707-1783). In acest caz
valorile aproximative y, alelui y(x,) suntdate de

Yn =Yna +hf(xp1,9p0) . n2l, (15)
unde, evident, y,=y(xo) .
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Metoda lui Euler are o interpretare geometricad foarte simpla: dacid s-a
determinat valoarea y,;, pentru a determina y,, se considera solutia ecuatiei (1)
care trece prin (x,.1, y,.1) (deci care satisface y(x,.;)=y,.1 ) ; se duce apoi tangenta
la graficul acestei solutii, in punctul (x,.1, y,.1) ; se intersecteaza aceasta tangenta
cu dreapta x=x, , obtinandu-se y,. Din acest motiv, metoda lui Euler se mai
numeste si metoda liniilor poligonale. Dupa cum se observa din figura de mai jos,
erorile se acumuleaza.

Y, %

O xO Xl X2 X
Exemplul 5. Folosind metoda Euler sa se determine solutia aproximativa a
urmatoarei probleme Cauchy
, 1
y =y 2 —Z——Z
X Adx
y(l) =0.5
in punctul x=2 1in doi pasi.
In acest caz
xo=1, =05, n=2 , h=0.5, x=140.5=1.5 , x,=2.
Atunci:

Y1=)0 +h.f(x0,y0)=o.5+0.5(0.52 —%—%}:0.25,
4-1

ya=y +h-f(x;,y)=0.14236.

Metodele Runge-Kutta se deosebesc de metoda lui Taylor prin faptul ¢ inlocuiesc
calculul derivatelor functiei f, prin evaluari ale lui fin diverse puncte. Metoda a
fost introdusa de matematicianul german Carl David Runge in 1895 si dezvoltata
de un alt matematician german, Wilhelm Kutta, in 1901. Vom analiza in detaliu
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metoda Runge-Kutta de ordinul doi. Valorile aproximative y, alelui y(x,) sunt
date de

Yn =Yna tathf(x 1) +axhf(x,y +bih,y, g + (16)
+b2hf(xn—l’yn—l)) 5 nx1 )
iar yo=y(xo) . Constantele ai, a,, b, b, urmeaza a fi determinate. Daca notam

F = P75 fe =Ly gov) 1y = %(xn_l,yn_l) ,atunci, din

formula lui Taylor pentru functii de doua variabile, obtinem

Vo =vn +arh fray h(f +byh o +by hf, £+ OM2))=

(17)
: < i o0
=y +lay+ap)f -h+lay by [ +az by £, )- B2 +O(R) .
Pe de alta parte, din metoda lui Taylor, avem
h o, h?
yu=ur + 5 S Sy S )+ 0, (18)
Identificand coeficientii lui 7 si A din (17) si (18), rezulta
ay +ap =1
1
arby =— 19
2b1 =7 (19)
1
arby =—
27275

Deoarece sistemul (19) are 3 ecuatii si 4 necunoscute, una din necunoscute
poate fi aleasd arbitrar. De exemplu, daca alegem b,= «, atunci b,= «, deci
ap tap =1

dro =1
277

bzz(l

b

astfel ca formulele (16) se mai scriu



200 Bazele Analizei Numerice

Yn=Yna thlay g +az gr) , n2l

g1=f(xp_1:¥n-1)

bdy) =f(xn_1+ah,yn_1+ahg1) (20)
ay t+ap =1
aya =+
2 7"
1 . . Coo
Pentru a; =a, =7 a =1, se obtine metoda Euler imbunatatita

h
Yn =Vn-1 +E[f(xn—layn—l)+f(xn—l +h’yn—l +hf(xn—1vyn—l))]= nxl.
(21

Pentru a,=0, a,=1, & =%, se obtine metoda Euler modificata
h h
Yn =Vn-1 +hf Xp-1 +ann—1 +Ef(xn—layn—1) , nzl. (22)

Exemplul 6. Folosind metoda Euler imbunatitita si se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

, 2y 1
y =Yy ——

X 4x?
y(l) =0.5

in punctul x=2 1in doi pasi.
Inacestcaz xp=1 , y=0.5 , h=0.5, x=1.5 , x=2.

Cum y; =y +§-[f(3€o,yo)+ fxg +h,yg +h- f(x9,¥0))], prin calcul
se obtine y; =0.32118.
Similar
Y2 =n +§'[f(x1a)’1)+f(xl +h,y +he f(x,)]=
=0.32118 +0.25 - (= 0.22207 — 0.12341) = 0.2348]1.

Exemplul 7. Folosind metoda Euler modificatd s& se determine solutia
aproximativa a problemei Cauchy din Exemplul 6, in punctul x=2 1in doi pasi.
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In acest caz y; =y +h-f(x0 +%,y0 +%f(x0,y0)j, deci y; =0.34031, iar
h h
ya=y1+h-f(x TN +5f(x1,y1))=0.25868.

In continuare prezentim metoda Runge-Kutta de ordinul patru in forma
particulara sub care este cel mai des utilizata ( W.Kutta - 1901).

h
yn:yn—l+g(gl+2g2 +2g3+g4), nzl (23)
unde

81 zf(xn—layn—l)a

h h
=f(x,_1 +—=> V1 +—&1)
g2 = f(x, 5> n-1 2g1)

h h
g3 =[x, +5,yn_1 +§g2),

g4 =S, +hy, +hg3)
$i yo= y(xo).

Exemplul 8. Folosind metoda Runge-Kutta de ordinul 4 sa se determine solutia
aproximativa a problemei Cauchy din Exemplul 6, in punctul x=2 1in doi pasi.
Folosind notatiile din Exemplul 6 se obtine:

g1 = f(x9,y9)=-0.5,
g2 = f(x +§,y0 +§-g1)=f(1.25,0.5—O.25-O.5)=—0.31937,

g3=f(xg +%,y0 +%-g2):f(1.25,0.5—0.25-0.31937):—0.31959,

g4=f(xog+h,yg+h-g3)=f(1.50.5-0.5-0.31959)=-0.22218,
deci

h
Y1=Y0 +€-[g1 +2-(g) +g3)+g4]=033332.

Pentru y, calculam mai intai
g1 =/ (x1,»1)=-0.22222,

h h
g2 =/(x +5,y1 +5-g1)=—0.1632,

h h
g3 =/ (x o +5-g2)=—0.16322,

g4=f(xy +hy +h g3)=-0.125.
In consecinta
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h
y2= +g-[g1 +2-(g) +g3)+g4]=0.24999 .

Aceastd metoda se poate aplica si pentru sisteme de ecuatii diferentiale.
Fie sistemul de ecuatii diferentiale

dy
d—1=f1(x,y1,y2)
- (24)
'y
_2=f2(x7y17y2)7
dx
cu conditia initiala
1(x0) =¥10
(25)
Y2(x0) =20
Formulele (23) se scriu in acest caz astfel
[yan: Vin-1 +ﬁ(g11j+ﬁ(821j+ﬁ[§31]+ﬁ(g41] a1,
Yon Yon-1) 6\&12) 3\&20) 3 &) 6\84
unde:
811 =S1Xn—1> V1 n-15Y2,0-1)
11 =11 V1,01 Y2,n-1 a7
812 =/2(Xp—1>Y1.0-1>Y2.n-1)
=f1| x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
821 1| Xn-1 2ayl,n—1 2g11:y2,n—1 2g12
=/fo|x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
822 = J2| Xn-1 2,)’1,;1—1 2g11ay2,n—1 2812
=fi| x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
831 =J1| *Xn-1 2,)’1,n—1 2g21ay2,n—1 2g22
=fr| x +ﬁ +ﬁ +ﬁ
832 =J2| Xn-1 Zayl,n—l 2g21ay2,n—1 2822
ga1= /il +h, Y1 -1 +hg31, V201 +hg3;)
842 =12 (xn—l +h, Y11 +hg31, Vo 01 hg32)
si

Y1,0 :yl(XO)
Y2,0 :y2(x0) '
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Asupra consistentei, stabilitatii si convergentei metodelor directe

Orice metoda directd pentru rezolvarea probelemei Cauchy poate fi scrisa
sub forma generala

yn:yn—1+hq)(xn—layn—lsh) , nz1, (28)
Yo=y(x0) ,
unde functia ®(x, y,h) se numeste functie de crestere. Pentru h = 0, relatia (28)
se scrie sub forma
Yn = Vn-1

PR SR B RO (29)

Definitie. Daca y(x) este solutia exacta a problemei Cauchy (1)-(2), se numeste
eroare de trunchiere a metodei, functia

(. ’”:M‘%’ V), (30)

unde xe[xo,b) si h>0 astfelca xth<b.

Definitie. Se spune ca formula (28) da o aproximare consistenta a problemei (1),
(2), daca t(x,h) -0 cdand h — 0, uniform in raport cu x € [xo,b).

Din (30) se vede cd, pentru o metoda consistentd, avem
Y'(x) = O(x, ¥(x),0) = f(x, »(x)) .

Definitie. Se spune ca formula (28) da o aproximare consistenta de ordin p , daca

exista N20, hy>0 si un intreg pozitiv p astfel ca sup |t(x,h)|SN-hp ,
XOSbe

pentru orice he(0, hyl.

Propozitia 1. Metoda lui Taylor de ordin p este consistenta de ordin p. Metodele
Runge-Kutta de ordinul p dat sunt metode consistente de ordinul p.
Demonstratie. Pentru metoda datd de formula lui Taylor de ordinul p, avem

AR
te,h)=——— YT (&), unde x<E<x+h
(p+1)!

Alegand N = sup ;‘ y(p ) (x)‘ , rezultd consistenta de ordinul p. 4
xp<x<b (p+1)!

Spre exemplu, metoda lui Euler este consistentd de ordinul 1. Pentru
metodele Runge-Kutta este dificil sa obtinem o forma explicitd a lui N.

Péna acum am considerat erorile de trunchiere, adica erorile ce apar prin
discretizarea ecuatiei diferentiale. Ne intereseaza insd, in ce masura solutia ecuatiei
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cu diferente, adica a ecuatiei obtinutd prin discretizare (deci sirul  (1,),),
aproximeaza solutia y(x) a ecuatiei diferentiale.

Asadar, vom aborda problema "convergentei” solutiei ecuatiei cu diferente
la solutia ecuatiei diferentiale. Aceasta convergenta trebuie definita cu atentie. De
exemplu, dacd analizdm comportarea sirului  (3,),, cind 4 — 0, pentru n
fixat, nu vom obtine un concept util, deoarece, in acest caz x,, = xy + nh — x,
iar pe noi ne intereseaza ce se intdmpld pentru x # x(. Deci trebuie sd considerdm
comportarea sirului (y,), cand # —> 0, cu x=x,=x,tnh fixat. Pentru a obtine o
solutie pentru valoarea x#x( fixatd, trebuie sd marim numarul de pasi ceruti
pentru a ajunge la x din xo, daca pasul %~ descreste.

Definitie. Metoda numerica directa se numeste convergentd dacd pentru orice
xefxy b], avem

lim y, = y(x) (31

h—0

x=x,=x¢tnh .

Aceasta definitie se datoreaza lui G. Dahlquist.
In studiul convergentei metodelor directe, este utild urmatoarea lema.

Lema 1. Au loc inegalitatile:
l+x<e* , (V)xeR, (32)

0<(1+x)" <™ , (V)x>1, meN . (33)

Demonstratie. Cum (33) este consecintd imediatd a lui (32), este suficient sa
justificdm (32). Dar (32) este consecintd imediata a formulei lui Taylor, deoarece

e =l+x+—ef,
2
unde ¢& esteintre 0 si x. U

In continuare, vom analiza convergenta metodelor directe.

Fie e, =y(x,)—y,, n=0. Deci e, reprezintd eroarea globala dintre
solutia exacta si solutia aproximativa in nodurile x, .

Din (30), obtinem

y(xn ) = y(xn—l ) + h(D(xn—l > y(xn—l )5 h) + ht(xn—l > h) .

Scazand (28) din aceasta egalitate, avem
S h[q)(xn—l s V(Xp1)sh) = O(x,15, V15 h] +ht(x,1,h) (337)

Evident ¢,=0.

Din nefericire, faptul ca #(x,,,h) este mic, nu este suficient pentru a
asigura cd e, este mic. Ar trebui si ardtim ca

max|en| <C max|t(xn ,h)
n n

b
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unde constanta C este independentd de 4 ; este ceea ce numim stabilitatea
metodei de aproximare.

In cele ce urmeaza, presupunem ci functia de crestere @ satisface conditia
lui Lipschitz
[DCx, p,h)—®(x,z,h)| <K|y-2| , xe[xg.b], y,zeR, h>0. (34)
si ca metoda este consistentd de ordin p cu constanta N.

Consideram mai Intai cazul K > 0. Atunci din (337) rezulta ca exista
ho> 0 astfel ca pentru he(0,ko] sd avem

|en| < ‘en_l‘(l +hK )+ NhP*L
Aplicand aceasta inegalitate recursiv rezulta
le | < (1L+ BK )" |eg|+ NRPF 1+ (1+ hK) + ...+ (1+ hK)" ']
Deoarece eq=0, din Lema 1, rezulta ca

1+ hK)" —1 "MK 1 (n=0)K _y
e <vnp LHIRY 21 pype 21 _pype® 7 1
K K
Pentru K=0, se obtine imediat
|en| < (xn - Xy )th .
Am demonstrat deci urmatoarea teorema.
Teorema 3. Daca metoda (28) este consistenta de ordin p, cu constanta N, iar

functia @ satisface conditia lui Lipschitz (34), atunci exista hy>0, astfel ca pentru
he(0, hy] avem

e(xn_XO)K -1
————Nh? | daca K+#0
|y(xn)_yn|S K (35)
(x, —xo)Nh? ,  daca K=0,
unde y(x) este solutia exactd a problemei Cauchy. Deci metoda este

convergentd.

Aceastd teorema s-a obtinut pornind de la principiu important al analizei
numerice, care se poate enunta astfel:

CONSISTENTA + STABILITATE = CONVERGENTA

Definitie. O metoda numerica directa se numeste convergenta de ordinul pe N

daca exista C> 0 astfel incat |y(xn)— yn| <Ch?, oricare arfi x,= xe[x,, b].

Teorema 3 spune cd o metoda numericad consistentd de ordinul pe N si
pentru care functia de crestere satisface conditia Lipschitz (34) este convergenta de
ordinul p . Numarul p introdus de Teorema 3 nu este unic determinat (daca
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existd): daca h <1 si p este ordin de convergentd, atunci si p' cu 0<p'<p
este un ordin de convergentd pentru aceastd metodd. Se poate pune problema
determindrii unui ordin de convergentd maximal pentru o metoda data. In practica
este suficient sa se determine un ordin de convergenta convenabil.

Metodele prezentate mai sus au ordine de convergenta diferite.
Spre exemplu se poate arita cid metoda lui Euler imbunatititd are ordin de
convergenta 2, dacd exista L >0 astfel incat

<L, (M)(xyc [a,b]x J.

%(x, »)

In functie de L, se poate determina K din (34).
Tinand seama de (21) pentru aceastd metoda avem

D2 =2 [0 ) + 4 by 4 hf ()]
Atunci

|©(x, y,h) = D(x,z,h)| < %| fy) - flx,z)|+
+%|f(x+ hy+hf(x,y) = f(x+hz+hf(x,2)<

Lh
2

1 1
SEL|y—z|+5L|]y—z|+h|f(x,y)—f(x,z)|]S(L+ )|y—z|, h<hy ,

2
L*h
deci K=1L+ 20.

In acest caz, din formula Taylor rezultd

(. 1) = h? (R3 (x) + Q3 (x, ).

unde Rs(x) este eroarea de la formula Taylor, iar (;(x,#) eroarea care se face
oprind termenii de ordinul doi din formula Runge-Kutta. Daca derivatele lui y si
ale lui f sunt marginite, atunci metoda Euler imbunatatitd are ordinul de
consistenta 2.

In incheiere, mentionam ca metoda folosita in studiul stabilitatii solutiei
problemei Cauchy se poate aplica si in cazul metodei Euler.

Consideram metoda numerica (analoaga problemei Cauchy):

2y =2y + S (s 2pm) + 0] L <1 (36)
Zp =Yg +& .
Comparam cele doud solutii numerice (z,),, (¥,), ,» cand h — 0.
Fie e,=z,y,, n20. Atunci zy=¢. Scazand (15) din (36), obtinem
€y =€p1t h[f(xn—l s Zp1) = S (X1 Y )] +hd(x,_1),
care are aceeasi formd ca (23). Utilizdnd acelasi procedeu ca indemonstratia
Teoremei 3, rezultd
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(b-x)L _
max|z,, - y,| Se(b_x0)| a|+%'”5” © -
n

in consecintd, existd constantele k;, k,, independente de 4, astfel ca
max|z, — y,| <k|e|+ka[d] o - (37)
n

Aceastd inegalitate este analoagd inegalitatii (8) din cazul problemei
Cauchy initiale. Asadar metoda Euler este stabild numeric. De altfel, toate metodele
numerice pentru problema Cauchy au aceastd formd de stabilitate, imitand
stabilitatea problemei initiale. Analiza se poate simplifica, luand &x) = 0 si
considerand numai efectul perturbarii initiale y,. Nu vom analiza aici problema
erorilor de rotunjire.

§6.3. Metode indirecte (cu mai multi pasi)

Metoda Adams-Bashforth. Sa presupunem ci printr-o metoda directd (de
exemplu, de tip Runge-Kutta) s-au determinat valorile yy, ..., y, in nodurile
X1, ..., Xu, unde yr= y(x;). Se pune problema determinarii unei valori aproximative
Vue1 pentru y(x,+1) (V(x) este solutia exactd a problemei Cauchy). Integrand
(1) pe intervalul [x,, x,+1], obtinem:

Xn+l
Yrm) = ¥ = [ f G y(x))d. (38)

Xn
Pentru a calcula integrala, folosim o metoda numericd, de exemplu o
metoda Newton-Cotes pentru nodurile echidistante X,y ..., Xiy ooy Xy M <R,
Xi=x,t(@-n)h, i=n—-m,n.
Daca xe[x,, x,+1], atunci existda r€[0,1] astfel incat

X =x,+ th. (39)
Fie P, polinomul de interpolare Lagrange corespunzator tabelului
X Xom oo Xi e Xy
v Nfom i S

unde f; = fix;,y)), i=n—m,n.
Vom aproxima valoarea exactd )(x,+;) prin
Xn+l

Ynel = Vn+ [Py (x)dx. (40)

Xn

n
Dupa cumse stie P, (x)= > L;(x)f(x;,y;), unde

i=n—m
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noox=X; n (1= j+n)h
L= [ Lo ek

J=n-mXi =Xj  jep—m (A=)

i i

. m
D" T1+k)

+m).(t+n—i+D)t+n—i-1)..t k=0

(i—n+m). A= [-(n-0]  (G—n+m(n—D)Wt+n—i)
Facand schimbarea de variabila (39) in (40), obtinem:

N (R

_ k=0 v
I AP Y sy T S L

Daca notam cu

m
_ [1@¢+k)
P o Sy S = @1
Co(i—ntm)(n-i) o t+n-i
obtinem
n
Ynel =Ynt+ 2ZAifi (42)
i=n—m

cunoscutd sub numele de formula Adams-Bashforth.
In continuare vom explicita formula (42) pentru valori particulare ale lui

m. Astfel pentru m =1, decicand se folosesc nodurile x, si x,, formula (42)
devine

Yl =Vn + A 1S+ Anfu,s
unde conform (41)

-l 2
n—1=( 1) h'It(t+1)dl=—ht— :_ﬁ’
o o+l 2 2
0
0, 1 2 !
g, =GR 1Dy ) 23
Lo o ¢ 2
0
In consecinti pentru m =1, formula lui Adams-Bashforth se scrie
h
Yn+1=Vn +5(3fn_fn—l) . (43)
Similar, pentru m =2 se obtine
h
Yn+1 = Vn +E(23fn_16fn—1+5fn—2) > (44)

iar pentru m =3

h
Vnsl =Vn +g(55fn =59 f 1 +37fn2-9n3) - (45)
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In ceea ce priveste evaluarea erorii, scizand (40) din (38) obtinem

Y(Xn1) = Vpt =Y (Xy) =V + nfo (%, (%)) = By () Jx

Xn

deci

Xn+l
(1) = Yt S [y = v+ ]S Gy () = Py ().
Xn
Deci eroarea din metoda lui Adams-Bashforth este mai mica decat suma
dintre eroarea din metoda Runge-Kutta folosita in calculul lui y, si eroarea de la
integrarea numericd. In cazul m = 1, se obtine folosind schimbarea de
variabila (39) :

Xn+l M~ Sn+l Ml
[/ p(x)) = Py ()| dx < =2 [ (x =2, )(x = X1 ) = =2 [ R3t(¢ +1)dt =
X 2 X 2 0
n n
5
= h3M2 N
12
unde
My = sup |f"(x,y(x))|.
xela,b
Deci eroarea de integrare in acest caz este de ordinul 7°.
Sa mentionam acum ca integrand (1) pe [x,.1, X,+1], in locul lui (38) se
poate considera
Xn+l
Y1) =y )+ [ (e (o). (46)
Xn—1
Se poate proceda apoi ca mai sus. Aceastd metoda este atribuitd lui E. J.
Nystrom (1925). Pentru m =1, de exemplu, se obtine
yn+1 = yn—l + th(xm yn)- (47)
Metodele Adams-Bashforth si Nystrom sunt cunoscute ca metode explicite,
deoarece relatia de recurenta (42) sau cea corespunzatoare pentru metoda Nystrom
nu contin  f{x,+1, v,+1); ele exprima explicit y,+; 1in functiede V., Vi1, - » Vi

Exemplul 1. Folosind metoda Adams-Bashforth de ordin trei sd se determine
solutia aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

, 2y 1
y =Y ————

X 4y?
y(l) =0.5

in punctul x=2.25, determinand solutia In x=2 cu metoda Runge-Kutta de ordinul
patru in patru pasi.
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Pentru a aplica metoda Runge-Kutta de ordin patru luam: xo=1, »¢=0.5,

=2 . n=4 . h=""20_025  xi=xgth=1+025=125, x,=1.5 , x;=1.75, x,=2

n
si obtinem y,=0.4, 1,=0.33333 , 13,=0.28571, y,=0.25.

Pentru a determina valoarea aproximativa a solutiei In x=2.25 folosim
metoda Adams-Bashforth de ordin trei

h
vs = va+ (5504 =59/ +372=91) .
unde

f2 = f(X2,y2) = _0222227 f3 = f(x3ay3) = _0163277 f4 = f(x4ay4) = —0125,
obtinandu-se  »(2.25)=ys=0.22307 ( solutia exacta fiind (2.25)=0.22222).

Metoda Adams-Moulton. Presupunem ca printr-o metodd directd am
determinat valorile aproximative yy, ..., y, in nodurile x; = xotkh, k=1,n si ca

X1 <b. Fie P, polinomul de interpolare Lagrange corespunzator tabelului
X Xn-m Xn Xn+1

7 |ﬁ:m e o fou

Formula corespunzéatoare Iui (40) este:

Xn+l
Yne1 =Vn t IPm+l(x)dx- (48)

Xn

Procedand ca mai sus, obtinem

n+l
yn+1:yn+. zBifi’ (49)
I1=n—m
unde
m
=— —. [ A=l i=n—mn+1, (50)
i-n+m(n+1-19)! o tn—i

cunoscutd sub numele de formula Adams-Moulton.
Vom particulariza acum aceastd formula. Pentru m =0 se obtine

h
yn+1:yn+5(fn+l+fn)a (5D
pentru m =1
h
Y+l =Vn +E(5fn+l +8fn = fn-1) (52)

pentru m=2

h
Yn+l = Vn +£(9fn+l +19f, =5fn-1+ fu=2)- (53)
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Deoarece  f,+1 = fiX,+1, Yn+1), Necunoscuta y,.; apare si in membrul
drept, deci, in general nu se poate explicita.De aceea metoda Adams-Moulton este
0 metoda implicita.

De obicei (49) trebuie rezolvata ca o ecuatie algebrica printr-o metoda
0)

iterativa. Se alege y,i s

apoi se calculeaza
1 0 2 1
y;(ﬁ)q = F(y£z+)1) ; yr(z-i—)l = F(y;(w)rl) ete.,
unde F apare din scrierea convenabild a lui (49) sub forma y,+; = F(y,+1).
(0)

Pentru a calcula o aproximatie buna y, ;,

se poate utiliza o formula

explicitd, de exemplu, Adams-Bashforth.
Se poate demonstra urméatoarea teorema.

Teorema 4. Fie sirul recurent

n
YA =y S B fi 4 Byt f i), keN (54)

i=n—-m
Daca functia f satisface conditiile Teoremei I 5i h este ales astfel incat

(k)

|Bn+1|-L <1, L fiind constanta lui Lipschitz, atunci sirul 'y, |

este convergent §i

(k) n+1
ae] Satisface ecuafia  y, 1=y, + 2 Bf;.

limitasa y,, = lim y
k—>0 i=n—m

Eroarea din metoda Adams-Moulton se poate estima ca si in cazul metodei
Adams-Bashforth.

Exemplul 2. Folosind metoda Adams-Moulton de ordin unu sa se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

, 2 1
Yy =) ERAE

X 4x?
y(l) =0.5

in punctul x=1.5, considerdnd solutia »”(1.5) obtinutai cu metoda Euler
modificatd, cu & = 0.05. Atunci »”(1.5) = 0.333406 si cum

k+1 h
y;(qﬁ ) =Vn +E(5fn+1 +8f, — fu_1) »k=0,1,2...

obtinem
»M =0333403, y{ =0.333331
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Metoda predictor-corector ( Adams-Bashforth-Moulton )

Presupunem ca printr-o metodd directd am determinat valorile
aproximative yi,...,y, Innodurile xi, ..., x,.

Fie mi,my<n si x,=x,th<b.

In prima etapa (etapa predictor) se determini valoarea aproximativa 7y,
cu metoda Adams-Bashforth, pentru m = m.

Valoarea astfel determinata se noteaza cu yfgr)l, si este folositd 1n

continuare in etapa a doua (efapa corector) pentru determinarea valorii y,+; cu
metoda Adams-Moulton cu m = m,.
Cele mai utilizate metode predictor-corector sunt:

0 h
y,(1+)1:yn +5(3fn_fn—l) (m1=1)
1)
k+1 h k
y}(’l-:l_):yn+5[f(xn+l’y£l+)l)+fn] (m2=0)
0 h
»O =y, + (231, =16, +51,-2) (my =2)
2)
k+1 h k
y,g_&—):yn+E(5f(xn+l’y,(1+)1)+8fn_fn—l) (m2:1)
©) _ h _
Vit = Vn 7 (5500 =591 +37 /42 =9f3) (my =3)
3)
k+1 h k
YD =y, +§(9f(xn+l,y,§+{)+19fn ~5ful +fn_2) (my =2) .

Exemplul 3. Folosind metoda Adams-Bashforth-Moulton de ordin (3,2) sa se
determine solutia aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy

yoo=y? —X—%
X 4x% >
y1) =05
in punctul x=2.25, considerand solutia »”(2.25) obtinuti in exemplul 1.

Ca si in exemplul 1 avem: xp=1, y=0.5 , x=2 , n=4, h=0.25,
xX1=xoth=1+0.25=1.25, x,=1.5 , x3=1.75, x4=2 si obtinem y,=0.4, y,=0.33333,
y3=0.28571, y4=0.25 .

Pentru a determina valoarea aproximativa a solutiei in x=2.25 folosim
metoda Adams-Bashforth de ordin trei

h
V5 =4 +E(55f4 ~59/3+37/,-911) .
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si obtinem  1(2.25)=ys=0.22307 . Notdm ng) =0.22307 si aplicam in continuare
metoda Adams-Moulton de ordin 2. Obtinem: ygl) =0.22219; y§2) =0.22219.

In continuare vom aborda un anumit tip de stabilitate pentru a ilustra
anumite idei, care nu pot fi prezentate in cazul metodei Euler. Am ardtat la metoda
Euler, cd metodele numerice pentru problema Cauchy au o anumitd forma de
stabilitate, imitdnd stabilitatea problemei Cauchy. In particular acest tip de
stabilitate caracterizeaza si metoda (47) data de

Yl = Y1 +2hf (xp,p,), n21

Din pacate, aceasta stabilitate nu este satisfacatoare pentru scopuri practice.
Vom arata aceastd metodd nu este convenabild In raport cu un anumit sens de
stabilitate pe care o vom defini. Deoarece relatia de recurenta depinde de f{x,y)
este greu sd dam rezultate generale privind stabilitatea numericd a unei astfel de
metode. Este instructiv sd cautim, cu metoda de mai sus, solutia numerica a
problemei

y=4,y0)=1, 1R, (55)

a carei solutie este y(x)= ™. Aceastd problemd o vom utiliza ca problema
model. Dacd o metodd numerica se comporta rau cu o problema atat de simpla ca
(55), este putin probabil ca aceasta sid fie bund pentru ecuatii diferentiale mai
complicate. In acest caz (47) devine

Vil =Yn-1 +2hAy, , n2=1. (56)

Vom calcula solutia exacta a acestei ecuatii si 0 vom compara cu solutia
exacta a ecuatiei (55), y(x) = ™ Ecuatia (56) este un exemplu de ecuatie liniara
cu diferente de ordin 2. Existd o teorie generald pentru ecuatii liniare cu diferente
de ordin p. Multe metode pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale au un analog in
rezolvarea ecuatiilor cu diferente, fiind un ghid in a rezolva (56). Vom incepe
cautdnd solutii liniar independente pentru ecuatii cu diferente. Acestea sunt
combinate sub forma solutiei generale.

Similar cu solutiile exponentiale ale ecuatiilor diferentiale liniare, cautam
solutii pentru (56) de forma

y,=r", n>0, 57
pentru un anumit » necunoscut. inlocuind in (56), pentru a gisi conditii necesare
pentru r, obtinem
L Y ¥
Impartind cu r" tezulta
P2 =1+22hr . (58)
Este valabila si reciproca. Daca r satisface (58), atunci y, dat de (57)

satisface (56). Ecuatia (58) se numeste ecuatie caracteristicd pentru metoda
(47). Radacinile sale sunt
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ro=hA+N1+h22%, n=hi-1+h%2> . (59)
Solutia generala a lui (56) este

Yn=PBoro + P’ . n=0. (60)

Coeficientii 4 si f din (60) se determind din conditiile ca y, si y; sa
coincida cu ce se obtine din (60) pentru =0 si n=1.

{ﬂo +f1 =0
Poro + Bin =1 -
Solutia acestui sistem este
ﬁ0=y1 — 1o . A _Yohh —

—n h—n
lh . . . . .
Dar yo=1, y;=e (acestea sunt valorile solutiei exacte). Atunci, folosind
formula lui Taylor, obtinem
M —n 2,2
Po=—F—==1+00"1")
W1+ k222
Ah
o —¢ 3.3
fl=—F——==0""1) .
W1+ k222
Pentru aceste valori, fy—>1 si B—>0 , cand h—>0. In

consecintd  B7{" =0 cand h—0, deci din (60) rezultd ca termenul ﬁor(;’ ar

. g .. x
trebui sa corespunda solutiei exacte € " . De fapt
=" i o)) |
Intr-adevar

ro = Ah +1+%/12h2 +0(h™),

M =1+ an +%/12h2 +0(h>).
Atunci
ro=e’ +0(h%) =M [1 + 0(h3)] ,
deoarece e =1+ oh) .
In consecinta
=™ 1+ O] =™ 1+ 0(h?)) .

Pentru a vedea dificultatea utilizarii formulei (60) in rezolvarea numerica a
ecuatiei (55), sa examinam cu atentie, valorile relative ale lui ry, sir.

Pentru 0<A<oo areloc r >|r1| >0,(V)h .
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Atunci termenul 7" va creste mai putin rapid decat 7y si termenul corect

in (60), Bory va domina. Totusi pentru A <0, vomavea 0<r<1,r <-1,

h>0. In consecintd, pj7{" va domina SByrj cand n creste pentru /4 fixat,
necontind cat de mic este 4 ales initial. Termenul SByry >0 cand n — o, pe
cand termenul ;7" creste in magnitudine, alternind ca semn cdnd n creste.

Termenul B7{" se numeste solufie parazitd a metodei numerice (56), deoarece
nu corespunde unei solutii a ecuatiei diferentiale originale y'=Ay. Ecuatia

originald are o familie de solutii cu un parametru, depinzand de valoarea initiala
Yo, dar aproximatia (56) are familia de solutii (60), cu doi parametri, care depinde

de y, si y;. Noua solutie pBjr{" este o creatic a metodei numerice; pentru

problema (55) cu A <0 ea face ca solutia numericd si se departeze de solutia
corectd cand

X, —> +oo. Din cauza acestei comportari, spunem cd metoda (47) este slab stabila.

Exemplul 4. Fie problema model y'=-y cu p(0)=1 si A=0.25. Se aplica

metoda (47) cu yo=1 si y; determinat cu metoda Euler. Pentru x,=2.25 solutia
vy, devine negativa si alterneaza ca semn la fiecare pas.

d

Se constata cd daca —— are semn negativ, atunci instabilitatea slaba apare

uzual in rezolvarea problemei Cauchy prin metoda (47).

Xk Vi Y(xg) Xk Vi (xy)

0 1 1 1.75 ] 0.89844 0.173774
0.25 0.75 0.77880 2 0.244141 0.135353
0.5 0.625 0.606531 225 |-0.32227 0.105399
0.75 0.4375 0.472367 2.5 0.260254 0.082085
1 0.40625 0.367879 275 ] -0.162354 0.063928
1.25 0.234375 0.286505 3 0.341431 0.049787
1.5 0.289063 0.223130

Exemplul 5. Fie problema

diferentiale este strict crescatoare pentru

g

y=x-y*, 0) = 0.
x>0.

Dar f(x,y)= x—y2 , deci

Solutia acestei ecuatii

—=-2y<0 pentru y> 0. Ne asteptam la o anumita instabilitate. Luand s =

0.25 se constata cd de la x,=2.25 solutia numerica incepe sa descreasca, ajungand
in x,=3.25 si fie negativa.

B | i X Vi
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0 0 2 1.2914

0.25 0 2.25 1.145864
0.5 0.125 2.5 1.759889
0.75 0.242188 2.75 0.847244
1 0.470673 3 2.775987
1.25 0.631421 3.25 -1.505808
1.5 0.896326 3.5 3.267258
1.75 0.979721 3.75 -5.093296

Integrarea numerica a ecuatiilor diferentiale de ordinul intdi in MATLAB
in MATLAB functiile 0de23(fiy,x0x,30) si  ode45(fiy,x0,x,y0) sau
0de23(fxy,x0,x,y0,err,urma)  si  ode45(fxy,x0,x,y0,err,urma) rezolva ecuatii
diferentiale de ordinul intai
Y7 =Axy),
Y(x0) = o,
prin metoda Runge-Kutta de ordinul doi, respectiv patru, parametrii avand

urmatoarele semnificatii:

fxy este numele fisierului de tip m care contine functia f{x,y) ,

(x0,y0) sunt coordonatele punctului initial, iar

x este punctul in care se cere valoarea aproximativa a solutiei y,

err este precizia solutiei, implicit 107, respectiv 10,

urma atunci cand are valoare diferitd de zero se tiparesc rezultatele
intermediare.

Exemplu. Sa se determine valoarea aproximativa a solutiei urmatoarei probleme
Cauchy
y? =xy+0+,
y0)=1,
in punctul x =2, pasul fiind stabilit in mod automat de functia ode23 (ode45) .
Se creeaza fisierul de tip m numit fxy care contine f{(x,y) cu secventa
% Fisierul cu functia f(x,y) este de tip m
function f=fxy(x,y)
f=x*y"2+x"3+1;
dupa care se apeleaza functia ode45 astfel
[x,y]=ode45(‘fxy’,0,2,1,0.0001,1) ;
disp(‘Solutia aproximativa intre x0 si x’);
disp(x);
disp(y);
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Folosind metoda Taylor de ordinul 3 sa se gédseasca solutia aproximativa a
urméatoarelor probleme Cauchy 1n punctele mentionate.

{y N in 4 pasi.
y(0)=1 In x=1
R. h=0.25
X xo=1 x=1.25 x=1.5 x;=1.75 X4=2
' 0 0.25781 0.56772 1.00432
' 1 1.16106 1.70316 2.84558
! 0 1.3374 3.26439 6.7164
y 1 1.03125 1.13544 1.3391 1.69659
, 4x
2. = 7 in 4 pasi.
y(1)=2 In x=2
R. h=0.25
X xo=1 x1=1.25 x=1.5 x3=1.75 xX4=2
' 2 2.05128 2.07279 1.00432
" -2 -1.81149 -1.5867 2.84558
! 0 0.335864 0.3667 6.7164
y 2 2.4375 2.89465 3.36421 3.84191

Sa se determine solutia aproximativd a ecuatiilor diferentiale urmatoare
folosind metoda Euler si Euler imbunatatita.

3 y'=y- o
y(0)=1 in x=1 cupasul ~2=0.2.
R. Cu metoda Euler pentru
X;=xgtih , yiei=yithfxy), i=0,1,...n, n=5,

obtinem:
i X; Vi Sy
0 0 1 1
1 0.2 1.2 0.8667
2 0.4 1.3733 0.7805
3 0.6 1.5294 0.7458
4 0.8 1.6786 0.7254
5 1 1.8237

Cu metoda Euler imbunatatita

h
Yisl =i+ E[f (Xt Yic)) + (i +hyi b f (s, i)
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obtinem:
X; 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Vi 1 1.1867 1.3484 1.4938 1.6272 1.7542
y'=-y - 2
4, x?
y(L.5) =§ in x=25 cupasul ~h=0.2.
R. Cu metoda Euler pentru
Xi = x0+ih » Vitl :yl—"_hf(xby) s iZO: 1; e s n:5 >
obtinem:
X; 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5
Vi 0.66667 0.75556 0.77979 0.76898 0.74142 0.70709
Cu metoda Euler imbunatatita
h
yi =yt + UG yi) + (it + b yicihf (g, vien)]
obtinem:
X; 1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5
Vi 0.66667 0.72323 0.73822 0.72971 0.70865 0.68148

precizate in fiecare caz in parte.

Folosind metoda Runge-Kutta de ordinul patru s se determine solutia
aproximativd a urmatoarelor ecuatii diferentiale de ordinul intdi in conditiile

Y

Yy, 2 8

5. ¥ in 5 pasi.
y1)=2 In x=2
R. h=0.2
X xo=1 x=1.2 x=1.4 x;=1.6 xs=1.8 X5=2
g -2 -1.39534 -1.03432 -0.80563 -0.65645
Jeg) -1.73521 -1.23279 -0.92905 -0.73552 -0.60971
25 -1.61511 -1.17043 -0.89411 -0.71505 -0.59759
o4 -1.34582 -1.01161 -0.7942 -0.65032 -0.55593
y 2 1.66512 1.42467 1.24218 1.09694 0.97604
" 2 2
6. y =025" +x in 4 pasi.
y(0)=-1 In x=1

h=

0.25
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X xo=0 x1=0.25 x,=0.5 x3=0.75 xs=1
g 0.25 0.28158 0.43039 0.68916

2 0.25024 0.34354 0.54889 0.86348

23 0.25023 0.34007 0.54305 0.85678

o 0.2822 0.43109 0.68984 1.0619

y -1 -0.93612 -0.84946 -0.71178 -0.49547

7. Folosind metoda Adams-Bashforth de ordin 3 sd se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy :
gty 3
3 x 2
y3)=1
in punctul x=3.5, ludnd %#=0.1 si determinand cu metoda Runge-Kutta de ordin 4
valaorea lui y(3.4).

R. Folosind metoda Runge-Kutta de ordin 4 se determind y(3.4)=0.88235, si
aplicand formula Adams Bashforth pentru m=3 gasim y(3.5)=0.85714

8. Folosind metoda Adams-Bashforth de ordin 3 sd se determine solutia
aproximativa a urmatoarei probleme Cauchy :

y’=—Z

X
1(2)=0.5

in punctul x=2.5, ludand 4=0.1 si determinand cu metoda Runge-Kutta de ordin 4
valoarea lui y(2.4).

R. Folosind metoda Runge-Kutta de ordin 4 se determind (2.4)=0.41666, si
aplicand formula Adams Bashforth pentru m=3 gasim (2.5)=0.40000 .

9. Folosind metoda Adams-Moulton de ordin 2 sa se determine solutia problemei

2 22
Cauchy { ©~ 7 x 42

y()=2
in punctul x=2.25, luand %=0.25 si determinand cu metoda Runge-Kutta de ordin
4 valoarea lui y(2.25).

R. Cu metoda Runge-Kutta de ordin 4 se determind valoarea aproximativa
1(2.25)=0.88717, iar dupa 3 iteratii cu metoda Adams-Moulton se obtine rezultatul
1(2.25)=0.88704.




220 Bazele Analizei Numerice

10. Folosind metoda Adams-Moulton de ordin 2 sa se determine solutia problemei
Cauchy
gy 3
3 x 2
y@3)=1
in punctul x=3.5, luand #/=0.1 si determinand cu metoda Euler imbunatatita
valoarea lui y(3.4).

11. Folosind metoda Adams-Bashforth-Moulton pentru m;=3 si m,=2 sa se
determine solutia aproximativa dupa 3 iteratii a problemei Cauchy de la exercitiul
9.
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7. Rezolvarea numerica a problemelor la limita
pentru ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic

Fie G < R* o multime deschisi, conexa si marginita, a carei frontiera C
este neteda pe portiuni. Asadar C poate fi o juxtapunere de mai multe curbe. In
continuare vom presupune cd C este juxtapunerea a doud curbe C; si C, si
este orientata in sens trigonometric.

e\

O

Consideram ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea
Au+p(x,y)u=f(xy) , (x,»)eGC, (1
unde
Ay 2%u N %u
ox o y2
si f este continua pe portiuni pe G. Consideram de asemenea urmatoarele
conditii la limita:

, peCP@G),

”‘Cl =@ , unde goeC(O) (Cy) este cunoscutd, 2)

cu
E+a-u‘cz =y, (3)
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. Ou . 9
unde o, ye C(C,) sunt cunoscute , iar 3, este derivata dupa normala
n

exterioarala C,.
Problema la limitd pentru ecuatia (1) consta in determinarea unei functii
ue CIG) N CY(G), care verifica ecuatia (1) si conditiile la limita (2) si (3) .
Daca p=f=0 si C=Cy, obtinem problema Dirichlet pentru ecuatia
Laplace

Au=0,
4
u| c=¢ .
Daca p=f=0, C=C, si =0, obtinem problema Neumann pentru
ecuatia Laplace

Au=0,
du, (5)
2,C7 V-

Daca p=0 si f#0 obtinem ecuatia Poisson

Au=f. (6)

Evident si pentru ecuatia Poisson putem considera problema Dirichlet sau
problema Neumann

Au=f ] Au=f
, respectiv Ju .
u| c=9 E c=7

Daca =0 si p=0 seobtine ecuatia vibratiilor Au+ p(x,y)u=0 .

Asadar, problema la limita (1)+(2)+(3), desi nu reprezinta cazul cel mai
general, este suficient de generala pentru a acoperi cazurile uzuale de probleme la
limita pentru ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic in plan.

In continuare, notam cu

D={ueC2(G)mCl(5); e, zgo} (7)
sicu
J(u) =HB (grad u)2 —% px, y)u2 + f(x, y)u} dxdy+
- ®)
+ | [— oz(s)u2 - ;/(s)u} ds
G L2

si ne punem urmatoarea problema variationala:
sd se minimizeze functionala J pe multimea D .
Pentru ca aceastd problema sé aiba solutie trebuie mai intai ca multimea D
sa fie nevidd. Vom presupune asadar, cd exista cel putin o functie # €D . Atunci
D=u+Dy , unde
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Dy = {h eC*(G)nCY(G) ; e, =0 } .
Se observa cd D nu depinde de functia #, In sensul cé oricare ar fi uy €D
avem D=uy+Dy.

Teorema 1. Dacd existi ug €D astfel incdt J(ug)=min{J () ; u e D}, atunci uy
este solutie pentru problema la limita (1)+(2)+(3). Daca p(x,y)<0 pentru orice

(x,y)eG si a(s)>0 pentru orice seC,, atunci are loc §i afirmatia reciproca si
anume: daca uy este solutie a problemei la limita (1)+(2)+(3), atunci

J(ug)= min{ Jw); ueD } si uy este singurul punct de minim al functiei J pe
D.

Demonstratie. Fie u,e D astfel incat J(uy) = miniJ(u) ;uebD },

hec® (G) cu proprietatea h‘cl =0 si o@: [— a, a] —> R, a>0, definita astfel

o(t)=J(ug +th). Cum

(1) =J(ug +th)=J(ug) =(0),
rezultd ca ¢t=0 este un punct de minim pentru ¢ sideci @' (0)=0. Pe de altd
parte, tinand seama de (8) avem

N ﬁf (% @jz "
o(1) g2(dc+t0’}c + @}H@} xdy +

+ ”[_% pCx g +th)* + f(x, y)ug +th)j dx dy +
G

ST )
+ jba(s)(uo +th)” —y(s)ug +th)} ds
0

unde S este lungimea curbei C, , iar

x=x(s
{ () , selo,S]
y=x(s)
este reprezentarea sa normala.
Un calcul direct ne conduce la

, Jug h  Juy Ih
P'(0)=|] (ﬁ 02”20 —J—p(x,y)u0h+f(x,y)h dxdy +
G x dx Jdy 0y

P ©)
+ j[a(s)uo —}/(S)]/’l ds .
0

Din formula Green rezulta
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(% 5 5 Sl 2 505 -

2 2
_n Z 0, 2 20 laxdy _§> H 0 g 20 gy [ haugdsdy .
&° & x G

Deoarece h‘c =0, rezultad ca avem

jj[%@+5”° éthd = | h{ OZVO dx+%dy}—

G\x & & ¥ & (10)
— [[ hAug dxdy .
G
Dacanotam cu 7 versorul tangentei
la curba C,, atunci
. D C
T= ﬁ1 + d_y] =cosai +cos 3] . AN\ g ?
ds ds S\B .
Pe de alta parte, versorul 7t &
normalei exterioare la curba C, este i @
ji=cos Bi +cos(r+a)j . )
Tinand seama de aceste '
observatii, mai departe avem R
n
S
u u ou ou
§—h—"dx+h—"dy=[h _Gug dv Al dyo
& & & 0 & ds o ds
(11
S
gy ou ou ou
=j —cosﬂ+—0cos(0:+7r ds—jh =0 gs =Jh—0
0 & ¥ 0 2
Cum ¢'(0)=0, din (9), (10)si(11) rezulta
0=0'(0) = [[[- Aug — p(x, y)uq + £ (x, )] hxdy +
G
(12)

+ j {% +a(s)uy — )/(s)} - hds.
on
G

Egalitatea (12) are loc pentru orice heC M (G) cu proprietatea h\Cl =0

in particular si pentru o functie heC M (G), nuld pe C. Atunci obtinem

[I[= Aug = pCx, y)ug + £ (x, )] hdxdy =0 (13)
G
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pentru orice he C ) (G), h‘ q= 0 . Dintr-o cunoscuta lema de calcul variational

rezulta
—Aug — p(x,y)ug + f(x,y)=0,
adicd ecuatia (1).
Inlocuind acum in (12), rezulta

0
I { 1o +a-u0—)/]hds=0,
&)

an

pentru orice /e c® (G), h\Cl =0.

Printr-un rationament asemanator cu cel precedent deducem

u0+
a-u =y
n Oc, ’

adica (3) .
In continuare demonstram afirmatia reciproca. Fie u, o solutie a
problemei la limitd (1)+(2)+(3), ve D si A =v-uy. Evident s € D,.
Tinand seama de definitia functionalei J data de (8) rezulta
JW) =J (o) =J(ug +h) = J(ug) =

:”[grad uggrad h +%(grad h)? = pugh? —%phz +fh}dxdy +
G

+ (auo hetan? —yhjds.
2
G
Cum f= Aup+ puy (deoarece u, satisface (1)), mai departe avem

J() = J(ug) = [ {grad uggrad h + é(grad h)? - % ph® + hAuO}dx dy +
G

+ (auo heLan? —7hjds.
2
G
Tinand seama de (10) si (11) rezulta

J(v) = J(ug) :jjB(gmd h)? —%phz}dxdy+

” ou 1 (19
+ J H—O+au0 —7j-h+—ah2}ls .
on 2
G
Deoarece wu, satisface (3), egalitatea (14) devine
J(v) = J(ug) =”{l(grad -1, hz}dxder [ L n2as. (15)
GL2 2 ¢ 2

Cum p(x,y)<0 pe G si as)=0 pe (C,, din(15)rezulta
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Jv) = J(ug) > % [ (grad h)? dxdy >0.
G
Observam ca dacd h=v—uy#0 atunci [[(grad h)?dxdy >0 . intr-adevir, in
G
caz contrar, ar rezulta gradh=0 sidecicid & este constantipe G . Cum
h‘ q= 0, rezultd A =0, ceea ce contrazice ipoteza facutd. Asadar J(v) > J(u)

daca v #u.

Ramane sa demonstram unicitatea elementului  u,. Fie u;€D, u;#u,,
astfel incat J(up) = min{ J(u) ; ueD } . Conform celor demonstrate mai
inainte rezultd J(u) > J(uy) .

Analog avem J(ug) > J(u;). Rezulta astfel o contradictie si cu aceasta
teorema este demonstrata. a

Observatia 1. Functionala (8) are sens si pentru functii u dintr-o clasa mai larga
si anume functii de clasd C".

Analizand demonstratia Teoremei 1 constatim ca daca functia u,
minimizeaza functionala J pe multimea

~ ) 0=
D={ueC (G)NnC"(G) ; Ul =@},
atunci u, satisface ecuatia ce deriva din ¢’ (0)=0 si anume

I} [graduy gradh — pugh + fhldxdy + [(ewgh—y -h)is =0, (16)
G G

pentru orice heC M G)ynC ©) (G) cu proprietatea h‘ q= 0.

Evident #, nu mai este solutie (clasicd) a problemei la limita (1)+(2)+(3).
O functie din D care verifica (16) poartd numele de solutie slaba a problemei la
limita (1) + (2) + (3).

Pentru rezolvarea numerica a problemei la limita (1)+(2)+(3), se considera
o retea patratica de drepte paralele cu axele de coordonate:

x=x;=a+ih, i=lm,

y=y;=b+jh, j=Ln
care acoperd intreg domeniul G . Punctele M;(x;, y;) se numesc nodurile retelei,
iar h, pasul retelei.

O prima metoda de rezolvare numerica a problemei la limita (1)+(2)+(3)
consta in discretizarea ecuatiei (1) si a conditiilor la limita (2)+(3) in nodurile
retelei, obtinandu-se un sistem de ecuatii liniare.

Solutia acestui sistem aproximeaza, in nodurile retelei, solutia problemei la
limita (1)+(2)+(3).

In continuare vom numi aceasti metoda, metoda retelelor. O a doua
metoda consta In discretizarea integralei (8) din problema variationala, rezultand o
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functie patratica, care apoi se minimizeaza. Vom numi aceastd metoda, metoda
energiei.
Prezentam cele doud metode pe urmatorul exemplu.

Exemplul 1. Fie G dreptunghiul ABCD delaturi AB=5 si AD=4.

Se cere sa se determine o functie ueC @ G)nC @ (G) care este solutie
pentru ecuatia Poisson

Au=fxy), (<G, (17)
unde
4 daca (x,y)eG
S, y)= y
0 daca (x,y)eG c
D
| 4 710 13 |16
) 5 811 14 |17
5 L6 Gig12|G2 15 |18
A B >x
Figura 1
si care verifica conditiile la limita
Ul ap =¥pc =9, (18)
o
— =0, 19
=1 ap (19)
ou
E+M‘BC—O . (20)

Interpretarea fizica este urmatoarea: o membranad elasticd are marginile 4B
si CD fixe, marginea AD libera, iar marginea BC este rezemata elastic. Functia
cautatd u = u(x,y) reprezintd deplasarea membranei sub actiunea unei incarcari
continue f = f{x,y), care este aplicatd perpendicular pe membrana.

§7.1. Metoda retelelor (a diferentelor finite)

Pentru discretizarea problemei (17)+(18)+(19)+(20) consideram o retea
patratica de pas £ =1. Deoarece u=0 pe AB si CD, nodurile de pe aceste
laturi nu prezinta interes. Cele 18 noduri in care urmeaza sa determindm functia u
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sunt notate 1n figura. Valorile functiei u = u(x,y) si ale functiei f 1n aceste
noduri le vom nota cu  uy, us, ..., s, respectiv fi, f, ..., fis.

2
Pentru discretizarea ecuatiei (17) va trebui sa aproximam derivatele 3
Jx
2
si 5 in nodurile retelei. Ne propunem sa facem aceastd aproximare in nodul
ay
. . % . %, .
11. Asadar, aproximam derivatele 5 8 5 In nodul 11 cu derivatele lor
ox oy

numerice in acest nod. Conform (19), §5.4 , rezulta

é’zu :u8—2u11 +Ujyg $1 0’7214 :u10—2u11 + U

2 2 2 2
ox 1 h oy 1 h
Inlocuind in ecuatia Poisson (17), obtinem
ug —2ujy +uyg  upo —2upy tupp
h h
si mai departe
2

4upy —ug —upg —ugg —upp +h° f11=0. 21

In fiecare din cele 12 noduri _1
interioare vom obtine cate o ecuatie ’
liniara de tipul (21).

Modul de alcatuire al ecuatiei de
tip (21) este pus simbolic in evidenta de
figura 2. 1 e o1

Daca nodul este interior, dar este dut+h’f
de tipul 4, atunci va trebui sd tinem
seama ca Ulcp = 0.

Ecuatia corespunzatoare nodului
4 vafi %

Figura 2

4uy —us —uq —uy +h2f4 =0. Q1)

Asadar, celor 12 noduri interioare le corespund 12 ecuatii liniare cu 18
necunoscute uy, U, ..., ;3. Cele 6 ecuatii liniare care lipsesc se obtin din
conditiile la limita (19) si (20).

A . : . . . ou .
In nodurile de pe laturile 4D si BC aproximam derivata > cu derivata

numerica data de (17), §5.4 .

—3uy +4uy —
De exemplu in nodul 1 avem (@j S s kv By
a ), 2h




Rezolvarea numerica a problemelor la limita pentru e.d.p. de tip eliptic 229

du 9 .
Cum 5, 4c =0, rezultd ecuatia liniard
x

—3uy +4u4—u7 =0 . (22)
Ecuatii asemanatoare se obtin datoritd nodurilor 2 si 3.
o . .. Cu
Deoarece pe latura BC avem conditia la limita > U= 0, innodul 16

obtinem
— 3u16 + 41413 —Uj
2h

+Ule =0

si mai departe

—31416 +4u13 — Uy +2hu16 =0 . (23)

Ecuatii asemanatoare se obtin datoritd nodurilor 17 si 18.

In final se obtine un sistem de 18 ecuatii liniare cu 18 necunoscute uy, u,
..., U1g. Rezolvand acest sistem se obtin valorile aproximative ale functiei # in
nodurile retelei.

§7.2. Metoda energiei

Problema la limita din Exemplul 1 este un caz particular al problemei la
limita (1)+(2)+(3) si anume:
G este dreptunghiul ABCD, C; =4BuCD , Cy =AD U BC,
pxy)=0, xy)€G, ¢ =0, 2 p=0. apc=1.7c, =0.

Functionala J asociata acestei probleme la limitd, va fi un caz particular al
functionalei (8) si anume

1 1
J(u)=ﬂ{—(grad u)2 +f(x,y)u}dxdy+— juzdy . (24)
G 2 2 BC
Conform Teoremei 1, problema la limita (17)+(18)+(19)+(20) este
echivalentd cu urmatoarea problema variationala:
sd se gaseascd o functie u € C 2 G)ynC ! (G) care satisface conditia

si care minimizeaza functionala (24) .

Introducem notatiile:

1 ) (a? (&)
Ji(w)=||=(grad u)“dxdy = |- (—j +(—J dxdy, (26)
gZ QZ o &

Jo )= [ f(x,y)u(x,y)dxdy, (27)
G
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J3(w)= [ %uzdy (28)
BC
si consideram reteaua patratica de pas 4 =1 din figura 1. Metoda energiei consta
in aproximarea integralei J =J;+J,+ J; in nodurile retelei, aproximare in urma
careia se obtine o functie patratica F = F(uy, uy, ..., U;3) .

Problema minimizarii functionalei J cu conditia la limita (25), se va
inlocui cu problema minimizarii functiei patratice F cu aceeasi conditie la limita.
Conditia necesard de minim pentru F §i anume, grad¥ = 0, ne conduce la un
sistem de 18 ecuatii liniare in necunoscutele uy, uy, ..., u;s.

Observatia 1. Exista doua avantaje majore ale metodei energiei in raport cu
metoda retelelor. Primul consta in faptul ca in metoda energiei nu este necesara
discretizarea conditiilor la limita (19) si (20) si nici a derivatelor partiale de
ordinul doi. Al doilea constd in aceea cd, termenii patratici din expresia lui F,
constituie o forma patratica pozitiv definita. Drept urmare, sistemul de ecuatii
liniare, care rezulta din minimizarea functiei patratice F, este simetric §i pozitiv
definit si astfel avem acces la metodele de relaxare pentru rezolvarea sa.

. . . . . o . u
Pentru discretizarea integralei J; va trebui sa aproximam derivatele =

. Ol : S
s1 5 . Ne propunem sd facem aceasta aproximare in patratul hagurat, G,. Pe

segmentul orizontal determinat de nodurile 11 si 14 avem
G upg —uy)
o h

iar pe segmentul orizontal determinat de nodurile 12 i 15 avem

A w5 —uip

b

123 h
Media aritmetica a patratelor acestor expresii constituie o aproximare buna

2
pentru derivata (%} in centrul patratului  G,. Asadar, avem:

PRY:
(gj zz}l%[(”m —uyy ) + s —“12)2]- (29)

2
. . ou .
Un rezultat asemanator obtinem pentru E §1 anume:

2
(%J zzh%[(”m —uys)? + (g —“12)2]- (30)
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Tinand seama ci aria patratului G, este 4°, din teorema de medie pentru
integrala dubla rezulta

1
J1 zZ[(“m —upy ) + (s —upn ) + (g —ugs )+ (g _”12)2]' (1)

Pentru aproximarea integralei ./, folosim metoda trapezelor pentru

integrala dubla (§5.3, (1) ). Avem
2

h
Jo zT[fll”ll + fiata + fisis + fiauna] - (32)
Pentru aproximarea integralei J; se foloseste metoda dreptunghiurilor si se obtine
h(a 2 2
J3 zE(MIG +tuyy +ujg) - (33)

Asadar, integrala J=J,+.J,+J; se vaaproxima cu o functie patratica
F=F(uy, uy, ..., u13) , care provine din adunarea expresiilor (31)+(32)+(33).
Functia patraticd F se compune dintr-o forma patratica pozitiv definita provenind
din discretizarea integralelor J; si J3 si o forma liniard provenind din
discretizarea integralei .J,. Pentruca F si fie minima trebuie ca gradF = 0.

Contributia celulei G, 1n va fi
1
2 2
1 h 1 h
5[(“11 —upy) = (g —upy) +Tf“ =5(—u14 + 2uyy —u12)+7f11-(34)

Datorita celorlalte trei celule vecine, care au in comun cu G, , nodul 11,

vor apare si expresiile
11
2 2

1 1 h
—(—ug +2uyy —upp )+ — f11 = —uyg + 2uyy —uys)+— f11 »
2( 8 1 -up) 2 M 2( 10 11— U14) 2 /i

l(—u +2uy; —u )+ﬁf
3 8 11 10 4 1

Deoarece variabila u;; intervine in expresia lui F, numai datorita

celulelor care au comun nodul 11, rezulta ca

se compune din suma celor
11

patru expresii de mai sus. Rezulta ca

F
=y —ugg —ug —ug —upy +h £ =0. (35)
aiyy

Contributia nodului 11 in gradF =0
este pusa in evidenta de schema (in cruce)
din Figura 3. Deoarece ucp = 0,un nod

du+h’f

interior de tipul nodului 4 ne conduce la

ecuatia .
uat Figura 3

|
—
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F
—=4u4—u5—u7—u1+h2f4=0. (35,)
Ay

Sa analizam acum contributia In grad¥ =0 aunui nod de pe AD, de
exemplu a nodului 2. In acest caz sunt numai doud celule vecine care au in comun
nodul 2. Expresia cu care intervine u, in F vafi

1 2 2 h? 1 2 2 h?
Z[(“s —”2) +(“1 —”2) ]+Tf2“2 J{z(”s —”2) +(“2 —“3) }rjfzuz-

Contributia nodului 2 in gradF=0 revine la
2

1 h
5[—(“5 —uy )= (g —up) = (us —up )+ (u3 —u3)]+7f2 =0 .

Se obtine astfel ecuatia

2uy —u —lu —lu +ﬁf =0 (36)
2 5 2 1 7 3 > 2 :
Modul de alcdtuire a ecuatiei (36) este pus in 1
evidenta de schema din Figura 4. ?- D)
In cazul nodului 1 vom avea

h2
21/{1 — Uy —Euz +7f1 =0,

deoarece Ucp = 0. In mod analog, nodului 3 ii
2

2
. h -
corespunde ecuatia 2u3 —ug —Euz +7f3 =0 . 2u+ 2 /
A A . . 1
In sfarsit, rimane sa analizam nodurile de s~ 5 Figura 4

pe latura BC, de exemplu nodul 17. $i in acest
caz avem numai doua celule vecine.
Contributia nodului 17 in gradF datoritd discretizarii integralelor J; si
J> vafi
2

1
2up7 —uyg ——uyg ——u1g +— f17 =0.
17 "4~ te TS Mgt 17
- . e e .. h
La aceasta expresie trebuie sa addugam si termenul 5 2uy7 =huy; care

provine din discretizarea integralei J;. Asadar, nodului 17 ii corespunde
ecuatia

2
1 1 h
(2+ Py ~U14 = M6 T U +7f17 =0. (37)
Modul de alcéatuire al ecuatiei
(37) este pus in evidenta de schema din o _ 1
Figura 5. 2
_1 Y

2
(2+h)u+h7f

Figura 5 ¢ 2
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Deoarece Ujcp = 0, nodului 16 ii corespunde ecuatia

1 h?
2+ My —uys —Su7 +7f16 =0.

O ecuatie analoagé obtinem pentru nodul 18.
In cazul concret considerat, cand functia [ este datd de

4 daca (x,y)eG
f(x,y)= y ,
0 daca (x,y)eG

rezultd fs=fs=fs=fo=4 si f;=0 inrest. Precizdm de asemenea ca A=1.
In final se obtine urmitorul sistem de ecuatii liniare
AU+b =0,
in care 4 este matricea coeficientilor necunoscutelor wu, us, ..., u;s,
U=(u,u, .., Mlg)T ,lar b=(by, by, ..., blg)T. Componentele vectorului b sunt
toate nule cu exceptia componentelor bs, bg, b i by care sunt egale cu 4.
Matricea A arati astfel

2 — 0 -1 0 0
2
Ly Lo o
2 2
0 -1 2 0 0 -1
2

0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O
0 -1 0 -1 4 -10 -10
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1

10 0 4 -10 -120 0
0 -1 0 -1 40 0 -10
00 -1 0 -1420 0 -1
10 0 4 -10 -1 0 0
0 -1 0 -1 4 -10 -1 0
00 -10-14 0 0 -l
10 0 3 -+ oo
2
0o -1 0 —+ 3 -1
2 2
00 -1 0 -+ 3
2
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Observam ca matricea sistemului este simetrica, ireductibila si slab
diagonal dominanta. Conform Teoremei 2 din §1.2 , rezulta ca aceasta matrice este
pozitiv definitd. Numarul ecuatiilor sistemului liniar, este egal cu numarul
nodurilor. Pentru o retea cu un numar mic de noduri, sistemul se poate rezolva cu
metoda Cholesky. De asemenea se poate folosi metode relaxarii simple sau metoda
Gauss - Seidel.

Daca reteaua se alege mai find, numarul ecuatiilor creste rapid. Cea mai
indicata metoda de rezolvare in acest caz este metoda suprarelaxarii.

Noi stim sa determinam parametrul optim de relaxare pentru o matrice
simetrica, pozitiv definita, diagonal bloc tridiagonala (§1.11 , Teorema 2).

In cazul de fatd, matricea sistemului este simetrica, pozitiv definita si bloc
tridiagonald, dar nu este diagonal bloc tridiagonald. Sa observam insa ca structura
matricei coeficientilor este legatd de numerotarea nodurilor. Pentru acelasi numar
de noduri, daca se schimba numerotarea, se schimba si matricea sistemului. Sa
consideram din nou o retea formata din 18 noduri pe care le impartim In doua parti.
O jumatate din noduri au culoarea neagra, iar cealaltd jumatate au culoarea alba.

Numerotarea o facem astfel incat
orice segment paralel cu axele uneste
noduri de culori diferite (vezi Figura 6).
Pentru nodul 6, schema in cruce din Figura
3 ne conduce la ecuatia

Aug —uy3 —uyg —uys — g +h’ f5 =0.
Pentru nodul 10, schema din
Figura 4 ne conduce la ecuatia
2 ! ! ’ =0 et
Uro 21/l1 21/l2 us + > fl()_ etc.
Se obtine urmatorul sistem

uy |ux |uz |ug |us |us [y |us |uo fugg  |up |up |uss usg [Uss s (w7 |us |b

2 —l -1 0
2
1

2 -— [0 |-1 0
2

4 -1 -1 [-1 |-1 1

4 -1 10 |-1 |-1 0

4 -1 {0 |-1 |-1 1

4 -1 [0 |-1 |-1 0

4 -1 [0 |-1 |-1 0

4 -1 |-1 |0 -1 |0

3 -1 —l —l 0

2 2
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Y P 2 0
2 2

1o [t 4 0
N SHONS z 1
SRSHENE 4 I
0 [ 4 0
1 jo [ 4 0
SRSHEHE 4 0
a1 |-+ 3 0

2
1|1 3 o

2

(39)
Matricea acestui sistem este simetricd, pozitiv definita si diagonal bloc
tridiagonala.
Definitie. Fie M={1,2,3, ... ,n}. O matrice patratica AeM,(R) se numeste de tip
(A), daca exista doud submultimi S si T ale lui M, nevide, cu proprietatile. (i)
SUI=M (ii) SNT=¢ (iii) Daca a;#0, atuncisau i=j sau ieS si jeT.

Sa observam cd matricea (38) de tipul (A). Intr-adevir, submultimile
S=1{1,3,5,79,11,13,15,17} si T= {2,4,6,8,10,12,14,16,18} satisfac proprietitile
(1)-(iii).

Se poate arata ca o matrice este de tipul (A), daca prin permutari simultane
de linii si coloane, poate fi adusa la forma diagonal bloc tridiagonala.

O matrice de tipul (A) poate avea mai multe reprezentari diagonal bloc
tridiagonale. Matricea (39) este una dintre aceste reprezentari ale matricei (38).

1 2 4 7 10 13

5 8 11 14 16

6 9 12 15 17 18
Figura 7

Numerotarea din Figura 6 este tipica pentru aducerea unei matrice de tip
(A) la forma diagonal bloc tridiagonala.

O numerotare a nodurilor pe diagonala, ca in Figura 7, conduce de
asemenea la o matrice diagonal bloc tridiagonala. Lasdm in seama cititorului
deducerea matricei sistemului de ecuatii liniare ce corespunde acestei numerotari.

Definitie. Pentru o matrice de tip (A), un sistem de numerotare a nodurilor, caruia
1i corespunde o matrice diagonal bloc tridiagonald, se numeste consistent.

Reamintim ca pentru o matrice simetricd, pozitiv definita, diagonal bloc
tridiagonala, parametrul optim de relaxare este



236 Bazele Analizei Numerice

2

a)opt = >
144/1- A7

unde A, este cea mai mare valoare proprie a matricei -D"' (E+F) (Teorema 2,
§1.11).

Se poate demonstra cd, pentru o matrice de tipul (A), parametrul optim de
relaxare este independent de sistemul particular consistent de numerotare a
nodurilor.

In cazul exemplului nostru, pentru reteaua cu 18 noduri avem:

A1=0.837319 si wp=1.29306 .

Pentru a obtine o solutie cu 6 zecimale exacte, sunt necesare 50 de iteratii
cu metoda Gauss-Seidel si numai 16 cu metoda suprarelaxarii.

Pentru o retea cu 77 de noduri, 4;=0.957686 si w,,=1.5530. Pentru a
obtine o solutie cu 6 zecimale exacte sunt necesare 200 de iteratii cu metoda
Gauss-Seidel si numai 35 cu metoda suprarelaxarii.

In incheierea acestui capitol vom analiza pe scurt cazul cand frontiera
domeniului G este o curba C (Figura 8).

D
raw)

Consideram o retea patratica, de pas A, h $ Ry / —\\\R3

care acoperd domeniul G sinotam cu G’ C /1 713

domeniul hasurat (format din celulele [

continute 1n interiorul domeniului G). 4 V5476517
Sa presupunem ca se cunosc valorile

functiei u pe curba C. 8 9 A0 11
Notam cu « distanta de la nodul 1 la

punctul R,. Dreapta determinata de punctele

(O,us) si (at+h,u(R;)) are ecuatia Figura 8

u(Ry) —us
yous a+h o

Punand conditia ca pentru x =4, sdrezulte y =u;, obtinem
_aus + hu(Ry)
a+h '

Pe parcursul discretizarii, variabila u; se va inlocui cu expresia din
membrul drept al relatiei (40), astfel incat variabila u; va dispare din sistemul
final. Nodul 1 se numeste nod eliminat, iar nodul 5 se numeste nod auxiliar. Nu
acelasi lucru se intampla cu nodul u,. Acesta este nod eliminat din punct de
vedere al punctului R, de pe frontierd, dar, in acelasi timp este nod auxiliar pentru
punctul R;. Rezultd ca variabila u, nu va dispare din sistemul final.

u (40)

Exercitii
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. . 1 . : .
1. Aplicand metoda retelei pentru A=k = 7 sd se determine solutia ecuatiei lui

o%u  8%u

237

Laplace, ——+ — = 0, Intr-un patrat cu varfurile A(0,0), B(0,1), C(1,1), D(1,0)

% oy

si cu conditiile la limitd urmatoare: Up =¥, Upc= 30(1 - xz), Ucp = 0,

R. Facem urmatoarele notatii:

x0=0, y9=0, x; =x +ih,i=0,4, Yj=Yo +jk,j=m; ujj =u(x,-,yj)

Determinam valorile la limita ale functiei # si obtinem:

u(O,i)=7.5, u(O,é)zlS (1), u(O,%)=22.5, u(0,1) =30

1 1 3
u(=,1)=28.125, u(=,1)=22.5, u(>,1)=13.125.
7D D G

Vom numerota nodurile retelei ca in figura de mai jos:

30

22.5

15

7.5

0

Vom inlocui derivatele partiale de ordin 2 in ecuatia lui Laplace, pentru

28.125 225 13.125 C

Ujs Uzs U3z

U Uz Usz2

Ujg Uz Uszj

0 0 0

nodurile interioare retelei.
Obtinem astfel ecuatiile:

Uy +ugy +upg +uyg —4uy; =0
Uyy +ugy +uy3 +up —4uy =0
Uy +ugy +up4 +upp —4u;z3 =0
Uz +upp +ugy Hupg —4uy =0
Uzy +ujy +uyy +uyp —4uyy =0
Usy +up3 +ung +uyy —4uyz =0
Uy +upy +uszy +uzg —4uz; =0
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Ugpy +Upy +uzz +usg —4u32 =0
Uygz +Up3 +U34 T U3 —4u33 =0

Inlocuind in ecuatiile de mai sus valorile la limita specificate, obtinem
sistemul de ecuatii:
Uy +uyp —4up =-17.5
Uy +uy3 +uyp —4upy =-15
U3 +uyp —4uy3 =-22.5-28.125
uz] +upp +upy —4uy =0
Usg +uyg +upy +upy —4uy =0
usy +upy +upy —4uyy =-22.5
Uy +uzp —4uz; =0
Uyy +uszy +uz —4uzy =0

Urz +uUzn —41433 =-13.125

Rezolvand acest sistem se obtin valorile: u)| =6.077, uj, =12.422,
uis =19.47 , U2 24386, Unn =9.141 , U3 =14.833 , U3 22327, [7%)) =4.922 ,
uszj =8.22.

2. Aplicand metoda retelei pentru /4 =k =— sa se determine solutia ecuatiei lui

’-l>|'—‘

Laplace cu conditiile la limita specificate in figura de mai jos, daca varful din
stanga jos al placii are coordonatele (0,0).

5000 10000 10000 10000 5000

0 * * * 0
Uz Uzs Uszs

0 * * * 0
U Uz Uz

0 ® . ® 0
Ujg Uz Uszg

, L0 - C 1
R. Din cauza simetriei condlﬁllor ladimita qfagé de axa x = > vom avea:

upp =u3p, upp =uzp, u;3 =uzz (1)
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Aceste relatii reduc numarul valorilor necunoscute ale functiei u, in
punctele interioare retelei, la 6.

Vom inlocui derivatele partiale de ordin 2 in ecuatia lui Laplace, pentru
nodurile (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3).

Obtinem astfel ecuatiile:

Uy +ugy +upg +uyg —4uy; =0
Uyy +ugy +uy3 +up —4upp =0
Uy +ugy +up4 +upp —4u;z3 =0
Uz +upp +ugy Hupg —4uy =0
Uzy +ujy +uny +uyp —4uyy =0
Uzy +uy3 +ung +uyy —4urz =0

Tinand cont ¢ w;g =0,i=1,3, ug; =0, j=13, uys =upq =134 =10000,
si Tnlocuind in ecuatiile de mai sus valorile la limita specificate, obtinem sistemul
de ecuatii:

Uy +upp —4uy; =0

Uy +uy3 +upp —4u;p =0
uy3 +upp —4uyz =—10000
2uj +uyy —4uy =0

2upy +upsy +uy —4uy =0
2uy3 +uyy —4uyy =—10000

Rezolvand acest sistem se obtin valorile: uy; =714, u;o =1875,

uy13 =4286, uy; =982, uyy =2500, uy3 =5268, dupd cum se observa si in
figura de mai jos.
5000 10000 10000 10000 5000

0 ® ® ® 0
4286 5268| 4286

0 ® ® ® 0
1875 2500] 1875

0 0

® ® ®
714 982 714
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3. Problema deformatrii elastice a unei placi patrate sub actiunea unei forte
2 2
.. 0°u 0°u S
constante se reduce la rezolvarea ecuatiei St 5= 1, cu valori la limita egale
Ox oy
cu 0. Sa se determine solutia ecuatiei, folosind metoda retelelor, dacd latura placii

. 9 L 1
patrate se ia egald cu 1, iar distanta & = 1

R. U1 =uU13 =uU3z =u3y =0.0429 , Ulp =U3p =Up = U3 =0.0547 ,
Ury = 0.0703.

4. Fie G domeniul plan ABCDE din fig.1, AB=1.5,BC=0.5, DE=1, AE=1.
Formulati problema la limitd corespunzatoare problemei de minim pentru
functionala

J(u) = l”(gmd u)2 dxdy — [uds,
2 G CD
definitd pe multimea functiilor u € C ) G)nC ) (5) , care satisfac: u = 0 pe BC,
u=1peDEsi EA.

R. Procedand ca in demonstratia teoremei 1, se obtine problema la limita

Au=01n G
B __]
Qu _ Ope AB : N
on L__120_119_ N8 117°\16
(1) ou i I P
—=1pe CD Lo 12_ 13-4 1153C
on | oo
u=0peBC,u=1peDEsiEA. :h____lg___a___&__:hl__i_a__i
i1 i i3 la_1s_im
A
5. Fie G trapezul ABCD, AB=1.5, DA = 1, Fig. 1.
DC = 0.5 (fig.2). Sa se determine functionala asociata problemei la limita:
D._____.C
Au+2=01in G i
(2) Su=0pe AB,CDsi DA i i i\\
a—u=0peBC i RN
an -————————o————o————!———\-\
! | | | N
! | | | BN
Lot 1l ___MB
| A
R. J(u)= —” (grad u)2 dxdy — ZHu dxdy. Fig. 2.
2 G G

6. Fie G trapezul ABCD, AB=1.5, DA =1, DC = 0.5 (fig.2). Sa se determine
functionala asociata problemei la limita:
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Au=1in G

u=1pe AB
Ou

(3) 8_:0 peBC

n
u=0peCD

2u +8_u:1 pe DA
on

R. J(u):%”(grad u)zdxdy+ﬂu dxdy + I(u2 —u)ds .
G G DA

7. Sa se discretizeze problema la limitd (1), folosind metoda energiei pentru
functionala asociatd acestei probleme, alegand reteaua si numerotarea nodurilor ca
in fig.1.

R. Folosim notatiile si tehnica prezentatd la metoda energiei. Fie

J1 () =lﬂ(grad u)z dxdy , Jo(u)=— [uds.
26 &)
Integrala J; +J, se va aproxima cu o functie patraticd F = F(ul JUs s U951 )-
Conditia gradF =0, conduce 1n cazul unui nod interior, de exemplu nodul
7, la ecuatia (vezi (35)):
a—]:'24-147 —I/I4 —M6 —ug —u14 =O.
6u7
in cazul nodurilor de pe 4B, cum este cazul nodului 2, tinand seama ca
nodul 2 este comun la 2 celule, rezulta:
oF 1 1

—=2uy —ug ——uy ——u3 =0.
o1y 2 g T U T U3
Tinand seama ca u = I pe AE si u = 0 pe BC, obtinem:
oF 1 1
_:2u —Uu - ——U :O,
o, 170 TS T
oF

1
—=2us—ug——uy =0.
Puts 5Tl TSl

in caZAul nodului 17, se procedeaza ca in cazul nodului 7, tinind seama ca
u = I pe DE. In consecinta:
oF
8u17
Sa analizam acum cazul nodului 16. Pentru a aproxima J; pe celula D, 16,

:4u17 —Uig —Uig — U4 -1=0.

17, tinem seama ca:
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a_uz~ ug —t7 ) 5_M2~ 1-uy )
ox h "oy h '
Deci, pe aceasta celula,

1 2 2]
Jl(u)zz[(um—un) +(1—up7 )|
Similar, pe celula C,15,16
1[ > 2]
Jl(u)zz[uls + (16 —uy5)” |-

Pentru a aproxima J,, cum ecuatia dreptei CD este y =—x+ 84,

ds = \/de , deci
6h
Jo )= [ u(x,—x + 82 dx ~ h2(1+ 0+ 2uy),
4h
conform formulei trapezelor.
Tinand seama si de aceasta si aportul celulelor vecine, rezulta:
oF 3 3
=3ujg ——Ujs ——U +2\/5hu =0,
au16 16 ) 15 ) 17 16

oF
6u1 5

3
=Suys =6 ~tig ~Ue =0
Similar obtinem:
3
Suy7 ~ 6 ~ U4 s -1=0,

4upg —uyy —u3 —uyg —1=0
41420 —Uj1 —Ujpg -2=0.
In final se obtine urmatorul sistem de ecuatii liniare:
AU+ b=0,
unde A este matricea coeficientilor necunoscutelor uq,u,, ..., 13,
U= (Ml, Uy, ... ulg)T,iar b= (bl’ bz, cees blg)T,
Matricea A arata astfel:
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2 7% 0 0 o o0 0 0 0 -1
1 1
—3 2 ~3 0 0 0 0 0 -1 0
0 L 2 L 0o 0 0 -1 0 O
2 2
0 0 1 2 1 0 -1 0 0 O
2 2
0 0 0 —% 2 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 4 -1 0 0 0
0 0 o -1 0 -1 4 -1 0 0 O
0 0o -1 0 0o 0 -1 4 -1 0 O
0o -1 0 0 o 0 0 -1 4 -1 0
-1 0 0 0 o 0 0 0 -1 4 -1
0 0 0 0 0o 0 0 0 0 -1 4
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1
0 0 0 0 o 0 0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 0 -1 0o 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 o 0 o0 o0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 o0 o0 O
0 0 0 0 0o 0 0 0 o0 o0 O
0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 -1

-1
0

0 0
0 -1
-1 0
0 0
0 0
0 0
-1 0
4 -1
-1 4
0 -1
0 0
0 -1
-1 0
0 0
0 0

T
b= (— %,0,0,0,0,0,0,0,0,—1,—1,0,0,0,0,0,—1,—1,—1,—2) .

8. Sa se discretizeze problema la limita (2), folosind metoda energiei pentru
functionala asociatd acestei probleme, alegand reteaua si numerotarea nodurilor ca

in fig.2.

9. Sa se discretizeze problema la limita (3), folosind metoda energiei pentru
functionala asociata acestei probleme, alegand reteaua si numerotarea nodurilor ca

in fig.2.
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8. Introducere in metoda elementului finit

Formularea variationala a diferitelor probleme la limitd impreuna cu
cerintele mai slabe de regularitate conduc in mod natural la metode aproximative
de rezolvare numite, de obicei, metode directe. Aplicarea acestor metode
transforma problema 1n gasirea punctelor stationare ale unei functii de un numar
finit de variabile reale.

Rezolvarea aproximativa a problemelor la limita pentru ecuatii diferentiale
si cu derivate partiale s-a dezvoltat pe trei directii principale:

a) metoda diferentelor finite,

b) metoda elementului finit,

¢) metoda elementului de frontiera.

In metoda diferentelor finite, sistemul de ecuatii diferentiale sau cu
derivate partiale valabil pentru orice punct al domeniului de analiza se transforma
intr-un sistem de ecuatii valabile numai pentru anumite puncte ale domeniului,
puncte ce definesc reteaua de discretizare a domeniului.

Dezavantajul principal al acestei metode 1l constituie utilizarea unei retele
rectangulare de discretizare a domeniului de analizd. Deci folosirea ei pe domenii
cu contururi sau suprafete curbe introduce o serie de dificultati si de artificii de
calcul. Totodata apar numeroase probleme de stabilitate si de convergentd a
solutiilor, fapt ce impune determinarea conditiilor specifice de aparitie si respectiv,
de evitare a lor, pentru fiecare clasa de probleme.

In metoda elementului finit, se utilizeaza, ca punct de plecare un model
integral al fenomenului studiat. Acest model poate fi obtinut, de exemplu, cu
ajutorul calculului variational. Aceastd metoda se bazeaza pe aproximarea locala pe
portiuni sau subdomenii. Datorita folosirii unui model integral ca baza de plecare si
a unor seturi de functii continue pe portiuni, metoda elementului finit nu mai este
conditionata de existenta unei retele rectangulare. Cu ajutorul ei se pot discretiza
practic corpuri geometrice oarecare. Datoritd performantelor sale ridicate, metoda
elementului finit a devenit aproape o metoda standard de analiza si proiectare in
ingineria constructiilor si alte domenii.

In acest capitol vom studia metoda elementului finit.
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§8.1. Spatii Hilbert

Spatiul euclidian R" se distinge printre toate spatiile de dimensiune finita
n, prin faptul cd in el este definit un produs scalar legat de norma printr-o relatie
simpla: patratul normei unui element este produsul scalar al acestui element cu el
insugi. De aceea este natural sd se considere spatii in care este definit un produs
scalar si norma sa fie definitd de produsul scalar ca mai sus.

Definitia 1. Spatiul vectorial real H se numeste spatiu prehilbertian daca
pentru fiecare pereche de elemente x, y din H este definit un numar real <x, y> ,

numit produs scalar al elementului x cu elementul y, astfel incat sunt indeplinite
urmatoarele conditii:

() <x,y> = <y,x>, (WxyeH
(ii) <a-x+ﬂ-y,z>=a<x,z>+ﬂ<y,z>, (V)x, v,z eH, a, feR.
(iii) <x,x> >0, <x,x> =0& x =0y

Din definitia produsului scalar rezultd imediat:
a) <x,a~y+ﬂ-z>=a<x,y>+ﬂ<x,z>, (Y)x, v,z eH, a, feR.
b) (x,0y) =(0y.,x) =0 .
Ca si in cazul spatiilor euclidiene se poate demonstra

c) |<x, y>| < 1/(x, x> -J( V, y> , (Y)x,ye H (inegalitatea Cauchy-

Buniakowski-Schwarz)
Intr-un spatiu prehilbertian H se defineste

= y{x.x)  xet . (1)
Din (iii) si (1) se obtine:

d) |0, (V)xeH ; |d=0 & x=0y4

e) ||0(x||= a|||x ,(MxeH , aeR

Totodata din c) rezulta
D sl
In concluzie, (1) defineste o norma pe H, deci (H, ||||) este un spatiu

, (Y) x,ye H (inegalitatea triunghiului).

normat.

Definitia 2. Un sir (x,), din H converge la elementul x din H sivom nota
X,— X, daca sirul numeric (”xn —x||)n converge la 0, deci daca pentru orice

e>0, exista n.eN* astfel incat ||xn —x||<£, Mynzng. Unsir (x,), din H
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se numeste sir fundamental (Cauchy) daca pentru orice &>0 exista n.eN*
astfel ca ||xn —xm||<g , (V) nm=n,.

Evident, orice sir convergent este sir Cauchy, afirmatia reciproca nefiind,
in general, adevarata.

Definitia 3.  Un spatiu normat in care orice §ir Cauchy este convergent se
numeste complet (Banach). Un spatiu prehilbertian complet se numeste spatiu
Hilbert (de la numele matematicianului german D. Hilbert).

Se poate arata usor ca orice §ir convergent este marginit.
Propozitia urmatoare semnaleaza proprietati simple specifice spatiilor
prehilbertiene.

Propozitia 1. Fie H un spatiu prehilbertian
(i) ||x + y”2 + ||x — y”2 = 2(||x||2 + ||y||2) (identitatea paralelogramului)

(ii) Daca x,—x §i y,—Y, atunci (X, y.)—>Xy) (continuitatea
produsului scalar)
Demonstratie.

(1) Din definitia normei se obtine

e+ o =y ) =[ol + 2w 2) + DA

e~ ==y = y) =l = 2w )+ oA -

Aducénd cele doud egalitati obtinem (i). De remarcat ca aceastd identitate
este generalizarea urmatoarei proprietati din geometria elementara: suma patratelor
diagonalelor unui paralelogram este egald cu suma patratelor laturilor sale.

(i1) Folosind inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz obtinem

e, ) = e ) <[y = )+ e = s v ) < e = vl e = b vl
Cum sirul  (v,), este marginit, rezultd ca membrul drept al inegalitatii
converge la 0, deci <xn , yn> - <x, y> . a

Un interes fundamental 1l reprezintd spatiile Hilbert. Acestea reprezinta
generalizarea imediatd a spatiilor euclidiene deoarece ,,geometria” lor este mai
apropiatd de geometria euclidiand decat geometria oricaror alte spatii Banach.
Spatiile Hilbert au numeroase proprietati specifice spatiilor euclidiene care nu sunt
generice spatiilor Banach (de exemplu, identitatea paralelogramului). in continuare,
vom da un exemplu de spatiu Hilbert, important in teoria ecuatiilor diferentiale si
cu derivate partiale.
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Exemplul 1. Fie G o submultime deschisd, conexa si marginita a lui R”. Notam
cu L2(G)={u:G—>R; u misurabila i juz (x)dx < o0}
G

Vom identifica in L*(G), orice doud functii care coincid aproape peste
tot (ap.f) pe G. Esteclarcidacdi 1€ R si u e L*G), atunci Aue L*(G). Fie
acum u,v € L(G). Din inegalitatea

[u(x) + v < 2[u2(x) + vz(x)J , (V)xeG,

obtinem ca

I[u(x)+v(x)]2dxﬁ2 | uz(x)dx-l—j v2 (x)dx [< 0.
G G G

in consecintd, u+v e L*(G), deci L*(G) este un spatiu vectorial real.
Totodata pentru orice u,veL*(G), avem

(Iu(x)| - |v(x)|)2 >0, (V)xegq,
de unde
v F < @+ @] L (MxeG,
deci are sens numarul real
def
<u, v> = [u(x)v(x)dx . 2)
G

Se verifica usor ca L’(G) este un spatiu prehilbertian. Conform (1),
pentru orice ueL*G) se poate defini norma

1/2
2
||u||2 =[Iu (x)dx] . 3)
G
Se poate demonstra
Teorema 1. L°(G) este un spatiu Hilbert.

Definitia 4. Fie H un spatiu Hilbert. O multime D c H se numeste densa in H,
daca pentru orice x eH exista un sir (x,), in D astfel ca x,—x.

De remarcat ci daca DcD'cH si D este densdin H, atuncisi D’
este densa in  H.

Exemplul 2. Daca G cR" si u:G —> R, definim suportul lui u ca

suppu = {x eGu(x)#0 } . Consideram multimea C; (G), a functiilor reale

@, cu suport compact in G (adica anulandu-se in afara unei multimi compacte
din G, ce depinde de functia consideratd), indefinit derivabile. Aceste functii vor
fi numite functii test. Evident ca 1n raport cu adunarea functiilor test i Inmultirea
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cu numere reale a functiilor test, C; (G) este un spatiu vectorial. Exista foarte

multe functii test.
De exemplu, se poate arata ca, pentru orice functie continud f, cu suport
compact, existd totdeauna o functie test ¢ ce o aproximeaza oricat de bine, adica

f)-g(x)|<e.

Vom admite fird demonstratie cd multimea C; (G) este densiin L*(G).

pentru orice >0 existd ¢ astfel ca, pentru orice x,

Observatia 1. Daca D este densa in H si (x, y) =0, pentru orice y din D,
atunci x = Oy.

Intr-adevar, dacd zeH, atunci exista (y,), din D astfel ca y, — z.
Tinand seama de continuitatea produsului scalar, rezulta (x, z> =0. Alegand z=x,

se obtineca x= 0.

Definitia 5. Fie H un spatiu Hilbert. Elementele x, y, € H se numesc
ortogonale §i se noteaza x Ly, daca <x, y>=0. Elementul x € H este

ortogonal pe multimea E c H gise noteaza x L E, daca x este ortogonal pe
fiecare element din E. Multimea tuturor elementelor ortogonale pe o multime data
E  formeaza un subspatiu vectorial inchis al lui H, numit complementul
ortogonal al multimii E gi se noteaza E.

Teorema urmatoare este fundamentala in teoria spatiilor Hilbert si in
rezolvarea aproximativa a unor probleme la limita pentru ecuatii diferentiale si cu
derivate partiale.

Teorema 2. Fie H, un subspatiu inchis al spatiului Hilbert H §i Hé‘

complementul ortogonal al lui H,. Orice element x € H se poate reprezenta in
mod unic sub forma

x=x'+x",x'eHy , x"eHy 4)
Mai mult, in x" se atinge distanta dintre x si H, adica

|x - x'” = min ||x - y" . Q)

yeHy
Demonstratie. Notam cu d = inf ||x — y" si alegem elementele x, €H, astfel
yeHy
ca
1
o= x,[* <d? +—=, n=12,.. ©6)

2 b
n
Din identitatea paralelogramului se obtine
bow =l o= x) + =) =2 fx =P+l )
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Dar
= x) + = x)F = 4x = G + 2072
Deoarece — X, e H,, rezulta
[ = %)+ (= x,)|* 2 4d? . (8)
Tinand seama de (6) si (8), din (7) obtinem
1 1 2 2
||)Cn —xm”z SZ(dz +n—2+d2 +;J—4d2 =n—2+;

Deci sirul  (x,), este sir Cauchy si cum H este complet, existd

x'=lim x,. Deoarece H, este inchis, rezulta x'e H,. Trecand la limitd in
n—o

(6), gasim ||x - x’” <d, iardin x'eH,, avem ||x - x'" >d , deci

x-x'|=a . 9)

Vom ardta acum cd x"=x-—x"  este ortogonal pe H, si deci
x"eH 0L . Fie 'y un element nenul din H,. Pentru orice AeR, avem
x'+AyeH,, deci

||x" - /1y||2 = ||x —(x"+ /1y)||2 >d?,
adica
e - 24(x ) DI 22
Avand in vedere (9), obtinem
- 2/1<x”, y> + /12||y||2 >0 .

X”, y>
2

—

In particular, pentru A= , se deduce <x”, y>2 <0, deci
b
<x", y> =0, adica x" 1 y. Astfel reprezentarea (4) si relatia (5) sunt stabilite.
Ramane sa aratam unicitatea reprezentarii 4). Fie
x=x|{+x{ , xeH, , x{'eH&‘. Din (4) se obtine x'— x| =x{ —x".
Cum x'-x{eHy, iar x{—x"¢€ HOl , rezulta  (x'—x])L(x]—x"), deci
<x' —x1,x" =X > =0. In consecintd x'=x{ , x{ =x". Teorema este demonstrata.
a
Definitia 6. Elementele x' si x" unic definite de elementul x se numesc
proiectiile elementului x pe subspatiul H,, respectiv H d‘.

Dupa cum este cunoscut nu orice sir Cauchy de numere rationale are limita
in Q, ciin R. De fapt in R notiunile de sir convergent si sir Cauchy sunt
echivalente (altfel spus, R este complet). In mod similar orice spatiu prehilbertian
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poate fi inclus Intr-un spatiu Hilbert (deci complet). Se numeste completatul unui
spatiu prehilbertian H, cel mai mic spatiu Hilbert care il contine pe H ca
subspatiu. Un rezultat cunoscut de analiza functionald precizeaza ca orice spatiu
prehilbertian admite un completat. In spatiul completat, vom face distinctie intre
elementele ,,vechi” din H si elementele ,,noi” sau ideale obtinute prin completare.

Din teoreme cunoscute ale analizei functionale rezultd ca dacd u este un
element ideal din completat, atunci exista un sir de elemente (u,), c H, ce
converge la u, deci H este dens in completat.

§8.2. Teorema variationalda fundamentala

Fie H un spatiu Hilbert real, D — H un subspatiudenssi 4 : D — H un
operator liniar.

Definitia 7. Operatorul A se numeste strict pozitiv daca (Au, u> >0, oricare ar

fi u # 6y Operatorul A se numeste simetric daca (Au,v>=<u,Av>, pentru

orice u, v €D.

In cele ce urmeaza vom presupune cd operatorul A este simetric si strict
pozitiv. Fie f e H. Functionala patratica
F(u)z(Au,u>—2<f,u> , uebD, (10)

se numeste functionala energeticd a operatorului A. Are loc

Teorema 3. Pentru ca uy €D sa realizeze minimul functionalei energetice este
necesar §i suficient ca acesta sa satisfacd

Aug=f . (1D

Daca un astfel de element existd, el este unic.
Demonstratie. Necesitatea. Presupunem cd uy € D  realizeazd minimul
functionalei (10). Fie % un element arbitrar din D si ¢ un numadr real arbitrar.
Atunci

F (uy+ th) 2 F (u) . (12)

Rezulta ca functia reala @(¢) = F'(u +th) 1si atinge minimul pentru =0,
deci daca ¢ este derivabila in 0, atunci ¢'(0)=0. Cum A este simetric, un
calcul direct conduce la

o) - p(0)]=2{Aug — f,h) +t{ARh) , (V) heD .
Trecand la limitd cu ¢ — 0, obtinem
(Aug - f,h)=0, (V)heD
sicum D estedensin H, rezulta Au,=f (Observatia 1).
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Suficienfa . Sa presupunem acum cd u, satisface ecuatia (11). Daca
ueD, u#uy, atunci u =uy+v, v=6y . Atunci, cum A este simetric, prin calcul
obtinem

F(u) = F(uy) + 2<Au0 -f, v) + <Av,v>
Dar u, satisface ecuatia (11), deci
F(u) = F(uy) + <Av, v) .
Operatorul A fiind strict pozitiv i v#0y , rezultd ca <Av, v>>0 si In
consecintd F(u) > F(up). Aceasta inseamna ca in punctul u, functionala (10) isi
atinge minimul.

Pentru unicitate, s presupunem ca existd incd un element u; in care F isi
atinge minimul. Conform celor de mai sus F(u;) > F(up). In acelasi mod ca mai
sus, se poate ardta cd  F(up) > F(u1). Din contradictia obtinutd rezultd ca

functionala (10) isi poate atinge minimul intr-un singur punct si teorema este
demonstrata.

Observatia 2. Teorema stabileste echivalenta intre problema rezolvarii ecuatiei
Au = si aceea a aflarii minimului functionalei energetice (10); daca una din
aceste probleme este rezolvabild, atunci si cealalta este rezolvabila si solutia uneia
dintre ele este si solutia celeilalte. Teorema nu stabileste daca aceste probleme au
solutie. Mai mult, este posibil sa nu avem solutie pentru problema formulata.

Exemplul 3. Sa consideram urmatoarea ecuatie diferentiala foarte simpla

2
_d_;‘:f(x) , xe(0,1) , u(0)=u(1)=0 . (13)
dx

Fie
H=1X(0,1)), Au=-u", D={uecC*(0.1) nC'([0.1]) ; u(0)=u(1)=0}
Cum CZ((0))cD , rezlti ci D este subspatiu dens in H. Si

aratam ca operatorul A este simetric. Fie u, veD. Atunci, integrand prin parti,
obtinem
1

1 1
(Au,v)y=—[u"(x)v(x)dx = - u'(x)v(x)|‘0 + ' o' (o) = ' o' ()l = (u, Av)
0 0 0

1
Totodata <Au,u>= Iu'z(x) dx>0, deoarece in caz contrar u este
0

constanta si din conditiile la limita, rezultd cd u = 0. Conform Teoremei 3, pentru
ca upeD si fie o solutie a problemei (13), este necesar si suficient ca u, sa
realizeze pe D minimul urmatoarei functionale

1
F(u)=j[u'2(x)—2f(x)u(x)] dx . (14)
0
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in plus, daca un astfel de element exista, el este unic.

Exemplul 4. Fie ecuatia diferentiala

X"ty +o@)x@t)=f(@), teO]), (15)
cu conditiile la limita

x(0)=x(1)=0, (16)
iar o(f) este o functie pozitiva neidentic nula si continua pe [0, 1] .

Fie

H=L2(0, 1), D:{ueCZ((O,l))mcl([O,l]) ; u(0)=u(l)=0} si
A:D —>H, Ax(t)=—x"({t) + o(t)x(t) .

Pentru x,yeD, integrand prin parti avem
1 1

1

(4x,y) = [ (= x"(@) + o (O)x(0)y(O)dt =[ x'(6)y' ()t + [ (Ox(@) (e}t = (x, 4y) ,
0 0 0

deci 4 este simetric.

Totodata

1 1 1
(Ax,x) =[x (t)dt + [ o(t)x* (1)dt = [ x'* (t)dt > 0
0 0 0

pentru x(¢) # 0 (vezi Exemplul 3). Asadar A4 este strict pozitiv. Aplicand Teorema
3, rezulta ca, pentru ca xoeD si fie o solutie a problemei (15), (16), este necesar si
suficient ca x, sarealizeze pe D minimul functionalei

1 1 1
F(u) =[x (t)dt + [ o(0)x> (t)de = 2[ f(D)x(t)dr . (17)
0 0 0
De asemenea, daca exista un astfel de element, el este unic.

Exemplul 5. Fie Gc R®, o multime deschisa, conexa si marginitd si C frontiera

sa. Se cauti ueC? G)n c! (G), care satisface

2 2
—Au:—zcg—;;:feLz(G) n G (18)
si conditia la limita
uc=0 . (19)

In acest caz,
H=L*G), A=-A, D={ucC*(G)nC'(G) ; u|¢ =0}
Cum D contine Cg’(G), rezulticd D este densdin H.
De asemenea, pentru u, veD, conform formulei Green-Riemann, rezulta

2 2
<—Au,v>=”— a Z+ a Z; vdxdyz—§@-vds+ﬂ(@ﬁ+@Qdedy,
G \dx oy CO% G & & &
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n fiind versorul normalei exterioare la C.
Cum veD, V|C =0, deci

2D X gy = (-
<_Au’v>_g(é}c@c @)@)Jd dy =(u,~Av) ,

adica operatorul A este simetric. In plus

(-M,@:j()[[(%)z +(%)2] dxdy>0, (V)u#0,

deci A este strict pozitiv.
Conform Teoremei 3, uoeD este o solutie a problemei (18), (19) daca si
numai dacd u, realizeazd pe D minimul functionalei

F =MD + (597 Jdsdy = 2(] £ (5, e, iy, (20)
G @} G

Observatia 3. Problema clasica nu are sens decdt pentru functii u care sunt de

clasi C? (G)n Cl(a). Functionala corespunzatoare are sens pentru functii de

clasi C! (G)n CO(E). Deci prin trecerea de la problema clasica la functionala

energeticd, conditiile de regularitate pot fi slabite. Altfel spus, problema de minim
pentru functionala energetica se poate pune pe o clasa mai larga de functii. Spre

at o
exemplu, functionala (20) are sens daca % ,5, f el? (G), deci nu mai este

necesar ca u sa admita derivate partiale de ordinul al doilea, iar derivatele
partiale de ordinul intdi nu trebuie sa fie neaparat continue. Totodatd, existenta §i
unicitatea solutiei clasice, (adica a problemei (18), (19)) nu se poate garanta daca
functia f nu este regulatd. Se poate ardta ca orice solutie a problemei de minim
care este de clasa  C*(G), este solutie clasicd a problemei considerate.

Altfel spus, problema de minim pentru functionala energetica se poate
pune pe o clasa mai larga de functii.

§8.3. Metoda Ritz

Creatorul metodei directe clasice este considerat matematicianul elvetian
W. Ritz (1878-1909). Vom considera o functionala F, definitd pe un spatiu
corespunzator H, de functii admisibile. Se cautd o functie u, astfel ca
F(ug)=minF(u)=d . (21)
ueH

Functia vy care minimizeazd functionala se aproximeazd cu o functie u
dintr-un subspatiu n-dimensional oarecare K,c H. Evident F(u) > d, pentru

orice.  ueK,. Asadar, daca functiile ¢;(x), i=1,n, formeaza o baza a
subspatiului K., atunci vom cauta solutia aproximativa sub forma
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n
u(x) = c;p;(x), (22)
i=1
numerele reale ¢y, ¢, ... ,c,, urmdnd a fi determinate. Inlocuind u dat de (22) in
functionala F, rezulta F(u) = @(c\, ¢y, ..., ¢ §i deci problema minimizarii

functionalei F este inlocuitd cu problema determinarii extremelor functiei
@ : R" - R. Deremarcat ca cele doud probleme nu sunt echivalente, deoarece s-a
trecut de la functionala F la functia @, prin intermediul functiilor ¢y, @, ..., @y,
iar alegerea acestora este la dispozitia noastra; eficienta acestei metode, care se
mai numeste si metoda Rayleigh-Ritz, depinde in mare masura de alegerea

functiilor @y, @, ..., On. Valorile parametrilor ¢y, c,, ... ,c, Se determind, dupd
cum se cunoaste, din sistemul de ecuatii
oP —
—=0, i=Ln, (23)
ﬂ Cl'
adica
ﬁ -

In sectiunile urmdtoare, vom ardta pe exemple concrete, cum se aleg
functiile ¢, ..., Qp

In continuare, vom prezenta metoda Rayleigh-Ritz ca metodd de cea mai
buna aproximare ,,in energie”. Fie D un subspatiu dens al unui spativ Hilbert
H, iar A : D — H un operator liniar, simetric §i pozitiv definit. Presupunem ca
pentruun fteH dat, ecuatia Au={1 admite o solutie unica vyeD. Fiind dat un
subspatiu  n-dimensional K,cD, vrem sa aproximam solutia prin u,eK,
K, = Sp( {(pl o }) Deci cautam u, = ¢,Q, + ... + ¢, astfel ca ||u0 —un” sa
fie micd. In ipotezele formulate asupra operatorului A , vom defini un produs
scalar, numit ,,produs energie” in D, astfel

<u,v>A =<Au,v> , lar ”””A = <Au,u>
Vom nota cu Hp completatul lui D in raport cu norma |||| 4 Spatiul

Ha se numeste spatiul energetic al operatorului A. Conform Teoremei 2, existd
si este unic un element u,€K,, element de cea mai bund aproximatie, adica

o =l = minli o, 29

Definitia 8. Vectorul unic wu, cu proprietatea (24) se numeste aproximanta
Rayleigh-Ritz a solutiei uy dupa subspatiul finit dimensional K.
Daca K, = Sp( { @ Py }) atunci aproximanta Rayleigh-Ritz a solutiei
U a ecuatiei Au=1{ este datd de
Up =CiQp t ... T ¢y -
Fie functia
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g(cy, ¢y, ... ,cn)=||un —uO”i1 .

Determinam (cy, ..., ¢y) punctul de minim al functiei g. Deoarece
n n
g(Cyseescy) =(A(u, —ug),u, —ug)=3[ CiCj<A¢?i,(Pj>—2Ci<f,(0i>]+
i=l j=1
+ <Au0,u0> ,
din conditiile
o _
280, i=ln,
56'1'
rezultd ca cy, ...,c, sunt solutii ale sistemului liniar
n _
Z<¢i,(ﬂj>ACj:<f,¢i> , i=Ln, (25)

J=1
sistem care s-ar putea obtine direct din (23), tindnd seama de formula (10), care
da functionala energetica a operatorului  A.

§8.4. Metoda lui Kantorovici (metoda semidiscretd)

Metoda consta in cautarea solutiei aproximative sub forma
n
u=2.0; i,
i=1
unde coeficientii  a; , i=1,n, nu mai sunt scalari, ci functii de una din

variabilele independente, de exemplu x,, iar functiile ¢; sunt functii de
variabilele ramase, X, ... ,Xn, adicd

n
UX s Xy ) = 220 (X1)P; (X2 5005 X))
i=l1
Aceasta metoda se leaga de numele matematicianului rus L. V. Kantorovici

si sta la baza metodei elementului finit de rezolvare a problemelor nestationare
(dependente de timp).

T T y . .

Exemplul 6. Fie G= {(x,y) ; Y <x, y< 5} . Sa aplicam metoda lui
Kantorovici la rezolvarea aproximativa a ecuatiei

%u N 2%u

oxr o y2

care satisface conditiile la limita

=2, (26)
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T
A

u[x,izjzo ,
2 2
u(i%,y}zo , |y|£% .

Se alege ca subspatiu aproximant K, , subspatiul functiilor de un singur
argument 'y, care conform (27) satisfac

T T .
¢i(_5j=¢i(5):0’ l=1,l’l .

Solutia aproximativa se cauta de forma

u(x, ) = zl o (2)0; (), (28)

x|£

(27)

unde functiile o; , i=1,n, se determina astfel ca v sa minimizeze functionala
F corespunzatoare problemei date. In acest caz

2 2
ou ou

Tindnd seama de (28), avem
T

2
Fu)= [®(ay,ay,...ay)dx=J(a),ay,....a,) ,
T
2
unde

T

n n 5
D(ay,ay,..a,)=3 Ylaa; |

T
d(ﬂid‘pjd +daid0‘j f
dy

22 ] 7y by ”(ﬂ,(pj dy}+
2 2
T
no 2
+ Y a; [4p;dy . (29)
i=1 T
2

Deoarece functiile ¢; , i=1,n, sunt cunoscute, integralele in (29) se pot
calcula exact. Se pune deci problema determinarii extremalelor functionalei
J(ay,ay,....a,). Conform unui rezultat clasic de calcul variational, coeficientii

a; , i=1n suntdatide sistemul Euler-Lagrange

o® d|Jod .
-— =0, i=Ln .
da; dx\Jdaj
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In conmsecinta functiile necunoscute «o; , i=1,n, care apar in solutia
aproximativa (28), se obtin din sistemul de ecuatii diferentiale

n -
Sajes —aldy)=b; . i=Ln (30)
Jj=1
unde
™ z z
t do; 49 i i
= Ty, d. Ay, bi=— [20:dy
i _I,, oy Y i _IEWDJ ly . b _Iﬂcﬁl ly
2 2 2

In general, metoda semidiscreta se poate aplica cu conditia ca problema
unidimensionala sa poatd fi rezolvata nemijlocit si exact.

§8.5. Metoda lui Galerkin

Am prezentat in §8.3 metoda Ritz pentru determinarea solutiei
aproximative a ecuatiei
Au=f. (31)
In ipotezele formulate acolo, solutia ecuatiei Au = f minimizeazd
functionala energetica

Fw) = (Au,u)—2(f,u) . (32)
Astfel (vezi Exemplul 3), daca A =— A4, functionala energetica este
F@) =2 + (221 dedy ~2ff fudvdy 33)

¢ & P G

Utilizarea integrarii prin parti, adica a formulei Green, pentru
transformarea functionalei (32) intr-o forma care cere o regularitate mai slabd a
functiilor admisibile (cum se intdmpla de exemplu in (33)), este unul din succesele

n

de baza ale metodei elementului finit. Aproximanta Ritz u= ) c;p; a solutiei
i=1

problemei variationale satisface

0’7 -
—Fw)=0, i=Ln ,
S F@W)

Cl
adica

(Au,0;)~(f.0:)=0 , i=Ln, (34)
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numai cand avem un operator A4 de forma ceruta (de remarcat, ca, sistemul (34)
nu este altceva decat o rescriere a sistemului (25) ).

Ideea metodei lui Galerkin este de a considera solutii aproximative pentru
ecuatia (31), de forma de mai sus, unde coeficientii ei se determina din sistemul

(Au—f,0;,)=0, i=ln , (35)
chiar daca A nu satisface conditiile din §8.3. Astfel de solutii aproximative
au fost considerate de matematicianul rus B. G. Galerkin (1878-1945).

Asadar sistemul (35) se poate utiliza chiar daca operatorul A este
neliniar.

In consecintd, metoda elementului finit se poate utiliza pentru rezolvarea
unei clase largi de probleme, mult mai interesante decdt clasa problemelor care
provin din probleme variationale. Totusi, este de dorit ca (35) sa poatd fi integrat
prin parti, pentru a slabi regularitatea cerutd functiilor ;.

Deci metoda Iui Galerkin este absolut generald. Ea se poate aplica cu
succes la ecuatii de tipuri diferite: eliptice, hiperbolice, parabolice, chiar daca ele
nu sunt legate de probleme variationale, ceea ce reprezintd un avantaj fatd de
metoda lui Ritz. Totusi, pentru probleme legate de probleme variationale, ea se
gaseste intr-o interdependenta stransa cu metoda lui Ritz, iar in multe cazuri este
echivalentd cu aceasta din urma, in sensul ca ambele conduc la aceeasi solutie
aproximativa.

Exemplul 7. Vom prezenta acum o problema de tip Neumann-Dirichlet pentru
operatorul lui Laplace in dimensiune 2. Fie G o multime deschisa si conexa din
R’ cu frontiera C netedd pe portiuni.

De asemenea, fie C;, C, o partitie a lui C, lungimea lui C; fiind strict
pozitiva si n  versorul normalei exterioare la C.

Sa consideram acum problema clasicd urmdatoare:

sa se gaseascd functia u € C 2 G)nC ! (G) astfel ca

—-Au=fin G, (36)
u=0 pe C, (37)
i

—, "8 e C., 38)

f fiind o functie reald definita si continua pe G, iar g o functie reald definita si
continud pe C,.

De remarcat ca este vorba de ecuatia lui Poisson, cu membrul secund —f
(semnul "= se introduce din motive tehnice). Conditia Dirichlet pe C; este
omogend, ceea ce nu este restrictiv. Intr-adevar, daca u satisface -Au=f in

au C . .
G, u=h pe C; i %=g pe C, sidaca stim sa gasim o functie uy suficient

de regulata, care ia valorile h pe C,, atuncifunctia u =u—u verifica (36),
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ol
(37), (38) cu f inlocuit cu t+Avy si g inlocuit cu g—go. A trece dela h pe

C; la vy pe G inseamnd ca se face o prelungire, v, fiind o prelungire a lui h
(exista o infinitate).

Datorita prelungirii  h—uy  §i apoi a translatiei  u — U =u —uy,
rezultd ca ipoteza conditiei Dirichlet omogene pe C; nu este o restrictie.

In continuare, vom multiplica ecuatia cu derivate partiale cu o functie test,
apoi vom integra pe G, utilizand formula lui Green si tindnd seama de conditiile
la limita (37), (38).

Fie acum spatiile vectoriale reale W §i 'V, definite astfel:

W:{ v:G—>R ; veCX(G)NCY(G), v=0 pe cl} ,
V={v:G—>R ; veCl(G)mCO(C_?) , v=0 pe Cq ,gradv marginit pe G } .
Problema clasica (36)-(38) se poate formula astfel:
gasiti ueW care verifica (36) si (38).

De remarcat ca integrand prin parti, daca weW §i veV, are loc prima

formula Green:

— [[ Au - vdxdy =[[ grad(u) - grad(v)dxdy — | a vds . (39)
G G c, M
2
Din aceasta identitate, tinand seama de (36) si (38), rezulta ca
a(u,v)=[[ f-vdxdy + [g-vds , (V)veV , (40)
G G,

unde
a(u,v) = [[ grad u - grad v dxdy .
G

Asadar, a(-,-) este o forma biliniara si simetrica.

Multi autori prezintd ca problemad variationald asociatd problemei
(36)-(38) urmatoarea problema:

gasiti ueV astfel Incat sa aiba loc (40).

Problema clasica nu are sens decdt pentru functii avand regularitatea lui
W. Pentru problema variationald, este suficienta regularitatea lui V. Asadar
trecand de la problema clasica la problema variationala, conditiile de regularitate
au fost slabite. Se poate ardta ca orice solutie 1 a problemei variationale care
este in W, este solutie a problemei clasice.

Totodata weV este solutie a problemei variationale daca si numai daca
minimizeazd pe V functionala

1
F(v)=—a(v,v)—|[[ fvdxdy + | gvds
2 G G

(comparati cu (33) ). Formularea variationala permite introducerea, explicarea §i
Justificarea metodelor numerice. Pentru a discretiza problema clasica in elemente
finite, este nevoie sa punem in prealabil problema sub forma variationalda. Nu este
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deloc necesara functionala F. Ea este introdusda din simplul motiv ca in
numeroase probleme similare, dar de interes fizic sau mecanic, functionala F(v)
are o interpretare mecanica interesantd, legea fizica corespunzatoare scriindu-se
adesea sub forma unei probleme de minim.

In concluzie sistemul (35) se scrie, dupd integrarea prin parti, astfel:

a(u,p;)=|[ [ -@;dxdy+ [g-@;ds , i=1n . (41)
G G

§8.6. Aproximarea functiilor

In mod obisnuit, elementele finite se definesc in cadrul procesului de
discretizare ca rezultat al descompunerii unui domeniu de studiu in mai multe
subdomenii cu interior disjunct. Conexiunea acestor domenii se face prin
intermediul nodurilor , care nu sunt altceva decadt puncte selectate in domeniul
considerat in care se specifica valorile functiei studiate sau ale functiei §i ale
derivatelor sale pand la un anumit ordin. Intr-un sens mai larg, elementul finit
apare ca un model de aproximare cu proprietdti fizice, geometrice si functionale.
Geometric, elementul finit reproduce intr-o forma idealizata parti dintr-un corp
supus analizei.

In problemele in care functia este datd implicit de o ecuatie (diferentiald,
integrald, etc.) valorile functiei sunt parametrii necunoscuti ai problemei. In
problemele de interpolare, valorile functiei sunt cunoscute de la inceput.

Asadar, functiile de interpolare permit aproximarea functiilor avand ca
puncte de reper valorile nodale ale functiei sau valorile nodale ale functiei si ale
derivatelor sale pana la un anumit ordin. Deoarece structura acestor functii de
interpolare depinde de structura nodala a elementului, respectiv de forma lui, ele
se mai numesc si functii de forma. Aceste functii de forma vor juca rolul functiilor

coordonate ¢;, i=1,n, din metodele prezentate in sectiunile anterioare. Degi se

pot concepe multe tipuri de functii de interpolare, se folosesc aproape in
exclusivitate functiile polinomiale, datoritd usurintei relative cu care acestea pot fi
derivate, respectiv integrate.

8.6.1. Aproximarea prin polinoame pe portiuni.
Cazul unidimensional

Asadar, ne propunem sa aproximam o functie de o variabild reala f, pe
un interval finit [a,b] Vom considera o diviziune a acestui interval
Ara=%x9<x;<.<x,=b.
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Se obtin astfel n subintervale [x;,x;,1], i=0,n—1. Mai intdi vom

aborda problema aproximarii prin polinoame liniare pe portiuni. Functia de
interpolare liniard pe portiuni depinde de valorile functiei f 1in nodurile x; .

Aceste valori le notdm cu  f; = f{x; ) , i=0,_n. Pe fiecare subinterval [x; x;1],
functia de interpolare este un polinom de forma ¢;(x)=a; -x+b;, unde a; si
b; se determind in mod unic din conditile  ¢;(x;)=06;;, 0<i,j<n (& -
simbolul lui Kronecker).

Astfel din - @(x)) =1, @(x)=0, i=1n, obtinem

ol B x €[xg,x1]
5 0-+1
@0 (x) =1 X1 =X (42)
0 , X€[x1,x,]

Totodatd, pentru i fixat, 1<i<n-1, din ¢;(x;)=1, ¢;(x;)=0, j#i, rezulta

X —X;_
=L xelxx]
Xp = Xi-1
X; 1—x
@;(x)=9—"F—— , xelx;,xp] (43)
Xiyl — X
, in rest.

In sfarsit din o) =1, @x)=0, i=l,n—1,avem
0 , xXe€[xg,x,1]
Dn (x) =9 X7 X
Xn = Xn-1

(44)

, X€[x,_1,x,]

Functiile ¢, , i= O,_n , reprezinta cel mai simplu tip de functii de forma
si se reprezintd astfel

Y A

1 \ /
X1 Xi1 X,

Cu ajutorul acestor functii acoperis, functia de interpolare este datd de formula

P@= 2 fon. (45)

i X

v
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Se arata usor ca functiile ¢; , i= O,_n sunt liniar independente, adica din
agpy +op +...+a,p, =0, rezultd oy =a;=..=a, =0 (este suficient sa
scriem relatia data In nodurile x; , i= ﬂ ). Vom nota cu L(4), spatiul vectorial

real de dimensiune n+1, generat de functiille ¢; , i =0,n, deci al functiilor
continue de forma

n
g(x)chl-(p,-(x) ,cieR , i=0,n . (46)
i=0
Sd remarcdm, in particular ca functiile de forma ¢;(x) , i=1Ln—1, sunt

nule in afara intervalului [x;, x;+;], deci au suport compact. Functia p; este

locald in sensul ca dacd xe[x;, xi+1], i=0,n—1, depinde numaide f; si fi.

Se poate ardta ca daca functia f pe care vrem s-o0 aproximam este suficient
de neteda (de exemplu, admite derivata de ordinul al doilea), atunci interpolarea
prin polinoame liniare pe portiuni, ne da o aproximatie de ordinul al doilea atét in
norma spatiului L*[a, b], dati de (3), cat si in norma Cebisev. Asadar avem

If = pi, < I, >0, (47)
respectiv

Ilf=pil, = Sflp Jf(x) pi| <k 1, (kg >0). (48

x€la,b

In continuare mentionim ci pentru aproximarea solutiilor problemelor
bilocale pentru ecuatii diferentiale se pot folosi functiile B-spline (§4.4).

Vom avea insd nevoie ca functiile generatoare sd se anuleze 1in
extremitatile intervalului pe care cautam solutia ecuatiei diferentiale considerate.

De remarcat ca functiile B, ..., B,, se anuleazd in x, ..., X, , iar
functiile B, By, Bi, Bu.1, By, B,1 nu se anuleaza. De aceea vom proceda dupa
cum urmeaza. Vom determina constantele a, b, ¢, d si o B y O astfel ca
functiile:

By(x)=aB_;(x)+bBy(x), Bj(x)=cBy(x)+dB(x),
B, 1(x)=aB, 1(x)+ ﬂBn (x), B,(x)=yB,(x)+ 5Bn+l (x),
sd satisfaca conditiile:
Bo(Xo)=0 ; Bo(xl)=1 s Bi(xg)=0; By(x)=1;

Byt (5pi) =15 By(x,)=0; B,(x,1)=1; B,(x,)=0.
De aici rezulta
By(x)= By (x) ~4B_1(x) ; By (x)=By(x)~ 4B, (x) ;
By 1(x) =B, (x) = 4B, (x) ; B,(x)=B,(x)=4B,,(x) .
Deci functiile generatoare B - spline le vom considera
BO,Bl,Bz, Bn_l, B, , unde B;(x)=B;(x) , i=2,n—2.



264 Bazele Analizei Numerice

8.6.2. Aproximarea prin polinoame pe portiuni.
Cazul bidimensional

Vom aborda problema aproximérii unei functii reale definitd pe un
domeniu miarginit Gc R?, de frontiera C. Ne vom ocupa intdi de interpolarea
prin elemente finite triunghiulare.

Sa presupunem, pentru simplitate, cd frontiera C a domeniului G este o
linie frantd. Atunci, este totdeauna posibil sd acoperim foarte exact G cu o
multime de triunghiuri 7, k=1, p, numite elemente finite si care constituie

(abstractie facand de frontiera lor) o partitie a lui G.

Se realizeaza astfel o triangularizare a domeniului. Sia notdm cu
A4; , i=Ls, varfurile triunghiurilor. Unele vor fi in interiorul lui G, altele pe
C. Aceste varfuri se mai numesc noduri de discretizare.

Triunghiurile se aleg astfel ca:

- un varf al unui triunghi 7, nu trebuie sa fie niciodata interior unei laturi a altui
triunghi, dar poate fi comun mai multor triunghiuri;

- nici un triunghi sd nu fie plat; este de dorit sd se evite unghiurile foarte
apropiate de 0° sau 180° (vom vedea de ce).

De remarcat c, o triangularizare de tip elemente finite este mult mai supla
decat o retea de tip diferente finite $i permite urmarirea mai find a frontierei
domeniului. Totodata, contrar diferentelor finite, cautdm o aproximare a solutiei
u, nunumaiin nodurile A4, cipestetotin G.

Vom cauta solutia problemei de interpolare ca o functie polinomiala pe
portiuni, intelegdnd prin portiuni triunghiurile. Mai precis, in fiecare triunghi
Ty =A,A4,4,, vom céuta o aproximatie de primul grad in x si y, deci o functie
u(x, y) = Ax + By + C. Constantele 4, B, C se pot determina in functie de
valorile lui u in cele trei varfuri 4,(x,,y,) ., A,(x4,v4) , A.(x,,y,), notate
Up,Ug,Uy, respectiv.

Asadar 4, B, C reprezinta solutia sistemului liniar

Axp, +By,+C=u,
Axy+ By, +C=u, (49)
Ax, +By,+C=u,,
de determinant
Yp Vp
A=|x, y, lI=

Xr o Yy

X, — X

g *p Vg~ Vp
Xp =Xp Vr = Vp

= 428, (50)
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S fiind aria triunghiului 4,4, A4, . Deci, dacd nici un triunghi nu este aplatizat,

determinantul A este nenul. Asadar o functie u ca mai sus, este definitd in mod
unic, pe fiecare triunghi, prin valorile sale 1n cele trei varfuri.

Sa consideram acum urma functiei u(x,y) pe una din laturile triunghiului
A,A4,4,, sazicem Ap4, Este o functie de gradul intai de abscisa (oblica) &

de-a lungul lui 4,4, (se scrie sub forma D¢+ E); aceastd functie este deci unic
determinata de valorile sale in cele doua varfuri.

Presupunénd ca functia de interpolare, definita pe intreg G, ia aceeasi
valoare 1n fiecare nod, comun mai multor triunghiuri, rezulta ca este continua de la
un triunghi la triunghiul vecin, de-a lungul laturii comune. Deci, in conditiile
impuse, functia de interpolare este continua (aceasta justificd cerinta ca un varf al
unui triunghi sa nu fie interior unei laturi a altui triunghi).

Asadar fiind datd o functie u continud pe G, vom numi functie de
interpolare pe portiuni alui u, functia continud pe G, luand aceleasi valori ca
si u intoate nodurile (varfurile) de triangularizare si polinomiala de gradul unu in
fiecare triunghi.

Vom incepe cu construirea unei baze canonice intr-un triunghi. Pentru
comoditate, sa notam triunghiul A » Aq A, cu A1A>As sisa-l studiem deocamdata

independent de alte triunghiuri.
Consideram functiile A;(x,y), 4,(x,») , A3(x,») afine, care satisfac
Ai(4;)=0; (simbolul lui Kronecker), 7 j =1, 2, 3 . Conform celor de mai sus

fiecare functie exista si este unica si

1
A (x,y)=Z[(y2 —y3 )+ (x5 —xp )y + x5 —x305]

1
A (x,y)=Z[(y3 -1 )x+(x1 - X3 )y—x1y3 +x3J/1] , (51)

1
/13(x,y)=z[(y1 — vy )+ (g —xp )y +xvp —x201]

A=(xy —x )z = 1) =0z —x vz =01) -
Aceste functii sunt liniar independente, deoarece
a1 4y (x, y) + ar Ay (%, y) + a3 A3 (x, ) =0=> ) =ay =a3 =0,
dupa cum se vede usor, scriind relatia in punctele A, 4,, A5 .

In consecintd functiile (%), Aa(x,y) , A5(x,y) formeaza o baza,
numitd baza canonicd, in spatiul vectorial al polinoamelor de gradul intai, relativ
la triunghiul  A4,4,45.

In plus, daci se cautd functia polinomiali de gradul intdi, care ia in
Ay, Ay, A; valorile impuse uy, up, u3, raspunsul este simplu

u(x,y) =2y (x,9) + 1A (x,) + 1325 (3, ), (52)
ceea ce justifica adjectivul canonic.
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Fie acum P spatiul vectorial real al functiilor continue si afine pe
portiuni, pe G . Este clar cd dimensiunea lui P coincide cu numarul varfurilor,
dim P =s ( P depinde evident de triangularizarea domeniului aleasd). Baza

canonicd a lui P este datd de functiile vi(x,y) , i =1,_s, unde
V/I(Aj):§l » Lj=1s.

Atunci pentru orice ueP are loc

S PR
u(x,y)= _Zluil//i () up=u(4;) , i=ls

i=
Pentru aceasta este necesara definirea unei corespondente biunivoce intre
numarul global al nodului §i numarul triunghiului din care acesta face parte si
numarul local al nodului in triunghi. Ce putem spune despre o functie /;(x,y)?
Suportul Iui ; este format numai din triunghiurile care il au pe A4; ca varf; el
este deci mic, cu atdt mai mic cu cat triangularizarea este mai fina, aceasta fiind
una dintre caracteristicile metodei elementului finit. Daca punctul A4; este interior
lui G, w; este nuld pe C, dar daca A4,eC, y; este nenuld in
segmentele de frontiera care ajung in  A4;. Daca se reprezintd pe axa Oz valorile
lui w; seobtine graficul lui  y; . Este o suprafatd poliedrald (adica formata
din fete plane). Aceasta suprafatd este o piramida a carei inaltime este verticala din
A;, adicad 1 si a carei baza se intinde pana la punctele imediat vecine A4 j,Ak,...,

piramida prelungitd de planul orizontal.

A; interior lui G A; pe frontieralui C alui G

Graficul lui y;

In continuare, ne vom ocupa de interpolarea prin elemente finite
dreptunghiulare. Domeniile de tip dreptunghiular, adicd domeniile cu laturile
paralele cu axele de coordonate apar in multe probleme ale fizicii si tehnicii. Prin
urmare elementul dreptunghiular are mare importanta.

Ne propunem sa aproximdm o functie u definita pe domeniul
dreptunghiular G = [a,b] x [¢, d]. Fie A ,:a =x<x<..<x,=b o diviziune a
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lui [a, b] cu ntl puncte, A, :c=p<y<..<y, odiviziunealui [c d] cu
m+1 punctesi A=A, x A, diviziunea lui G.
Elementul finit dreptunghiular tipic este [x;, xm+1]x[);, »i+1].  Putem

considera polinoamele liniare pe portiuni din cazul unidimensional, ¢;, date de
(42)-(44). Atunci functia de interpolare este data de

P =3 S u o (09 () (53)
i=0,/=0

unde

upj=u(x;,y;), i=0,n , j=0,m.
Pe elementul dreptunghiular [x;, x;+1]x[y;, yj+1], functia de interpolare are forma
Pij (% y)=u; j0; ()@ (¥)+ui @0 ()@ (¥) + 54
+u; 1P (011 (V) + iy 1P ()9 141 (V) -
Baza canonica in spatiul functiilor de forma
n m
P )= > ¢ j9;(0p;(¥) , ¢;jeR , i=0n, j=0,m,
i=0 j=0
este data de functiile
Wy(x’y)=¢l(x)¢](y): i:O:n’ j:09m . (55)

§8.7. Metoda elementului finit pentru probleme bilocale

Se considera urmatoarea ecuatie diferentiala foarte simpla
—u'"(x)=f(x), O<x<l, u(0)=u(l)=0, feL*(0,]) (56)
(Exemplul 3).

Problema rezolvarii acestei ecuatii este echivalentd cu cea a minimizarii
functionalei

1 1
F(u)=[u'? (x) dx = 2] f(x)u(x) dx
0 0
pe multimea

W={ueC*[0,1)NC'([0,1]) ; u(0)=u(l) =0}
Pentru orice u, veW, are loc

1
<u,v>A = ju'(x)v'(x) dx .
0
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Vrem sa aproximam solutia problemei bilocale (56) folosind polinoamele
liniare pe portiuni (§8.6.1). Aceste functii sunt continue, dar nu sunt derivabile,
deci nu apartin lui W . In consecintd, W nu este ,,spatiul bun” pentru rezolvarea
aproximativa a acestei probleme, folosind polinoamele liniare pe portiuni. Pentru a
stabili spatiul convenabil vom proceda dupd cum urmeaza. Introducem o notiune
noud. Functia g se numeste derivata in sensul distributiilor a functiei w si se
noteazd g =w' daca si numai daca satisface

1 1

[wo'dx=—[gpdx , (VpeC', p(0)=p(1)=0. (57)

0 0

Daca functia w are derivatd continud w', atunci aceasta coincide cu
derivata in sensul distributiilor a lui ~ w. Bineinteles ca, derivata In sensul
distributiilor poate exista fara ca derivata in sens clasic sa existe.

De exemplu, o functie w  continua, care are derivatda marginitd cu
exceptia unui numdr finit de puncte, are derivati in sensul distributiilor. in punctele
in care derivata in sens clasic exista, cele doua derivate coincid.

Astfel pe intervalul [-1, 1], functia w(x) =|x| nuestederivabiliin x
=0, dar admite derivata in sensul distributiilor functia g(x) = sign(x) .

Fie

Ho((0.1))={ueL?((0,1)) ; u'(x)e L*((0,1)); u(0)=u()=0}
(este vorba de derivata in sensul distributiilor).

Spatiul W este dens in H(l) ((0,1)). De fapt, H(l) ((0,1)) este chiar
spatiul energetic al operatorului  Ax(z) = —x"(t)

Asadar, pentru construirea aproximantelor Ritz, vom folosi polinoamele
liniare pe portiuni, construite in §8.6.1 .

Fie 7 0=x9<Xx] <Xy <.<X, <X, =1, o diviziune cu noduri

1 -
echidistante a intervalului [0, 1], x;=ih, h =—1 si ¢;, i=Ln,functiile
n+

X~ Xi
Y X1 Sx<Xx;
Xit] =X —1n
;i (x)= — X; <x<x;y, i=ln (58)
0 , In rest

Functiile ¢, e H (1) (00)), i= 1,n. Cautim solutia sub forma

n
U= 3.c;p;,constantele ¢; determinindu-se din sistemul (25), unde
J=1

1 1
(91.0) , =£ Pl (dx, iar (f.0;), =£ S (X); (x)dx
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(derivatele sunt 1n sensul distributiilor).
Este un sistem de » ecuatii, numite nodale, de forma Bx = d, unde
elementele matricei B sunt

1 _
b = [0} ()@; (X)dx , i, j=Ln, x=(c|,cmmcy)’ s d=(d),dysd,)’,
0

1 _
d;=[f(X)p;(x)dx , i=ln.
0

Matricea B se numeste matrice de rigiditate si este simetrica si pozitiv
definita.
In consecinta, sistemul Bx =d admite solutie unica. Prin calcul obtinem

2
-, daca i=7
h J

bjj = —%, daca |i—j|=1

0, in rest .

De asemenea

Xi Xi+1
dy = 110G =i )+ [ £y — 0,

Xi-1 i

Aproximand aceste integrale cu formula trapezului, obtinem d, i =hf(xp,

deci in locul sistemului Bx = d, avem de rezolvat sistemul Bx = d , cu membrul
drept obtinut prin aplicarea unei formule de integrare numerica.

Matricea de rigiditate B s-a calculat exact, avand polinoame pe portiuni §i
integrarea facandu-se usor. In alte cazuri matricea B se obtine tot prin calculul
aproximativ al unor integrale.

Se pune problema alegerii acestor formule, in sensul cé trebuie aratat ca
formulele de cuadraturd aplicate ne dau o convergenta bund , deci o
compatibilitate in rezolvarea problemelor puse de metodele variationale.

Practic, in cele mai multe cazuri, alegdnd ca functii de baza polinoamele pe
portiuni, matricea B se calculeaza exact, integrarea facandu-se exact. Cum Insa
functia f nu este, de obicei, un polinom, problema este de a calcula aproximativ
d,'.

In cazul de mai sus, avem
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2 -1 0 0 0
f(xp)
0 e A P U S(x2)
B:— 5 d: ees
0o 0 0 .. 2 -1 f;f"—l))
0o 0 0 .. -1 2 T

Aplicand ecuatiei —u"(x)= f(x), metoda standard cu diferente finite, se

obtine exact acelasi sistem de ecuatii.
In cazul metodei elementului finit, solutia aproximativa gasita,
aproximeaza solutia exacta in orice punct al intervalului [0, 1].

Sa consideram acum problema mai generald

-x"O)+o()x@)=f(t), 0<t<1,

x(0)=x(1)=0, (39)

o(t)>0 sicontinud pe [O,l] .

Problema este abordata variational In Exemplul 4. Consideram deci
operatorul

Ax(t) =—x"(t) + o (t)x(¢) .

Daca functia f este continud pe [0,1], atunci existd solutie unica a
problemei (59) si xeC 2 ([0,1]). Pentru determinarea aproximatiei element finit
X(t) asolutiei x(#) vom folosi, pentru inceput, polinoamele spline cubice.

Fie 7 :0=¢,<t <.<t,=1, o diviziune cu noduri echidistante si
functiile EO, El, . En , din §8.6.2. Tn acest caz ¢; (t)=§,- (t) , i=0,n. Aceste
functii apartin domeniului de definitie al operatorului 4.

Aproximatia element finit Xx(#) a solutiei exacte x(f), va fi

nooL
X(t)= Y ¢;B;(t), unde c¢=(cy,cy,....Cp, )T este solutia sistemului algebric liniar
i=0

In acest caz, elementele matricei de rigiditate sunt

1
b =<A§i,§ j>= [ [E;(t)E}- (1) +o()B;(1)B; (t)]dt i, j=0,n,
0
iar

1 I
d;=[f(OB;t)dt , i=0,n .
0
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Matricea de rigiditate sau matricea energie va fi o matrice banda de tip 7.
Matricea energie si termenul liber se pot calcula folosind, de exemplu, metoda lui
Gauss cu doud noduri.

In ceea ce priveste eroarea, se poate demonstra

Teorema 4. In ipotezele de mai sus si daca f e C* [0,1], atunci existi o constanta
K, independenta de n, astfel incdt
||x - )Nc”oo = sup |x(t) - )?(t)| <Kh®
x€|0,1

(unde h este pasul retelei) .

Sa analizdm acum situatia in care functiile de forma nu apartin domeniului
operatorului A4, cum este cazul cand acestea sunt polinoamele liniare pe portiuni
date de (58). Vom proceda ca in exemplul de la inceputul sectiunii. Deci

n
X(t)=Yc;p;(t), cu ¢ datede (58). Acum
i=l
1 P
b;; =j((o,fgo;- +0gol-goj)dt , i, j=1n
0
(derivatele sunt luate in sensul distributiilor).
Matricea de rigiditate va fi o matrice banda de tip 3.
Se poate demonstra

Teorema 5. In ipotezele de mai sus si dacad f € C|0,1], existd o constanta K
independentad de n, astfel ca
e - %] o< K.

Se observd cd daca in aproximare folosim functii de bazad mai netede,
obtinem o aproximare mai buna. Se ajunge 1nsd la un sistem liniar algebric cu mai
multe elemente nenule. In cazul polinoamelor cubice spline se obtine o matrice
banda de tip 7, in timp ce 1n cazul polinoamelor pe portiuni de grad intai, se obtine
o matrice banda de tip 3.

§8.8. Metoda elementului finit pentru probleme la limita
pentru ecuatia lui Laplace in plan

Fie G:(_E’ij(_§’§)CRz si C frontiera sa. Se cere sa se

gaseasca solutia ecuatiei
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o*u  o%u
2 + 2
ox oy

cu conditiile la limita

u[x,izjzo , |x|££
2 2

/4 /4
u[iz,y]—o , |y|£5.

Problema este abordatd variational in Exemplul 5, rezolvarea sa fiind
echivalenta cu cea a minimizarii functionalei

12RO N2 1 8]
F =I5 + (5D drdy+2[u(x,y) drdy
G G

=2, (60)

(61)

pe multimea
W={ueC*(G)nC(G); u=0 pe C}
Pentru orice u,veW, areloc
12Tz Y TRz Y
(v)_ g =[[(Z =+ =D dxdy .
G & & & &

Pentru gésirea solutiei aproximative a problemei (60)-(61), vom folosi
elementele finite dreptunghiulare construite in sectiunea 6.2, care nu apartin lui .
In consecintda W nu este ,spatiul bun” pentru rezolvarea acestei probleme cu
elemente finite dreptunghiulare.

Pentru a depasi aceasta dificultate, sa constatdm, mai intai, ca notiunea de
derivata 1n sensul distributiilor, introdusa in sectiunea anterioara pentru functii de o
variabild, se extinde, in mod corespunzator la functii de mai multe variabile.

, ar o <
De exemplu, functia  g(x,y) este = in sensul distributiilor, daca

satisface
ﬂg-(pdxdyz—ﬂuﬂdxdy , (V)peCl', 9=0 pe C .
G G ﬁx
Fie
HY @) =tuel?(G) :u, 2% T e2(G) ,u=0 pe C)
ox Oy

(derivatele partiale sunt luate n sensul distributiilor) .
Spatiul W este dens In H (1) (G), H%)(G) fiind spatiul energetic al
operatorului -A. Spatiul H (1) (G) este spatiu Hilbert 1n raport cu produsul scalar
12 TRz R TR Y

(u,v>=g(uv+g-g+5-5)dxdy.
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Pentru gisirea solutiei aproximative, partitionaim domeniul G in (n+1)
patrate, folosind 2n paralele (echidistante) cu axele de coordonate.

Functiile de baza utilizate sunt Vi i, j=1,n, date de (55) si satisfac
conditiile la limita (61). Cautam solutia aproximativa de forma

n n
1/7()C, J/) = Z chl//y (X,y), (62)
i=1 j=1
constantele Cij > i,j= I,_n , urmand a fi determinate din urmatorul sistem obtinut
din (25)

n n A o A o
S Sep [IEAL LD Vi V0 gy 12y dxdy =0
k==l ¢ KX & & P G

(63)
iL,j=Ln
sau inca
n n o
> Yagucn +2f[wydedy =0, i,j=1n
k=11=1 G
unde
Wy .\ Op; O
aji = [ () —= (e (e (1) +—-
¢ & &

é’ R
;f (y)%(x)(pk ()e; ()] d dy,
functiile ¢; ,

i=1,n , fiind date de (43).
Mai intai sa calculam

Xitl Vil
[ dxdy =[] @i (x)p; (Mdxdy = [g;(x)dx- [, (x)dx=h> .
G G

Xi-1 Yiq
Tindnd seama de suportul functiilor — y;; (x,y) , sistemul (63) se mai
scrie sub forma
i+l Jj+l 5 o
Z z al-jklckl+2h =0, 7, j=Ln .
k=1-1 I=j-1

Calcule elementare arata ca:

T

2

[o2ndi =2,
; 3
x )

o N

[0t (00, (1)t =§ ,

NN

—o N

' 1 , 2
Pi (O (dt=——, [pi*(di==.
h - h

N

2
2 c = 1 T 1.1 V7 1 .
In consecinta ikl :—5 , k=i-1i+1, I=j-1,j+1, cu exceptia
elementului a;; =§, deci sistemul (64) devine
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1 i+l J+l ’ —
3¢jj—— X e +2hm=0, i j=Ln . (65)
3 k=in1 1=j-1

Solutia exacta a problemei considerate este
V¥ 5 8 & (-1 eh(2k-1)y
u(x,y)=— —| +x°+—-> cos(Zk—l)x.
2 7 =2k 1) ch((2k-1)x/2)
Valorile solutiei aproximative in nodurile din figura :

[03) 53)
) 10 |9 |7 272
4
8 6
3
5
2
(0,0

1
sunt date in urmatorul tabel :
Nodul n=3 n=7 N=15 Solutia exacta
1 - 1,534 - 1,473 - 1,459 - 1,454
2 - 1,321 - 1,308 - 1,304
3 - 0,950 - 0,907 - 0,897 - 0,894
4 -0,370 -0,362 - 0,359
5 - 1,394 - 1,381 - 1,376
6 -1,089 - 1,078 - 1,075
7 -0,566 - 0,559 -0,556
8 - 1,278 - 1,146 -1,135 -1,132
9 - 0,666 - 0,660 - 0,658
10 - 0,698 - 0,692 - 0,690

In continuare, reluim problema Dirichlet-Neumann din Exemplul 7, pe
care o vom concretiza. Considerdm patratul G =(0,1)x(0,]) c R 2 , din figura, cu
frontiera C; U C,, unde C; =0C U CB U B4 si C=0A.

Problema (36)-(38) se scrie

“Au=f in G, (66)
u=0 pe OC,CB si BA, (67)
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@=—@=g pe OA (68)
& &
Vom considera o retea de tip v A
diferente finite, cu pasul h=k 1 pe c G 5
n

OC , respectiv OA. Decupam apoi
fiecare patrat astfel obtinut in doud
triunghiuri si obtinem o triangularizare de
tip elemente finite. Fie u(x,y) solutia C C

aproximativa definitd pe G si nu numai
in puncte izolate, cum se intdmpld in
cazul diferentelor finite. Vom utiliza x

pentru triangularizarea de mai sus, spatiul (0] G 4
P al functiilor continue pe G i afine pe
portiuni construite in sectiunea 6.2. Aceste functii nu apartin insd spatiului

V= CI(G) N CO(C_i) din exemplul 7. In consecinti, ¥ nu este ,spatiul bun”,
alegerea buna fiind spatiul

HY (G)=uel*>G); u, _au

, 5eLZ(G>}

(derivatele sunt considerate in sensul distributiilor), pentru care P este subspatiu.
Cautam solutia # de forma

i(x,y) = zl i (), (69)

s fiind numarul varfurilor, functiile y; , i=1,5 sunt functiile de baza

corespunzatoare triangularizarii, iar coeficientii ¢; , i=1s, urmeaza a fi

i »
determinati. Pentru simplitatea expunerii, vom presupune ca varfurile de pe C;

ocupd ultimele pozitii, n+l, n+2, ..., s. Asadar vom avea c¢; =0, i=n+1ls,

necunoscutele propriu-zise fiind ¢; , i=1,n. In definitiv

n
u(x,y)z Zcil//i(xay)a (70)
i=l
necunoscutele ¢; trebuind determinate din conditia ca % sa satisfaca sistemul
(41), adica

n —
Y alyj.yie; =[] fydxdy+ [gy;dx , i=ln , (71)
G

J=1 c,

unde

aly j.vi)= legrady; -grady jddy .

Y



276 Bazele Analizei Numerice

Notand
aj=a(y;,y;), L, j=lLn, b =] fy;dxdy+ [gy;dx , i=ln, (72)
G C2
sistemul (71) se scrie
n _
z al-jcj Zbi , izl,l’l. (73)
j=1

Asadar se pune problema rezolvarii unui sistem de »n ecuatii liniare,
numite nodale. Dacd x  este vectorul coloana al necunoscutelor ¢; si b
vectorul coloana termen liber din (73), atunci sistemul (73) se scrie sub forma

Ax = b, (74)
unde matricea A4=(a;) , i j=Ln, se numeste ,matrice de rigiditate” si este

evident simetrica. Mai mult, matricea A4 este §i pozitiv definita.
Intr-adevar

n n n n
M ax=Y Yaywec;=d Sew ;.Y |=]f(gradii) ddy>0.
i=1 j=1 j=1 i=1 G

Totodatd x’Ax=0, implicdi grad# =0 in multimea conexa G, deci #
este constantd pe G. Dar u se anuleaza pe C;, deci =0 in G si in consecinta
x=0, adicd A4 este pozitiv definita. Prin urmare matricea A este nesingulara, deci
sistemul (73) admite solutie unica.

Matricea 4 nu este numai simetrici cisi rard (are multe zerouri). Intr-
adevar supp y; este constituit din mulfimea triunghiurilor care il au pe 4; ca
varf. Deci elementul a; are sanse sa fie nenul, dacd si numai daca 4; si 4;
sunt varfuri ale cel putin unui acelasi triunghi.

Elementul a;; este integrala pe supp y; Nsuppy ;, adica pe o reuniune

de triunghiuri. Integrala fiind ,,functie aditiva de multime”, se va calcula pe fiecare
triunghi si adunand rezultatele obtinute.

Spre exemplu, in figura alaturatd a; este integrala din grady, - grady ;

pe cele doud triunghiuri marcate, integrandul (constant) avand o expresie diferita
pe fiecare din cele doud triunghiuri in chestiune.

In practici se procedeaza astfel: se
initializeaza coeficientii a; cu zero. Se

trece 1n revista fiecare triunghi, adunand
valorile care reprezintd contributia
acestui triunghi la coeficientii  a;;

corespunzatori (pana in acest moment
acestia reprezinta contributiile aduse de
triunghiurile  precedente).  Vectorul
coloand b se poate calcula in acelasi
timp cu matricea A.
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De remarcat cd a; >0, (V)i =1,n. Matricea 4 nu este totdeauna

diagonal dominantd. A4  fiind simetrica si pozitiv definitd pentru rezolvarea
sistemului (74) se poate aplica o factorizare de tip Cholesky.
Bineinteles ca se pot aplica si metode iterative.

Pentru calculul termenului liber in (73), vom utiliza o formula de
cuadratura numerica si anume:

h(A4,)+h(4,)+ h(A
[, ) dedy = S() 2 (3q) “), (75)
T
daca T este triunghiul A, A, A4, respectiv
b
[v(x)dx=(b- a)w (76)

a

Formula (76) nu este altceva decat formula trapezului; are o precizie de
ordinul 2: dacd f este regulati (local de clasi C*) si b-a = h— 0, atunci
integrala pe (a,b), care este de ordin %, este aproximati de ordinul O(%’). In
ceea ce priveste (75), este formula echivalentd formulei (76) in dimensiune 2; are o
precizie de ordinul 2.

Avand 1n vedere simplitatea
si  repetitivitatea  retelei, este 2
suficient sa scriem (71) intr-un nod
interior lui G si intr-un nod pe OA
(extremitatile se exclud daca u =0
in O si A4). Sa analizdm mai intai 1
cazul unui nod interior lui G, cain 0
figura alaturatd. Vom utiliza o
numerotare locald, nodul fiind notat 5
cu indicele ,,0”, iar celelalte cu 1,
2, 3, 4, 5, 6. Functia Wo,
reprezentatd pe axa Oz este o piramida de inaltime 1 pe verticala din nodul 0 sia
carei baza se intinde pand la nodurile imediat vecine, 1, 2, 3,4, 5, 6 , prelungita
in planul orizontal.

Asadar supp y( este hexagonul 123456. Din (73) se obtine

6
2 apic; =bg, (77)
i=0

cu ay si by date de (72). Prin translatie si simetrie se constatd cd ag; = ao4 ,
Aoz = Aos, Aoz = Aoe -

Pe fiecare triunghi din  suppwy,  gradyy  este un vector constant,
deoarece 1n fiecare triunghi yp are forma

wo(x,y) =Ax + By + C, deci gradw, =Ai + Bj.

De exemplu, daca nodul O are coordonatele (iA, jh), h fiind pasul

retelei, atunci pe triunghiul 012, impunénd conditiile
wo(ih, jh) =1, yo((i+1)h, jh) =0, ya(ih, (j+1)h) =0,
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se obtine

1 1 1
A=——, B=——, deci gradyy=|—-—,——
7 graayo = ( n’ h)

De remarcat ci grady, nu depinde de i si j. In mod asemanitor se
poate calcula gradyy si pe celelalte triunghiuri care compun suppyp si de
asemenea gradyp, i=1,6.

In consecinta, integrala pe fiecare triunghi este egald cu produsul dintre
2
aria triunghiului 5 cu un produs scalar obisnuit.

Sé calculdm acum ap; , i=1,6. Suppy, este hexagonul 123456.
Avem:

pe 012, grady, :( ! !

——J pe 045, grady, —(l —J

wl—‘

h h'h

pe 023, grady —(0, ) ; pe 056, grady =(0,%};

pe 034, grady, (h J pe 061, gradwo—[—%,OJ;

suppy g Nsuppy =0120061:

1 11
e 012, grady;=|—,0|; pe 061, grady;=|—,— |
p grady (h j p grady, [h hj

suppy o Nsuppy, =012 0 023;
1 11
pe 012, grady, =(0, Zj ; pe 023, grady, —(; ;j

supp oy Nsupp 3 = 0230034 :

pe 023, gradw{—%,oj; pe 034, gradt/fs{o, %j

In consecinta:

ago = [[(gradyg ) dxdy , S=0121023 U034 045U 056 L 061,
S

00 =5 | 7 " 57 T, Ty Ty T T | T
2\n? n® nE ot R R
agy =agy =[[grady - gradydxdy , S=0120061 , deci
S

deci

ap) =ag4 =—1
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agy =ags = [[grady - grady,dxdy , S=0120023, deci
S

agy =aps =-1

agz =age = [[grady - gradyzdxdy , S =023 034, deci
S

ap3 =agpe =0
Deoarece @=0 pe C,, conform (72), by = [[ fwqdxdy,
S
S=0120023 U 03400450056 U061 , deci

b~h21 P T A L A TILY e e
057 3fo +3fo +3f0 +3f0 +3fo +3f0 =h" fo,
conform formulei (75) si tindnd seama ca ¥, se anuleaza in nodurile 1, 2, 3, 4,
5,6 si iavaloarea 1 innodul 0. S-anotatcu f; valoarea functiei f in nodul O.

Asadar ecuatia nodala (77) se scrie

deg—c1—Cy—Cr—c5= hzfo,
sau
] —2cog+cyq4 ¢y —2cy+cs
R

Se regaseste discretizarea ecuatiei —A4 u = f, cu diferente finite, dupa
binecunoscuta schema ,,in cruce”.

Sa analizdm acum cazul unui
nod pe OA, numerotarea locald fiind
cea din figura.

Aceste noduri sunt similare cazului
nodului interior fiind evident de doua ori
mai putine.

in consecintd agp =2, ap=-1,
aps = 0 (ultimele doua valori fiind ca

fo- (78)

. 1
acolo), iar ag; = ags = Y (deoarece se

2
ia in calcul un singur triunghi). Din aceleasi motive |[ fyqdxdy zh? fo
G

0 1
(3 triunghiuriin loc de 6) si [gyodx=[+ [ = h-[lgo -l-l—lgo -lj, unde gy
G 4 0 2 2
, fo suntvalorile lui g respectiv f innodul 0. S-au utilizat iarasi (75) si (76)
sifaptulcd yy este 1 innodul O sise anuleaza in celelalte.
2

Asadar, 1n acest caz by =7 fo +hgo. Ecuatia nodala corespunzatoare

este
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2
1 h
¢y —2¢ +§(04 +Cl)=—hgo—7fo- (79)
In ceea ce priveste convergenta metodei, daca % este marimea
elementelor finite (de exemplu diametrul), atunci lema Iui Bramble si Hilbert
precizeaza ca

=i -0t
unde
2 2
I [ D
@G |2xl2@ |19y 2(6)

deci aproximarea este de ordinul 1. Pentru obtinerea unei aproximari de ordin mai
mare, se impune utilizarea unor polinoame de grad mai mare (nu de gradul unu),
deci introducerea unor elemente finite noi care comportd mai multe noduri.

Exercitii

Sa se determine functionalele asociate problemelor la limita:

{p(x) % + () = £(x),
X

1. Se cautd ueCz[a,b] care satisface: _di

x
u(@=u(b)=0, unde peC'(a,b]), qeC(a,b)), feLl’(@b), p(x)zpo>0,
q(x)=>0.

b
R. F(u)=[[p(x)u? (x) + g(x)u? (x) = 2.f (x)u(x)]dx .

a

2. Fie GcR? un domeniu marginit de curba C. Se cauta ueC 2(G) care

satisface:
2 2
Au:—a—;‘—a—;’zf, fel’(G),inG,
ox 0
ou 0
—+0(Pu|c=0, ceC”(C),unde o(P)=0c(>0.
n
R. F(u)=|[(grad u)2 dxdy + IG(P)uzds = [[ f(x)u(x)dxdy .
G C G

3. Fie GcR? un domeniu marginit de curba C. Se cauta ueC4(G) care
satisface:
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AAu) = f, feL%G)lnG
u| Ou lc=0
C_a_C
0%u 0%u
R. F(u)= H[(—) +(—) +28_8y_] 2] f (x)u(x)dxdy .

4. Fie triunghiul A4,4,A4; , unde A,(x;, y;) , i=1, 2, 3. Daca P; = 4;, j=1, 2, 3, iar Py,
Ps, Ps sunt mijloacele laturilor 4,4,, A,A3, A3A; respectiv, sd se arate cd functia

polinomiald de gradul al doilea care ia in punctele P; valorile u;, j=1,6 este

6

M(X,J’)zzujﬂj(X,J’)a unde /uJ:/IJ(zﬂ“J_l): j:1:2a3 5 /,[4242112 5
j=1

Hs =40, A3, ug =434, functiile A; fiind date de (51).

5. Folosind elemente finite triunghiulare, sa se gaseascd solutia aproximativa a
2 2
e s 6 :
problemei la limita: — =4, (x,y)eCG , u(x,y)= x?+ y2 pe frontiera
Ox

hﬂG,G:«LweRﬂMsLMsu.



	an01
	0. Erori
	§0.1. Tipuri şi surse de erori
	§0.2. Reprezentarea numerelor în calculator


	an02
	1. Sisteme de ecuaţii liniare
	§1.1. Metoda Gauss. Factorizarea LU
	Algoritmul pentru factorizarea LU
	Algoritmul Gauss pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii lin


	§1.2. Matrice simetrice pozitiv definite
	Fie

	§1.3. Metoda Cholesky
	Numărul de operaţii pentru determinarea matricei R

	§1.4. Metoda Householder. Factorizarea QR
	Algoritmul Householder pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţ

	§1.5. Norme de matrice
	§1.6. Perturbarea sistemelor liniare.
	Numărul de condiţionare al unei matrice
	§1.7. Metode iterative de rezolvare a
	sistemelor de ecuaţii liniare
	§1.8. Metode de relaxare. Principiile de bază
	§1.9. Metoda relaxării simple
	§1.10. Metoda deplasărilor succesive (Gauss - Seidel)
	§1.11. Metoda suprarelaxării
	§1.12. Metoda gradienţilor conjugaţi
	Fie

	§1.13. Metoda celor mai mici pătrate
	Evident, un asemenea sistem poate să nu aibă soluţie. Fie


	Exerciţii
	R. Se observă că matricea coeficienţilor sistemului


	an03
	2. Sisteme de ecuaţii neliniare
	Exemplul 1.
	§2.1. Metoda aproximaţiilor succesive
	§2.2. Metoda  Newton - Raphson
	Exerciţii


	an04
	3. Vectori şi valori proprii
	§3.1. Metoda rotaţiilor a lui Jacobi
	§3.2. Metoda Householder pentru
	tridiagonalizarea matricelor simetrice
	§3.3. Determinarea valorilor proprii ale matricelor
	simetrice tridiagonale
	Exemplul 2.

	Exerciţii

	La iteratia a 16?a se obtine aproximatia   c = 7.74529,  iar   P(c) = 0.00023 , P(()   fiind polinomul caracteristic.
	Luând

	La iteratia a 20?a se obtine aproximatia   c = 7.61384 ,  iar   P(c) = 0.00001 , P(()   fiind polinomul caracteristic.

	an05
	4. Interpolarea funcţiilor
	§4.1. Polinomul de interpolare al lui Lagrange
	Considerăm de asemenea schimbarea de variabilă
	Fie    .


	§4.2. Interpolarea iterativă. Metoda Aitken
	§4.3. Polinoame Cebîşev
	§4.4. Funcţii spline cubice
	Exerciţii


	an06
	5. Integrarea şi derivarea numerică
	§5.1. Formule Newton-Côtes
	§5.2. Formule Gauss
	§5.3. Integrarea numerică a integralelor duble
	§5.4. Diferenţe divizate. Polinomul de interpolare al lui Ne
	§5.5. Derivarea numerică
	Exerciţii


	an07
	6. Rezolvarea numerică
	a problemei Cauchy pentru ecuaţii diferenţiale
	§6.1. Generalităţi
	Atunci pentru un  \( > 0 convenabil, exi�

	§6.2. Metode directe
	Integrarea numerică a ecuaţiilor diferenţiale de ordinul înt
	Exemplu. Să se determine valoarea aproximativă a soluţiei ur


	Exerciţii
	y



	an08
	7. Rezolvarea numerică a problemelor la limită pentru ecuaţi
	§7.1. Metoda reţelelor (a diferenţelor finite)
	§7.2. Metoda energiei
	Exerciţii


	an09
	8. Introducere în metoda elementului finit
	§8.1. Spaţii   Hilbert
	§8.2. Teorema variaţională fundamentală
	§8.3.  Metoda  Ritz
	§8.4. Metoda lui Kantorovici (metoda semidiscretă)
	§8.5. Metoda lui Galerkin
	§8.6. Aproximarea funcţiilor
	8.6.1.  Aproximarea prin polinoame pe porţiuni.
	Cazul unidimensional
	8.6.2. Aproximarea prin polinoame pe porţiuni.
	Cazul bidimensional

	§8.7. Metoda elementului finit pentru probleme bilocale
	§8.8. Metoda elementului finit pentru probleme la limită   p



