GAVRIIL PALTINEANU PAVEL MATEI

ECUATII DIFERENTIALE SI CU
DERIVATE PARTIALE

Note de curs

Bucuresti
2007



CAPITOLUL 2

SERIT FOURIER

2.1. Serii trigonometrice. Serii Fourier

Fie functia f :[a,b] > R. Reamintim cd punctul x, €[a,b] se numeste punct de
discontinuitate de prima speta al functiei f dacd limitele laterale f(x,—0) si f(x, +0)
exista si sunt finite.

y Definitia 2.1.1. Functia f :[a,b] > R se numeste

continud pe portiuni daca este continua pe [a,b] cu exceptia unui

numadr finit de puncte de discontinuitate de prima speta (fig. 1.1).
O astfel de functie este integrabila.
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Reamintim ca functia f:R — R este periodica de perioada T’
daca f(x+7)=f(x), VxeR.

Fig. 1.1

Lema 2.1.1. Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2r . Atunci

a+2r T

[ feryde= [ frde.

Demonstratie. Pentru aceasta este suficient sa observam ca

a+2rw T

[Fac= [ reacs [ fedes [ F@ds.

a+2rw

Cu schimbarea de variabild x =¢— 27z , obtinem

T

[ feode= [ roa=—] o,

deci

jff(x)dx%— ]Ef(x)dx:O,

a+2rw

de unde rezulta lema. m

In general, daca f are perioada T, atunci
a+T T

[ feodx=] fx)dx .
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Definitia 2.1.2. Fie («,) ., (8,),>; doud siruri de numere reale. Seria de functii
%+Z(an cosnx + 3, sin nx) (1)
n=1

se numeste serie trigonometrica de coeficienti ,, n>0, £, n > 0. Sumele partiale ale unei
astfel de serii de functii
ay ~ .
—+ Z(ak cos kx + f, sin kx)
2 i3
se numesc polinoame trigonometrice.

Definitia 2.1.3. Fie functia /' : R — R, periodica de perioadd 27, continud pe portiuni
pe orice interval compact si fie

a, =l Jf(x)dx , a, =l '[f(x)cosnxdx, b, =l If(x)sinnxdx, n>1.
4 - 4 - 4 -
Atunci seria trigonometrica
ay

> + z (a, cosnx + b, sin nx) (2)

se numeste seria Fourier atagata functiei f , iar coeficientii a

n=l

b, se numesc coeficientii

n?

Fourier ai functiei f .

Definitia 2.1.4. Functia f :[a,b] > R se numeste continuu diferentiabila pe portiuni
(sau neteda pe portiuni) pe [a,b]dacd este derivabild pe [a,b] cu exceptia unui numar finit
de puncte si ' este continud pe [a,b] cu exceptia acestor puncte in care are limite laterale
finite.

Teorema 2.1.1. (Dirichlet). Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2r ,
continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact [a,b] — R . Atunci seria Fourier
(2) este convergenta pe R si avem

a—°+Z(an cosnx +b, sinnx) = f(x—O);f(x+0) , VxeR,
n=1

unde

a, :lj-f(x)cosnxdx, neN, b, :ljf(x)sinnxdx, neN".
T T

Observatia 2.1.1. Daca, in plus, f este continud pe R , avem

f(x) = "7°+ 3 (a, cosnx+b, sinnx), VxR
n=l1

( f se dezvolta in serie Fourier pe R ).

Observatia 2.1.2. Dacd functia f este pard, atunci b, =0, ne N". Daca functia f

este impard, atunci @, =0, neN.
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Exemplu. Si se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [-z,7] functia f(x) = x".
Fie /" :R — R, functia obtinuti prin prelungirea prin periodicitate, cu perioada
T =2r,afunctiei f . Deoarece functia este pard, coeficientii b, sunt nuli. Vom calcula

coeficientii a,. Avem:

T 3
2
Ixzdx: ,
L 3
T
T sinnx|” 27
J‘xz cosnxdx = x* ——jxsinnxdx:
- n - n—oo
2 cosnx|” 1% 4r(-1)"
=——|—X +—Icosnxdx =#, n>1.
n n S [ n
N . 27 -1)" )
In consecintda a, =——, a :4-u, b =0,n2>1,deci
5 0 3 n 2 n

2 n

=2 (-1

x2=%+4'§ ( 2) -cosnx, Vx e[-n,x].
n=l1 n

In particular, pentru x = 7 obtinem o identitate cunoscuta, datorata lui Euler:
0 1 B 7[2
276

n=1 1

Teorema 2.1.2. (Fejér). Fie f:R — R o functie continud, periodica de perioada
2z,

a C .
s, :70"‘2(% coskx+b, sinkx), neN
k=1
si sumele Fejér de ordinul n
So+8 o ts,

o

n

.
,neN .
n

Atunci sirul de functii (o), converge uniform la f pe R.

Teorema 2.1.3. (Weierstrass). Fie f:R — R o functie continua, periodica de
perioada 27 . Atunci pentru orice & >0 exista un polinom trigonometric T, astfel incdt

|r-T.

<¢&.

Demonstratie. Fie m, € N astfel incat Hap -f H < &, pentru orice p > m,. Putem alege

T. =0, ,unde o, estedatde Teorema lui Fejér. m

& m, m,

Teorema 2.1.4. (Weierstrass). Daca functia f :[a,b] > R este continua, atunci

pentru orice & >0 exista un polinom algebric P, astfel incat || f- Pg” <E&.

&
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Demonstratie. Pentru inceput, fie f :[0,27] - R o functie continua care satisface

f(0)= f(27r)si f prelungirea prin periodicitate pe R a functiei f . Conform Teoremei

2.1.3, pentru orice ¢ >0 existd un polinom trigonometric 7, astfel Incat

=< e

p
T, :%+Z(ak coskx + [, sinkx) .
k=1

Dezvoltand in serie functiile cos si sin, rezultad ca existd un rang m, astfel incat
mé’
k
T, — z a,x
k=1
m,
Notand P.(x) = Za X", rezultd ci
k=1

|f -~
Sa presupunem acum ca functia f nu mai satisface conditia f(0) = f(27), deci
f(0)# f(27). Consideram functia continua

g:[0,27]> R, gx)=f(x)+
Atunci g(0) = f(0), g(27) = f(0), deci g(0) = g(2x) . Conform celor de mai sus,

pentru orice ¢ > 0 existd un polinom P, astfel incat || g—-P

&

£
<—.
2

<é&.

S(0)-f(@2x) .
27 '

< &, adica

f(x)+wx—ﬁ(x) <g, Vxel0,2x].
V4

Notand Q, (x) =P, (x) - wx , rezulta ca
T

| -0,

In sfarsit, fie f :[a,b] - R o functie continua si

<é¢&.

hi[027] > [a.b].  h(t)=a+2=%
27

Evident, 4 este un homeomorfism. Consideram functia g:[0,27] > R,
g(t)= f(h()), Vt €[0,27]. Tinand seama de cele de mai sus, rezulta ca pentru orice & >0

existd un polinom P, astfel Incat || g—P.|<¢,adica

[f(h(@e) - P.(0] <&, Vi [0.27].
In consecinta,

f()=P.(h7 (x))| < &, Vx €[a,b].
Notand Q, = P.oh™', rezulta cd

lr-0.

<é.n
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2.2. Serii Fourier generalizate

Fie (H,<->) un spatiu prehilbertian real si fie {e,,e,,...,e,,...} un sistem ortonor-
mal de elemente din A . Asadar avem:

1, dacdi=j
<e,e; >=0, = .
' 0, dacai#j
Fie x € H oarecare. Coeficientii Fourier (generalizati) ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e,,...} se definesc astfel:
*
&, =<x,e,>,neN , (D)
iar seria

See, . ®)

n=1

se numeste seria Fourier atasata lui x in raport cu sistemul ortonormal {e, ,e,,...,e, ...} .

Teorema 2.2.1. <

n
xX— Zciei

i=1

n
X = Zé:iei

i=1

, Ve,eR,1<i<n.

Demonstratie. Intr-adevar:
n 2 n n
x—Zciei :<x—Zcie[,x—chej >=
i=1 i=1 j=1
P n n P n n
_ 2 2 2
=l =22 g+ el =+ 2 -6 - 287
i=l i=l i=1 i=1

Asadar, avem
2

= Yee| =+ 287 -Ye ®

Evident aceasta expresie este minima dacd ¢, =&, , 1 <i <n.Rezulta ca

n n
X — Zﬁiei <|x- Zciei
i=1

i=1

,Ve,eR,1<i<n.m

Corolarul 1. Daca &,, ne N, sunt coeficientii Fourier ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e, ...} , atunci are loc inegalitatea lui Bessel:

e <l )

Demonstratie. Din (3) rezulta ca

n 2 ) n
2
x=2 el <[iT =287
i1 i1

0<

deci



2. Serii Fourier 7

n

2.6 <

i=1
Facand n — oo, se obtine (4). m

Definitia 2.2.1. Sistemul ortonormal {e,},., se numeste inchis daci Sp({e,},.,) este

dens In H , deci daca pentru orice x € H siorice ¢ >0 existd ¢,c,,...,c, € R astfel incat

Teorema 2.2.2. Daca sistemul ortonormal {e,}, ., este inchis atunci are loc

identitatea lui Parseval:

b =3 ©)

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca
.
<36 (6)
i=1
Fie £ > 0. Atunci existd ¢,,c,,...,c, € R astfel incat
n
X — Z c,e,
i=1

Din (3) obtinem

n
x— Zciei

i=1

<¢&.

n

= ”x”2 +;(ci _é:i)z _Zé:iz 2 ”x”2 _Zl:égiz .

i=1

gr >

Asadar

n

Yéi+et >
i=1
Cum ¢ este arbitrar, facand n — oo, rezulta (6). m

Definitia 2.2.2. Un sistem ortonormal {e, } ., se numeste complet (total) daca orice
x € H care satisface & =< x,e, >= 0, pentru orice i € N*, coincide cu elementul nul din H ,

deci x=0,.
Teorema 2.2.3. Orice sistem ortonormal inchis este complet.

Demonstratie. Deoarece &, =0, Vie N, din egalitatea lui Parseval rezultici x=0,, .

Afirmatia reciprocd nu este adevarata in general. Se poate ardta ca Intr-un spatiu
Hilbert cele doua notiuni coincid.
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Fie [a,b]— R. Vom nota cu C ([a,b]) spatiul vectorial al functiilor continue pe
portiuni pe [a,b] care satisfac

f(x)=%'[f(x—0)+f(x+0)], Vx €la,b].
Evident C([a,b]) = 5([a,b]) . Pe 5([a,b]) definim urmatorul produs scalar

< f.g>= [ f(D)gx)dx, ¥f,g € C([a,b)).

Intr-adevar, se verifici usor ci daci f, g, fi.f, € 5([a,b]), atunci:

<fitf.8>=<f,g>+<f,,g>,
<of,g>=a< f,g>, VaelR,

<f’g>=<g’f>7
<f,f>=0.

Vom ardta acumca din < f, f >=0, rezultd ca f =0. Sa presupunem ca
b
j FA(x)dx=0.

Fie Ata=x,<x, <..<x,_, <x, <..<Xx, =b odiviziune a intervalului [a,b], astfel
incat functia f* este continua pe intervalul (x,_,x,). Consideram functiile
g x_,x]>R,1<i<n,

f(x,,+0), dacax=x,,

g(x)=9/(x), dacaxe(x,,x),

f(x,=0), dacd x = x,.

Functia g, este continua pe [x, ,,x,] s1 0 = I fH(x)dx = I g7 (x)dx . In consecinta

g, (x)=0, Vxe[x,,,x;],dect f(x)=0, Vxe(x,_,x;), f(x_,+0)=0, f(x,—0)=0.
Atunci pentru orice i,1<i<n-1,

f@J=%Lﬂ%—®+fwﬁﬂﬂ=0

Prin urmare f(x) =0, Vx €[a,b].

fn concluzie, C([a,b]) este un spatiu prehilbertian.

Fie acum spatiul prehilbertian H = C([-,7]) Sa considerdm in acest spatiu sirul de
functii trigonometrice
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,..., COS nx, Sin nx,... . (7)
Se deduc cu usurinta urmatoarele formule importante:

Tl-dx=27z, (3)
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T

[cosmrdr=0, meN, 9)
jsinmxdxzo, meN', (10)
” 0, dacam#n .

Icosmx-cosnxdx: § , mneN | (11)
7 7, dacaim=n

T . 0, dacim#n .

Js1nmx~smnxdxz § , mneN (12)
it 7, dacam=n

Isinmx-cosnxdxzo, mneN", (13)

=T

Sa dovedim, de exemplu, (11). Daca m # n, atunci din egalitatea
1
COS MX - COS X = 5 [cos(m +n)x + cos(m —n)x],

rezulta ca

s

-sin(m — n)x

-sin(m + n)x

}o.

jcosmx-cosnxdx:l-|:

2 |m+n

- -7

De asemenea

V.4 Vi

J-cosz mxdx=l- I(l+cos2mx)dx =l-(x+i~sin2mx)
2 ° 2 2m

-7

=7.

=T

Din egalitatile (8)-(13), rezulta ca sirul (7) este un sistem ortogonal. Pe de alta parte,
cum || f || =./< f, f >, din aceste egalitati rezulta ca
| :||sinnx||:\/;, neN".

In consecinté sistemul de functii

1 1
COS X, —=sin x, €08 2x, —=sin 2x,..., ——= COS nX, —=Ssin nx,... . (14)
N N7 N7 N7 A\ N7

este un sistem ortonormal de functii.
Fie a,,b,, coeficientii Fourier din Teorema lui Dirichlet. Notdm cu

n?
€y, €y,d,,¢,y,d,,...c,,d,,

no

coeficientii Fourier generalizati in raport cu sistemul ortonormal (14). Atunci:

e L _ |z
c0_<f,ﬂ>_m_jﬂf(x)dx \an

c, <f\/_cosnx>— | J.f(x)cosnxdxzx/;-an,neN,
Jr e

d smnx>—\/_.[f(x)smnxdx \/_bn,

n < f \/_

Inegalitatea lui Bessel devine
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%aé +xy (al +b))< [ £ ()dx
n=l1 -
sau
%aé +> (a2 +bf)s%.|.f2(x)dx. (15)
n=1 -

Se poate ardta ca sistemul trigonometric (14) este inchis. Rezulta ca are loc egalitatea
lui Parseval, adica

%ahg(a%bj)ﬁiﬁ(x)dx. (16)

Exemplu. In cazul functiei [ :[-7,7] > R, f(x)= -e", coeficientii Fourier

2shr
sunt
(_1)” n+l *
a, =1,a = , b, =(-1 . ,neN .
0 " 1+n’ - 1+ n?
Pe de alta parte

% hr

2(x)dx = ¢ .
_‘[{f ) 2shr

Din egalitatea lui Parseval obtinem
1 i 1 rnchrx
~1+n* 2shn’

2
de unde rezulta ca

i 1l rmchr-shr

“1+n’ 2shr

2.3. Serii Fourier pentru functii periodice de perioada T =2I

Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2/, continua pe portiuni, 2: R - R,
h(t)= L t si g:R—>R, g=foh.Functia g este periodicd de perioada 27 .
T

Intr-adevar
g(t+2r) = f(h(t+27))= f(it + 21) = f(iz) =g(t), VteR.
T V4
Daca f este continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact din R ,
atunci i g are aceasta proprietate. Daca, in plus, f* este continua, din Teorema lui Dirichlet
rezulta ca
g(t) = %)+ Z(an cosnt+b, sinnt), VieR,

n=1

unde
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n

a, =ljg(t)cosntdt, neN, b =ljg(z‘)sinntdt, neN".
T T,

/s :
Cum t = 7x, obtinem

f(x)= a—0+2(an cos%erbn sin%x), VxelR,
n=1

unde

I l
a, :%-J-f(x)cos%xdx, neN, b, :%-J‘f(x)sin%xdx, neN".
— —l

Exemplu. Sa se dezvolte 1n serie Fourier pe intervalul (-/,/) functia f(x)=x.

Functia fiind impara, rezultd cd a, =0, n € N. Prin calcul obtinem
2/
b,, — _(_1)n+1 .
nrx
Atunci

20 &) onx
x=—:) ——-sin—ux, xe(-/,0).
V4 ,,Z:‘ n / L)



CAPITOLUL 3

ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL AL DOILEA

3.1. Clasificarea ecuatiilor cu derivate partiale cvasiliniare de ordinul al
doilea

Formularea matematica a unor probleme fizice conduce la ecuatii cu derivate partiale
de ordinul al doilea. Multe astfel de ecuatii intdlnite in fizica si tehnicad sunt ecuatii liniare in
raport cu functia necunoscuta si derivatele partiale ale acesteia sau pot fi aduse la aceasta
forma in urma unor aproximatii convenabile. In acest capitol ne vom ocupa de ecuatii cu
derivate partiale de ordinul al doilea pentru functii de doua variabile.

Definitia 3.1.1. Fie Q c R o multime deschisd. Se numeste ecuatie cvasiliniard de
ordinul al doilea o ecuatie cu derivate partiale de forma

0’u 0’u o’u ou Ou
A(x,y)- +2B(x,y)- +C(x,y)- +D| x,y,u,—,— |=0, 1
(x,7) e~ (x,¥) oxdy (x,¥) o (xyu o 8y] (D

unde (x,y)eQ, A>+B>+C* %0 pe Q, 4,B,C sunt functii continue pe Q, iar functia D

este continuii pe Q. Necunoscuta este functia u e C *(Q) .

Vom incepe cu clasificarea acestor ecuatii. In acest scop vom determina formulele de
transformare a coeficientilor ecuatiei (1) la o schimbare a variabilelor independente x, y .

Fie Q,Q, < R’ multimi deschise si fie F:Q — Q,, definiti astfel:
F(x,y)=(&(x,y),m(x, ), ¥(x,y) € Q,

cu proprietdtile:
a) F este bijectiva;

b) FeCl(Q);
o6 o
ox Oy

c) detJ,(x,y) = (x,y)#0, V(x,y) e Q.
on on
ox Oy

Fie acum functia v=uo F~' :Q, — R. Atunci u=vo F, deci

u(x,y) = W0 ) n(x, ). b)

Cu aceastd schimbare de variabile, ecuatia (1) se va transforma intr-o noud ecuatie cu
derivate partiale pentru functia v. Reamintim formulele de derivare a functiilor compuse
invatate la cursul de Analiza matematica:
ou_ov 0 v on

& O ox on ox’
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13

u _ ov 8§ ov dn

oy o0& oy 877 oy’

ov 8§+8v o’n

o’u 0% (6§j 9 o%v 8_§6_f7 82 [@j
o 85 oson ox Ox 677 Ox

u _d'v o o | 2y (ag on & an}

85‘ o’

ox Oy 8y ox

oxoy 0E° ox Oy 8§8n

on ox*’

o*v on on , ov 6§+ e/,
on® ox oy 8§ oxoy 0n 8x8y

du_ o 86 v 0z on By (on) v 7 o o
o o0& 65677 o o on* \av) o& o’ on ot
Inlocuind in (1), obtinem
. o%v . 62v ov ov
A ? ) +2B 4 ) s 9 Vo —, )= 3
(&) oc (&,m) o on C'(&m o8 on )= 3)
unde
2
ox ox Oy oy
B*:A'%'@-FB' %@.}.a_g@ +C.%.%, (5)
ox Ox ox Oy Oy Ox oy Oy
C =4 [a”j +25.91.91 ¢, an) (6)
ox ox Oy oy

Se constata ca

% %
*2_ *. o 2 .ax ay
(B’ -A4"-C" =(B AC)@@
ox Oy

Asadar, in urma schimbirii de variabile, expresiile B> —A4-C si (B’ -4 -C
pastreaza acelasi semn sau sunt in acelasi timp nule. In consecintd, ecuatiile cu derivate

partiale de ordinul al doilea cvasiliniare se clasificd in modul urmaétor.

Definitia 3.1.2. Daci B’

—A-C >0, ecuatia se numeste de tip hiperbolic, daca

B*—A4-C=0, ecuatia se numeste de tip parabolic, iar daci B> —A-C <0, ecuatia se

numeste de tip eliptic.

Mentionam ca terminologia aceasta este pur conventionala.

Subliniem ca aceasta clasificare depinde de punctul (x, y), deoarece semnul expresiei
B> — 4-C depinde de punctul (x,y) € Q. Prin urmare, ecuatia (1) poate si nu aiba acelasi tip

pe intreg domeniul Q.

Exemplu. Ecuatia lui Tricomi
o’u 0u
vt 7=0,
ox° Oy
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este de tip mixt. Dacd y <0 ecuatia este de tip hiperbolic, daca y > 0 este de tip eliptic, iar
daca y =0 ecuatia este de tip parabolic. Aceastd ecuatie apare in aerodinamica. Domeniul
hiperbolic (y <0) corespunde miscarii subsonice, iar domeniul eliptic (y >0) descrie
migcarea supersonica.

Definitia 3.1.3. Se numeste curba caracteristica a ecuatiei (1), orice curba plana de
clasaC ', nesingulara, I  Q, de ecuatie ¢(x,y) = 0, care satisface ecuatia

2 2
A.[é‘_w] 125.992 00~ [00) _, )
ox ox Oy oy

Fie M,(x,,y,) un punct fixat al curbei caracteristicel'. Curba fiind nesingulara,

. 0 . T o
putem presupune ca g(xo, ¥,) # 0. Conform teoremei functiilor implicite, in vecindtatea

punctului M, curba are ecuatia y = y(x). Din relatia ¢(x, y(x)) =0, rezultd ca

op  Op
it it =0, 8
o oy y'(x) (8)

deci

ox oy
Inlocuind in (7), obtinem

Ay (x)-2B-y'(x)+C=0. 9)
Aceasta este ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice ale ecuatiei (1).

0 op
L=-ZL (),

Observatia 3.1.1. Coeficientii 4, B, C ai ecuatiei (1) nu sunt simultan nuli. Putem
presupune ci A # 0. Intr-adevar, dacd 4=0 si C # 0, schimband x cu y obtinem o ecuatie
incare A#0.Daca A=C=0, atunci B # 0, schimbarea de variabile x'=x+y, y'=x—-y

conducandu-ne la o ecuatie cu 4 #0. De fapt, in acest ultim caz, dupd cum se va vedea
ulterior, ecuatia (1) are deja forma canonica, deci nu mai este necesara nici o schimbare de
variabile.

Asadar, ecuatia (9) este o ecuatie de gradul al doilea in y'(x). Fie

V(@) = A, ) 0
o solutie a ecuatiei (9) si ¢(x,y)=C solutia generald a ecuatiei diferentiale (10). In ipoteza
ca 6_(0 # 0, avem
Oy
op
V() ==L = Ax, ).
% s
oy

Tinand seama ca A verifica ecuatia (9), deducem ca

2 2
A(a_(DJ +23.a_€0.a_¢+c. 9 =0,
ox ox Oy oy
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deci ¢(x,y) = C este o curba caracteristica a ecuatiei (1).

3.1.1. Ecuatii de tip hiperbolic

In acest caz, din ecuatia (8) rezulti

, B++vB*-AC

V= y (11)
si
, B—\B*-AC
= y . (12)

Fie curbele caracteristice ¢, (x,y)=C, si ¢,(x,y)=C,, solutii ale ecuatiilor
diferentiale (11) respectiv (12). Cu schimbarea de variabila

{Cf = ¢ (x, y)
77 = (02 (xv y) ’
rezulti cd 4" = C" =0, deci ecuatia (3) devine
" 2y ov
ZB 5 D s 5 Vo—, /)=
(&m)- 5 on (&.m 523 )
care se mai scrie sub forma
0% ov
D (989 nv,— _) - (13)
oé on o0& on

Aceasta este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de tip hiperbolic.

Exemple. 1) Sa se reduca la forma canonicd urmatoarea ecuatie cu derivate partiale
o’u o’u
x’ — Y —=0.
Ox o’
In acest caz A(x,y)=x>, B(x,y)=0, C(x,y)=—y". Avem B> -A4-C=x"y" >0,
deci ecuatia este de tip hiperbolic n orice domeniu care nu intersecteaza axele de coordonate.

Conform (9), ecuatia diferentialé a curbelor caracteristice este
2 12

(x)-y" =
Rezolvand aceasta ecuatie, obtinem j'= 2 si y'= —Z, care prin integrare dau
X X
xy=C, PA C, . Facem schimbarea de variabile
X
S =xy
n==
X
Obtinem
ou ov ou ov 1 ov
- (_l) - - _ =

ox g on’ oy 65 x o’
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82_u_ , 0% 2y2 o*v N ¥y o0 N 2y Ov
ox’ 0&* x> o&on xt ot X o¢
o*u , 0% o%v 1 &%
TN ot two
oy o0& oon x° oOn
In consecinti, forma canonica a ecuatiei este
o’v. 1 ov

2) Sa se afle solutia ecuatiei cu derivate partiale
2 2 2
0u,p.0u _3.0U_,
ox Ox0y oy

care satisface conditiile u(x,0) =3x, Z—M(x, 0)=0.
Y

Mai intéi, determindm forma canonica a ecuatiei cu derivate partiale. Conform (9),
ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice este

¥ (x) =2y (x)-3=0,
de unde obtinem y)'=3, y'=-1. Integrand, rezultd 3x-y=C,, x+y=C,. Facem
schimbarea de variabile
§=3x-y
{n:x+y'
Obtinem
ou ov  0Ov ou ov  ov
—=3—+—, —=—-—+—,
ox o0& On oy o0& oOn
0’u o%v 6 o’y o%v o’u _ 3 o%v ) o0*v o’y

>=9—+ +—, = -+ +——
Ox o0& o0& on on ox0y o0& o0& on oOn
o’u 0% o’v o
=2 +—.
oy° 0957 O5on On
Atunci, forma canonica a ecuatiei este
v
agon

i{ﬁ}o.
o\ n

Rezulta ca g—v =y,(n). Prin integrare, obtinem ca v(&,n) = ¢(&) +w (1), dect solutia
n

2

sau

generala a ecuatiei cu derivate partiale datd este
u(x,y) = pBx=y) +y(x+y).
Conditia u(x,0)=3x" conduce la egalitatea ¢(3x)+y(x)=3x", iar conditia

0 . : : . .
—u(x, 0) =0 conduce la egalitatea —¢'(3x)+/'(x) =0. Din aceasta ultima egalitate, obtinem
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—%(/)(3x) +y(x)=C. Cum @(3x)+y(x)=3x", prin scidere rezultd ci ¢(3x)= %xz —%C ,

deci p(x) = %xz —%C . Totodata y(x) = %xz +%C . In consecinta, solutia ecuatiei cu derivate

partiale, cu conditiile specificate, este
u(x,y) = pBx—p)+y(x+y)=3x"+)".

3.1.2. Ecuatii de tip parabolic

In acest caz AC = B*. Ecuatia (8) are o singura solutie

, B
Y —Z-
Obtinem o singura familie de curbe caracteristice ¢(x,y)=C, care va satisface
ecuatia
A~a—¢)+B~a—¢):O. (14)
ox oy

Daca B#0 (altfel ecuatia (1) are deja forma canonicd), inmultim ecuatia (14) cu C,
tinem seama ci AC = B*si impartim cu B . Obtinem, astfel, ecuatia echivalenti

592,002 . (15)
ox oy
In continuare, facem schimbarea de variabile
{cf =0(xny) 16)
n=nh(x,y)
D(&,m)

unde / este arbitrar astfel incat #0. Alegem functia 4 cat mai simpla, de regula

D(x, y)
n=x sau 7= y. Folosind (14) si tinAnd seama cd AC = B’, rezultd ci ¢ satisface (7), deci
A" =0, conform (4). Pe de alti parte, din (14), (15) si (16) deducem ci
B = (A_8_§+B_8_§).6_77+(B.6_§+C_8_§)‘8_77: 0.
oy~ Ox ox oy~ Oy
Asadar, in cazul parabolic, ecuatia (3) devine

% 8\/@

* 82 *
C s : +D slfs Vo™ > :O
(&.m) o &,n,v o a77)
sau inca
2
OV B2, 2o, (17)
on o0s on

Aceasta este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de tip parabolic.

Exemplu. Sa se reducd la forma canonica si sa se gaseascd solutia generala a ecuatiei
cu derivate partiale
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, Ou o’u , Ou ou ou
X —=2xy +y —+x-—+ =

. —=0.
ox’ Ox0y oy’ ox 4 oy

Cum B’ — A-C =0, ecuatia este de tip parabolic. Din ecuatia caracteristicilor rezulta

y'(x)= 4 , care prin integrare conduce la Inxy = C . In urma schimbirii de variabile
X

{eZ:xy
n=y’

obtinem
ou ov ov ou ov ov ou , 0%
_=y._+0._’ _:x._+1._, _2=y ._2,
ox o0& on oy o0& on ox o0&
o’u o%v o%v ov
= xy . 3 _|_ y. _|__
oxoy o0& oson 0¢&
u  , O o*v o*v
— =X —+2x- +—.
oy o0& o on 0On
Forma canonica a ecuatiei este
o’v 1 ov
+_.— =
o’ n on

Aceasta ecuatie se mai scrie sub forma

0 ov
—|n-—1=0,
on\_ on

de unde rezulta ca

n~@=¢(é‘)

on
sau
ov 1
—=—9().
on n

Prin integrare obtinem
V(M) = @(s) - Inn+y(5).

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei este
u(x,y) = @(xy)-Iny+y(xy).

3.1.3. Ecuatii de tip eliptic

Suntem in cazul B* — 4-C < 0. Din (9) obtinem

 _B .. AC-B’
Y2 1 y

si mai departe, prin integrare:
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{¢1(X>J’)+i¢2(an’) =C

@ (x,y)=1p,(x,y) =C, .

Vom face schimbarea de variabile
{a =@ (x,¥) +ip,(x,y)
B=¢(x,3)~ip,(x,y)

Ca si 1n cazul hiperbolic, calculul formal conduce la

0%y ov
+D"(a, B,v,— —) 0. (18)
oa of O op
Consideram o noua schimbare de variabile
1

=—(a+
4 5 (a+p)

L ap
T

Fie G(a, B)=(&(a, B).n(a, B)), Y(a,B) €, si w=voG ™. Atunci
v(a, B) =w(&(a, B).n(a, B)),

deci
6v 1 8w+l ﬁw

da 28§ 21877
6\/ 1 ow law

6,6’ 2 06 2 677

2 2 2
oy _Ljow, ow) (19)
oa o 4 \0&” oOn
Inlocuind (19) in (18), deducem ci forma canonica a ecuatiei (1) in cazul eliptic este
2 2
Ow 0w Bl w2 o, (20)
o0&~ 0on o0& 0on

Exemplu. Si se reduca la forma canonicd urmatoarea ecuatie cu derivate partiale
2 2 2
O, g. 01 501, 00 5y
ox ox0y oy o oy

Observim c¢d B’ -A4-C=-1, deci ecuatia este de tip eliptic. Din ecuatia
caracteristicilor rezultd y'(x) =2 +1, care prin integrare conduce la y(x)=(2+1i)x+C.
Facem schimbarea de variabile

g=2x-y
n=x
Atunci
6u_28_w 8_w 6_u ow

ox o on’ oy 0E

ou o*w o’w  O*w ou o’w  O'w o'u  O*w
> = 4 5 +4 +—> =-2 > s =

Oox o0& o&on oOn Ox0y o0&~ o0& on oy- o0&
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Inlocuind 1n ecuatia cu derivate partiala data, rezultd ca forma canonica a acestei
ecuatii este

o'w  °w  ow
~+t—+—=0
05" on~ on

3.2. Ecuatia coardei vibrante

Ecuatia coardei vibrante este o ecuatie de tip hiperbolic, reprezentativa pentru aceasta
clasa de ecuatii.

In teoria elasticititii prin coardd se intelege un fir flexibil tensionat. Vom considera
vibratiile (oscilatiile) mici transversale ale coardei in planul xOu, in jurul pozitiei de
echilibru, care coincide cu axa Ox . In figura 2.1 este reprezentat graficul coardei la momentul
t.

1
1
[
|
|
!
!
1
I

X

x+Ax b%
Fig. 2.1
Vom nota cu u(x,t) abaterea relativd a unui punct al coardei fatd de pozitia de

momentul ¢ are aceeasi directie cu tangenta la coarda in punctul x. Deoarece vibratiile sunt
mici, conform legii lui Hooke, putem presupune cd marimea tensiunii va rdmane constanta,

independenta de ¢ si x, deci H?(x, t)H=T . Sa consideram acum un element al coardei,

corespunzator intervalului [x,x+Ax]. Fie M =u(x,t), N =u(x+Ax,t). De asemenea, fie
F(x,t)-Ax proiectia pe axa Ox a fortei externe care actioneazd la momentul ¢ asupra
intervalului [x,x+ Ax]. Dacd p(x) este densitatea liniard de masa, masa elementului MN al
coardei este p(x)-Ax. Vom presupune coarda omogena, adica densitatea este constanta, deci
p(x)=p=const.. Sa notam cu @ si @+ Ag@ unghiurile facute de tangentele la coarda in

punctele M respectiv N, cu axa Ox. Deoarece vibratiile sunt presupuse ,,mici”, rezultd ca
@ este ,,mic”, deci putem aproxima

. ou
smc0=tg¢=a(x,t)- (1)

Asupra intervalului [x, x + Ax] actioneaza o fortd datorita tensiunii si forta externa.
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Conform legii a doua a lui Newton, suma acestor forte este egala cu produsul dintre

masa §i acceleratie. Proiectia acestei relatii vectoriale pe axa Ou este
2

T-sin(gp+A(p)—T-sin¢)+F(x,t)-Ax:p-Ax-gT?(x,t). (2)

Tinand seama de (1), rezulta ca
T-sin(p+A@)—T-sinp= T-(tg(go+A(0)—tg(0) =

2
:T~(a—u(x+Ax,t)—a—u(x,t)j:T O'u
ox ox

——(x,1)-Ax. 3
P (x,1) 3)
Inlocuind (3) in (2) si simplificand cu Ax, deducem
o’u o’u
—=T-—+F(x,1). 4
P P (x,1) 4)
Aceasta este ecuatia micilor vibratii transversale ale coardei. Daca F =0, vibratiile
sunt [ibere, iar in cazul F' # 0 vibratiile sunt fortate.

Notand a* = r si f(x,t)= Flx0 , ecuatia (4) se mai poate scrie sub forma
yo,
ou  , ou
—=a -—+ f(x,1). 5
¥ P f(x,0) &)

Ecuatia (5) se intdlneste si in probleme de propagarea undelor (acustice, optice,
electromagnetice) cand constanta a’ are alte semnificatii fizice. De aceea, ecuatia (5) se mai
numeste si ecuatia unidimensionala a undelor.

3.2.1. Ecuatia coardei vibrante infinite libere

Prin coarda infinita se intelege o coarda foarte lunga astfel incat vibratiile la capete nu
influenteaza sau influenteaza putin comportarea punctelor dintr-o portiune a coardei departata
de extremitati. In absenta unor forte exterioare coardei, functia (x,7) — u(x,t) verifica ecuatia

=a’ —, 1
or’ ox’ M
cu conditiile initiale
u(x,0) = f(x)
VxelR. (2)

0 ,
a—”t‘(x, 0) = g(x)

Conditiile initiale (2) indica starea 1n care se afld coarda la momentul initial, precum si
viteza fiecdrui punct al coardei la acelasi moment. Vom presupune ca functia f este de clasa
C ?, iar functia g este de clasi C ' pe R.

Se pune problema determinarii functiei u:Rx[0,00) — R, care verifica ecuatia (1) si
conditiile initiale (2). O astfel de problema se numeste problemd Cauchy sau problema cu

Vom aduce mai intai ecuatia (1) la forma canonicd. Ecuatia diferentiald a curbelor
caracteristice este
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2
2]
dt

care conduce la ecuatiile diferentiale
dx dx
—=a , —_—
dt dt
Solutiile generale ale acestor ecuatii sunt, respectiv,
x—at=C,, x+at=C,.
Facem schimbarea de variabile

E=x—at
77=x+at'

—a.

Obtinem:
ou ov ov
—_—=—— + a-— ,
Ot o0& on
ou Ov Ov
_— = — ,
ox o0& 0On
@_ 2.82\/_ , O , 0%

~=a ~—2a"- ta —,

ot o0& o0& on on

o'u 0%v o’v 0%
S=——+2 +—.

ox~ 0¢& o0& on on

Inlocuind in ecuatia (1), rezulti forma canonici a acestei ecuatii:

o’y B

0¢ on

care se mai scrie sub forma

2 (o).
o0& on

Integrand de doua ori, obtinem succesiv

ﬂ=t//(77),

on
(&) =D(5)+¥(n),

unde @ si W sunt functii arbitrare de o variabild, de clasd C °.
Solutia generala a ecuatiei (1) este
u(x,t)=d(x—at)+Y¥Y(x+at). 3)
Functiile u,(x,t)=®(x—at) si u,(x,t)=Y(x+at) reprezintd miscari ale coardei,
care pot fi descrise ca unde care se deplaseaza spre stanga si respectiv spre dreapta cu viteza
a.

2

Solutia generald a ecuatiei (1) este superpozitia acestor unde.

Ecuatia (1) nu determina miscarea coardei in mod univoc. Din acest motiv am adaugat
conditiile initiale. Asadar, vom determina functiile @ si ¥ astfel incat functia u sa verifice
conditiile initiale (2). Deoarece

u(x,0)=0(x)+Y¥(x)

a_”(x,o) =—a-®'(x)+a-¥'(x),
ot
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din (2) rezulta ca
D(x)+¥(x) = f(x)
—a-D'(x)+a-¥'(x)=g(x)

Dacad x, e R este un punct arbitrar fixat, din a doua egalitate rezulta:
1 X
O(x)-P(x)=—— j g(2)dz+C.
a

Se obtine astfel sistemul:

D(x)+¥(x) = f(x)
DO(x)-Y(x)= _L j g(z)dz+C ~
a;

a carui solutie este

)= () [z

V)= S+ [ e

Prin urmare

x—at
u(x.t) = D(x—at)+ P(x+at) =~ f(x—at) - j 2(z)dz+
2 2a
+l-f(x+at)+i-x]m (z)dz
2 2a & '
Asadar, solutia ecuatiei (1) cu conditiile initiale (2) este:
1 x+at
[f (x=an+ fx+an)+ [ g(z)dz. (4)

x—at

1
u(x,t)=—-
(x,1) 5
Formula (4) care rezolva problema (1)-(2) se numeste formula lui D’Alembert, iar
metoda folosita se numeste metoda schimbarii variabilelor.

Observatia 3.2.1. Sa consideram cazul particular al coardei nelimitatd in ambele
sensuri, satisfacand conditiile initiale:
u(x,0)=f(x), VvxeR,
unde f(x)#0,dacd xela,f], f(x)=0,dacd x¢[a, f] (fig. 2.2) si

M (4.0)=0, VxeR.
ot

Presupunem ca functia f este derivabila de douad ori pe R.
Procedand ca mai sus, solutia problemei este

u(x,t)zé-[f(x—at)+f(x+at)].

Aceasta formula se poate interpreta in modul urmator.
La un moment ¢, graficele functiilor f(x—at) si f(x+at) se obtin din graficul

functiei f prin translatii in directia axei Ox , prima in sensul axei Ox, a doua 1n sens opus.
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S (x) u(x, 1)

a — at p—atlo a+at B+at x

o ANIYAN

a 0] p X

Fig. 2.2 Fig. 2.3

Asadar, f(x—at)#0, dacda a+at<x<f+at si  f(x+at)=0, daca
a—at <x< ff—at, deci graficul functiei u(x,t) este cel din fig. 2.3.

Sd presupunem ca un observator este plasat la momentul =0 in punctul x, si se
deplaseaza pe axa Ox in sensul pozitiv cu viteza a, adicd abscisa lui la momentul ¢ va fi
X=Xx,+at sau x—at=x,. Pentru acest observator contributia termenului f(x—at) in
deplasarea u# a coardei ramane mereu aceeasi si anume egald cu f(x,); avem deci o

propagare a deplasirii, care se numeste propagarea undei directe. In acelasi mod se arati ca
termenul f(x+at) corespunde unei propagari in sensul opus pe Ox, cu aceeasi viteza a,
care corespunde undei inverse.

Prin urmare, vibratiile transversale ale coardei apar ca rezultante ale unor propagari de
unde, una directa si una inversa cu aceeasi viteza a.

3.2.2. Coarda vibranta liberd cu capete fixe

Problema matematica la care conduce studiul vibratiilor libere ale unei coarde finite,
de lungime /, cu capete fixe, se poate formula in modul urmator.
Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

=q — 5
or’ ox’ )
cu conditiile la limita
u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0) (6)
si conditiile initiale
ou
M(X,O):f‘(X), E(X,O):g()(f), VXE[O,I]. (7)

Conform conditiilor la limita (6), capetele coardei sunt fixe. Conditiile initiale (7)
indica starea 1n care se afld coarda la momentul initial de timp, precum si viteza fiecarui punct
al coardei la acelasi moment. Functiile f* si g sunt date si sunt presupuse nenule si de clasa

C ' pe [0,1]. Din (6) si (7) rezultd ca functiile f si g trebuie sa satisfaca egalititile
fO0)=f0)=0, g(0)=g()=0.

Pentru rezolvarea problemei enuntate vom folosi metoda separarii variabilelor a lui
Fourier. Aceastd metoda este insotita de principiul suprapunerii efectelor.
Pentru inceput cdutam solutii ale ecuatiei (5) de forma
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u(x,t)=X(x)-T(t). (8)
Tinand seama de (6), rezulta:

{X(O) T(t)=0

X()-T(t)=0"
pentru orice ¢ > 0. Atunci
X(0)=X()=0, (€))

deoarece in caz contrar ar rezulta 7'(¢)=0, pentru orice >0, deci u(x,t)=0, ceea ce

contravine conditiilor initiale.
Punand conditia ca functia # data de (8) sa verifice ecuatia (5), obtinem
X(x)-T'"t)=a"-X"(x)-T(t), ¥Yx€[0,[], Vt €[0,0).
sau
X'(x) 1 T'Q®)
X(x) & T@®)'
O functie de ¢ coincide cu o functie de x numai daca ambele sunt egale cu o aceeasi
constanta reald, pe care o vom nota cu A . Asadar
X'(x)_1 T'0) 3
X(x) a T@)
Obtinem astfel douad ecuatii diferentiale:
X"(x)-4-X(x)=0, (10)
T"(t)—Aa” - T(t)=0. (11)
Vom arita ci ecuatia (10) are solutii nenule numai daci A <0. Intr-adevir, ecuatia
caracteristici a ecuatiei diferentiale (10) este 7> ~A=0. Daci A >0, aceastd ecuatie are

Vxe[0,/], Vt€[0,0).

radacinile 7 = Ja sir= —J4, deci solutia generala a ecuatiei (10) va fi
X(x)=C, e +C, e
Conditiile (9) conduc la C,=C,=0, deci X(x)=0, Vxe(0,/). In consecinti,
u(x,t) =0, o astfel de solutie neavand sens fizic. Dacd 4 =0, atunci X(x)=C, -x+C,. Din
nou, folosind conditiile (9) rezulta ca u(x,7) =0, solutie neacceptabila.

Prin urmare, rezultd ci 1 <0.Fie A=—u*, u>0. Solutia generali a ecuatiei (10) va
fi
X(x)=C, -cos ux+C, -sin ux. (12)
Din (9) obtinem C, =X(0)=0 si C,-sinul=X(/)=0. Cum C, #0, pentru ca altfel
am ajunge din nou la solutia nuld, deducem ca sin /=0, deci ul=nz, neN". In final,
rezulta cd ecuatia (10) are o infinitate de solutii

X (x)=C, -sin%x, neN.
Inlocuind x = % in ecuatia (11), obtinem solutia generala:

a . ma "
Tn(t):Dn-cosnT+En-smnT, neN,

unde D, si F, sunt constante arbitrare.
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In sfarsit, daci notim 4 =C,-D,, B,=C,-E,, obtinem solutia ecuatiei (5) cu
conditiile la limita (6) :

un(x,t)=Xn(x)-Tn(t)=(An -cosn%t+Bn -sinn%t)sinn%x, neN".

Aplicam principiul suprapunerii efectelor care afirma ca, daca seria Zun (x,t) este

n=1

0
convergentd, atunci suma sa u(x,t) = Zun (x,t) este, de asemenea, solutie pentru problema
n=1
(5)-(6). Vom presupune, in plus, cd aceasta serie este si derivabild termen cu termen de doua
ori In raport cu x respectiv ¢. Conform principiului suprapunerii efectelor, rezulta ca functia

= za . 7a .

u(x,t)=Z(An-cosnTt+Bn~smn7t]-smn7x (13)
n=1

satisface ecuatia (5) si conditiile la limitd (6). Ramane sd determindm constantele 4, si B,

din conditiile initiale (7). Din aceste conditii rezulta ca

£(x) = u(x,0) = iAn -sinn%x.

n=1
Prelungind prin imparitate functia f:[0,/]—> R pe intervalul [-/,0] si dezvoltand
aceasta prelungire in serie de sinusi, obtinem

l
An=%-Jf(x)sinn§x dx, neN". (14)
0

Pe de alta parte

ou Ta & . ma Ta . T
—(x,1) :—-Zn —A, -sinn—t+B -cosn—t |-sinn—x,
ot [ ) ) [

deci, folosind (7), rezulta ca
Q-Zan -sinn%x .

ou
p— ’0:
g(x) Py (x,0) 2

Procedand ca si in cazul functiei f, gasim

l
nﬂ-Bn =z-jg(x)sinn£xdx, neN’,
I R I
deci
2 V4
Bn=—-Jg(x)sinn—x dx, neN". (15)
nra [

0

Se poate arita ci, daci f,g eC *, atunci seria (13) in care coeficientii 4, si B, au
expresiile (14) si (15), este uniform convergenta pe [0,/], deci derivabila termen cu termen pe
acest interval.

Asadar, solutia problemei (5)-(7) este furnizata de (13), unde A4, si B, dati de (14)
respectiv (15). Mai mult se poate demonstra unicitatea solutiei.

Observatia 3.2.2. Fiecare termen al seriei (13), adica functia
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u,(x,t)= (An -cosn%t+ B, -sinn%t}-sinn%x, neN’,
descrie una din miscarile simple posibile ale coardei fixate in punctele 0 si /, numite oscilatii
proprii ale coardei. Fie w, = n%. Oscilatia unui punct al coardei in migcarea descrisd de u,
are perioada principala
2 _2

I,="==,
@ na

n

deci este independenta de x, fiind aceeasi pentru toate punctele coardei. Amplitudinea acestei

oscilatii este
JA2+ B

. e o o . . - A .
si este variabild, depinzand de x. Amplitudinea maxima se realizeaza cand smn7x=i1.

. T
smn7x

. g [ g [ 1 3
Astfel de puncte exista. De exemplu, daca n=1, x=5; daca n=2, sz’ > etc.
Amplitudinea maxima /4> +B’ se numeste amplitudinea vibratiei coardei. Iniltimea
sunetului este cu atat mai mare cu cat perioada este mai mica, iar intensitatea sunetului este
direct proportionald cu amplitudinea. Fiecare vibratie a coardei corespunde unui ton simplu.
Sunetul emis de o coarda vibranta este o suprapunere de tonuri simple. Tonul fundamental
este tonul de intensitate maximd, deci cel care are amplitudinea maxima si acesta este tonul
care corespunde solutiei u,(x,t). Celelalte tonuri de intensitate mai mica si de indltime mai

mare se suprapun peste tonul fundamental crednd ceea ce numim timbrul sunetului.

Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei
o’u , Ou
24 S
ot Ox
cu conditiile la limita
u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0)
si conditiile initiale

u(x,0)=hx(l-x), aa—b;(x,O) =0, Vxe[0,7].

Tinand seama de (13), solutia problemei este

u(x,t)= Z(An -cosn%HBn -sinn%tj-sinn%x .
n=1
In acest caz, in conditia (7) avem g(x)=0, deci B, =0, VneN". Atunci
u(x,t)= ZAn -cosn%t-sinn%x,

n=1

deci
hx(l - x) =u(x,0)= > 4, -sinn%x.
n=l1

In consecinta
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/
A =3.jhx(z—x)sinn£xdx.
I3 !
Obtinem
A4, =0, VmeN’

8I°h
ot =5 > VmeN,
7 (2m+1)

Asadar, solutia ecuatiei este

8I°h & 1 Ta . T
1) = . -cos(2m+1)—t-sin2m+1)—x.
u(x,1) ; Z‘)(zmﬂf (2m+1) ; (2m )lx

3.2.3. Ecuatia neomogend a coardei vibrante

Aceasta ecuatie descrie micile vibratii fortate (intretinute).

@—az-i+F(x t) (16)
or’ ox’ ’
cu conditiile la limita
u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0) (17)
si conditiile initiale
u(50) = £3), S50 = g(x), vxe[0.1]. (18)
Cautam o solutie a ecuatiei (16) de forma
u(x,t)=v(x,t)+w(x,t), (19)

unde functia v satisface ecuatia cu derivate partiale omogena
v, v

=a’ —, 20
or’ ox’ 20)
cu conditiile la limita
v(0,6)=v(l,t) =0, Vt €[0,0) (21)
si conditiile initiale
v(x,0)= f(x), %(x, 0)=g(x), Vxe[0,l], (22)
iar functia w satisface ecuatia cu derivate partiale
ow  , O'w
=q - + F(x,t 23
e e (x,1) (23)
cu conditiile la limita
w(0,2) =w(l,t) =0, VYt €[0,0) (24)
si conditiile initiale
w(x,0)=0, %—W(x,O):O, Vx e[0,1]. (25)
t

Determinarea solutiei problemei (16)-(18) se reduce la determinarea functiilor v si w,
satisfacand (20)-(22) respectiv (23)-(25). Intr-adevar
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o’u O*(v+w) v Ow  ,0v  ,O0w
= = + =a a +F(x,t)=
ot’ or’ or ot ox’ ox’? (1)
L o*(v+w)
o’

2
+F(x,t) =’ ZTL;+F(x, )

sl
u(0,¢) =v(0,¢) + w(0,7) =0,
u(l,t)y=v(l,t)+w(l,t)=0,
u(x,0) = v(x,0) +w(x,0) = f(x)
ou ov ow
—(x,0)=—(x,0)+—(x,0) = .
Py (x,0) py (x,0) py (x,0) = g(x)

Din sectiunea 3.2.2, avem

v(x,t):Z:[An-cosn%z#Bn-sinn%t}-sinn%x, (26)
n=I1

unde

A =

n

~ Mo

© e

f(x)sinn%xdx, neN". 7)

2 . .
B, =—-Jg(x)smn£x dx, neN . (28)
nra 3 /

Pentru a rezolva problema (23)-(25), cautam solutii de forma
wix,t) =Y T, (t)- sinn%x . (29)
n=1

Observam ca w dat de (29) satisface conditiile la limita (24).
Punem conditia ca w dat de (29) sa satisfaca ecuatia (23). Obtinem

0 © 2_2
ZE"(t)-sinn%x = aZZTn(t)-[— nlf )sinn%x+F(x,t),
n=1 n=l1
care se mai scrie
© 2 2
Z{Tn"(t) +d ”lf T (1)} sin n% = F(x,1). (30)
n=1

Presupunem ca functia F'(x,?) se poate dezvolta in serie Fourier de sinusi pe
intervalul [0,/], deci ca

F(x,z)zz(pn(r)-sinn%x, (31)
n=1
unde
2 V4
¢n(t)=7-IF(x,t)sinn7xdx, neN . (32)
0
Din (30), (31) 51 (32), rezulta ca functiile 7, trebuie s satisfaca ecuatiile diferentiale
2_2
(1) +d* ”lf T.()=¢,(t), VneN". (33)

Pe de alta parte, din conditia w(x,0) =0, obtinem ca
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ZTn(O)sinn%x:O,
n=1

relatie care implica
7,(0)=0, VneN". (34)

Pe de alta parte, din conditia aa—w(x, 0) =0 rezultd ca
¢

E-z n Tn’(O)-cosn£x=0,
[ = [

deci
T'(0)=0, VneN". (35)

Prin urmare, functiile 7,

n

coeficienti constanti (33), cu conditiile initiale (34) si (35). Cu functiile 7, astfel determinate,

se obtin Tn mod unic ca solutii ale ecuatiilor diferentiale cu

se obtine solutia w data de (29).

Exemplu. in cazul particular F(x,7)= Asin wt , ecuatia (23) devine

2 2
a—?:a2 -a—zl+Asina)t.
ot ox
Conform (32):

1
(Dn(t)Z%J.Asina)t-sinn%x dx =
0

i

_2dsmat (1 cosn’x :%-[l—(—l)"]-sina)t :
[ nr [ |, nr
Prin urmare
0, dacin=2k, ke N’
t)= 1 .
PO = AASNGL w2k 1, ke N
Qk+DH)rx
Fie k € N". Tinand seama de (33) vom avea
2_2
Tz';(z)+‘”l—2”-k2-T2k(t)=o,daca n="2k. (36)
Ecuatia caracteristica este
2_12
r2+4a T k=0,

12
In consecinti, solutia ecuatiei diferentiale (36) este

T, (t)=a, coskzgthﬁzk sinkzgt, keN .

Din (34) rezultd cd a,, =0, Vke N".
Atunci

T, () =By sink27”z, VkeN'.

Tinand seama de (35) rezulti cd f,, =0, Vk e N'. Atunci
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T, (t)=0, VkeN".
Daca n=2k+1, ecuatiile (33) devin

2 2
a 7w

44
T (O)+Qk+1)Y ——T, (¢ )—msma)t, VkeN. 37)
Solutia ecuatiei (37) va fi de forma
Ly () =T () +T,(1),

unde 7, este solutia generala a ecuatiei omogene corespunzdtoare ecuatiei (37)

26172'

T (O +(2k +1) T,.,()=0,

iar 7, este o solutie particulara a ecuatlei (37). Este clar ca
To0(t) = ¥y -cOS(2k + 1) Tt Oypyy -SIN(2k + 1)—t

Cautdm solutia particulara a ecua‘glel neomogene de forma
T,(t)=A-sinwt+ pcoswt .
Derivand de doua ori si introducand in (37), ajungem la

2_2
((2k+l) a)zj./’t.sina)t+[(2k+l)2af
de unde obtinem

2 _2
azw_wz . %
! 2k +1)7

2 _2
(wwjﬂo

26172'

) 44
- ~,u-cosa)t=—s1na)t,
2k +1)7

deci
1=0
si
A= 44 :
2k +1)7 ((2k+1)2 an’ “’2]
In consecinta
T,(t)= 44 5 sin wt
(2k+1);{(2k+1)2 az “’2)
deci

Ty (£) = 73y -cOS(2K + 1)%: + 8y, -sin(2k + 1)%t +

+ 44 sinwt, Vke N,

Qk+)x ((2k+1)2 a’r’ a)z)

Din (33) rezulta ca
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Vo =0, VkeN,
iar din (34) rezulta ca

Sy Qk+1) 2t 4 4dw — -0,
Qk+1)x ((21« +1) "lf - a)zj
deci
4 Awl
52k+1 =- 2 2
a (2k+1y7° ((2k+1)2 “lf —a)zj
Conform (29) solutia problemei considerate va fi
w(x,£) = _4Af’l > ! — sink +1) 2% ¢ sin(2k +1) Zx +
G Qkr1y? ((2k+1)2 o —a)zj l Z
paAsinor <. 1 -sin(2k+l)§x.
T

2_2
= (2k+1)((2k+1)2alf —a)zj

3.3. Ecuatia propagarii caldurii

Ecuatia propagarii caldurii este o ecuatie de tip parabolic. Desi este o ecuatie relativ
simpla, este intdlnita si in studiul altor fenomene.

In planul xOu, considerim o bara rectilinie, omogena si izotropa, conducitoare de
caldura, situatd pe axa Ox. Notam cu u(x,?) temperatura intr-un punct M (x,0)al barei la

momentul ¢. Fie p densitatea barei, ¢ caldura specifica a barei, k coeficientul de conductie
termica. In virtutea ipotezelor fizice, aceste marimi sunt constante, nu depind de x. Fie, de
asemenea, F'(x,t)intensitatea sursei termice in punctul M la momentul ¢. Calculand bilantul
termic corespunzator in intervalul de timp [z, + A¢] si tindnd seama de legea lui Fourier, se
poate arata ca functia u satisface ecuatia

care se mai poate scrie sub forma
ou o’u
—=612'—2+f(x,t), (1)
ot ox
k . F(x,t) NPT :
unde a=—>0 si f(x,t)=——"—=. Cazul f(x,/)=0 indicd lipsa surselor, ecuatia
cp cp
corespunzdtoare fiind stabilitd de Fourier in 1822. Ca si 1n cazul ecuatiei undelor, pentru
descrierea completd a procesului de propagare a caldurii trebuie sa fie date distributia initiala
a temperaturii 1n bara (conditia initiald) si regimul termic la capetele barei (conditii la limita).
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3.3.1. Propagarea caldurii intr-o bard infinitd

Consideram o bara infinita omogena, izolata termic, identificata cu axa Ox, care are
la momentul initial =0 temperatura ¢(x). Fie u(x,t) temperatura barei in punctul de
abscisd x la momentul #>0. Problema matematica constd in determinarea functiei u care
satisface ecuatia

ou , Ou

—=a’ -, 2

ot ox’ @)
cu conditia initiala

u(x,0)=p(x), VvxeR. 3)

Problema (2), (3) se numeste problema lui Cauchy pentru ecuatia caldurii.

Vom admite ca
‘l‘im u(x,t)=0, ‘l‘im Z—u(x, 1)=0. 4)
X|—>00 X|—>0 x

Aceste ipoteze nu contravin fenomenului fizic.

Pentru rezolvarea problemei de mai sus vom folosi transformata Fourier. Presupunem
ca functiile u# si ¢ sunt suficient de netede pentru a admite transformata Fourier. Fie v(w,?)

transformata Fourier a functiei u =u(x,t) $s1 ®(w) transformata Fourier a functiei ¢ = ¢(x),

deci

u(x,t)e”dx,

v(a),t)=ﬁ~v|.

d(w) = (x)e"“dx .

1 T o
N2 2,
Folosind formula de derivare a integralei cu parametri, rezulta
1

N

Pe de alta parte, integrand de doua ori prin parti si folosind (4), obtinem succesiv

ov © Ou ,
—(w,t) = —(x,t)e"dx.
~, (@D j -, (one

1 —iwx

e

27| -lw

Y

2z io| - ox
1 1 T o’u
V27 (o) 2 ox?
Asadar, avem relatiile

Wo,1) = u(on) 4 | Z—”(x, fe " dx | =
X

o0
—00 —00

Tl %o L
+— I — (x,0)e”"dx | =
L lw < 0Ox

(x,)e”"dx .

2
2
Ox
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1 ov
Ye ' dx = —(x,t
J—J — ()
Avand 1n vedere cd u verifica ecuatia (2), rezulta ca
1 % 2 ;
:—J‘ a—u—aza—bj e_“”dx=@+a2w2-v.
N2r f \ ot ox ot

Am obtinut astfel o ecuatie diferentiala, a cérei solutie generala este
2 2
v(w,t)=Ce ",

Cum
1 7 »
v(@,0)=— | p(x)e"dx = D(w),
N2 _'[O
rezultd ca
Ww,t) =D(w)-e " . (5)
Pe de alta parte, am stabilit in cap. 2, §2.5, ca transformata Fourier a functiei e ,
a>0, este ! e “. Notand « z%, rezulti ci e “”" = e ‘e deci e este
La 4a°t
transformata Fourier a functiei f(x,¢) = > e 4t
a~ 2t
Atunci 27 - O(w)- ¢““" este transformata Fourier a produsului de convolutie
=
(@* )x,0)= | p(S)- e 4 dg.
[0z
Rezulta ca
1 (=)
u(x,t) = P(&)-e ot dg.
L
in consecinta
(=)
u(x,t)=——= | p(&)-e ** d¢, (6)
A

formula cunoscuta sub numele formula integrala Poisson.

Sa consideram acum cazul

, daca |x x0| <&
p(x) = ;
0, daca |x—x0|25
deci ¢ se anuleazd in afara intervalului (x,—¢,x,+¢), iar in interiorul acestui interval

temperatura are valoare constanta. Distributia temperaturii in bara la momentul ¢ este datd de
formula lui Poisson, care in cazul de fatd devine

Xo+e (x—g’)z

a\/_ J' L 4dd dé.

Folosind formula de medle, rezultd ca exista & e (x, — &, x, + &) astfel incat

u(x,t) =
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1 1 _(x=¢)

4a*t

u(x,t)= —e -2¢.
0= ot 26

Atunci
1 _(x=xp )?
———e ' =G(x,t,x,).
2a~ rt ’
Pe de alta parte, observam ca
lim p(x) = &(x) = § :
€0 o, dacd x = x,
unde O este functia generalizatd a lui Dirac.

Din punct de vedere fizic, aceastd situatie corespunde unei surse instantanee de
caldura in punctul x,. Temperatura intr-un punct oarecare al barei, la momentul ¢, este data

de

limu(x,t) =
&0

0, daca x # x,

7(X*Xo )Z
1 e 44’

2ax/E ’

In fig. 3.1 reprezentim grafic functia G pentru cateva valori ale lui ¢ (0<¢ <t, <t,).

G(x,1,%,) =

Fig. 3.1

Aceasta expresie da distributia temperaturii n bard, cand la momentul initial apare in
punctul x, o sursd instantanee de caldura. Vom putea spune ca formula lui Poisson da efectul
total al distributiei initiale de temperatura definita de functia ¢, efect care rezultd din
insumarea actiunilor unor surse instantanee de caldura raspandite pe toata bara.

Exemplu. Sa presupunem acum ca
¢, dacax e[x,,x,]
p(x) = s
0, dacd x ¢[x,,x,]
Din formula lui Poisson obtinem

1 % 7<x—§>2
u(x,t):—'[c-e st dg .

2a/nt 5

Facand schimbarea de variabila ~— 3 = u, rezulta ca
2a\/;

u(x,t):ﬁ [ e*du. (7)

211\/;
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Aceastd solutie se poate exprima cu ajutorul functiei lui Laplace. Reamintim ca
functia lui Laplace se defineste astfel

L(x)=i-je”2dt, xeR.

Jz

Se verificd imediat cd functia L este impara, L(0)=0 si L(w)=1. Aceastd functie
este mult utilizata in Teoria Probabilitatilor si, de aceea, este tabelata. Cu ajutorul functiei lui
Laplace, solutia (7) se scrie

u(x,1) =§{L(;;—\%J—L[%H

3.3.2. Propagarea caldurii in bara finitd

Problema matematica la care conduce studiul propagarii caldurii in bara finita, se
poate formula in modul urmator.
Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

ou , ou

o ¢ o M
cu conditiile la limita

u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0) (2)
si conditia initiald

u(x,0)=p(x), Vxe[0,1]. 3)

Conform conditiilor la limita (2), temperatura in capetele barei este nuld, iar conditia
initiala (3) indicd faptul cd, la momentul initial de timp, temperatura barei se exprima prin
functia @ . Vom presupune cd functia ¢ este nenula si continua pe intervalul [0,/]. Din (2) si
(3) rezulta ca functia ¢ trebuie sa satisfacd egalitatea

»(0)=0.

Ca si in cazul coardei vibrante finite, vom folosi metoda separarii variabilelor a lui
Fourier, insotitd de principiul suprapunerii efectelor.
Cautam solutii ale ecuatiei (1) de forma
u(x,t)=X(x)-T(t). 4)
Din conditiile la limitd (2) deducem
X(0)-T@)=0
{X(Z)-T(t) =0’
pentru orice ¢ > 0. Atunci
X(0)=X()=0, (%)
deoarece in caz contrar ar rezulta 7'(¢)=0, pentru orice >0, deci u(x,t)=0, ceea ce

contravine conditiilor initiale.
Punand conditia ca functia u data de (4) sa verifice ecuatia (1), obtinem

X(x)-T'(t)=a" - X"(x)-T(t), Vxe[0,1], YVt €[0,0).
sau
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X'(x) 1 T'(0
X(x) & T@)

, Vxe€[0,/], Vt€[0,0).

Atunci
X'(x)y 1 T'(t)
X&) & 10
unde x este o constanta reala.
Obtinem astfel douad ecuatii diferentiale:
X'(x)—p-X(x)=0, (6)
T'(t)—pa®-T(t)=0. (7)
Vom arita ci ecuatia (7) are solutii nenule numai daci u<0. Intr-adevar, solutia
generald a acestei ecuatii este

T(t)=Ce" "

Daca x>0, atunci |T (t)| — o, cand ¢ — oo, deci, pornind cu o anumita distributie a

temperaturii in bard, cand ¢ creste valoarea absolutd a temperaturii ar putea depdsi orice
valoare pozitiva, fapt inacceptabil din punct de vedere fizic. Pentru ¢ =0, T s-ar reduce la o

constantd, adica temperatura ar ramane aceeasi in orice punct al barei, fapt de asemenea
inacceptabil. Prin urmare, z=-A1" <0 si solutia generali a ecuatiei (7) devine
T(f)=Ce """ (8)
Pe de alta parte, in acest caz, ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale (6) este
r* + 2% =0, deci solutia generali a acestei ecuatii va fi
X(x)=C-cosAx+D-sin Ax. 9)
Din (5) deducem C=X(0)=0 si D-sinA/=X([)=0. Cum D #0, pentru ca altfel
am ajunge la solutia nuld, rezultd cd sinA/ =0, deci Al=nz, neN". in final, rezultd ca
ecuatia (6), cu conditiile la limita (5), are o infinitate de solutii

X,(x)=D, -sin%x, neN".

Pentru fiecare n e N, solutia corespunzitoare a ecuatiei (7) este

,7hd?

T(0)=C e ©

Notand 4, =C,-D,, rezultd ca functiile de forma (4) care verifica ecuatia (1) si

conditiile la limita (2) sunt

, ta?

un(x,t):Xn(x)'Ijl(t):An-e_n r t'sinn%x, neN".

Aplicand principiul suprapunerii efectelor rezulta ca
2 r*a?

u(x,t)=ZAn-e 4 -sinn%x (10)
n=1

este solutia ecuatiei (1) cu conditiile la limitd (2). Rdmane sd determindm constantele 4, din
conditia initiald (3). Din aceasta conditie rezulta ca

o(x)=u(x,0) = ZAn ~sinn§x.

n=l1
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Prelungind prin imparitate functia ¢:[0,/]—> R pe intervalul [-/,0] si dezvoltand
aceastd prelungire in serie de sinusi, obtinem

!
An=%-'[q0(x)sinn%x dx, neN". (11)
0
Asadar, solutia problemei (1)-(3) este furnizata de (10), unde coeficientii 4, sunt dati
de (11).

3.3.3. Bara neomogend

Problema matematica care guverneaza fenomenul este descrisa de ecuatia

W _ g 6”+F(x f) (1)

ot e’
cu conditiile la limita

u(0,t)=u(l,1)=0, Vt €[0,0) ()
si conditia initiala

u(x,0)= f(x), Vx€[0,/]. 3)

Cautam o solutie a ecuatiei (1) de forma

u(x,t) =v(x,t)+w(x,t), (4)
unde functia v satisface ecuatia cu derivate partiale omogena

o, 0y

a e )
cu conditiile la limita

v(0,1)=v(l,t)=0, Vt€[0,0) (6)
si conditia initiala

v(x,0)= f(x), Vxe[0,/], (7

iar functia w satisface ecuatia cu derivate partiale
8w ey 6 w

o ®)
cu conditiile la limita

w(0,8) =w(l,t) =0, YVt €[0,0) 9)
si conditia initiala

w(x,0)=0, Vxe[0,/]. (10)

Determinarea solutiei problemei (1)-(3) este rezolvata o datd cu determinarea
functiilor v si w, satisfacand (5)-(7) respectiv (8)-(10). Intr-adevar
ou o(v+w) ov ow ,0v LOw
—= =—+—=a —+a
ot ot ot ot Ox

2
2M +F(x,t)=a 6_+F(x )
or’ ox’

si
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u(0,1) =v(0,) + w(0,7) =0,

u(l,t)=v(l,t)+w(l,t)=0,

u(x,0)=v(x,0)+w(x,0)= f(x).
Din sectiunea anterioard, avem

, 7la?

v(x,t):ZAn-e_n a3 t-sinn%x, (11)

unde

n

=% jf(x)smn xdx, neN". (12)

Pentru a rezolva problema (8)-(10), cdutam solutii de forma
w(x,t)=ZTn(t)'sinn%x. (13)
n=1

Observam ca w dat de (13) satisface conditiile la limita (9).
Punand conditia ca w dat de (13) sa satisfaca ecuatia (8), obtinem:

ZT(t) s1nn xX=a ZT(t) [ 2”2jsinn%x+F(x,t),

n=1

care se mai scrie
0 2_2

Z{Tn’(r)mz _z

n=1

E(t)}-sinn%x:F(x,t). (14)

Presupunem ca functia F'(x,t) se poate dezvolta in serie Fourier de sinusi pe
intervalul [0,/], deci ca

F(x,t):i(pn(t)-sinn%x, (15)

n=l1
unde
2 T
(pn(t)=7-'[F(x,t)sinn7xdx, neN . (16)
0

Din (14), (15) 51 (16), rezulta ca functiile 7, trebuie s satisfaca ecuatiile diferentiale
de ordinul intai

2_2
T/(t)+a* 2T, (1) = @, (t), VneN", (17)
care admit solutiile
([]d [ *
T ()=e" C, +I¢)n(z')e dr |, neN", (18)

constantele C, urmand a fi determinate.
Pe de altd parte, din conditia w(x,0) =0, rezulta ca
ZTn(O)sinn%x =0

n=1

si mai departe ca:
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T(0)=0, VneN". (19)
In consecinta, tinind seama de (18), deducem ca
C,=0,VneN,
deci

5
a*n*n?

f G .
E(t)zj(pn(r)e ! dr,neN .
0

Conform (13), avem

2.2 2
anrm

wxn=Y|[g,@e " dr sianx. (20)
n=1\ 0

3.4. Ecuatii de tip eliptic

Ecuatiile de tip eliptic descriu procese stationare (in care functia necunoscutd nu
depinde de timp).
Ecuatia lui Laplace 1n plan este
o’u ou
Au = ~ + ~5 = 0 , (1)
ox°~ Oy
iar ecuatia lui Laplace in spatiu este
o’u 0u 0Ou
sttt
ox~ oy~ oz
necunoscuta fiind functia u . Daca intervin forte externe, actiunea acestora fiind descrisa de o
functie f, procesele fizice corespunzétoare sunt descrise de ecuatia lui Poisson

Au=f. (2)

Din cate s-a observat in cazul ecuatiilor de tip hiperbolic si parabolic, pentru
descrierea completd a unui proces fizic este necesar ca, in afard de ecuatia acestui proces, sa
specificam conditii suplimentare: conditii initiale si conditii la limitda (pe frontiera
domeniului). Din punct de vedere matematic, aceastd necesitate decurge din faptul ca solutiile
acestor ecuatii nu sunt unice. Astfel, chiar si in cazul ecuatiilor diferentiale ordinare de
ordinul 7, solutia generala depinde de n constante arbitrare. In cazul ecuatiilor cu derivate
partiale solutia va depinde, in general, de functii arbitrare (a se vedea, de exemplu, solutia
generald a ecuatiilor de tip hiperbolic). Din aceastd cauza, pentru a pune in evidentd solutia
care descrie procesul fizic real, sunt necesare conditii suplimentare. Pentru ecuatiile de tip
eliptic aceste conditii suplimentare sunt conditiile pe frontierd, problema corespunzatoare
numindu-se problema la limita.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de ecuatia lui Laplace in plan. Putem considera doui
tipuri de domenii: marginite si nemarginite. In ambele cazuri vom presupune ci frontiera este
formata dintr-o curba neteda pe portiuni. Problema la limitd pentru ecuatia eliptica se numeste
interioara dacd functia cdutata trebuie sa fie definitd intr-un domeniu marginit §i exterioara
daca functia cautata trebuie sa fie definitd intr-un domeniu nemarginit.

Fie G < R? un domeniu mirginit a cirui frontierd C este o curbi netedi pe portiuni.

Desi sunt valabile pentru ecuatia lui Laplace in general, noi vom prezenta tipurile de
probleme la limitd pentru aceastd ecuatie n plan. Acestea sunt:

Au = 0,
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Problema Dirichlet interioara. Aceasta problema consta in determinarea unei functii
ueC*(G)NC '(G), armonici in G (deci care verifici ecuatia (1)), daci se cunosc valorile
acesteia pe frontiera C a domeniului:

W =1 3)
unde f este o functie data, continua pe C.

Problema Neumann interioara constd in determinarea unei functii

ueC*(G)NC '(G), armonica in G, astfel incat
ou

o =& 4

C

ou . g . . . <
unde 2 este derivata dupd normala exterioard la curba C, iar g este o functie data,
n

continud pe C.
Problema mixtd constd in determinarea unei functii u eC *(G) nC '(G), armonici in
G, astfel incat

u
a-u+—
on

=h, )

C
a si h fiind functii date, continue pe C, o >0.

Vom stabili acum o formuld integrald utilda in cele ce urmeaza. Fie
veC *(G)nC '(G). Atunci

6( 8uj+8 Ou a_u@+a_u @Jr 82 82
ox\_ oOx) Oy 6y ox Ox Oy Oy o’ 6y
_8_u_@+8u ov

~ox ox oy . oy
Integrand pe G, obtinem

H 8( 8uj+ 8( 8u) dxdy:ﬁ[v-Au+8—u @_F&u 8dexdy.
glox\ ox) oy oy ox Ox Oy Oy

Din formula lui Green-Riemann rezulta

[ v-au Jou v, ou v dxdy:gﬁ(—v)-a—“dﬁ gy, (6)
ox Oox Oy oy C oy ox

cunoscutd sub numele de formula integrala Green.
In continuare, vom studia probleme la limita standard pentru ecuatia lui Laplace in

plan.

3.4.1. Problema lui Dirichlet interioard pentru disc

Fie G={(x,y)eR*; x*+y’<r’}si C={(x,y)eR’ x’+y*=r’}, frontiera
orientatd pozitiv a domeniului G . Problema Dirichlet interioard pentru ecuatia lui Laplace
consta 1n a determina functia continud u : G — R care satisface ecuatia
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o’u  ou

) 62_0 V(x,y)eqG, (7)
cu conditia la frontiera

u.=f. (8)

unde f este o functie data, continua pe C.

Vom arata cd daca problema (7)-(8) admite o solutie, atunci aceasta solutie este unica.
Intr-adevar, daca problema ar admite doud solutii u,, u, si v=u, —u,, rezultd ca

Av=0 si v| - =0.Facand u =v in formula integrala Green (6), obtinem

(2] (2] oo

2 2
Prin urmare, (@ (x,y)j + @(x, )| =0, V(x,y)eG, deci @(x, y)=0,
ox oy ox

ov - . . . <
—(x,¥)=0, V(x,y) € G. In consecintd, functia v este constantd si cum se anuleazad pe C,
rezultd cd v=0, deci u, =u, pe G.

Solutia fiind unica, nu conteaza metoda folositd pentru obtinerea solutiei. Vom folosi
metoda separdrii variabilelor (Fourier). Din cauza simetriei centrale fatd de origine a
problemei, vom trece la coordonate polare in plan. Fie p si € coordonatele polare ale

punctului (x, y), deci

x=pcosd
y=psin@’
In urma acestei schimbiri de variabile, ecuatia (7) devine
2 2
o ou 8u ou 0. ©)

+ [pE—
o0 o o0
Problema (7)-(8) se reformuleaza astfel: sd se determine functia u(p,6),
u:[0,r]1xR — R, care satisface ecuatia (9) si conditia la frontiera

u(p,0)| _, =10, (10)
unde functia f:R — R este continud, nenuld, periodicd de perioada 27 i este presupusa

cunoscuta.
De remarcat ca, daca f =0 atunci problema corespunzatoare admite solutia u =0.

Acesta este motivul pentru care putem presupune ca functia f este nenula.
Conform metodei separarii variabilelor, cautam solutii ale ecuatiei (9) de forma
u(p,0)=R(p)-T(0), (11)
unde functiile R si 7 sunt de clasi C?2. In plus, functia 7 este presupusi periodici de
perioada 27z . Punand conditia ca functia u# datd de (11) sa verifice ecuatia (9), obtinem
p’R"(p)-T(O)+p-R(p)-T(0)=-R(p)-T"(9)
sau
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P R(p)+p-Rp) _ T"0) _, (12)
R(p) r®)

unde k este o constanta.
Din (6) rezultd urmatoarele ecuatii diferentiale:

T"(t)+k-T(t)=0, (13)
p’R'(p)+p-R(p)~k-R(p)=0, (14)
Cand constanta este —4°, 1 >0, (13) devine
T"(t)-A*-T(t)=0.
Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este
T(@)=C,-e"’+C,-e",
C, si C, fiind constante. Aceasta solutie este periodica numai dacd C, =C, =0, adica doar
dacd T =0, ceea ce ar insemna ca functia f este nula, ceea ce contravine ipotezei. Prin

urmare constanta in (12) nu poate fi negativa.
Daca k=0, din (13) va rezulta ca 7(0)=C, -0+ C,, care este periodicd numai daca

C, =0. Asadar, in acest caz, avem solutia
T,00)=C,.
Totodata, ecuatia (14) se mai scrie sub forma (p-R’(p)), =0,deunde p-R'(p)=C,
deci R(p)=C-Inp+D.Cum In p nu are sens in 0, rezultd cd C =0, deci putem pune
R,(p) = F, (constant).
Notand 4, = C,F;, solutia de forma (11) a ecuatiei (9), pentru k =0, este
uy(p,0) = 4,.
Cand constanta este k= 1°, 2 >0, din (13) obtinem
T"(t)+A*-T(1)=0,

a carei solutie generala este
T(@)=C, -cosA0+C,-sin A0,

C, si C, fiind constante. Din conditia de periodicitate rezulta ca trebuie sd avem
T@+27)=T(0),
deci A(0+27)=A60+2nz, neN". In consecinti, A =n, ne N". Atunci
T (0)=C,-cosn@+D, -sinnf, neN". (18)
Fie ne N fixat. Tinind seama de (14) si cum k=n’, obtinem cd functia R, (p)

(15)

(16)

(17)

trebuie sd verifice urmatoarea ecuatie diferentiald de tip Euler
p*-RI(p)+ p-RU(p) 1R (p) =0. (19)
Pentru a gasi solutia acestei ecuatii, facem schimbarea de variabila p =e”. Atunci:

R (p)=e* L
do
si
2
Ri(p)=| B |
de” do

Inlocuind in (19), obtinem ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti
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@R,
do’
Ecuatia caracteristici a acestei ecuatii diferentiale este 7> —n°=0 si are solutiile
r,=n, r, =-n, deci solutia generala a ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti este
R (p)=Fe""+Ee".
Prin urmare, solutia generald a ecuatiei (19) este
R (p)=F,p"+E,p",
unde E, si F, sunt constante arbitrare.

-n’R,=0.

Daca E, #0, rezulta cd R (p) > too cind p — 0, deci functia u,(p,0) ar tinde la
infinit spre centrul cercului, ceea ce contrazice faptul ca functia u,(p,0) =R, (p)-T,(0) este

continud. In consecintd, £, =0, deci

R (p)=F,-p". (20)
Notand 4, =C,F,, B, =D,F,, ne N, obtinem solutiile
u,(p,0)=(A cosnf+ B, sinnd)-p", neN". 21

Conform “principiului suprapunerii efectelor”, in ipoteza convergentei, seria
0
Zun(p,a) va fi solutia problemei Dirichlet. Vom presupune cad aceastd serie este
n=0
convergenta si este derivabild termen cu termen de doua ori in raport cu p respectiv 6.

Fie deci:

u(p,0)=A4,+ Y (A, cosnd+B,sinnd)-p" . (22)

n=1
Este usor de vazut ca aceastd functie verifica ecuatia (9). Conditia la frontiera (10) va
fi satisfacuta daca si numai daca

4, +i(An cosnf+ B, sinnd)-r" = f(0).

n=l1

Prin ipotezd, f se poate dezvolta in serie Fourier pe intervalul [0,27], deci

1 2r
Ay=o— I f(@)dg, (23)

1 2z 1 2z )
A, =—[ f(p) cosnpdp, "B, =—-[ f(p)sinng dp.
T 0 T 0

Atunci

1 1 2
— [ /(@) cosnpdp, B, =
0

T r

it

T r"

A =

n

[ 1) sinng do. (24)

Prin urmare, solutia problemei (9)-(10) este data de (22), unde coeficientii 4,, ne N,
B,, ne N sunt dati de (23) respectiv (24).

In cele ce urmeaza vom scrie solutia (22) sub o altd forma, utilizata frecvent in
aplicatii.
Tinand seama de formulele (22)-(24)



3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea 45

2

u(p,0) :% j %+ Z(gj (cos ng cos né + sin ng sin nH):l - f(p)dp =

n=l1

%Z{f} -cosn(w—m}-f((p)dco. (25)

n=l1
Pentru a prelucra aceasta formula, sa remarcam ca ar trebui gasitd o formula pentru

o0 0
calculul sumei seriei Za” cosna , cu |a| <1. Aceasta serie este partea reald a seriei Za"e‘”“
n=1 n=1

care este 0 serie geometrica cu ratia ¢ = ae'”, unde |q| <1. In consecinta

ia

i wma @€’ a cosa—a+isina
n:lae Cl-ae® e“—a  (cosa—a)’+sin’a
Prin urmare,

acosa—a’

o0
Za”cosna: >
p— I-2acosa+a

deci

) n _ A2
Z(BJ -cosn(p—0)=—; preosip=0)-p -
r r-=2prcos(p—0)+p

Inlocuind in (25), obtinem cd formula (22) se scrie sub forma

n=1

1271' 2 2

rr—p
0,0)=— - f(p)de, 26
u(p:0) 27y, r* =2prcos(p—0)+ p° /(@) (26)

formuld cunoscutd sub numele de formula lui Poisson.

Solutia problemei Dirichlet interioare pentru disc se mai poate obtine folosind teorema
reziduurilor. Pentru a vedea cum se poate face aceasta, fie z= p-e'?, w=r-€'?. Atunci

wtz e +p  reos(p—0)+ p+irsin(p—0)

w—z re?—p  rcos(p—0)—p+irsin(p—0)’
Amplificand cu conjugatul numitorului, rezulta ca
2 2
Re( w+ ZJ - rr—p _
w—z) r°=2rpcos(p—60)+p
deci formula lui Poisson devine

27
u(x,y):i- j Re(
0

w+z

)-f(co)dco-

w—2z

Tinand seama ca dw =ire'’dp =iwdg, aceastd formulad se mai scrie

u(x,y)=2i- | f(w)-Re[W”j-,i-dw,

T w—z) iw
deci
u(x, y) = - [ f(w)-l-Re(W+Z]-dw. 27)
2ri s w w—z

Formula (27) permite determinarea solutiei problemei Dirichlet interioare pentru disc
folosind teorema reziduurilor si poartd denumirea de formula lui Schwarz-Villat.
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Exemple. 1) Fie domeniul G ={(x,y)eR* x’+y* <9} a cirui frontierd orientati
pozitiv este C ={(x,y)eR*; x> +1> =9} . Si se giseasci solutia u a problemei Dirichlet

interioare pentru ecuatia lui Laplace cu conditia la frontiera
u(3,0)=cosf@+2sinb .

Metoda I. Folosim formulele (22)-(24). Obtinem

27
4, :L- j (cos@p+2sinp)dp =0,
27

2z
A, =l-i-J‘(cos¢+25in(p) cosng do,
7[ 3" 0
117 : :
B, :_'37' (cos@p+2sing) sinng de .
V4

(=}

Dacd n#1, atunci 4, =0, B =0. De asemenea, A4, =%, B, =§. Tinand seama de
(22), rezulta ca

u(p,@):%pcoséwgpsin@,

deci
x+2
u(x,y)= Y .
3
Metoda II. Folosim formula lui Schwarz-Villat. Fie w = 3¢'? . Atunci
&l +e? l(w 3] w+9 . e’ —e 1 (W 3] w? =9
cosp=———=—| —+— |= , sing=—————=—| ——— |[=—,
2 2\3 w 6w 21 21\ 3w 61w
deci
2 e .
cosp+2sing = ld (l+2),+9(1 2) .
61w
Pentru a aplica formula lui Schwarz-Villat, trebuie sa calculam integrala
j h(w)dw ,
‘w‘=3
unde

W (i+2)+9(i-2) w+z
-2

h(w) =

61w w—z
Pentru calculul integralei, vom aplica teorema reziduurilor. Avem

Rez(h,0) = lin%[wzh(w)]' = -1+ >
(1-2i)z N 3(1+21)

3 z
Conform (27), solutia problemei considerate este

u(x,y)=Re [L -2mi-[Rez(h,0)+ Rez(h, z)]}
27

Rez(h,z) = liin[(w —z)h(w)] =

:Re(l—Zl)z _ x+2y.
3 3
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2) Fie domeniul G = {(x,y)eR?; x*+y” <1} a cirui frontierd orientatd pozitiv este
C={(x,y)eR* x> +y> =1} . Si se giseascd solutia u a problemei Dirichlet interioare
pentru ecuatia lui Laplace cu conditia la frontiera

1
,)=——.
u(1,0) 5+4sin@

Folosim formula lui Schwarz-Villat. Fie w = ¢'?. Atunci

) e —e 1 1 wh =1
sing=———=—| w—— |= ,
21 21

w 2iw
deci
1 B iw
5+4sin@ 2w +5iw-2"
Pentru a aplica formula lui Schwarz-Villat, trebuie sa calculam integrala
[ howydw,
[wi=1
unde
h(w) = 1 Wtz

2w +5iw—-2 w—z
Pentru calculul integralei, vom aplica teorema reziduurilor. Functia /4 are polii simpli

—%, ~2i si z. Deoarece 2w’ +5iw—2:2(w+%)-(w+ 2i), conform formulei de calcul a

reziduurilor, avem:

i i 1 2z-i

Rez(h,—2) = lim [(w+—)-h(w)]= —- ,

ez( ) ‘H;[(W 2) (w)] 3 2ot
2iz

Rez(h,z) = lwglg[(w_z)'h(w)] - 2z +i)-(z+2i)

Conform (27), solutia problemei considerate este

1 —i 2i-z
.¥) = Re| — - 27i-[Rez(h,—) + Rez(h,z)] | = Re———~— =
u(x,7) [m i [Rez(h, =) + Rez( Z)]} 3(z+2i)
B 4_x2_y2
A+ (y+2)°]

3.4.2. Problema lui Dirichlet pentru semiplan

Fie G semiplanul superior, deci G={(x,y)eR*; y>0} si C={(x,y)eR* y=0} ,
frontiera orientatd pozitiv a domeniului G . Problema Dirichlet constd in a determina functia
continui 1 : G — R care satisface ecuatia

o’u ou

—+—=0,Y(x,y)eqG, 28

o "o (x,) (28)
cu conditia la frontiera
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u|c = g b (29)
unde g este o functie datd, continud si marginitd pe C = Ox.

Fie f o functie olomorfd pe D ={x+1iy; (x,y)e G} , a carei parte reald ia aceleasi

valori cu g pe axa reald. Considerdm un contur format dintr-un semicerc I", cu centrul in O
si de razd R, situat in semiplanul superior, si segmentul [ AB]=[—-R, R] (fig. 4.1).

y

x
Ny

Fig 4.1

Fie z=x+1y un punct aflat in interiorul acestui contur. Din formula lui Cauchy, avem

o=l [ L0,

271 oWz

si

0= [ L%,
2 W2z

Notand w=s+ it si facand diferenta dintre cele doua formule, obtinem
z—z

= - f(w)ydw=

J@)= 2ri ‘f (w=—2z2)(w—2) S0

ABUT

=Z_Z-T 8(s) ds+Z_E-j SO ) (30)

271 7R(s—x)2+y2 ~(w—z)(w-12)
Daca notdm cu M(R) = ;wel}, atunci avem

J(w) S (w)
el e O

2|[w-z] ~|Z{Iwl-[=]

J‘ S(w)
~(w—z)(w— z)
< M (R) -7Z'R—M(R)~ V4

<o (1—"]2'

R

Daca presupunem in plus ca lim ——— SW)

o
lim I —f (W) dw=
R—x

~(w-z)(w-2) B

=0, rezultd ca

Pe de alta parte, observam cad deoarece g este marginitd pe R, integrala generalizata

T g(s)

( iy ds este convergentd. Prin urmare, daca in (30) facem R — o, rezulta ca
LW =x + y
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_OO

g(s)
f(Z)— j e

Daca f =u+iv, atunci

v-g(s)
u(x,y)— J.(s x) +y

Y zzRe(.1 ]
(s—x)+y 1(s—2z)

u(x,y)=Re— jg(s) G1)

Dar

deci

Exemplu. Sa se determine solutia problemei Dirichlet pentru semiplanul superior, ale
carei valori pe axa Ox sunt date de

1
u(x,0)= .
(x,0) x*+1

Conform (31) solutia problemei considerate este

1
u(x Re— | —/——
()= -[ (P +D)(s - Z)
Pentru a calcula 1ntegrala improprie vom folosi teorema reziduurilor. Functia
h(s)= !

(s +1)(s—2)

are 1n semiplanul superior punctele singulare s, =1, s, = z. Deoarece

Rez(hi) = — . Rez(h.z)= 21 _ .1 -

2(z-1) zZ2+1 (z—-1)(z+1)
obtinem ca
i
Rez(h,i)+ Rez(h,z) = _
D (h.2) 2(z+1)
In consecinta

u(x,y):ReL..zm'. ! _ =Re 1 _—Re 21x+y+12’

m 2(z+1) X+1y+1 x>+ (y+1)

deci
y+1

DT G



CAPITOLUL 4

ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

4.1. Introducere

Calculul variational se ocupa cu studiul extremelor pentru o clasa speciald de functii
numite functionale. Aceste functionale sunt definite pe submultimi ale unor spatii de functii
obignuite. Din punct de vedere istoric, contributii decisive la dezvoltarea calculului variational
au adus Euler (1744), dar mai ales Lagrange (1760) care a dat metodele generale ale
disciplinei si le-a aplicat in mecanicd. Vom incepe cu prezentarea unor probleme clasice ale
calculului variational.

Curba de cea mai rapida coborare (problema brachistocronei). Problema a fost
formulatd de Johann Bernoulli In 1696. De rezolvarea acestei probleme s-au ocupat fratii
Johann si Jacob Bernoulli, Newton, Leibniz, I’Hospital. Originea termenului brachistocrona
se afld in limba greacd (brakhistos = cel mai scurt, khronos = timp). Prin brachistocrond se
intelege traiectoria pe care un corp care se deplaseaza intre doud puncte date, sub actiunea
gravitatiei, realizeaza cel mai scurt timp. Asadar, dintre toate curbele aflate intr-un plan
vertical si trecand prin punctele fixe 0(0,0) si P(a,b), cu P mai jos decat O, sid se
determine acea curba pentru care timpul de coborare din O in P a unui punct material greu
fara frecare, sa fie minim.

Pentru rezolvare, vom orienta axa Oy pe verticala in jos ca in fig. 1.1. Fie y = y(x),
x€[0,a], y(0)=0, y(a)=b, a,b>0, curba cautata. Fie v viteza de deplasare a punctului
ds

NS

Prin urmare daca 7T este timpul necesar pentru ca punctul material s ajunga in punctul P,
vom avea

material, deci v=./2g y :élﬁ, unde ds este lungimea arcului OM . Atunci df =
t

sz ds :j 1+y2(x)dx
FN2&Y o 28 y(x)
01(0,0) X
M(xy)
P(a,b)
y

Fig. 1.1
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Problema suprafetei de rotatie de arie minima consta in determinarea unei curbe
y=y(x), xe€la,b], y(a)=c, y(b)=d, cu

. - . . . y
proprietatea cd aria suprafetei de rotatie a
graficului 1n jurul axei Ox este minimd (fig. ’]\\/ (b.d)
1.2). Dupa cum se cunoaste, expresia acestei arii Hac) m
este S D
b 'I E \l " : ‘l
A=2ﬂjy(x) 1+ y (x)dx. P R
a 0 :. a .: : b : X
Fig. 1.2

Echilibrul unei membrane deformate. O membrana elastica in stare de repaus are
forma domeniului D < xOy (fig. 1.3). Fie C frontiera lui D. Deformam conturul C al

membranei in directia perpendiculard pe planul xOy si notdm cu u(x,y) deplasarea
(deformatia) unui punct oarecare M (x,y)e D (deformarea conturului atrage dupd sine si

deplasarea punctelor din interiorul membranei). Se cere sa se determine pozitia de echilibru a
membranei cand cunoastem deformarea conturului ei. Aria membranei deformate va fi

”1/1+uf +u)2) dxdy .
D

Daca deplasarile sunt mici,
aproximam aceasta arie cu z

1
J.J.(1+E(u§ +u§)j dxdy .
D
Rezulta cd variatia ariei suprafetei
deformate este

%H(uf+ui) dxdy .
D

Se admite ca energia potentiald a
membranei deformate este proportionald cu o
cresterea arie sale. Prin urmare energia
potentiald de deformatie £ este

E=§”(uf+ui)dxdy, (1)
D Fig. 1.3

unde x4 este o constantd care exprima

calitatile elastice ale membranei. Presupunem ca se cunosc deplasarile punctelor de pe contur,
deci ca
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ul. = p(x,»), )
@ fiind o functie cunoscuta.
Pozitia de echilibru se realizeaza cand energia potentiala este minima. Se obtine astfel
urmitoarea problemi variationald. Dintre toate functiile u € C '(D) care satisfac conditia (2),
sa se determine acea functie pentru care integrala (1) devine minima.

4.2. Extreme ale functionalelor. Variatia intdi a unei functionale. Teorema lui
Fermat

Pentru Inceput, reamintim cateva notiuni invatate la cursul de Analizd matematica.

Fie X un spatiu vectorial real.

Definitia 4.2.1. Se numeste norma pe X o functie || . || : X > R, , cu proprietitile:
1) ||x||=() S x=0,;
2) ||ix||=|ﬂ,|||x , VAeR, Vxe X;

3) [ ol < ]+ v
Spatiul vectorial X inzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat.

, Vx,ye X . (inegalitatea triunghiului)

Exemple. 1) Fie a,beR, a<b, I =[a,b] un interval si n e N". Spatiul vectorial real

C "(I;R) al functiilor y:7 — R declasaC ", inzestrat cu norma
Iy = su?|y(x)| + su}:>|y'(x)| +ot Sl}p‘y(") (x)|, (1)

este un spatiu vectorial normat. De asemenea, spatiul vectorial real C '(/;R*) al functiilor

vl >R y(x)= ((y(x), z(x)) ,unde y,zeC '(I;R), inzestrat cu norma

[Pl =supy* () +2° () +sup )y () + 2 () 2)

xel

este un spatiu vectorial normat.

2) Fie D cR* un domeniu mirginit de o curbd inchisd, netedd pe portiuni. Spatiul
C '(D;R) este spatiu vectorial normat in raport cu norma

+ sup , VzeC '(D;R). (3)

(x,y)eD

0z
5()(9 y)

15
||z||: sup7|z(x,y)|+ sup‘—z (x,)
(x,y)eD (x,y)eD ox

Definitia 4.2.2. Fie X un spatiu vectorial normat, y, € X si » >0. Se numeste bila

deschisa cu centrul in z, §i de raza r multimea B(y,,r) = { veX;

y —y0| < r} . Multimea

Ac X se numeste deschisa daca Vy € A, exista r > 0 astfel incat B(y,r)c 4.
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Definitia 4.2.3. Fie (y,), < X . Sirul (y,), converge la y e X si se noteaza y, — y

daca si numai daca lim” v, = y|| =0. Sirul (y,), se numeste sir fundamental sau sir Cauchy

dacd si numai daca lim || ¥, —¥,/[=0. Un spatiu vectorial normat, in care orice sir Cauchy

m,n—>0

este convergent se numeste spatiu complet sau spatiu Banach.

Observatia 4.2.1. Reamintim ca pe spatiul C ([a,b];R), al functiilor continue pe
[a,b], se poate defini norma Cebasev:
gl =supdlg()f;x la.,b]} , Vg C ([a,b];R).
Mai mult, spatiul C ([a,b];R) inzestrat cu norma Cebasev este un spatiu Banach.
Rezultatul se extinde si pentru spatiul functiilor continue pe o multime compacta
K c R" cuvalori in R™. Cu aceste precizari, norma (1) se mai scrie:
_ ' (n
A=+ e+

De asemenea, normele (2) si (3) devin

71 =171+l
respectiv
Jel=lel. + |+
< loxlle oy,

Este usor de observat ca spatiile vectoriale normate din exemplele 1) si 2) sunt spatii
Banach.

Fie X un spatiu vectorial normat. In cele ce urmeaza, prin functionald pe X
intelegem orice functie F : X —> R.

Exemple. Problemele clasice ale calculului variational prezentate sectiunea 4.1, ne
sugereaza sa consideram urmatoarele functionale.

1) Fie X =C '([0,a];R). In cazul problemei brachistocronei, definim pe X
functionala-timp T X >R,

T (y):]i—“lj/Ly_(’z)(x)dx, VyeX.
0 X

De asemenea, in cazul problemei suprafetei de rotatie de arie minima, pe
X =C '([a,b];R) putem defini functionala-arie A X >R,

b
A ()= Y1+ (0)dx, Vye X
Mai general, pe X =C '([a,b];R) putem considera functionale de tipul
b
F ()= F(xy@), ) (x)dx,

unde F este o functie continui pe un domeniu Q — R?, iar y este o functie oarecare de clasi

C ' pe [a,b], cu proprietatea ci (x, y(x),y'(x)) e Q, Vxe[a,b].
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2) Problema echilibrului unei membrane deformate care ocupa domeniul marginit
D cR?, ne conduce la considerarea functionalei-energie
2 >

E ()= [[ 6} +u}) dxdy.

cunoscutd sub numele de integrala energiei sau integrala Dirichlet a functiei u: D —> R.

Mai general, pe X =C '(D;R) putem considera functionale de tipul

F @)IF@yJUy) uy> wywmw,
unde F este 0 functle continud de cinci Varlablle reale, definita pe multimea

{(x,»,2(x, y) (x y) (x 1)) € R’;(x,y) e D}, z fiind o functie de clasi C ' pe domeniul

D.

Definitia 4.2.4. Fie X un spatiu vectorial normat, 4c X si F :4—>R o
functionald. Un element y, € A se numeste punct de minim local (respectiv maxim local)

pentru F , dacd existd » >0 astfel incat pentru orice y e A care satisface || y— y0||<r,

rezultd F  (y)2F (y,) (respectiv F (y)<F (y,) ). Un punct de minim local sau de

maxim local se numeste punct de extrem local. Dacd inegalititile de mai sus au loc pentru
orice y € A, atunci se poate vorbi de punct de minim global (respectiv maxim global) sau

extrem global.

In continuare, fie X wun spatiu vectorial normat, 4 X o multime deschisa,
F :4— R o functionala, y,e 4 si he X, h#0,, un element fixat. Multimea A fiind

deschisd, exista r>0 astfel iIncat B(y,,r)c 4. Daca teR, atunci elementul

y=Y,+the B(y,,r) dacd si numai daca ||y y0||< r, deci daca si numai daca |t|

consecinta, putem defini functia reala

¢h:(_|r ]_)Ra @, () =F  (y, +th). 4)

Definitia 4.2.5. Fie X wun spatiu vectorial normat, 4c X o multime deschisa,
F 4> R si y,€4.Sespune ca F  admite variatia intdi in y, pe directia unui vector

nenul he X , daci functia ¢, dati de (4) este derivabila in punctul #=0. In acest caz, ¢](0)
se numeste variatia intdi a lui F in y, pe directia lui h si se noteaza cu SF (y,).
Vectorul 4 se numeste variatie a argumentului functionalei F . Un punct y, € 4 cu

proprietatea ca SF (y,)=0, Vhe X, se numeste punct critic (stationar) al functionalei
F

Prin urmare
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oF (yo):{iinglimF (o +th)—F (yo). )

t—0 t

Dacd h =0, atunci punem oF (y,)=0.

Observatia 4.2.2. in particular, fie X =R", heR", h#0 si s= versorul lui 4.

h
||
Atunci

oF (yo):d%(yo)a

unde

(»,) este derivata lui F dupa directia lui s in y,. Asadar, notiunea de variatie

intai este o extindere a conceptului de derivata dupa o directie.

Ca si in cazul functiilor reale urmétoarea teorema furnizeaza o conditie necesard de
extrem.

Teorema 4.2.1. (Teorema lui Fermat). Fie X un spatiu vectorial normat, Ac X o
multime deschisa si F 1 A— Ro functionala. Daca y, € A este un punct de extrem local

pentru F si daca F admite variatia intdi in y, pe orice directie, atunci y, este punct

critical lui F | adica
SF (3)=0,VheX. ©6)

Demonstratie. Egalitatea (6) este evidenta pentru ~2=0,. Sd presupunem acum ca
h#0, sicd y, este punct de minim local, in cazul in care y, este punct de maxim local

rationamentul fiind similar. Conform definitiei, existd r >0 astfel incat pentru orice

yeAnB(y,,r) are loc F (y)=2F (y,). Multimea 4 fiind deschisa, putem alege r >0

suficient de mic astfel incat B(y,,r)c A. Asadar, pentru orice ye B(y,,r) avem
r

F (»=F (y,). Deoarece pentru |t|<”7, y=y,+the B(y,,r), rezulta cd pentru orice

te [—”%,%”J are loc inegalitatea F  (y, +th)>F (y,) care, tindnd seama de (4), se mai

poate scrie sub forma ¢, () = ¢,(0), Vt e (—L,LJ . Conform teoremei clasice a lui Fermat

7 ]

pentru functii de o variabila reala, rezultd ca ¢, (0) =0 sau, echivalent, SF (y,)=0.m

In cele ce urmeazd, vom aborda problema determinarii punctelor critice (stationare)
pentru functionale concrete.
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b
4.3. Functionale de tipul F  (y)= I F(x,y,y)dx

Fie D c R’ o multime deschisid, F: D —> R o functie de clasiC ' si / =[a,h]CR.
De asemenea, fie

D ={yeC '(;R) | (x,y(x).y'(x))eD, Vxel},
Consideram functionalaF :D — R,

F () =[F(x,y,y)dx, ¥yeD . 1)

Aceasta functionald depinde de F .
Lema 4.3.1. Multimea D este deschisad in spatiul BanachC '(I;R).

Demonstratie. Fie y, €D oarecare. Cum functia vectoriala
x = (x,y,(x), 5 (x)): I - DR’
este continud, rezultd ca multimea K ={(x,y,(x),y;(x));xel}c D este compacta. Fie
r=dx,CD)=inf{d(M,N);M € K,N e CD}. Deoarece KNCD =, K este compacta si
CD este inchisa, rezulta ca »>0 (vezi [8], Teorema 5.2.1, pag. 100). Vom ardta ca

B( yo;g) cD , deunde varezultacda D este o multime deschisa. Fie y € B( yo;g) . Atunci

[ = o]l = sup|y06) = 3y (0] +sup| ')~y 0] < 5
In particular, averr)lcE N

@) =3 @+ (D)= yy)| < 7. el 2
Fie x € [ oarecare fixat, M (x,y,(x),y;(x))€ K si P(x,y(x),y'(x)). Avem

d(M,P) =J(y(x) = $,(x))" +('(x) = 35 () < [p(x) = 3, ()| + | () = i ()| < g -

Cum d(P,K)<d(P,M), rezultda ca d(P,K)< % Din aceastd ultima inegalitate

deducem ca P e D, pentru cd, in caz contrar, PeCD si d(P,K)>d(CD,K)=r, ceea ce
este absurd.

In definitiv, am aratat ca daca yeB( yo;%) , atunci (x, y(x),y'(x))e D, Vxel, deci
yeD . Cuaceasta, lema este demonstrata. m

Ne punem problema determindrii functiilor din D care realizeazd un extrem al
functionalei (1) pe aceasta multime. Conform teoremei lui Fermat, dacd y, eD realizeaza un

extrem al functionalei (1) pe D , atunci, in mod necesar
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SF  (5)=0, VheC '(I;R).
In practica se pune problema determinirii punctelor de extrem ale functionalei (1) cu
capete fixe. In acest caz, fie ¢,d € R numere date si

A ={yeD |ya)=c, yb)=d},

cunoscutd sub numele de multimea functiilor admisibile ale problemei. Este usor de constatat
cd, daca se cunoaste o functie y, €A , atunci orice altd functie y €A  este de forma

y=Y,+h, unde h(a)=h(b)=0. Prin urmare, daca y, €A realizeaza un extrem al

functionalei (1) pe multimea functiilor admisibile, atunci, in mod necesar
SF  (3)=0, YheC "(I;R), h(a) = h(b) =0.

Pentru rezolvarea problemelor de extrem pentru functionala (1) este util urmatorul
rezultat.

Lema 4.3.2. (Lema fundamentala a calculului variational). (Lagrange). Fie
f:[a,b] > R o functie continua cu proprietatea ca pentru orice functie h:[a,b] > R, de

clasaC ' pe [a,b], cu h(a)=h(b) =0, satisface conditia

[ fhax=0. ©

Atunci f(x)=0, pentru orice x €[a,b].

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sa aratam ca f(x)=0, pentru
orice x € (a,b). Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nuld pe (a,b), deci exista
c € (a,b) astfel incat f(c)= 0. Fara micsorarea generalitatii, putem presupune ca f(c)>0.
Functia f fiind continud in punctul ¢, pentru orice & >0 existd 0 =0J(¢) >0 suficient de
mic, astfel incat J =[c—3J,c+ ] < (a,b) si pentru orice x € J , avem |f(x) —f(c)| <eg. Altfel

spus, pentru orice x €J au loc inegalititile f(c)—& < f(x)< f(c)+¢. In particular, pentru

1 e o : - . A
£ =5 f(c) rezultda ca existd un interval corespunzitor J =[c—J,c+ 0] astfel incat pentru
. 1 . .
orice x€J avem f(x)> 5 f(c). Fie functia

0, dacixeJ

Se verifica usor ca functia / satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind
teorema de medie, rezulta ca

h(x):{(x—c+5)2(x—c—5)2, dacixeJ

c+o c+o

[fhx)dx= [ f()h(x)dx > %f(c) [ hGodx = F(e)h(£)8 >0,

unde & e(c—0,c+0), ceea ce contrazice (3). m

Observatia 4.3.1. Lema lui Lagrange ramane valabild daca functia /2 din enuntul
lemei este o functie de clasi C *, k>1, pe [a,b], care se anuleazi in a si b impreuni cu
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derivatele sale pana la ordinul k-1 inclusiv. Este suficient sa luam
h(x)=(x—c+0)*(x—c-0)**,daci xeJ .

Lema 4.3.3. (Du-Bois-Raymond). Fie f:[a,b)] >R o functie continud cu
proprietatea cd pentru orice functie h:[a,b]—> R, de clasaC ' pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0,
satisface conditia

[ reonGodxe=o0. (4)

Atunci functia f este constanta pe intervalul [a,b].

Demonstratie. Fie
h:la,b] >R, h(x)=[(f()-c)dt,
unde ¢ este o constanta care se determind din conditia /4(b) =0, deci
1 b
c=— x)dx.
b_alf()

Este clar ca functia /4 astfel construita este de clasi C ' pe [a,b], satisface conditiile
h(a)=h(b)=0 si h'(x)= f(x)—c. Atunci

[(f@)=c) de=[(f(x)—c) W (x)dx =

b b
= j FOR (x)dx—c j R (x)dx = 0— c[h(b)— h(a)] =0.
Integrantul fiind pozitiv si functia f continua, rezultd cd f(x)=c, Vx€[a,b]. m

Corolarul 1. Daca P,Q:[a,b] > R sunt functii continue care satisfac
b

I[P(x)h(X) +Q(x)h'(x)]dx =0

pentru orice functie h de clasi C ' pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0, atunci functia Q este
derivabila si Q'(x) = P(x), Vx €[a,b].

Demonstratie. Fie functia f:[a,b]> R, [f(x) :IP(t)dt. Aceasta functie este

derivabild si f’'(x) = P(x), Vx €[a,b]. Conform ipotezei, pentru orice functie / de clasi C '
pe [a,b],cu h(a)=h(b)=0,avem

[Lf/(0)A(x) + Ok (x))dx = 0,

de unde, integrand prin parti, obtinem
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b
J 00 e = F o= | FGIH (o

in conseacin;é a “
T[Q(X) —f()]H (x)dx =0.

COl’lfOI‘l’Ial Lemei 4.3.3, rezulta ca functia Q- f este constantd pe [a,b], deci

O'(x)=f"(x)=P(x), Vxela,b]. m

Teorema 4.3.1. (Teorema lui Euler). Fie D c R’ o multime deschisd, F:D —>R o
functie de clasaC ', I =[a,b]c R siD ={yeC '(I;R) | (x,y(x),y'(x)) eD, Vxel}.

Fie, de asemenea, functionalaF :D — R,
b
F()=[F(xy,y)dx, ¥yeD .
Daca functia y,eA ={yeD | y(a)=c, y(b)=d} realizeaza un extrem al
functionalei F pe multimea  functiilor — admisibile A , atunci functia
F
X %(x, Vo(x), yo(x)) este de clasaC ' pe [a,b] si functia y, verifica ecuatia diferentiald

or _dfor 5
oy dxloy' )

Demonstratie. Fie h o functie de clasi C ' pe [a,b], care satisface conditiile la limitd

h(a)=0, h(b)=0 si functia goh:[— r j—)R @, (t)=F (y,+th). Variatia intai a

functionalei F  este oF (y,)=¢;(0), deci

SF ()= %( [ F (x5, 00+ th(x). v, (x)+rh'<x))dxj

t=0

}dx )
t=0

{ (%3 (0, () - () + f (3,75 (0 () h(x)}

{ (2, Y () + th(x), i (xX) + 1 (x) )

Q — D e O

Conform teoremei lui Fermat, SF (y,) =0, pentru orice functie % de clasiC ' pe
[a,b], care satisface h(a)=0, h(b)=0, deci
b

J Bi(x Yo, () h(x) + f (230D () h(x)}dx 0

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. m
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Asadar, teorema lui Euler ne da o conditie necesara de extrem, cu care problema poate
fi complet rezolvatd In multe cazuri. Problema conditiilor suficiente de extrem depaseste
cadrul acestui curs si nu o vom aborda.

Ecuatia diferentiala (5) se numeste ecuatia lui Euler-Lagrange asociatd functionalei
F . Solutiile ecuatiei diferentiale (5) se numesc extremale. Ele sunt susceptibile de a fi
puncte de minim pentru functionala F

Observatia 4.3.2. Daci functia F €C *(D), derivand in raport cu x termenul drept al
ecuatiei (4), aceasta devine
O°F , O°F , O°F OF
12 y + ' y + A =
oy oyoy oxoy' Oy

2

Rezulta ca, daca nu este identic nula, atunci ecuatia diferentiala (4) este o ecuatie

12

diferentiala de ordinul al doilea, deci solutia sa generald depinde de doud constante arbitrare.
Aceste constante se determind folosind conditia suplimentard a problemei: curba
cautata trebuie sa treacad prin doud puncte date.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
2
F () =[(y” +12y")dr,
1

care satisfac conditiile la limita y(1)=1, y(2)=8.

In acest caz F(x,y,y")=xy"? +12)7, %::24% %:szy'.

In consecinti, ecuatia Euler-Lagrange va fi
24y —%(2x2y') =0 sau 24y —4xy'—2x°y"=0.

Se ajunge astfel la ecuatia diferentiala de tip Euler
2_n

xy"+2xy"' =12y =0.

: s . ., d
Facem schimbarea de variabila x =¢' si tinem seama ca y' =¢” d—y ,
t
" -2t dzy dy . . . . - - A . « . -
=e W) Atunci, ecuatia diferentiala Euler se transformad in ecuatia liniard cu
coeficienti constanti

d’y d

X2 qay-0,

de” dr

care are solutia y(¢) = C,e” + C,e™" . Prin urmare solutia ecuatiei diferentiale Euler este
C . e e SRR
y(x)=Cx’ + —2 . Din conditiile la limita obtinem C, =1, C, =0. Asadar, extremala cautata
X

este y(x)=x".
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O’F . .

e =0. Atunci functia F este de forma
F(x,y,9) = P(x, )+ Q(x, y)y".

Ecuatia lui Euler devine
P 0, 20 30,
oy 0oy ox Oy

Observatia 4.3.3. Sa presupunem ca

b

adica
P2 ©)
oy Ox

Daca aceasta relatie este satisfacuta identic, atunci expresia de sub semnul integralei

[P(x, y)+0O(x,y)y'ldx = P(x, y)dx + O(x, y)dy
va fi o diferentiald totald exacta, deci valoarea integralei depinde numai de capetele curbei, nu
si de drumul de integrare. In acest caz problema variational nu are sens.

Daca relatia (6) nu este satisfacuta identic, atunci ea defineste o curba bine
determinata, care, in general, nu va trece prin punctele date. In acest caz, problema
variationala nu are solutie. In anumite cazuri particulare, relatia (6) poate s dea solutia
problemei de extrem pentru functionala corespunzatoare.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
2
F ()= [Gx—y)ydr,
1
care satisfac conditiile la limita y(1) =1, y(2)=8.

< . S . F :
In acest caz F(x,y,y") =3xy—»", iar ecuatia lui Euler devine Z— =0, adica
y

. 3 . . . . .
3x—2y=0. Prin urmare, y(x)= Ex , care, in mod evident, nu satisface conditiile la limita.

Cazuri particulare ale ecuatiei lui Euler

1) Functia F nu depinde de y .

In acest caz Z—F =0 si ecuatia lui Euler devine

4
dfoF) .
dx | oy
deci
oF_c ™)
oy

este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei

Foo0)=[y0+xy)dx,
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care satisfac conditiile la limita y(1)=3, y(2)=5.

In acest caz F(x,y,y")=y'(1+x*y"), deci F nu depinde de y . Conform celor de mai

. . . . , . Cc-1
sus, extremalele functionalei satisfac ecuatia (6), adicd 1+2x°y’' = C . Atunci y' = Byt de
X

unde, prin integrare, gdsim familia de hiperbole y = G +C, . Constantele C, si C, se
X

o . . . . 1
determind din conditiile la limita. Obtinem sistemul C, +C, =3, ECI +C, =5, care are

solutiile C;, =—4, C, =7. Extremala cautata este y(x)="7 _4 .
x

2) Functia F nu depinde de x .

In acest caz vom arata ca

, OF
y—=C ®)
oy
este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

F -

Intr-adevir, deoarece F = F(y,y") si tinind seama de ecuatia lui Euler, obtinem
succesiv:

d[ ,aFj OF , oF , OF ,d[aFj

dr R A A e Y

,(GF d{aFj]
=V =0,
oy dx\ 9

de unde rezulta (8).
Exemplu. Sa se rezolve problema brachistocronei. Altfel spus, sa se determine
extremalele functionalei

care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(a)=5.

2 ’

. 1+ /a .
In acest caz F(x,y,y)=F(y,y") = Y Deoarece 6_, = #, din (8)
Jy o fyfi+y?
. 1+y"” " . 1 1
obtinem - =C, care se mai scrie ———=C. Notand k =—,
Jy NN NN e c?
rezultd ca
k
y= 2"

I+y
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Punand y' =ctgt, rezulticd y=ksin’ ¢ = g(l —cos2t) . Atunci

_d_y_ k sin 2¢

!

y ctgt

dx =2ksin® tdt = k(1—cos 2¢)dt .

Prin urmare
k :
x= E(2t—s1n21)+kl .
Asadar, obtinem curbele sub forma parametrica

xX= £(2t —sin 2¢t) +k,
> ©)
y =E(l—c0s2t)

constantele & si &, fiind arbitrare si se determina din conditiile la limita. Ecuatiile (9)
. e C . . : .k <
reprezintd o familie de cicloide generate prin rostogolirea unui cerc de raza 5 pe axa reala.

Punctele de intoarcere vor fi puncte de pe axa reald de abscise x =k, +2nzk, neZ.
Cum, prin ipoteza, curba cdutatd trece prin origine, va rezulta k, =0 . Constanta k se
determind din conditia y(a)=5.

b
4.4. Functionale de tipul F  (y,z)= J F(x,y,z,y,z")dx

Fie D c R’ o multime deschisi, F: D —> R o functie de clasiC ' si / =[a,b]cR.
De asemenea, fie
D ={(»2)eC '(LR?) | (x,p(x),2(x),y'(x),2'(x)) e D, ¥x eI},
Yi» V2,2, € R numere date si

A ={(»2)eD |y@)=y, y(b)=y,,2(a)=z,2(b)=z,}.
Consideram functionalaF A —>R,

F (2= [F(x,y,2),2)dx. (1)

Aceastd functionald depinde de F . Multimea A  se numeste multimea functiilor
admisibile.

Teorema 4.4.1. Dacid (y,z)eC '(I;R*) realizeaza extremumul functionalei (1) pe

Ja
multimea  functiilor — admisibile, atunci functiile xH%(x, y(x),y'(x),z(x),z'(x)),
y

F
X %(x, y(x), y'(x),2(x),2'(x)) sunt de clasa C ', iar functiile y §i z verifica sistemul de
/4

ecuatii diferentiale
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oF _d (aFj
gy dx{ oy
r_dfor)
0z dx\ oz

Demonstratie. Fie (g,h)eC '(I;R*) care satisface conditiile la limitdi g(a)=0,
g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0 si functia

)

r r
(p(g,h):(_”(g’ , h)”j_)]R’ Doy =F (y+ig,z+th).

Variatia intéi a functionalei (1) este 5, ,F (v,2)=¢[,,,(0), deci

SenF (12)= %[I F (x, y(x)+1tg(x), y'(x)+1tg'(x),z(x) + th(x),z'(x) + th'(x))de

e

| [a—(x,yoc), V0, 200,2'() - 2(3) +%(x, Y0, (0, 2(x), () g'(x)}dﬁ

t=0

‘f{ x y(x)+1tg(x), y'(x)+1g'(x),z(x) + th(x),z'(x) + th' (x)))

+j[ (5,3 (0,200, 2(0) - B+ or (0 (0,202 (x))h(x)} 3)

Conform teoremei lui Fermat, &, ,

C ' pe [a,b], care satisfac g(a)=0, g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0.
In particular, scriind O s (¥,2)=0 pentru (g,0) respectiv (0,4) si tindnd seama

de (3), obtinem:
b

| B—i(ny(x),y'(x),z<x>,z'<x>) 8+ 2 (0. Y0, 20, 7). g'(xﬁdx 0,

a

F (y, z) =0, pentru orice functii g si 4 de clasa

b

J {%Z(x,y(xx (0,202 (0)- GO+ 5 (5,0, (0,20, 00) h’<x>}dx =

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. m

Asadar, Teorema 4.4.1 da conditii necesare de extrem. Sistemul de ecuatii diferentiale
(2) se numeste sistemul Euler-Lagrange asociat functionalei (1). Curbele y si z care satisfac

sistemul (2) se numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Observatia 4.5.1. 1) Daca functia F' nu depinde explicit de y sau z, atunci sistemul
(2) admite, in mod evident, integralele prime

-=C respectiv G_F, =C'.
0z
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2) Daca functia F' nu depinde explicit de x, atunci sistemul (2) admite integrala

prima

Intr-adevir,
d ,OF ,0F\ oF , oF , oF , oF ,
—y -z — ==y +—zZ+— )y +—2Z"-
oy’ oz' ) oy 0z oy’ oz'

,OF ,d(aF] ,OF ,d(aFj
-y — - -z — =z =0,

dx

o Talay) T e

deoarece y si z care satisfac sistemul Euler-Lagrange.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
Fo(n2)=[@yz-2y" +y" =2")dx,
0
care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(7)=1, z(0)=0, z(z)=1.

Deoarece F(x,y,z,)',2")=2yz—2y"> + > —z"*, sistemul Euler-Lagrange devine:

O_F_i G_F: =2z—-4y-2y"=0
oy dx\oy
AR TCARVRR
0z dx\ oz
Din sistemul »"+2y—-z=0, z"+y =0, eliminand pe z, obtinem ecuatia diferentiala

y" +2y"+y =0, a cirei solutie generali este
y(x)=C, cosx+C,sinx+x(C,cosx+C,sinx).

Din conditiile y(0)=0, y(7)=1, obtinem C, =0 s1 C; =——. In consecinti
V4

. . X
y(x)=C, smx+C4xsmx—;cosx X

Din prima ecuatie a sistemului rezulta ca
. ) |
z(x)=C,sinx+C,(2cosx+xsinx)+—(2sinx—xcos x) .
T
Folosind conditiile z(0)=0, z(z) =1, obtinem C, =0 si C, arbitrar. In concluzie,
curbele extremale cautate sunt:

. X
y(x)=C,sinx——cosx,
Ve

. 1 ..
z(x)=C,sinx+—(2sinx —xcosXx) .
T
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b
4.5. Functionale de tipul F  (y) = _[ F(x, 3,5,y y")dx

Procedand ca in sectiunea 4.3, vom aborda probleme ale calculului variational, in care
functia de sub semnul integrald depinde nu numai de derivata de ordinul intai, ci si de
derivatele de ordin superior. Probleme de acest tip apar des in teoria elasticitatii. Prezentam,
pe scurt, un exemplu. Sa se determine forma axei unei grinzi incovoiate, cu anumite conditii
la extremitati. Aceastd problemd revine la gasirea extremumului energiei potentiale a
sistemului. Dar energia potentiala a unei grinzi incovoiate depinde de curburd. Prin urmare, in
aceastd problema se cautd curbele extremale in cazul in care functia de sub semnul integrald
depinde de derivatele de ordinul intéi si de ordinul al doilea ale functiei necunoscute.

Fie I =[a,b)]c R, neN" sifieC "(I;R) spatiul vectorial real al functiilor y:7 — R
de clasaC ", Inzestrat cu norma
Iy = su?|y(x)| + su?|y’(x)| ot s?p‘y(”’ (x)‘ )
Dacid F:[a,b]xR"™" — R este o functie dati, de clasi C ', considerim functionala
F C"(;R)>R,

b
FooO)=[Fop,y, "y ™). 1)

Problema pe care o vom aborda se enuntd in modul urmator. Dintre toate curbele
v eC "(I;R), care verifica conditiile la limita:
y(a) :cl 5 y'(a) :CZ IARES) y(nil)(a) = cn B
wby=d,, yb)=d,,..., y"(b)=d,, )
sa se determine acea curba de-a lungul careia functionala (1) realizeaza un extremum.
Se constata usor ca, daca se cunoaste o functie y, €C "(/;R) care verifica conditiile

la limita (2), atunci orice alta functie y €C "(/;R) care verifica, de asemenea, conditiile la
limita (2), este de forma y=y,+4,unde 7 €C "(I;R) satisface conditiile la limita:
h(a)=0, h'(a)=0,..., """ (a)=0,
h(b)=0, K'(b)=0,..., K" "(b)=0. 3)
Prin urmare, dacd y, eC "(/;R) realizeazd un extrem al functionalei (1) pe multimea
functiilor dinC "(I;R) care satisfac conditiile la limita (2), atunci, in mod necesar
SF (1)=0,
pentru orice h €C "(I;R) care satisface conditiile la limita (3).

Teorema 4.5.1. FieF :[a,b]xR"™ >R o functie de clasd C ""'. Dacd functia
yeC *(I;R) realizeazdi un extrem al functionalei (1) pe multimea functiilor din C "(I;R),
care satisfac conditiile la limita (2), atunci functia y verifica ecuatia diferentiala

oF _d (GFJ d’ [8F]+m+(_l)n1 d" [ oF j @

ay _a G_y! _ﬁ ayu dxn ay(n)
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Demonstratie. Vom ardta ca functionala (1) admite variatia intdi in orice punct

y eC "(I;R), dupa directia oricarui # €C "(I;R). Intr-adevar

d h ' 4 (n) (n)
oF (y):EUF(x,y+th,y +th',..,y" +th )dx

t=0

b
:I[a—F-h+ali-h’+a—F,,-h"+.. o h(")}dx
L Dy 0y "

S& presupunem acum ca functia / satisface conditiile la limitd (3). Integrand prin
parti, pentru orice k, 1<k <n, obtinem
j OF  hdy = -[ i[ or ] A D =

ay(k) dx ay(k)
b
ol Jor e s frar
in consecintd, avem
oF d|(oF d" [ OF
oF (= '[___ ACED | ||y
dx\ 9 dx" \ oy

Deoarece 0F (y)=0 pentru orice functie /4 de clasda C " pe [a,b], care satisface
h(a)=0, h(b)=0, din lema fundamentald a calculului variational rezultd ca functia y

satisface ecuatia diferentiald (4). m

Prin urmare Teorema lui 4.5.1 da o conditie necesara de extrem. Ecuatia diferentiala
(4) se numeste ecuatia Euler-Poisson asociatd functionalei (1). Solutiile acestei ecuatii se
numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
1
Fo)=[@w' -2y =y +y")dx,

0
care satisfac conditiile la limita y(0)=1, »'(0)=0, y(1)=chl, »'(0)=shl.

n F
Inacest caz F(x,y,y,y")=2y'—=2y" =y +y"*, 2— =2y'-4y,
Y

oF
—=2y-2y,
Py, y—2y
' d ' d2 4 1w 4 : f i AS :
2y' =4y —-—QR2y-2y)+—(2y")=0 sau y~ +y"-2y=0. Ecuatia caracteristicd a acestei
-1, n,=1W2, r,=-1V2.

oF 5 e : . . : .
P =2y". In consecintd, ecuatia Euler-Poisson asociata functionalei este
y

ecuatii diferentiale este #* +7° —2=0 si are radacinile r, =1, r, =
Atunci solutia generald a ecuatiei Euler-Poisson va fi
y(x)=Ce" +C,e " +C;cos V2x+ C,sin V2x.
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Tindnd seama de conditiile la limita, este util sd scriem aceastd solutie generala
folosind functiile hiperbolice. Deoarece e =chx+shx si e =chx—shx, atunci, notand
k=C+C,, k,=C,—C,, rezulta ca solutia generala a ecuatiei Euler-Poisson se poate scrie
sub forma

y(x) = k,chx + k,shx + C, cos V2x+ C,sin V2x.
Folosind conditiile la limita, ajungem la sistemul algebric liniar £, +C, =0,
k, +N2C, =0, kchl+k,shl+C,cos~/2 +C,sin/2 =chl, kshl+k,chl—+2C, sinv/2 +
+\/5C4 cos~/2 =shl. Rezolvand acest sistem, obtinem & =1, k, =0, C, =0, C,=0. Prin
urmare, extremala cautatd este y(x)=chx.

4.6. Functionale de tipul F  (u) = HF(x y,u Zu Ou )dxdy

Fie DR’ un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba inchisi, netedi pe
portiuni C, U c R® o multime deschisd si F:U —>R 0 functie de clasiC '. Fie

D ={ueC "(D;R) |(x y,u(x, y) (x y) (x y)JeU Y(x,y)e D} .

Consideram functionalaF :D — R,
F W= J-F(x y,u(x, y) (x y) (x ¥))dxdy , (D

Se poate demonstra ca mul‘glmea D esteo submul‘glme deschisd a spatiului normat
C '(D;R).Daci g este o functie dati pe curba C, fie

A ={ueb; u|c=g}.
Este clar ca, daca functia u, €A  este cunoscutd, atunci orice alta functie u €A
este de forma u =u, +/h, unde h|C =0.

Ne punem problema determindrii punctelor de extrem ale functionalei (1) pe multimea
A . Pentru rezolvarea acestei probleme sunt utile urmatoarele rezultate.

Lema 4.6.1. Fie f:D — R o functie continud cu proprietatea cd pentru orice functie

h de clasaC ' pe o multime deschisd ce contine D, cu h - =0, satisface conditia
[[ 7 Ce, ), yydxdy =0. )
D

Atunci f(x,y) =0, pentru orice (x,y) € D.

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sd ardtam ca f(x,y)=0,
pentru orice x € D . Presupunem, prin absurd, ca f nu este identic nuld pe D, deci exista
(a,b) € D astfel incat f(a,b)# 0. Fara micsorarea generalitatii, presupunem ca f(a,b)>0.
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Functia f* fiind continud in punctul (a,b), pentru orice ¢ >0 existd » > 0 suficient de
mic, astfel incat ¥ = B((a,b);r) < D si pentru orice (x,y) €V , avem |f(x, ¥) —f(a,b)| <eg.
Altfel spus, pentru orice (x,y)eV au loc inegalititile f(a,b)—¢&< f(x,y)< f(a,b)+¢. In

. 1 ) .
particular, pentru &= 5 f(a,b) rezultd ca exista o bild corespunzatoare V = B((a,b); r)
astfel incat pentru orice x €V avem f(x,y)> % f(a,b) . Fie functia

x—a) +(z=b)Y —r* 2, dacixeV
hxyy = (= b7 =) .
0, dacax eV

Se verifica usor ca functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. in plus, folosind
teorema de medie pentru integrala dubla, rezulta ca

[] £ Ge 3)h(e, yydedy = [[ £ (x, 9)(x, y)dedy >

> % f(a,b) jV [ h(x, y)drdy = % Fla,byh(x,7) 2’ >0,

unde (x,y) eV, ceea ce contrazice (2). m

Corolarul 1. Dacid P:D — R este o functie continud, iar Q §iR sunt doud functii de

clasaC ' pe o mulfime deschisd care contine D, care satisfac
Oh Oh
[P, 2)h (e, )+ O(x, ) == (x, ) + R(x, 3) == (x, ))dxdy = 0 (3)
) ox oy
pentru orice functie h de clasiC ' pe o multime deschisd ce contine D, cu h| - =0, atunci

P(x,y)=aa—f<x,y>+g—ﬁ(x,y), Y(x.y)eD.

Demonstratie. Deoarece

Q@+R@:—(Qh)+—(Rh)— th—a—Rh
ox oy oy

rezulta ca
0
”[Q—+R—]dxdy J.J‘[—(Qh) +—(Rh)]dxd ﬂ[ ©h +—h]dxd :
Conform formulei Green—Rlemann si tinand seama ca h| o =0, rezulta
0 0
[[1==(0h) +—(Rm)dxdy = § (~Rh)dx+ (Qh)dy =0.
S Ox oy 2
Asadar
o0
”[Q—+R—]dxd = —H[ h +—h]dxd
inlocumd in (3), obtinem

JJ1Pee ) =22 (5,002 G e sy =,
S X oy
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pentru functie / de clasiC ', care satisface h|C = 0. Corolarul rezulta din Lema 4.6.1. m

Teorema 4.6.1. Daca functia ueA  realizeaza un extrem al functionalei (1) pe
multimea functiilor admisibile, atunci functia u verifica ecuatia cu derivate partiale

oF_ofor)_ofar) @
ou ox\ou, ) Oy|ou,
unde ux:a—u,u,:a—u.
ox 7 oy

Demonstratie. Fie h o functie de clasi C ', care satisface h| =0 si functia

®, :[—”%,%”J >R, ¢, t)=F (u+th). Variatia 1intdi a functionaler (1) este

SF  (u)=9}(0), deci

SF w=2 [[F x,y,u+m,a—”+r@,a—”+t@ dy
dr °; ox Ox oy Oy

Hrlsrwrmnd 2,2
S dt

o ox 'y Oy
” 8_Fh+6_F%+8_F8_h dxdy .
5| Ou  Ou, Ox Ou, Oy

t=0

—

dxdy =

t=0

Deoarece SF (u)=0 pentru orice functie /4 de clasda C ' care satisface h| =0,

obtinem ca

] OF OO0 OF O b4y =0, YheC ', H], =0.
5| Ou  Ou, Ox Ou, Oy ¢

Teorema rezulta din Corolarul 1. m

Si 1n acest caz, Teorema 4.6.1 da o conditie necesard de extrem. Ecuatia cu derivate
partiale (4) se numeste ecuatia Euler-Ostrogradski asociata functionalei (1). Solutiile acestei
ecuatii se numesc suprafete extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplu. Fie Dc R’ un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba inchisi,
neteda pe portiuni C si f:D —> R o functie continud datid. S& se determine extremalele
functionalei

Foo()=[ @ +u +2fie) dxdy, (5)

care satisfac u| - =&, g fiind o functie data pe curba C.

2 2
Deoarece F(x,y,u,u u,)=u; +u, +2 fu , avem
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oF
Rl
ou /

deci ecuatia Euler-Ostrogradski este

d o
2f ——(Qu)——Q2u )=0,
S ax(ux) ay(uy)

, 6_F:2u“ a—F=2u ,
ou, " ou g

y

adica
o’u du
ot =/
ox°~ Oy
Prin urmare, problema determinarii extremalelor functionalei (5) conduce la
rezolvarea problemei Dirichlet

Au=f
ul. =g



CAPITOLUL 5

ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR

5.1. Camp de evenimente

Un fenomen intdmplator se poate observa, de regula, de mai multe ori. Faptul ca este
intamplator se manifestd prin aceea ca nu stim dinainte care este rezultatul producerii acestui
fenomen. Rezultatele posibile ale unui fenomen intdmplator se numesc evenimentele
elementare ale acestui fenomen.

Exemplu. Pentru fenomenul “aruncarea zarului” multimea evenimentelor elementare
este
£ =1(1),(2),3),(4),(5),(6)} .
Multimea evenimentelor elementare ale fenomenului “aruncarea banului” este
{{b},{s}},unde b=banul, s=stema.

Prin eveniment se intelege o submultime a multimii evenimentelor elementare.

Exemplu. La aruncarea zarului evenimentul “rezultat par” este submultimea {2,4,6} .
Toate evenimentele care pot fi considerate la aruncarea zarului sunt urmatoarele:

{1}, {2}, {35,443, {5}, {6}

{1,2}, {1,3},..., {5,6}

{1,2,3},..., {4,5,6}

{1,2,3,4},..., {3,4,5,6}

{1,2,3,4,5},..., {2,3,4,5,6}

{1,2,3,4,5,6}

In total sunt CL+C’+C+C!+C+C°=2°-1 evenimente. Evenimentul
{1,2,3,4,5,6} se mai numeste si evenimentul sigur. La aceste evenimente se adaugd si
evenimentul imposibil, notat . Astfel incat multimea tuturor evenimentelor corespunzatoare
fenomenului “aruncarea zarului” este P (E) si contine 2° elemente.

In general, dacd multimea evenimentelor elementare este £, atunci multimea tuturor
evenimentelor este P (E) si contine 2°““ elemente, unde am notat cu CardE numirul

elementelor multimii £.

Exemplu. Consideram fenomenul ,,aruncarea a doud zaruri”.
E=1{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,5,6} ={(i, j);1<i<6,1< j < 6}.

X9

Evenimentul ,,dubla” este
A4=1{(1,1,(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} .
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Evenimente contrare. Fiecarui eveniment A 1i corespunde evenimentul contrar, notat
A=CA=FE\ 4 siconstd In nerealizarea evenimentului 4.
De exemplu, in cazul aruncarii zarului, daca 4 = {1,2}, atunci 4 = {3,4,5,6}.

Evenimentul implicat de alt eveniment. Spunem ca evenimentul A implica
evenimentul B sinotam A c B, daca B se realizeaza de fiecare data cand se realizeaza A .

Este clar ca & < A4, pentru orice eveniment A .

Doud evenimente 4 si B se numesc egale si scriem A=B,dacd Ac B si BC 4.

In cazul aruncirii zarului, evenimentul {3} nu poate fi consecinta nici unui alt

eveniment in afard de &.
In general, evenimentele elementare nu sunt implicate de nici un alt eveniment diferit
de . Asadar, daca {e} este un eveniment elementar si A4 c {e}, rezultd ca 4A=C sau

A={e}.
Operatii cu evenimente

Daca A si B sunt evenimente, putem considera evenimentul ,, 4 sau B”, notat
AU B sievenimentul ,,4 si B”, notat ANB.

Evenimentele 4 si B se numesc incompatibile daca ANB=. Evident,
evenimentele 4 si B se numesc compatibile daca ANB# O .

Prin abstractizarea notiunilor expuse mai sus, se introduce notiunea de cdmp de
evenimente, ale carei axiome trebuie sd ne asigure cd o datd cu doud evenimente A4 si B,

putem vorbi de evenimentele A UB, ANB, A etc.

Definitia 5.1.1. Fie X o multime nevida ale cdrei elemente le vom numi evenimente
elementare si fie QcP (X) o familie nevida de parti ale lui X . Perechea (X,Q) se

numeste cdmp de evenimente daca
1) VAeQ ,rezultaca AeQ;

2)Dacd 4. €Q, 1<i<n,atunci EJIA,.GQ.

In cazul cand X este finitd, rolul lui Q il joacd P (X). In cazul cAnd X este infinita,
incluziunea Q P (X) este, In general, stricta. In acest caz, admitem in plus axioma

3)Daca 4, €Q, i e N, atunci k_JlA7 eQ.

Propozitia 5.1.1. Fie (X,Q) un camp de evenimente. Atunci:
1) XeQ, DeQ;
2) VA, BeQ=ANBeQ;
3). VA, Be Q= A\BeQ.

Demonstratie. 1) Fie A€ Q. Conform definitiei, AeQ, deci X=AUuAdeQ,
T=XeQ.
2) Tinem seama ci 4 "B = (AU B). Mai general, daci
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n

4 e€Q,1<i<n,atunci N4, €Q.

i=l

3) In acest caz, A\B=ANBeQ.

5.2. Notiunea de probabilitate

Definitia clasica a probabilitatii. Dupd definitia clasica, probabilitatea este raportul
dintre numarul cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile, in ipoteza ca toate cazurile
sunt egal posibile. Definitia clasicd a probabilitatii este insuficienta, deoarece se aplica numai
la campuri finite de evenimente. Pe de altd parte, chiar si in cazul campurilor finite de
evenimente nu se poate vorbi totdeauna de cazuri egal posibile (de exemplu, zarul nu este
perfect simetric).

Definitia 5.2.1.(Definitia axiomaticd a probabilititii). Fie (X,Q) un camp de
evenimente. Se numeste probabilitate orice functie p:Q —[0,1] cu proprietatile:
1) p(X)=1, p(d)=0;
2) p(AUB)=p(A)+ p(B),daca ANB=.
Tripletul (X,Q, p) se numeste camp de probabilitate.

Teorema 5.2.1. Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate. Atunci.:
a) p(d)=1-p(4), VAeQ;
b) Daca A, 4,,....4,€Q si 4,NA, =0 pentru i # j, atunci p(_k”JlAi) = Zp(Al.);
= i=1
¢) p(AVB)=p(4)+ p(B)-p(ANB), VA,BeQ;
d) Daca Ac B, atunci p(A4) < p(B).

Demonstratie. a) Deoarece AN A=, obtinem p(A)+ p(4)=p(Adu )= p(X)=1,
deci p(A)=1- p(A).
b) Demonstratia se face prin inductie. Presupunem afirmatia adevarata pentru k, deci

k
ca p(4v..U4d,)= Z p(A4) . Vom demonstra cd afirmatia este adevarata pentru k+1.
i=1
k
Deoarece (4, U...0 A4 )NA,,, = g_Jl(A[ N4, )=3,rezultd ca

k+1

k
P4 VU4 VAL = p(DA)+ p(4.) = p(4),

i=1
deci afirmatia este adevarata pentru orice ne N, n>2.
¢) Din egalitatea AU B =(ANB)U(ANB)uU(4n B) (fig. 2.1) obtinem ca
p(AUB)=p(ANB)+p(ANB)+ p(ANB). (1)
Pe de altd parte A=(ANB)U(ANB),deci p(4)=p(ANB)+ p(ANB).

Prin urmare p(A4N B) = p(4)— p(An B). In mod aseminitor se arati ci
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P(ANB)=p(B)-p(ANB).
Inlocuind in (1) rezulta relatia din enunt.
d) Cum B=AU(BN A4), avem

p(B)= p(A)+ p(BN A), deci p(4)< p(B).m
Fig. 2.1

Observatia 5.2.1. Fie X ={e¢,e,,...,e,} o multime finitd 51 Q=P (X). Elementele lui
X sunt evenimentele elementare. Atunci

1= p(N) = p(Cte ) =Y p(ie}).

Daca evenimentele sunt egal probabile atunci p({e })= p({e,})=...= p({e,}) = 1 . Fie
n
. d k
A={e }U..Ufe, } € Q. Atunci p(4) =) p({e })==.
g n

Jj=1
Asadar, intr-un cdmp finit de evenimente, ale carui evenimente elementare sunt egal
probabile, probabilitatea unui eveniment oarecare este raportul dintre numarul evenimentelor
elementare favorabile evenimentului si numarul total de evenimente elementare ale campului.
Regasim astfel definitia clasica a probabilitatii.
Jocurile de noroc sunt exemplele cele mai cunoscute de fenomene Intdmplatoare in
care evenimentele intdmplatoare sunt egal probabile. Acesta este motivul pentru care, la
inceputurile teoriei probabilitatilor, exemplele sunt luate din aceste jocuri.

Exemple. 1) Intr-o urni sunt 4 bile albe, 3 bile verzi si 5 bile negre. Se extrage o bila
din urna. Fie 4 evenimentul ca bila extrasa sa fie alba, V' evenimentul ca bila extrasa sa fie
3 1

pV)=—=

verde si N evenimentul ca bila extrasa sa fie neagra. Atunci p(A4)= 4 = TR

1
12 3
5
p(N)= E -

2) Se arunca doud zaruri. Care este probabilitatea sa iasa suma 7?

Fie £ =1{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,5,6}, deci card(E)=36. Cazurile favorabile sunt date
de 4, ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, card(A4,)="7. Atunci p(4,)= %

3) Consideram un pachet de 52 carti de joc, N ={as,2,...,12,valet,dama,rege} ,
K ={cupa,caro,trefla, pica} , C=NxK . Se extrag 5 carti. Care este probabilitatea de a
obtine o culoare?

Multimea evenimentelor elementare are C., elemente. Evenimentul culoare este
reuniunea disjunctd a 4 evenimente: culoare de cupd, culoare de trefld, culoare de caro,
culoare de picd. Fiecare din aceste evenimente are C;, elemente. Deci, probabilitatea de a
obtine o culoare este

C:, 16660

b
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Evenimentul careu este reuniunea a 13 evenimente disjuncte: careu de asi,..., careu de
regi. Cate elemente are evenimentul careu de asi? Din cele 5 carti, 4 sunt asi, a cincea fiind

IR

13-48 1
Ci, 4165

~0,00024.

5.3. Probabilitati conditionate

Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate si B Q cu p(B)>0.

Definitia 5.3.1. Fie 4 Q. Se numeste probabilitate a lui A conditionata de B

functia p, : Q> R,
p(ANB
pp(4) = ( )

p(B)

Teorema 5.3.1. Functia p, este o probabilitate pe Q. In plus
P(ANB) = p(B)- py(4).

Demonstratie. Deoarece & AN B c B, rezulta ca
) 0=p()< p(4nB)< p(B).
Impértind cu p(B), obtine,

0< py(A) <.
Evident p,()=0 si p,(X)=1.
Fie acum 4,4, €Q, satisficaind 4 N4, =J. Atunci (4, NB)N(4,NB)=D. In

consecinta
~ p((4,V4,)NB) ~ p((4,"B)U(4,NB)) ~
P4, UA,)= = =
p(B) p(B)
A NB)+p(4,NB
:p( l )+ b4, ):pB(Al)+pB(A2)'.

p(B)

Definitia 5.3.2. Spunem ca evenimentele 4 si B sunt independente daca
p(AnB)=p(A4)- p(B).

Propozitia 5.3.2. Daca A si B sunt independente atunci perechile de evenimente
(4,B), (4,B), (A, B) sunt independente.

Demonstratie. Prin ipotezi p(AN B)= p(A)- p(B). Deoarece A=(ANB)U(ANB),
avem p(A4)=p(ANB)+ p(ANB), deci
p(ANB) = p(A)—p(4)- p(B) = p(4)(1- p(B)) = p(4)- p(B)
etc. m
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Definitia 5.3.3. Evenimentele 4, 4,,..., 4, se numesc independente dacad pentru orice
A.,Al.z,...,Aik avem

p4, A 0 d )= p(4) p(4,)-..- p(4,) .

Observatia 5.3.1. Dacd evenimentele A4,,4,,...,4

n

sunt independente, atunci si
evenimentele 4,4, 4,,4,...,A,, A sunt independente.

Definitia 5.3.4. Spunem ca evenimentele B,,B,,...,B, formeazd o partitie a lui X

daca XzE{Bi $i BNB, = daca i+ .

Formula probabilititii totale. Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate si

B,,B,,...,B, o partitie a lui X . Atunci, pentru orice A€ Q avem

PA) = p(B): py (A).

Demonstratie. Este clarca A=ANX = gJI(A N B,) . In consecinta

PA=Y p(ANB)=Y p(B): p, (4). m

Formula lui Bayes

B)-p, (4
(B~ np( ) Py (A) '

> p(B))-p (4)

Demonstratie. Intr-adevar
(AﬁBl-) p(Bi)'pB, (A)

pi(B)=" =— .
Z P(B))-py (4)

Exemplu. Consideram 3 urne care contin bile albe si negre, dupa cum urmeaza:
prima urnd contine 3 bile albe si o bild neagrd, a doua urna contine 4 bile albe si 4 bile
negre, iar a treia urna contine 2 bile albe si 18 bile negre. Alegem la intimplare o urna si
apoi extragem o bila. Bila se dovedeste a fi alba. Sa se determine care este probabilitatea ca
bila sa fie din urna a treia.

Notam cu: 4 evenimentul “s-a extras o bild alba”, B,, evenimentul “bila alba este din

s . 1 3 1 1
urna i”, i=1,2,3. Atunci p(B,) = p(B,) = p(B;) =3 Ps (4) = Py, (4) =50 P (4) 10
Conform formulei probabilitatii totale, avem



78 ECUATII

p(A)=p(B)- py (A)+ p(B,) ps, (A)+ p(B3)- ps () =

1 3 1 1 9
=—(=+—+—)=—.
34 2 100 20
Din formula lui Bayes rezulta
11
_p(Bs) ps(A) 3719 2
20 20

5.4. Scheme clasice de probabilitate

Schema lui Poisson. Se dau n urne U,,U,,...,U, care contin bile albe si negre in

proportii date. Se cere probabilitatea de a extrage & bile albe si n—k bile negre, atunci cand
din fiecare urna se extrage cate o bila.
Fie p, probabilitatea de a extrage o bilad albd din urna U, si g, =1— p, probabilitatea

de a extrage o bila neagrd din urna U,. Notdm cu 4, evenimentul de a extrage o bild albad din
urna U, si Z, evenimentul contrar. Pentru a extrage k bile albe si n—k bile negre trebuie sa

se realizeze evenimentul UI:Ai] N..N4, mZik ] N..O 4, ] Probabilitatea acestui eveniment

este Zpil Py Py 4,
De exemplu, pentru k=2 si n =3 aceastd probabilitate este p,p,q, + p,p:q, + P,P:4, -
Se observi usor ci dupi aceeasi reguli se calculeazi coeficientul lui x* in polinomul
P(x)=(px+q)(p,x+4,)--(p,x+q,) .
Astfel, cand k=2 si n=3, P(x)=(px+q)(p,x+q,)(p;x+q;), coeficientul lui x°

fiind p,p,q; + ppsq, + D234, -

Schema lui Poisson este utild in rezolvarea problemelor in care se cere probabilitatea
realizarii de & ori a unui eveniment ntr-o experienta ce consta in efectuarea a n experiente
independente, atunci cand cunoastem probabilitatea realizdrii evenimentului in fiecare din
cele n experiente.

Exemplu. intr-un atelier sunt 3 masini. Prima da 0,9% rebuturi, a doua 1% rebuturi
si a treia 1,3% rebuturi. Se ia la intamplare cate o piesd de la fiecare masina. Se cere

probabilitatea ca 2 piese sa fie bune si una sa fie rebut.

In acest caz g, :%:0,0@9, q,=0,01, ¢,=0,013, p, =0,991, p,=0,99,
p, =0,987 . Probabilitatea ceruta este coeficientul lui x* din polinomul
(0,991-x+0,009)(0,99-x+0,01)(0,987-x+0,013),

adica 0,198506~ 0,2, deci 20%.

Schema lui Bernoulli. Presupunem ca in schema lui Poisson urnele sunt identice.
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Probabilitatea extragerii a k bile albe va fi in acest caz coeficientul lui x* din
polinomul P(x)=(px+q)" sivafi Cp'qg"™.

Deoarece urnele sunt identice putem considera ca extragerile se fac dintr-o singura
urnd, bila extrasd punandu-se inapoi In urna dupa fiecare extragere.

Exemple. 1) Se arunca o moneda de 4 ori. Se cere probabilitatea de a obtine o singura
data stema.

1 3
Inacestcaz p=g= 1 , n=4, k =1. Probabilitatea cerutd va fi C, (lj (lj = l
2 2

2) Se arunca un zar de 5 ori. Se cere probabilitatea ca fata {1} sd apara de 2 ori si sa nu
apara de 3 ori.

De aceastd data p=%, q=%, n=5, k=2, deci probabilitatea cerutd va fi

2 3
C? (lj (fj _ 925 016
6)6) 3888

5.5. Variabile aleatoare

Prin variabild aleatoare se intelege o functie atasatd unui fenomen intamplator
(aleatoriu). Valorile acestei functii depind de rezultatul experientei, deci sunt aleatoare.

Definitia 5.5.1. Fie (X,Q,p) un camp de probabilitate. Se numeste variabila
aleatoare orice functie f: X — R cu proprietatea cd oricare ar fi a e R ,

f((~o,a))={xe X; f(x)<a}={f<a}eQ.

Observatia 5.5.1. Dacd multimea X este finitd, orice functie f:X —> R este

variabila aleatoare. Intr-adevdr, dacd X ={e,,e,,...,¢,}, atunci /™' ((—0,a))eP (X)eQ.
Observatia 5.5.2. Deoarece {f <a} = Sl{f <a +l} ,if >at={f <a},
n= n

{f>2a}={f<a}, rezultd ca functia f este variabila aleatoare dacd §i numai daca
{f<aeQ sau {f >a}eQ,sau {f >2a} Q).

Variabilele aleatoare care iau un numar finit de valori se numesc variabile aleatoare
simple. Variabilele aleatoare pentru care multimea valorilor este cel mult numarabila se
numesc variabile aleatoare discrete. Variabilele aleatoare pentru care multimea valorilor este
nenumarabila (de puterea continuului) se numesc variabile aleatoare continue.
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5.5.1. Variabile aleatoare simple

Fie X ={e,e,,..,e,} si f:X—>R o variabila aleatoare care ia valorile

a,<a,<..<a,, r<n. Consideraim evenimentele A ={ec X;f(e)=a,}. Evident ca
A4NA, =D, dacd i#j si _ulAl. =X.

Cunoasterea unei variabile aleatoare presupune sd cunoastem valorile pe care le ia si
probabilitatile cu care ia aceste valori. Diagrama unei variabile aleatoare simple este

a a, .. a
b P - D

unde p, = p(f =a,)=p(4)si D p,=1.

i=1

Exemple. 1) La un examen o grupa de 20 studenti au obtinut notele: opt studenti au
obtinut nota 5, trei studenti au obtinut nota 7, cinci studenti au obtinut nota 8§ si patru studenti
au obtinut nota 10. Obtinem urméatoarea diagrama

5 7 8 10
3 3 5 4
20 20 20 20

2) Intr-o urna sunt 2 bile albe si 4 bile negre. Efectudm 3 extrageri a céte o bila,
punand de fiecare datd bila extrasd inapoi in urna. Atunci numarul de aparitii de bile albe este
o variabila aleatoare. Sa se determine distributia acestei variabile aleatoare.

Problema se incadreaza in schema lui Bernoulli. Fie p probabilitatea de a extrage o

bild albd si g probabilitatea de a extrage o bila neagra, deci p:§, q=§. Diagrama

variabilei aleatoare va fi:
0 1 2 3

N 3 2 2 3
/ C33 % C;l g C32 l 2 C;) l
3 3\ 3 3/ 3 3

Operatii cu variabile aleatoare simple

Definitia 5.5.2. Fie variabilele aleatoare f,g: X >R si a eR.
Daca diagramele celor douad variabile aleatoare sunt

a a, .. a, b b, .. b,
f— , 8 :
p P, - D 9 4 - 4,

atunci definim variabilele aleatoare o f', f+ g, f-g ca fiind date de diagramele
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(oza1 aa, .. aa,j
af —> ,
)4\ p, - P

P {al +b a,+b, .. a +bmJ
+g— :
P P Prm

P _)[al b a b, .. a, -bmJ
g )
Pu Po - Pm

unde
py=r({f=a}tnig=b}),
{f=a}t=4={xeX;p(x)=a;} si{g=b}=B,={xe X;p(x)=b,}.

Definitia 5.5.3. Variabilele aleatoare f si g se numesc independente daca
p(AimBj):p(Ai)’p(Bj):pi"Ija I<i<r,1<j<m.

A), dacai=7j
Cmn;(4mﬁA):{p(’) =/

0, dacai=j’
vom avea
2 2 2
f2 _)(al a, .. a,]'
P Py - D,

Definitia 5.5.4. Prin definitie, valoarea medie a variabilei aleatoare f, cu diagrama
data de (1), este

M(N)=Yap =Y ap4)=3 f()p,).

Proprietatile valorii medii a unei variabile aleatoare sunt date de urmdtoarea
propozitie.

Propozitia 5.5.1. Valoarea medie a unei variabile aleatoare are urmatoarele
proprietati:
D) M(a)=a;
) M(f+a)y=M(f)+a;
3) M(af)=aM(f);
4 M(f+g)=M(f)+M(g);
5)Daca f si g sunt independente, atunci M(f-g)=M(f)-M(g).

Demonstratie. Vom justifica, de exemplu, proprietatea 4.

MU4@=2i@+wm=i%im+i@im

i=1 j=1 =l j=1
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deci

deci

A=4NX=4 m(uij: u(4,NB)),
=) A

Y p(4,1B)=p(4).
Analog "

_Zr: p; =p(B)).
in consel;n‘gé

M(f+8)=Yap(4)+Y b,p(B)=M(f)+M(g). m

Definitia 5.5.5. Momentul de ordinul k al variabilei aleatoare f se defineste astfel:

M(f)=Ya'p,.

Dispersia variabilei aleatoare f este definitd prin:

o’ =D (f)=M,(f-M (/).

Numarul o se numeste abaterea medie patratica a variabilei aleatoare f .

In consecinta,

o =D*()= Y (@~ M()) P, -

= Yl =2 M)+ (M ()P 1p, =4 p, =AM () + (M (/)Y

D*(f)=M(f*)-(M(f)).

Observatia 5.5.3. Dispersia masoara imprastierea valorilor variabilei aleatoare fata de

valoarea medie.

Propozitia 5.5.2. Dispersia unei variabile aleatoare are urmatoarele proprietati:
1) D*(a)=0;
2) D*(f+a)=D*(f);
3) D*(af)=a’D*(f);
4) Daca f si g sunt independente, atunci D*(f +g)=D*(f)+D(g).

Demonstratie. Vom justifica, de exemplu, proprietatea 4. Deoarece
D (f+g)=M,[(f+g)-M(f+g)]=
=M, [(f-M(f)+(g-M(g))],
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tinand seama de liniaritatea valorii medii M , obtinem
D (f+2)=M([(f ~M(f)+(g-M(@)] )=

=M ((f =M (f)’)+2M ((f =M/ Ng—-M(2))+M ((g-M(2)) )=
=D*(f)+2M ((f =M (f))(g-M(g)+D*(g).

Pe de alta parte, variabilele aleatoare f* si g fiind independente si din proprietatile
valorii medii, avem

M((f-M(/)Ng—M(g))=M(/IM(g)-2M (/)M (g)+M ()M (g)=0.

In consecinti
D(f+g)=D(/)+D’(g).m

5 7 8 10
Exemplu. Se da variabila aleatoare f—| 8§ 3 5 4 |. S& se calculeze

20 20 20 20
valoarea medie si dispersia.

M(f)=5£+7i+8i+l()i:7’05
20 20 20 20

o’ =(5-1,05) —+(7 7,05)* —+(8 7,05)* -
o’ =3,6475.

Teorema 5.5.1. (Inegalitatea lui Cebasev). Fie (X,Q,p) un camp finit de
probabilitate si f o variabila aleatoare. Pentru orice & >0, avem

p(f =MDz )< )

p(f- M(f)|<€)>1—g— 3)
unde o = D*(f).

Demonstratie. Notam M (f)=m si presupunem ca ordonam valorile variabilei
aleatoare f astfel

|a1—m|S|a2—m|S...S|ar —m|.

Fie £>0 astfel incat min{|a,. —m

a,—m
existd / astfel incat
|a1—m|£|a2—m|£...£|al—m|<5s|al+l—m|£...$|ar—m|.
Atunci
(a,—m)’ <(a,-m)’ <..<(aq,-m)’ <&’ <(a,, —m)’ <..<(a,—m).
In consecinta
D*(f)=(a,—m)’p, +..+(q _m)2p1 +(ay, _m)zpm +..4(a,—m)’p, >
>0-p+..40-p,+& p, +.te p =
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=& (P +et D).
Dar

P+t p =p(4, U..UA4) =p(|f—m| >¢).
Asadar
2
p(|f—M(f)|25)£%.

Trecand la probabilitatea evenimentului contrar, obtinem

p(|f—M(f)|<g)21—%.l

Observatia 5.5.4. Inegalitatea lui Cebasev aratd ca abateri mari de la medie sunt putin
probabile cand dispersia este mica.

Exemplu. O variabila aleatoare f are media 30 si dispersia 2. Sa se giseascd o
limitd inferioara pentru p(24 < f <36).

Tindnd seama ca 24< f <36 daca §i numai dacad |f—30| <6, rezultd ca
p(24< [ <36) = p(|f —30| < 6). Conform (3)

2 17
p(|f—30|<6)21—£—ﬁ.

Functia caracteristica asociata unei variabile aleatoare simple
Definitia 5.5.6. Fie f o variabila aleatoare simpla:

f—)( ],ip[:l.

Functia
\Pc (t) = Z eiaktpk s
k=1

:2 . e e IR . .y .
unde i” =—1, se numeste functie caracteristica asociata variabilei aleatoare f .

a a, .. a,

p P, - D,

Tinand seama de dezvoltarea in serie a functiei e*, avem:

\Pc(z)=;pk(zl ilnk!t j=z‘ 2 (;al’fpk}

m=0 m=0 M.

o0 im m
=3 M, (=",
m=0 m.
unde M, (f) este momentul de ordinul m . Pe de altd parte

S P0)
‘h@=2—;§h,

m=0

de unde rezulta

MAﬂ=%TTmL (1)
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formula ce permite calculul momentului de ordinul .
Variabila aleatoare asociata schemei lui Bernoulli

Are diagrama

1 2 k e M
1 (Q" Cpg"™" Cip’q™® .. Cp'¢"™" . P"j
In consecintd, valoarea medie a variabilei aleatoare va fi
M(f)=YkCiphg
Pe de alta parte, ];/)em
(pr+q) =Y. Clp'xtq™™
Derivand, obtinem o

n(px+q)"" - p=2 C p'k"q"" .
k=0
Pentru x =1, rezulta ca
n(p+q)"" - p=np=>Y kCip'q"* =M([).
k=0
Asadar valoarea medie a variabilei aleatoare din schema lui Bernoulli este
M(f)=np.
Ne propunem acum sd determindm dispersia acestei variabile aleatoare:
o’ =D*(f)=M,(f)-M*(f).
Pentru calculul momentului de ordinul 2, M,(f), folosim functia caracteristica.
Avem

1 n
M,(f) =7 ¥(0).
Dar
\I]L(t) — zeiktcfpkqn—k — ch(peit)kqn—k - (peit +q)n ]
k=0 k=0
Atunci
() =n(pe" +q)"" - pi-e”,
Wl (t)=npi-[(n=1)(pe" +q)" " - pi-e™ +(pe" + )" -i-€"],
deci
¥"(0)=npi’ [(n—1)pi+i]=i’np(np—p+1).
In consecinta
M,(f)=n"p* —np* +np=n’p* +npq,
deci
o’ =npq.
Asadar, dispersia variabilei aleatoare asociate schemei lui Bernoulli este
2
o =npq.
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5.5.2. Variabile aleatoare discrete

Sunt variabile aleatoare care iau o infinitate numarabila de valori. Diagrama unei
variabile aleatoare discrete are forma

a a, .. a, ..
/= :
D Py e Dy e
unde an =1.
n=l1

Distributia Poisson

Are diagrama
0 1 2 n

A A? A"
et Zet et . et
1! 2! n!
Se constata ca

an—e_ﬂZ—‘: =1,

n=0
Distributia Poisson este un caz limita al distributieir Bernoulli. Fie A =np valoarea

. N : : A ~
medie a distributiei Bernoulli. Atunci p =— — 0 cand n — . De asemenea

n
_ _ k n—k
thk gk limn(n D...(n k+1)./1_k'(l_i] _
n—>o k! n n
A n-1). (=k+D) | LR A
Jo | n>o n* n—)oo k! '

In schema lui Bernoulli p, = C*p*q"™ reprezinta probabilitatea realizarii de & ori a

evenimentului 4 1intr-o serie de n experiente. Dacd p=— s§i n—> o0, atunci p este foarte
n

mic. Distributia Poisson se mai numeste si legea evenimentelor rare si este folositd la
controlul statistic al produselor industriale atunci cand probabilitatea obtinerii unei piese

defecte este foarte mica.
Valoarea medie a distributiei Poisson este

M(f)= Zk At gty A

et =letet = 1.
i (k=1)!
De asemenea

o Zﬂk ) » L8 yL ~
M,(f)= Zk =e Zk (k o =e ") [(k-1)+ (k—l)!_
A +> A }:e‘eﬂ(/12+/1)=/12+/1.

( S (k=2)! 5 (k=1)!

In consecinta, dispersia dlstrlbu‘glel Poisson este 6° = 4.

8

MS
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5.5.3. Variabile aleatoare continue

Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate. Reamintim ca functia f: X — R se numeste
variabila aleatoare continua daca are proprietatea ca oricare ar fi ae R,

[ ((o,a)={xeX; f(x)<a}={f <a}eQ,

functia f luand o infinitate nenumarabila de valori.

Definitia 5.5.7. Se numeste functie de repartitie asociatd variabilei aleatoare f
functia F:R —[0,1] data de F(x)= p(f <x).

Teorema 5.5.2. Functia de repartitie F a unei variabile aleatoare continue f are

urmatoarele proprietati:
1) F este monoton crescatoare;
2) F(—0)=lim F(x)=0, F(o)=limF(x)=1;
3) pla< f<b)=F(b)-F(a);

4) F este continuad la stanga pe R .

Demonstratie. 1) Daca x, <x,, atunci {f <x,} c{f <x,}, deci F(x,)<F(x,).

2) Tinem seama cd F(—») = p(d)=0 si F(o)=p(X)=1.

3) Deoarece {f <b}={f<a}ui{a<f<b}, iar ultimele doud evenimente sunt
disjuncte, rezultd ca F(b)=F(a)+ p(a< f <b),deci p(a< f<b)=F(b)—F(a).

4)Fie A={f <x} si (x,), unsir, x, /" x.Daci

A={f<x}, A={x=f<x},.,4 ={x_<f<x},...,

atunci A=U A, si 4, N A = pentru n#m. In consecinta

F(x)= p(4) = im (p(4) + p(y) +...+ p(4,)) =
= lim[ F(x) + F(x,) = F(x) +..+ F(x,) = F(x, )] = im F(x,),

deci F este continua la stingain x. m

Definitia 5.5.8. Fie f o variabild aleatoare continud si F functia sa de repartitie.
Daca exista o functie integrabild p: R — R astfel incat

F(x)= I‘p(t)dt, VxelR,

atunci functia p se numeste densitate de repartitie sau densitate de probabilitate a variabilei
aleatoare f .

Teorema 5.5.3. Densitatea de repartitie p a variabilei aleatoare continue f are

urmatoarele proprietati:
1) p(x)>0, VxeR;
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) [ pxjae=1:

3) pla< f<b)=[p(x)d.

Demonstratia este evidenta. m

Observatia 5.5.5. Fie f o variabila aleatoare continud si F functia sa de repartitie.
Daca densitatea de repartitie p a variabilei aleatoare f este continud, atunci
F'(x)=p(x), VxeR.

Definitia 5.5.9. Se numeste valoare medie a unei variabile aleatoare continue f
expresia

M(f)= [ xp(x)dx.

Momentul de ordinul k al unei variabile aleatoare continue f se defineste prin
formula

M(f)= [ x' plx)dx.

Dispersia variabilei aleatoare f este definita astfel:
o’ =D*(f)=M,(f-M(f)).
D*(f)=M(f)-M(f)).

Numarul o se numeste abaterea medie patratica a variabilei aleatoare f .

In cele ce urmeazi, vom prezenta unele legi de probabilitate uzuale, definite prin
densitéti de repartitie.

Definitia 5.5.10. Variabila aleatoare f are o repartitie uniforma pe [a,b] daca are
densitatea de repartitie

,dacax e[a,b]
—a

px)= :
0, daca x ¢[a,b]

Este clar ca I p(x)dx =1. Avem:
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0, dacax<a

F(x)= [ ptydt =1"=2%, dacix e (a,b].
- b—a
1, dacax>b
Obtinem succesiv:
b b 2 2 2
X a+b X a +ab+b
M = = M = =
) {b_ S M) !b_ s
deci
b—a
M-y =

12

Definitia 5.5.11. Variabila aleatoare f satisface o lege normala N(m,o) daca are
densitatea de repartitie

_(x-m)?

p(x;m, o) = e 2

o~N2rx

Observatia 5.5.6. Legea normala a aparut in legdtura cu teoria erorilor de masurare.

Functia p are proprietitile unei densitati de repartitie. Intr-adevar

1 0 (x m)
p(x;m,o)dx = e
'[ o2 '[
Daca facem schimbarea de Varlablla

x=m+6«/§t, (1)

obtinem

0 ,o(x;m,(f)dx=L 0 erdr=1.
2, Jr 2,

In fig. 7.1 sunt reprezentate graficele functiilor p(x;m,o) pentru diferite valori ale lui
m si acelasi o, iar in fig. 7.2 sunt reprezentate graficele functiilor p(x;m,o) pentru acelasi
m si diferite valori ale lui o .

Fig. 7.1 Fig. 7.2
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Vom calcula acum media si dispersia acestei variabile aleatoare. Folosind schimbarea
de variabila (1), rezulta:

R
M(f)= [ xe TI =l jfe
1 © (xm) ©

Dz(f)zm-:!;(x—m) e j fedt .

—0

(X m)

“dt=m

e dr+ 2L

Integrand prin parti, obtinem

2 0
D*(f)= %/O-; {—%te" +% j e"tzdtJ =o"’

Vom determina acum functia de repartitie a legii normale.

o0

—00

1 x 7(1*”12)2
e 29 dr.
o~N2rm ‘[O

Facem schimbarea de variabild ¢ = m + o2 vy . Rezulta ca

F(x)=

X—m

1 o2

F(x)=—F&%- I e’ dy.
T —o0

Pe de alta parte

0 i 1oo L \/;
:[Oe 7 dy:E:!;e 7 dy:T,
deci

| o

N ! e’ dy.

Folosind functia lui Laplace ®:R >R,

F(x):%+

D(x) =

2 ¢
ﬁ}[e“ dy,

F(x)zl( . j

In consecinta

putem scrie

N |

p(an<b>:F<b)—F(a)=%(d>(Z; Q’%")—@(Z‘J’;)}
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