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COMPLEMENTE
DE CALCUL VECTORIAL

VECTORI LEGATI. VECTORI LIBERI

Fie E5 spatiul geometriei elementare (spatiul euclidian real tridimensional).
Definitie. O pereche ordonata de puncte din spatiul E3 se numeste vector legat (segment
orientat).

Se noteazi cu AB vectorul legat corespunzitor perechii de puncte (A, B ) e EyxE5.

Punctul 4 se numeste originea (punctul de aplicatie) vectorului, iar punctul B se

numeste extremitatea (varful) vectorului.

Distanta de la punctul 4 la punctul B se numeste norma (modulul, marimea)

vectorului legat AB si se noteaza ”ZEH

Directia vectorului AB este directia dreptei suport AB sau a oricarei drepte paralele

cuAdB.
Sensul vectorului 4B este de la originea A catre extremitatea B .

Vectorul BA se numeste vectorul opus vectorului AB ; vectorul opus are aceeasi

directie si aceeasi norma cu ale vectorului 4B, dar sensul este opus.

Vectorul legat nul este vectorul pentru care originea si extremitatea coincid, deci de

forma AA , cu A € E5; vectorul nul are norma 0, iar directia si sensul sunt nedeterminate.

Definitie. Doi vectori legati AB Si CD sunt egali si se scrie AB =CD dacd si numai daca

A=C si B=D.
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Doi vectori legati nenuli AB Si CD au aceeagsi directie daca dreptele lor suport

coincid sau sunt paralele, ceea ce inseamnd ca AB = CD sau AB”CD.

Doi vectori legati nenuli AB Si CD au acelasi sens dacd au aceeasi directie §i

daca:

1) in cazul in care AB si CD sunt coliniari sensurile determinate pe dreapta suport

comund coincid.

2) in cazul in care AB Si CD sunt paraleli, extremitatile lor, B si D, se afld in

acelasi semiplan determinat de dreapta ce uneste originile lor, A si C.

v

Observatie. Conform definitiei anterioare, se poate vorbi despre vectori care au acelasi sens

doar daca au si aceeasi directie.

D 3 Definitie. Doi vectori legati nenuli AB Si CD se numesc

echipolenti (echivalenti) si se scrie AB ~ CD dacd au aceeasi

c 4 directie, acelasi sens si aceeasi norma.

Propozitie. Vectorii legati AB Si CD sunt echipolenti daca §i numai daca segmentele [AD]
Si [BC] au acelagsi mijloc.
Observatie. Relatia de echipolenta ,,~” este o relatie de echivalenta pe multimea vectorilor

legati nenuli. Relatia de echipolentd poate fi prelungitad si la vectorii legati nuli astfel:

admitem ca toti vectorii legati nuli sunt echipolenti intre ei.

Relatia de echipolentd Tmparte mulfimea vectorilor legati in submulfimi disjuncte

numite clase de echivalent.

Spunem cé doi vectori legati fac parte din aceeasi clasd de echivalentd daca sunt

echipolenti si spunem cé fac parte din clase diferite daca nu sunt echipolenti.
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Definitie. Se numeste vector liber orice clasa de echivalenta de vectori legati.

Se noteazd cu V3 multimea vectorilor liberi din spatiul E5, iar vectorii liberi vor fi

notati cu litere mici a, b, c,u,v, etc.

Orice vector legat AB determini un vector liber a , si anume clasa tuturor vectorilor

legati CD echivalenti cu AB :

a~{CD; D~ 4B).
Observatie. Orice vector legat din clasa de echivalenta a se numeste reprezentant al
vectorului liber @ . Dacd AB este un reprezentant al vectorului liber a vom scriec ABea.

Clasa de echivalentd a vectorilor legati nuli se noteaza cu 0 si se numeste vectorul

liber nul.

Prin directia, sensul $i norma unui vector liber a intelegem directia, sensul si norma

oricarui reprezentant din clasa a .

OPERATII CU VECTORI LIBERI. SPATIUL VECTORILOR LIBERI

Pe multimea vectorilor liberi V53 se introduc doua operatii:

e operatia internd (Zz, 13) —>a+b: V3 xV3 — V3, numitd adunarea vectorilor liberi

e operafia externd (/’L, Zz) — Jda :Rx V3 — V3, numitd inmultirea vectorilor liberi
cu numere reale (scalari).

Definitie. Prin suma a doi vectori liberi a si b se intelege vectorul liber notat a+b obtinut

prin una din regulile echivalente intre ele:

1) regula paralelogramului: a+b=c, unde ¢ este vectorul liber de reprezentant
vectorul legat OC, OC fiind diagonala paralelogramului construit pe vectorii legati 04 si

OB si0—14621,0—3613.
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S

2) regula triunghiului: Zz+l;=2, unde ¢ este vectorul liber de reprezentant

vectorul legat OC din triunghiul OAC si OAe Ez, ACeb.

ol

N}
v

Observatie. Se pot aduna §i mai mult de doi vectori, aplicand succesiv regula triunghiului: se
duce in extremitatea lui @ un vector echipolent cu b, apoi 1n extremitatea echipolentului
construit un vector echipolent cu c, s.a.m.d. Vectorul care are punctul de aplicatie in originea

lui a si extremitatea 1n extremitatea ultimului vector echipolent construit este vectorul suma a

vectorilor considerati; in acest caz regula triunghiului devine regula poligonului.

Observatie. Vectorul liber sumd ¢ =a+5 nu depinde de alegerea punctului inifial O (adica

alegand puncte O diferite obtinem vectori oC echipolenti, adica acelasi vector liber E), ceea

ce Inseamna ca adunarea vectorilor liberi este bine definita.

Adunarea vectorilor liberi are proprietatile:

1) :1+(l; + E) = (Zz +l;) +e, (V) a,b,ce V3 (i.e. adunarea este asociativa)

i) a+b=b+a, (¥)a,beV; (ie. adunarea este comutativi)
iiiya+0=0+a=a, (V)aeV; (ie. vectorul 0 este elementul neutru la adunare)

iv)pentru orice vector ae V5, existd vectorul —ae V3 (numit opusul vectorului Zz)

astfel incat a + (—a) =0 ,
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adicd multimea (V3, +) este un grup comutativ.

Definitie. Prin inmultirea vectorului liber nenul a cu scalarul nenul A € R se intelege un

vector liber notat Aa care are aceeasi directie cu a, are acelasi sens cu a, daca A >0 §i

sens opus lui a,dacd <0 si are marimea Hi&” = |/1|ch1”
Daci a=0 sau A =0, atunci prin definitie Aa=0.

a
 ——

Aa,daci 1 >0 Aa,daci 1<0

» <«

inmultirea vectorilor liberi cu scalari reali are proprietatile:
i) la=a, (V)ael;

ii) A(a+b)=2a+4b, (V)a,bel;,(V)ieR
iii)(A+u)a=Aa+pa,(V)aeVs, (¥)A, ueR

iv) A(ua)=(Ap)a, (V)aels, (V)4 ueRr.

Multimea vectorilor liberi /3 impreuna cu operatiile de adunare si de inmultire cu

scalari a vectorilor liberi formeaza un spatiu vectorial real de dimensiune 3 numit spatiul

vectorilor liberi.

Observatie. Prin versor se Intelege orice vector liber de normd 1. Daca a € V3 este un vector

. . a 5 Ca =
liber nenul, atunci — este versorul corespunzator vectorului liber a .

ld
Definitie. Doi vectori liberi nenuli se numesc coliniari daca au aceeasi directie. Prin
conventie, vectorul nul 0 este coliniar cu orice vector liber.

Doi vectori liberi nenuli a si b sunt egali si se scrie a=b dacd reprezentantii lor

sunt echipolenti.
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Trei vectori liberi nenuli se numesc coplanari daca au directiile paralele cu un

acelasi plan sau sunt continute intr-un acelasi plan.
Propozitie. Fie a Si b doi vectori liberi nenuli. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

si b sunt coliniari

Q!

1)

2) a si b sunt liniar dependenti (i.e. exista scalarii a,f € R, cel putin unul nenul,
astfel incat aa +ﬂl; = 6)

3) existd un scalar A € R\ {0} astfel incat b=2Aa.
Corolar. Doi vectori liberi nenuli sunt liniar independenti (i.e. (V) a, B eR astfel incat
aa+ ,BZ 0= a= P =0) daca si numai daca sunt necoliniari.

Propozitie. Fie Zz, b Si ¢ trei vectori liberi nenuli. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

1) a, l;, ¢ sunt coplanari

2) Zz, l;, ¢ sunt liniar dependenti (i.e. exista scalarii a,p,y € R, cel putin unul
nenul, astfel incdt aa+ p b+ }/E = 6)

3) exista scalarii A, u e R, A2 +,u2 # 0, astfel incat a= /15+,uz .
Corolar. Trei vectori liberi nenuli sunt liniar independenti (i.e. (V) a,B,y € R astfel incat
aa+ ) b+ 7/2 =0=a= P =y =0)daca si numai daca sunt necoplanari.

Oricare patru vectori liberi sunt liniar dependenti.

Propozitie. Oricare trei vectori liberi nenuli si necoplanari formeaza o baza a spatiului V5.

Teorema. Fie a, b, c trei vectori liberi nenuli §i necoplanari. Atunci pentru orice vector liber

ve V3, exista scalarii unic determinati Ay, Ay, A3 € R astfel incat sa avem o relatie de tipul:
;Z ﬂla+ﬂ25+132 .
Numerele reale Aj, A, A3 se numesc componentele (coordonatele) vectorului v in

raport cu baza {;1, l;, E} .
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Fie O € Ey un punct fixat si fie i, j, k €V, trei versori (H;H = H}H =Hl§” = 1) astfel

incat OA L OB L OC, unde OAei, OB e }', OCek (deci suporturile celor trei reprezentanti
sunt perpendiculare doud cate doud). Cum versorii i, }', k sunt necoplanari, atunci mulfimea
{f, }', I;} formeaza o bazd ortonormata a spatiului V3

numita baza canonicd.

Definitie. Ansamblul (O,{;,}',l;}) format din originea

O si baza {;, }', l;} se numeste reper cartezian (Sistem

~.

cartezian de coordonate) in spatiu. Dreptele care trec

prin originea O si sunt paralele cu versorii i, j, k se

numesc axe de coordonate, iar planele determinate de ‘/A

axele de coordonate se numesc plane de coordonate.

Definitie. Fie M € E5 un punct din spatiu. Vectorul liber re V3 de reprezentant OM se

numeste vectorul de pozifie al punctului M in raport cu originea sistemului. In baza

canonica {i, 7, k} avem

r=xi+yj+zk,

unde numerele x, y,z se numesc coordonatele carteziene ale punctului M in raport cu
reperul (0,{;, }', 7{}) si se obtin prin proiectia ortogonalda a vectorului oM pe axele de
coordonate notate Ox, Oy, Oz (adica pe suporturile vectorilor @,@,% ).

Se va folosi notatia M (x, y,z) pentru a indica coordonatele carteziene ale punctului M .
Observatie. In acest mod, prin fixarea originii O € E5 se stabileste o bijectie intre mulfimea
punctelor M din spatiul E3 si mulfimea vectorilor r=0OM din spatiu, respectiv intre
multimea punctelor M din spatiul E3 si multimea tripletelor ordonate de numere reale
(x, y,z) din R>. Un sistem cartezian de coordonate va fi notat Oxyz pentru a marca axele

lui de coordonate Ox,Oy,Oz, axe care au acelasi sens cu sensul pozitiv al versorilor i, j, k.
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Observatie. Dacd M) (x1,y1.21) si M (x25y2722) sunt doud puncte din spatiu astfel incat
OMI :E:x1;+y1}+zll; $1 OMz :a :xz;+y2}'+22];

sunt vectorii lor de pozitie, atunci

M1M2 :0M2—0M1ZE—E:(XZ—xl)_l:+(y2—y1)._]:+(22—21)]_é.

Teorema. Pentru orice vector liber a €V, existd scalarii ay,a,,a, € R, unic determinati

y,

astfel tncat
leax;+ay}+azl;. (D)

Numerele a,, a y» @y Se numesc componentele (coordonatele) scalare ale vectorului

liber a in raport cu baza canonica {i, 7, k} si definesc in mod unic vectorul g . Formula (1) se

numeste expresia analiticd a vectorului liber a si mai poate fi scrisd si sub forma
a= (ax,ay,az).

Teorema. Doi vectori liberi nenuli sunt coliniari dacd si numai dacd componentele lor
scalare sunt proportionale.

Teorema. Trei vectori liberi nenuli sunt coplanari dacd si numai daca determinantul format
cu componentele lor scalare este nul.
Definitie. Prin unghiul dintre doi vectori liberi nenuli a sib se intelege unghiul 6 e [0, 7[]

format de suporturile reprezentantilor lor cu originea intr-un punct comun oarecare O,

OAea siﬁel;.
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S

v

Daca cel putin unul dintre vectorii a si b este nul, atunci unghiul 6 dintre ei se considera

nedeterminat.

Observatie. In unele situatii se poate considera unghiul orientat, precizdndu-se ordinea
vectorilor si sensul in care se masoara acest unghi. Daca nu se fac aceste precizari, atunci se

considera unghiul # mai mic decat r.

. Vs . o . . N
Daca 6’:5, atunci vectorii a §i b se numesc ortogonali (perpendiculari) si se

scrie a 1 b. Prin conventie, vectorul nul 0 este ortogonal pe orice vector.

PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI LIBERI
Fie a, b doi vectori liberi si 6 [0, 7] masura unghiului dintre ei.

Definitie. Se numeste produsul scalar dintre vectorii a Si b numarul real notat a-b, definit

astfel:

I H&H ”[;HCOS 0, daca a#0 si b#0
a-b= o o ()
0, daca a=0 sau b=0.

Proprietati geometrice ale produsului scalar

1)Doi vectori liberi nenuli sunt ortogonali dacd si numai dacd produsul lor scalar

este nul, adica
alb <ab=0. (3)

2) Produsul scalar dintre vectorii liberi nenuli a si b este egal cu produsul dintre HZIH



16 COMPLEMENTE DE CALCUL VECTORIAL

marimea algebricd a proiectiei ortogonale a lui b pe a (sau dintre ”1;” si marimea proiectiei
ortogonale a lui a pe l;), adica

3 B=|d]or B =[F|orsa. @
Proprietati algebrice ale produsului scalar

1) a-b=b-a, (‘v’) a,be V3 (comutativitatea produsului scalar).

2)(4a)-b=4(a-b)=a-(1b),(v)a,beVs,(V)AeR.

3) (Zl-i-B)E:ZZE-i-BE si a-(b+c) =ZZ~B+ZI-E, (V)a, b,cel;
(distributivitatea produsului scalar fatd de adunarea vectorilor liberi).

Daa=a =|if 205ia-a=0ea=0,(v)aer;.

5) Zz'(b~c)¢(21~13)‘2, (V)a,b,ceV3
(produsul scalar nu este asociativ).
Expresia analitica a produsului scalar
Fie a=a,i+a y} +a,k si b= bx;+ by}' +b,k expresiile analitice ale vectorilor @ si

b in raport cu baza canonica {i, Js k} .
Expresia analitica a produsului scalar dintre vectorii a si b este
;z-Bzaxbx+ayby+azbZ. ()
Mai mult, marimea (norma) vectorului a este
Ja|=az +aj +az ©
si daca a+ 6, b+ 6, atunci cosinusul unghiului dintre vectorii a si b este

a.b.+a b, +a.b
T T2 xzx 2yyzzzz 2 )
\/a +ay+a; \/bx+by+bz

cosd = cos(cﬁ) =

Sl

[N 5“1

X
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Observatie. Doi vectori liberi nenuli a si b sunt ortogonali daca si numai daca
ayby+ayby, +a,b, =0. (8)

Observatie. In aplicatii practice, produsul scalar se foloseste pentru a determina distanta

dintre doua puncte 4 si B (dist(A, B ) = ”ZE" =VAB- ZZ?) , pentru a determina unghiul dintre

Q!
S

doi vectori nenuli cos(zz, l;) = si pentru a stabili ortogonalitatea a doi vectori nenuli.

S
S

PRODUSUL VECTORIAL A DOI VECTORI LIBERI
Fie a si b doi vectori liberi nenuli si necoliniari si 96(0, 7r) masura unghiului
dintre ei.

Definitie. Se numeste produsul vectorial dintre vectorii a si b (in aceasta ordine) vectorul

liber notat axb, definit astfel:
1) directia este perpendiculara pe directiile vectorilor asib

i) sensul este dat de ,jregula burghiului”, adica este sensul de inaintare a unui

burghiu ce se roteste de la a catre b pe drumul cel mai scurt (adica cu un unghi 96[0, 72'])

iil) norma este data de formula ”a X B” = "Zz" ”l;" sind.

Daca vectorii a si b sunt coliniari sau cel putin unul dintre ei este nul, atunci, prin definitie,

produsul vectorial este axb=0.
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Observatie. Prin paralelogramul construit pe doi vectori liberi nenuli si necoliniari se intelege

paralelogramul determinat de reprezentantii acestor vectori cu originea in acelasi punct.
Proprietiti geometrice ale produsului vectorial

1) Doi vectori liberi nenuli sunt coliniari dacd si numai daca produsul lor vectorial

este egal cu vectorul nul.

In particular, axa=0, (‘v’)a eVs. )

2) Norma Ha X IBH a produsului vectorial axb a doi vectori liberi si necoliniari a si
b reprezinta aria paralelogramului construit pe cei doi vectori, adica

S_ =H&x1§”. (10)
Proprietati algebrice ale produsului vectorial

1) axb=-bxa, (V) a,be V3 (anticomutativitatea produsului vectorial).

2) A(axb)=Aaxb=axab,(V)a,beVs,(V)ieR.

3) (Zt+l;)x2’ —axc+bxc si sz(13+2) =szl;+21xz, (V)a, b,cel;
(distributivitatea produsului vectorial fatd de adunarea vectorilor liberi).

2 -2
|

2

4) HZ: xb bl — (Zl . l;)2 , (‘v’) a,be V, (identitatea lui Lagrange).

Expresia analitica a produsului vectorial
Fie a=a x;+ a y}' +a, k si b= bxf+ by;' +b, k expresiile analitice ale vectorilor
liberi a si b.

Expresia analiticd a produsului vectorial se obtine dezvoltand dupa prima linie

urmatorul determinant formal:

i J ok
axb=|a, a, a,|=(ayb,—ab,)i-(ab,—a.by)j+(ab,—ab,)k. (11)
b, b, b,
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Observatie. Aria triunghiului determinat de trei puncte necoliniare 4,B,C este datd prin

formula:

[ ac
[2£~4q

S4Bc = (12)

Observatie. In aplicatii practice produsul vectorial se utilizeazi pentru: a stabili coliniaritatea

a trei puncte A4, B,C (A, B, C coliniare < ABx AC = 6) , pentru a stabili coliniaritatea a

doi vectori nenuli @ si b (a si b coliniari <> axb=0), pentru a calcula aria unui triunghi

ABx AC

ABC [SABC :H—2

-], pentru a calcula aria unui paralelogram construit pe vectorii

nenuli si necoliniari a si b (SE, =“ZZXB“)

PRODUSUL MIXT A TREI VECTORI LIBERI

Definitie. Se numeste produsul mixt dintre vectorii liberi a,b,c (in aceasta ordine) numarul

real notat (;z, l;, Z’), definit astfel
(&,B,E):&-(Bxé)z(axé)-é. (13)

Observatie. Prin paralelipipedul construit pe trei vectori liberi nenuli, necoliniari doi cate doi
si necoplanari se intelege paralelipipedul determinat de reprezentantii acestor vectori cu

originea in acelasi punct.
Proprietiti geometrice ale produsului mixt

1) Trei vectori liberi nenuli sunt coplanari daca si numai daca produsul lor mixt este

zero, adica
;z,l;,z coplanari < (Zz, B, E) =0. (14)

2) Daca Zz, Z;,E sunt vectori liberi nenuli si necoliniari doi cate doi, atunci modulul

I}

produsului mixt (Zz,b, c) reprezintd volumul paralelipipedului oblic construit pe cei trei

vectori, adica
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v =|(a5¢). (15)

Proprietati algebrice ale produsului mixt

D (a5.¢)=(b, cva)= (. a.B), (V) a.bcels,

2) (Zz, b, E) = —(13, a, 2) = —(2, b, Zz) = —(a, c, B),(V) a,b,ceV; (daca in produsul
mixt se schimba ordinea a doi termeni, acesta 1si schimba semnul).

3) A(a.b,c)=(2a,b,¢)=(a, 2b,c)=(a,b, Ac), (V) a,b,ceV3,(V) AeR.

4) (211 + az, l;, 2) = (211, l;, E) + (212, l;, 2), (V) 211, 212, l;, ce Vs.
Expresia analitica a produsului mixt

Fie a=ayi+a,j+a,k, b=b,i+b,j+bk, c=c,i+c,j+c,k treivectoriliberi.

Expresia analitica a produsului mixt a vectorilor a, b, ¢ este

ay ay, a,
(a.B.c)=|by b, b.|. (16)
Cx €y €

Observatie. Volumul tetraedrului determinat de patru puncte necoplanare A4,B,C,D este dat

prin formula:

Vacp =é‘(A—B, AC, E)‘ (17)



COMPLEMENTE DE CALCUL VECTORIAL 21

Observatie. In aplicatii practice, produsul mixt se utilizeazi pentru: a arita ci patru puncte

A, B,C, D sunt coplanare (A, B,C, D coplanare @(ﬁ, R’, E) =0), a arata ca trei
vectori nenuli sunt coplanari (Zz, [;,E coplanari < (21, I;, 2) = 0), a determina volumul unui

tetraedru 4ABCD (VABCD =é(@, AC, @) j , a determina volumul unui paralelipiped construit

pe vectorii nenuli si necoliniari doi cate doi Zl, l;, c (V = ‘(Zz, B, 2)‘)

DUBLUL PRODUS VECTORIAL A TREI VECTORI LIBERI

Definitie. Se numeste dublul produs vectorial dintre vectorii liberi Zz, B,E vectorul notat

ax (l; X 2) definit prin formula

(i) =(a-d)p—(a-B)e| € s

ab a-c
Observatie. Dublul produs vectorial sz(l;xg) al vectorilor Zz, B,E este un vector situat in

planul determinat de vectorii b si ¢ (deci coplanar cu vectorii b si E).

Proprietati

1) ax(bxc)=(axb)xc,(V)a,b,ceV- (dublul produs vectorial nu este asociativ).
3
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2) ax (I; X Z’) +bx (E X Zz) +ex ((3 X I;) =0, (‘v’) a,b,ce V3 (identitatea lui Jacobi).
a) cel putin un vector este nul sau

3) sz(BxE):a@ b) b sig sunt coliniari sau (19)

c) a este ortogonal pe b si c.

4) (axb)-(exd)=

S Q

6) (axb,bxc.exa)=(ab,c) . (V)ab.eels.
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CAPITOLUL 1

PLANUL SIDREAPTAIN SPATIU

Pe parcursul intregului capitol se va admite cd spatiul vectorilor liberi V3 este

raportat la baza canonica {i, 7, k}, spatiul geometriei euclidiene E5 la reperul cartezian

{O, i, }', l;} si spatiul vectorial tridimensional R la sistemul ortogonal de axe Oxyz.

1.1. ECUATII ALE PLANULUI iN SPATIU

Rezultatul de baza stabileste ca ecuatia unui plan este o ecuatie algebrica de gradul I,

adica de forma Ax+ By + Cz+ D =0. Mai precis, avem:
Teorema 1.1.1. Pentru orice plan 7 din spatiu, exista A, B,C,DeR, cu A,B,C nu toate

nule (A2 +B%2+C?> O), astfel incdt ecuatia carteziand generald a planului 7 este

Ax+By+Cz+D=0. (1.1)
Reciproc, multimea punctelor din spatiu M (x, y,z) care verifica o ecuatie de forma
Ax+By+Cz+D=0,cu A4,B,C,DeR, A2+ B2+ C% >0 este un plan.
Demonstratie.
Fie M (xo,yo,zo) un punct fixat din planul 7 si fie n=Ai+ B}' +Ck un vector

fixat nenul (deci A2 +B*+C? > 0) perpendicular pe planul 7. Fie, de asemenea, M (x, y,z)

un punct oarecare din planul 7, diferit de punctul M.
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Cum 7 este perpendicular pe planul 7, deci este perpendicular pe vectorul

n Fig.1 MOM:(x_xo);+(y—yo)j+(z—zo)k,

‘/' rezulta ca produsul lor scalar este 0, deci:
M

M, A(x—x0)+B(y—y9)+C(z—29)=0 sau

T

Ax+By+Cz+(—Ax0 - By, —CZO) =0.

Daca notam D =—-Axy — By, — Cz, atunci obtinem ecuatia generala a planului 7 :
Ax+By+Cz+D=0.

Evident, ecuatia (1.1) este verificata si in cazul cand M =M.

Asadar, coordonatele oricdrui punct din planul 7z verificd ecuatia (1.1). Daca

M'(x'y',z') ¢z, atunci MyM' nu este ortogonal pe n, deci (x',»',z") nu verifica ecuatia
(1.1).

Reciproc, fie S={(x,y,z)e]R3|Ax+By+Cz+D=0,A2+Bz+C2 >0}.

Vom arita ci multimea S reprezintd un plan. Intr-adevar, daca M, (x0.50-20) €S
si M(x,y,z) €S, atunci rezulta

A(x—x0)+B(y—y0)+C(z—zo)=O. (1.2)

Fie vectorul n = Ai+ Bj+Ck . Evident n este nenul, iar din (1.2) rezulti ca MO—M
este perpendicular pe n,oricarearfi M €S .

Asadar, S reprezinta planul ce trece prin M|, si este perpendicular pe vectorul n.

Reamintim ca prin directia unei drepte se intelege orice dreapta care este paralela
sau care coincide cu dreapta respectiva.
Definitia 1.1.1. Vectorul n=Ai+ B}' +Ck se numeste vectorul normal al planului 7 definit

prin ecuatia (1.1), iar dreapta a carei directie este data de vectorul normal n se numeste

normala la plan.
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Observatia 1.1.1. Ecuatia generald a unui plan ce trece prin origine este
Ax+By+Cz=0,cu 4,B,CeR, A2 +B>+C?>0. (1.3)
Intr-adevar, dacd punem conditia ca punctul O(0,0,0) sa verifice ecuatia generald

Ax+ By+Cz+ D=0 aplanului, rezultda D=0.

Observatia 1.1.2. Ecuatiile planelor de coordonate sunt:

z=0, pentru planul xOy;

y =0, pentru planul xOz;

x =0, pentru planul yOz.

Intr-adevar, planul xOQy trece prin origine, deci D=0 si are ca versor normal
n=0i+0j+k=k,deci 4=0,B=0,C=1.

Observatia 1.1.3. Daca in ecuatia generala a unui plan lipseste una din variabile, atunci
planul este paralel cu axa sistemului de coordonate corespunzatoare variabilei care lipseste; de

exemplu, planul de ecuatie 4x+ By + D =0 este paralel cu axa Oz.

Observatia 1.1.4. Ecuatia x=«a, @ #0 reprezintd ecuatia unui plan paralel cu planul de
coordonate yOz . Analog, y = f, f # 0 este ecuatia unui plan paralel cu xOz si z=y, y #0

este ecuatia unui plan paralel cu xOy .

Propozitia 1.1.1. Ecuatia planului ce trece prin punctul M (xo, yo,zo) si este perpendicular

pe vectorul nenul n=Ai+ B;’ +Ck este
A(x—xq)+B(y—yy)+C(z-29)=0. (1.4)
Demonstratie.

Intr-adevir, daca M (x,,z) este un punct oarecare din acest plan, atunci vectorul
MoM Z(X—XO)i+(y—y0)j+(Z—Zo)k
este perpendicular pe vectorul n=Ai+ B;’ +Ck , de unde rezulta ecuatia

A(x—xq)+B(y—yy)+C(z-29)=0.
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Propozitia 1.1.2. Ecuatia planului ce trece prin punctul M, (xo, yo,zo) si este paralel cu

vectorii nenuli i necoliniari v? = ZI;JF ml} + nll:r si g = 12;+ mzj + n21; este

X=Xy Y—Yo Z-2

Zl m n =0. ( 1 5)
) my ny
Demonstratie.

— — Fie M (x, y,z) un punct oarecare din
v Xy A /"17 %) . .
acest plan. Atunci vectorii MyM , v si vy

sunt coplanari, ceea ce implicd faptul ca

Vg M
é i produsul mixt (M oM, vl,vz) =0, de unde se
Fig.2
0 M

obtine ecuatia (1.5).

M

Observatia 1.1.5. in cazul planului definit prin ecuatia (1.5) vectorul normal este

— mp n ll m Zl m

;l:VIXV2=

1—

my | |y ma| |l my
Propozitia 1.1.3. Ecuatiile parametrice ale planului ce trece prin punctul M (xo, yo,zo) i

este paralel cu vectorii nenuli si necoliniari \71 = 11;+ ml} + nll; i E = 12;+ mz}' + nzl; sunt

Xg + ﬂ,ll + /llz

Yo + Amy + umy, A,uelR. (1.6)

N
Il

zo + Anp + uny
Demonstratie.

Intr-adevar, daca M (x, y,z) este un punct oarecare din acest plan, atunci, din
coplanaritatea vectorilor W, 171, E , rezultd ca vectorul W se poate descompune dupa

directiile vectorilor \71 si g , deci exista scalarii 4,z € R astfel incat

MoM = Av{ + v, . (1.7)
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Inlocuind in (1.7) expresiile analitice ale vectorilor MyM ,171 si 172 si tinand cont ca
scrierea unui vector intr-o baza este unica se obtin relatiile (1.6).

Reciproc, prin intermediul relatiei (1.7) putem face ca fiecarei perechi de numere

reale (/1, ,u) sa 1i corespunda un punct M situat in planul considerat.

Propozitia 1.1.4. Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare Mi(xi, yi,zl-),
i=123 este
X=X y=-)»Nn -7

Xp—=x] Y=y zp—7|=0 (1.8)

3—% 3TN B3T4

sau
x y z 1
xx oy oz |
=0. (1.9)
X ¥y zp 1
x3 y3 zz |1
Demonstratie.

Afirmatia rezultd din Propozitia 1.1.2. pentru M, = M| si vectorii necoliniari

\TI:MIMz =(X2 —xl);ﬁ—(yz _yl)}+(z2 _Zl)l_é Sl

vy = MM, =(x3 —xl);+(y3 —y1)}'+(23 —Zl)ff-

$ n=M\Myx MM,

4 N
M, M,

Fig.3
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Observatia 1.1.6. Se poate remarca faptul cad a determina planul ce trece prin trei puncte

necoliniare M|,M,,My este echivalent cu a determina planul ce trece prin punctul M si

este perpendicular pe vectorul n=M My x MM .
Observatia 1.1.7. Ecuatia (1.9) este echivalenta cu conditia ca patru puncte sa fie coplanare:

xx oy oz 1
. X ¥y zp 1
Mi(xi,yi,zi),z:l, 2, 3,4 sunt coplanare <> =0. (1.10)

x3 y3 zz |1

X4 y4 zg4 1
Propozitia 1.1.5. Planul determinat de trei puncte distincte fiecare situat pe cdte o axa de

coordonate: A(a,0,0), B(O,b,O) si C(0,0,c), az0,b#0,c#0 are ecuatia

YL E 0. (1.11)
a b ¢

Ecuatia (1.11) poartd numele de ecuatia planului prin tiieturi.
Demonstratie.

Conform formulei (1.9), ecuatia planului

determinat de punctele 4,B,C este

x y z 1

a 0 0 1
=0

0 b 0 1

0 0 ¢ 1

A(a,0,0) .
Fig. 4 Dezvoltand determinantul dupa prima linie
se obtine ecuatia:

bex+acy+abz—abc=0,

care, prin impartirea cu produsul abc, devine

Tidiioi=o.
a b ¢
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Propozitia 1.1.6. Ecuafia planului ce trece prin punctele My (xy,y1,21), My (x2,32,22) si

este paralel cu vectorul nenul v=1li+ m} +nk este

X=X y=»n -7
Xp—x Y-y zp—z|=0.

/ m n
Demonstratie.
Fie M (x,y,z) un punct oarecare din acest plan.

Atunci vectoriit M\M , MM, si v sunt coplanari, adica
(MIM, M1M2,§) -0,

de unde, folosind expresia analiticd a produsului mixt, se

obtine ecuatia (1.12).

(1.12)

v

»

M -
.
M, i, Fig. 5
M,

Observatia 1.1.8. In cazul planului definit prin ecuatia (1.12) vectorul siu normal este

Y2o=)1 22— 21

;l:Mlexvz _l:—

[

m n

Exemplul 1.1.1. Sa se scrie ecuatia planului care:

Xy =X Zp— 7

n

Xy =X V2= N
+ k.

/ m

a) trece prin punctul M (—1, 5,1) si este perpendicular pe vectorul v=3i— } +4k .

b) trece prin punctele 4(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,-1).

¢) trece prin punctele 4(-2,2,1),B(3,-1,1),C(4,0,-1).

d) trece prin punctul M (1,3, —7) si este paralel cu directiile vectorilor neparaleli 171 = 3?—}' +k

$i vo =—2i— j+3k.

e) trece prin punctele M (4,-3,1),M,(1,—1,6) si este paralel cu vectorul v=i—j-3k.

Solutie.

a) Conform ecuatiei (1.4) rezultd: 3(x+1)—(y—5)+4(z-1)=0=3x—y+4z+4=0.
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b) Conform ecuatiei (1.11) rezulta: %+§+i—1:0<:>3x+2y—6z—6:0.

x+2 y=-2 z-1
¢) Conform ecuatiei (1.8) rezulta: |3+2 —-1-2 I-]=0<=3x+5y+4z-8=0.
4+2 0-2 -1-1

x-1 y-3 z+7
d) Conform ecuatiei (1.5) rezulta: | 3 -1 1 =0 2x+11y+5z=0.
-2 -1 3

x—4 y+3 z-1
e) Conform ecuatiei (1.12) rezulta: [1-4 —-1+3 6-1=0&x+4y—-2z+9=0.

1 -1 -3

1.2. DREAPTA iIN SPATIU
Teorema 1.2.1. Ecuatiile dreptei in spatiu ce trece prin punctul Mo(xo,yo,zo) si are

directia vectorului nenul v=1i+mj+ nk sunt

X=X) _Y=Yo _Z=20
/ m n

(1.13)

Ecuatiile (1.13) se numesc ecuatiile canonice (carteziene) ale dreptei in spatiu.
Demonstratie.

Fie d dreapta in spatiu ce trece prin

punctul M (xg,r0,2zq) si are directia vectorului

;=I;+m}'+n7c.

Fie M (x, y,z) un punct oarecare pe

dreapta d , diferit de M ,. Atunci vectorul

MM =(x~x0)i+(y~y0)j+(z~2)k

este coliniar cu v, adicd MM 0 X v=0.
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Deoarece componentele scalare a doi vectori coliniari sunt proportionale, rezulta ca

ecuatiile dreptei d sunt

X=X _Y=Yo_Z=Z
/ m n

Definitia 1.2.1. Vectorul v=1i+ m}+n7¢ se numeste vectorul director al dreptei d, iar

numerele (I,m,n) se numesc parametrii directori ai dreptei d .

Observatia 1.2.1. De remarcat ca, folosind conventia de scriere (1.13) pentru ecuatiile unei
drepte, sunt acceptate fractii cu numitori zero, subintelegand ca de cite ori avem o asemenea

. . . . -1 +
fractie, numaratorul ei trebuie s fie nul; de exemplu ecuatiile x5 2122207 definesc

dreapta ce trece prin punctul M (1,0, —7) si are vectorul director v="5i- 2}' .

Propozitia 1.2.1. Ecuatiile parametrice ale dreptei in spatiu ce trece prin punctul

M (xg,v0.29) si are directia vectorului nenul v=1i+mj+nk sunt

X

Xg + It
yo + mt, teR. (1.14)
z =2zg + nt

Demonstratie.

Fie M (x, y,z) un punct oarecare de pe dreapta. Atunci vectorul
MoM = ()C—XO)_l:-i-(y —yo)} +(Z—Zo)]_é

este coliniar cu v, adicd existd parametrul # € R, ¢#0 astfel incat MM =t v. Exprimand

analitic vectorii rezulta egalitatea

(x—xo);+(y—y0)]+(z—zo)/:r=ll;+tm}‘+lnl;

si tindnd cont ca {;, }', l;} este baza se obtin relatiile:

It
y—yg=mt, teR,

X—XO

z —zog = nt
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de unde rezulta ecuatiile parametrice (1.14).

Observatia 1.2.2. Dacad notam cu «, S, respectiv y unghiurile pe care vectorul director v le
face cu directiile pozitive ale axelor de coordonate Ox,Qy , respectiv Oz, adica

o= <x(;, f), B= <x(;, }), y= {(\7, k),

rezulta relatiile

Vi !
COSQ = == =
YIHIF 12 +m? +n?
v-J m
cos ff == { =
viH 17 +m? +n?
vk n L
COS Y = ==y = si deci
il(te 12+m?+n

cos2a+cos2,8+coszy:1.

(cos a, cos 3, cos }/) se numesc cosinusurile directoare ale directiei date de vectorul v .

Exemplul 1.2.1. Sa se scrie ecuatiile canonice si ecuatiile parametrice ale dreptei ce trece prin

punctul M (1,-7,3) si este paraleld cu vectorul v =4i + j -2k .
Solutie. Avem x( =1, yo=-7,2z9=3; =4, m=1,n=-2.

x—1 y+7 z-3

Conform (1.13), ecuatiile canonice ale dreptei sunt:

1 -2
x= 1+ 4
Conform (1.14), ecuatiile parametrice ale dreptei sunt: 1y = =7 + ¢, teR.
z= 3-2¢t

Pentru £ =0 se obtine punctul M, (1,—7,3) , pentru ¢ =1 se obtine punctul M, (5,—6,1) , etc.

Propozitia 1.2.2. Ecuatiile canonice ale dreptei determinatd de doud puncte distincte

My (x1,p1,21) si Mo(x2,y2,25) sunt

) S i SRl B (1.15)
Xo—=X1 Yo—=J)1 22— 7Z]
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Demonstratie.

In acest caz vectorul director al dreptei este

M1M2 :(X2 —)Cl)_l:-i-(yz —yl)]+(22 —Zl)k.

Afirmatia rezultd din Teorema 1.2.1. pentru punctul M (x;,y,z) si vectorul

director v =M M.

Exemplul 1.2.2. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei ce trece prin punctele M (—1,2,9)

si M(-2,-6,0).

Solutie. Conform (1.15), ecuatiile canonice ale dreptei sunt: al +11 4 _82 _Z _99 .

Este evident ca intersectia a doud plane neparalele si neconfundate este o dreapta. Se

pune problema cum se scriu ecuatiile canonice ale dreptei de intersectie.

Fie 7Z'1§A1)C+B1)/+CIZ+D1=O si 7[21A2X+Bzy+C22+D2 =0

. Ay By C
doua plane neparalele si neconfundate, adica rang L
Ay By €

Definitia 1.2.2. Multimea punctelor M (x, y,z) ale caror coordonate verifica sistemul

Ax + Biyy + Ciz + D =0
{136 1V 12 1 (1.16)

A2X+Bzy+C2Z+D2=O
determina o dreapta unica d , numita dreapta de intersectie a planelor | si ;.

Sistemul de ecuatii (1.16) reprezintd ecuatiile generale ale dreptei de intersectie d = 7,.

Daca notdm cu n; = 4ji+ By j + C;k vectorul normal al planului 7z, respectiv cu
ny = Ayi+ B, j+Cok vectorul normal al planului 7z,, atunci 7, si n, nu sunt coliniari,

adica n? X ﬁ; # 0, deoarece planele nu sunt paralele. Atunci sistemul de ecuatii liniare (1.16)

este compatibil simplu nedeterminat si solutia sa, ce depinde de un parametru real z,

reprezintd ecuatiile parametrice ale dreptei d .
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d Pe de alta parte, d fiind continutd in ambele plane,

este perpendiculard si pe n? si pe @, deci ;:n_l X ﬁ; are

‘\ aceeasi directie cu d , adica este vectorul director al dreptei d .

v=nXny .. e 1. .. .
Rezultd ca parametrii directori ai dreptei d sunt

y\ﬁg‘ componentele vectorului V= ”‘1 X ﬁ; . Cum

ik

By 4 G 4y By

- - — By Ci|- |4 C{|- |4 By|+
V=N Xny = Al Bl CIZ 1 1'— 1 N7 ! lk
By Cy| |4y Cof" |4y By
72.2 N A2 Bz C2
Fig.8
& deducem ca parametrii directori ai dreptei d sunt:
l:‘Bl Cl‘,m:_‘Al Cl‘,nz‘Al Bl‘_ (1.17)

Din cele de mai sus rezulta:

Propozitia 1.2.3. Ecuatiile canonice ale dreptei de intersectie a planelor neparalele si

neconfundate 7y : Ajx+ By +Ciz+D; =0 §i 7y : Apx+ Byy + Crz+ Dy =0 sunt

X=Xo _ Y—Yo _ Z—Z
B G| |4 G| |4 B (118)
B, Ay G| |4 By

unde M O(xo, yO,ZO) este un punct oarecare fixat de pe aceastd dreaptd, adica o solutie

particulara a sistemului (1.16).

2x — y+11z+3=0
Exemplul 1.2.3. Sa se scrie ecuatiile canonice ale dreptei d : oY z .
xX+2y—3z-1=0

Solutie. Avem 4, =2, By =-1,C; =11 1 4y =1, B =2, C, =-3. Deoarece
i k| |i ok
v=|4, By Cy|=|2 -1 11|=-19i+17+5k
Ay By Co| |1 2 -3

este vectorul director al dreptei d , atunci parametrii directori sunt: / =—-19,m=17,n=5.

Pentru a gasi un punct particular pe dreapta d se face z = 0 1in sistemul format de
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ecuatiile celor doud plane si apoi se rezolva sistemul astfel obtinut. In acest caz sistemul

2x — y+3=0

devine { X+ 2y —1=0 si solutia sa este xy=-1, yy=1. Asadar, punctul M,(-1,1,0)

apartine dreptei d .

.. . . Cx+l o y-1 z
Ecuatiile canonice ale dreptei d sunt: 9= 17 — 3
1.3. FASCICULE DE PLANE

Am vazut ca doua plane neparalele si neconfundate se intersecteaza dupa o unica

dreapta. Reciproc, daca se da o dreaptd in spatiu, atunci prin ea trece o infinitate de plane.

Definitia 1.3.1. Se numeste fascicul de plane de axa d multimea tuturor planelor care contin

dreapta data d .

Fie d dreapta de intersectie a doud plane neparalele si neconfundate 7y si 7, , adica

. A1X+Bly+CIZ+D1=0
' A2x+BZy+C22+D2=0'

Teorema 1.3.1. Ecuatia oricarui plan din fasciculul de plane de axa d = (7, este de
forma
A1X+Bly+CIZ+D1 +2(A2X+Bzy+C2Z+D2) :O, Ae RUOO (119)

Reciproc, orice ecuatie de forma (1.19) reprezintd ecuatia unui plan din fasciculul

de plane de axa d .

Ecuatia (1.19) se numeste ecuatia fasciculului de plane, dreapta d se numeste axa

Jasciculului, iar planele 7; si 7, se numesc plane de bazai (fundamentale) ale fasciculului.
Demonstratie.

Pentru A =0 obtinem ecuatia planului ;. Pe de alta parte, daca L =0 si impar{im

ecuatia (1.19) cu A, obtinem ecuatia echivalenta

le+By+Cz+D + Ax+Byy+Crz+ Dy =0. (1.20)
FASE 1 1 1 2 2 2 2
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Pentru A = o, din ecuatia (1.20) se obtine ecuatia planului 7, .

In continuare, consideraim A #0 si A # oo si aratim cd pentru orice A ecuatia (1.19)
reprezintd un plan ce trece prin d. Efectudnd calcule in ecuatia (1.19) obtinem ecuatia

echivalenta
(Al +/1A2)x+(B1 +AB2)y+(C1 +X,C2)Z+D1 +ﬂ,D2 =0 (121)

care reprezintd un plan, deoarece coeficientii 4 + A4, , By + AB, si C; + AC, nu se pot anula

. . 5 . . A . 4 B C
simultan. Intr-adevar, daca acest lucru s-ar intdmpla, ar rezulta ca A—l = B—l = C—l =-1, ceea
2 2 2

ce contrazice ipoteza cd planele 7y si 7, nu sunt paralele.

s

m

Pe de alta parte este evident cd planul de ecuatie
(1.21) contine dreapta d, deoarece coordonatele oricarui

punct al dreptei d verifica ecuatia (1.21).

Reciproc, fie 7 un plan care trece prin d si fie
M (xp,9-29) un punct in planul 7z care nu apartine

dreptei d . Evident, putem presupune in plus ca

A2X0 + Bzyo + C220 + D2 =0

si fie

Ag. 9

Observam ca planul de ecuatie

. Alx() + Bly() + CIZO + Dl
Az.X'O + Bzy() + C220 + D2 )

Ao =

A1X+Bly+CIZ+D1 +%(A2X+Bzy+CZZ+D2) =0
face parte din fasciculul de axd d si contine punctul My, deci coincide cu planul 7.

Definitia 1.3.2. Multimea tuturor planelor paralele cu un plan dat Ax+ By +Cz+ D =0 are

ecuatia Ax+By+Cz+D=21,cu 1R sise numeste fascicul de plane paralele.

Exemplul 1.3.1. Sa se determine ecuatia planului ce trece prin punctul M(2,1,3) si contine

2 -3 2=0
dreapta d : xr 27 .
x—4y +5z2 -12=0
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Solutie. Conform Teoremei 1.3.1. orice plan ce trece prin dreapta d are o ecuatie de forma
2x+y—-3z42+A(x—4y+5z—12)=0 sau
2+ A)x+(1-40)y+(-3+54)z+2-124=0, 1 eR.
Punénd conditia ca acest plan sa treaca prin punctul M (2,1, 3), rezultd ecuatia
22+ A)+1-44+3(-3+54)+2-124=0,

deci A =2. Ecuatia planului cerut se obtine inlocuind A =2 1in ecuatia fasciculului, deci se
gaseste ecuatia:

4x-T7y+72z-22=0.

1.4. UNGHIURI SI DISTANTE

Fie d| si d, doud drepte oarecare in spatiu care au ecuatiile canonice

dl:x_xl YN _z77

i
ll my m ’ M2 V2
0
dy:XX2 _YTY2 _Z7Z) d, —
12 my ny Vi
Dreapta d; trece prin punctul M (xy,y),z]) d, M,

Fig.10

si are vectorul director v, = ji +my j + njk , iar dreapta

d trece prin punctul M, (xy,,,2,) si are vectorul director vy = lyi + my j + nyk .

Unghiul dintre dreptele d, si d, este unghiul 6 [0, ] dintre vectorii directori v;

si g ai dreptelor, adica unghiul definit prin formula

V|-V _ 1112 +mymy +nny (1 22)
Pl o o mf n? 13 md 43

cosf =

Observatia 1.4.1. Dreptele d; si d, sunt:

1) perpendiculare daca vectorii directori v? si Esunt perpendiculari, adica
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lllz +mmy +nny =0. (1.23)
2) paralele daci vectorii directori v, si v, sunt coliniari si M, ¢ d, sau M, ¢ d;,
adica

hom _m v ed,. (1.24)
Iy my ny

Exemplul 1.4.1. Sa se determine unghiul dintre dreptele definite prin ecuatiile generale:

X+ y—z+6=0 . xX+y+2z-5=0
dp: o osidy: e
x—-3y-z-2=0 x+y—- z+1=0
i j ok
Solutie. Conform formulei (1.17), \71 =1 1 -1|=—-4i—4k este vectorul director al dreptei
1 -3 -1
ij ok
= _ 2 2 47 & o= 4T A .
dj, cu norma "v]"— (—4)" +(4) =4v2 sivy =|l 1 2{=-3i+3, este vectorul director
11-1

al dreptei d,, cu norma ”172 " = \/(—3)2 +3% =32 . Folosind formula (1.22), rezultd

vy (A)(=3)+034(4)0 1 oz
cos(dl,dz)—”q”";z."— NG —2,dec1 «<(dy,dy) = 3

Fie 7; si 7, doua plane neparalele si neconfundate definite prin ecuatiile generale:

m i Ax+By+Ciz+ Dy =0 si

Ty i Ayx+Bry+Crz+ Dy =0.

Planul 7, are vectorul normal ny = 4i+ B,j+Cjk, iar planul 7, are vectorul
normal ny = Ayi + By j + Cok .

Planele 7 s1 7, se intersecteazd dupa o dreaptd d si determind un unghi diedru ce
se masoard prin unghiul plan € ce se obtine sectionand planele 7 s$i 7, cu un plan 7

perpendicular pe dreapta d .
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Unghiul dintre planele 7, si 7, este unghiul 6 € (0, z) dintre vectorii normali 7,

s @ ai planelor, adica unghiul definit prin formula

Fig. 11

ny -

ny _ A1A2 +BIBZ +C1C2
Pl a2 v e v} 3

(1.25)

cosd =

Observatia 1.4.2. Planele 7| si 7, sunt:
1) perpendiculare daca vectorii normali nT si @ sunt perpendiculari, adica
AjAy + BB, +CCy =0. (1.26)
2) paralele daca vectorii normali rTl s E sunt coliniari, adica

A _B_G D (1.27)
4y By Cy Dy
3) confundate daca coeficientii celor doua ecuatii ale planelor sunt proportionali,

adica

A _B_CG D (1.28)
4, B, C, D,
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Exemplul 1.4.2. Sa se determine unghiul dintre planele:
m3x+y+z-1=0si 1p:x-2y+2z-3=0.
Solutie. Vectorii normali ai planelor 7; §1 7, sunt:
=3[+ j+ksi nTzf—2}'+2l§
Conform formulei (1.25), unghiul dintre cele doud plane este

31+1-(=2)+1-2 3
V32 112 112 12 4 (2)? 422 0N */_

Fie 7 un plan si d o dreapta care intersecteaza planul, definite prin ecuatiile:

cosd =

1
deci 0 = arccos(—j .
Jit

—Xo _Y—Vo_2—2

., X
w:Ax+By+Cz+D=0sid: s ,

Planul 7 are vectorul normal n= Ai+ B}' +Ck, iar dreapta d are vectorul director
v=1i+ m} +nk.
Fie N punctul de intersectie dintre dreapta d si planul 7 si fie M (xg,0,zp) un

punct oarecare pe dreapta d, diferit de N . Se duce prin M o dreaptd paraleld cu n sise
noteazd cu M' punctul de intersectia dintre aceastd dreapta si planul 7. Dreapta NM' se

numeste proiectia ortogonald a dreptei d pe planul 7 si se noteaza cu d'.

nA

a\\a

=

=
. <
-‘./_\
=N
S

Fig. 12 v
4 ‘& /

Unghiul dintre dreapta d si planul 7 este unghiul ascutit 9€|:0, %} dintre

dreapta d si proiectia ei ortogonald d' pe planul 7. Dacd ¢ este unghiului facut de vectorul
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T

director v al dreptei d cu vectorul normal » al planului 7z, atunci 6 = z_ @ sau 0 =¢— 5

2

deci @ este definit prin formula

‘5-;‘ |41+ Bm+ Cn|

sinf =|cos@|=———= .
T T I e eIV

(1.29)

Observatia 1.4.3. Daca dreapta d este continuta in planul 7 sau paraleld cu planul 7, atunci

T

unghiul € este 0; daca dreapta d este perpendiculara pe planul 7, atunci unghiul 8 este 5

Observatia 1.4.4. Dreapta d si planul 7 sunt:

1) perpendiculare daca vectorul director v si vectorul normal n sunt coliniari,

adica

/ n
— —. 1.30
y c (1.30)

2) paralele daca vectorul director v si vectorul normal n sunt perpendiculari si
M (xq, y9,zg) & 7, adica

Al+Bm+Cn=0 sidxy+Byy+Czy+D #0. (1.31)

Observatia 1.4.5. Dreapta d este confinutd in planul 7 daca vectorul director v si vectorul

normal 7 sunt perpendiculari si M (xg ¥0, 20) € 7, adicad
Al+Bm+Cn=0 si Axy+Byy+Czy+D=0. (1.32)

x-=3 y+l1
2

Exemplul 1.4.3. S& se determine unghiul dintre dreapta 4 : I ——:_il si planul

m:3x+2y+6z—-7=0.

Solutie. Vectorul director al dreptei d este v=i+ 2}' —k , iar vectorul normal al planului 7

este n=3i+ 2}' + 6k . Conform formulei (1.29) rezulta

|n'v| = 13+2-2+(-1)-6] 1 deci O = arcsi (
”;l” ";"_\/12+22+(_1)2 \/32+22+62 N ec1 ¢ = arcsin

sinf =

7\1/6)'
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Fie 7:Ax+By+Cz+ D=0 unplan si M(xg,»p,zo) un punct fixat ce nu apartine

planului (i.e. Axy+Byy+Czy+D#0).

Propozitia 1.4.1. Distanta de la punctul M (xq,y,zo) la planul 7:Ax+By+Cz+D=0

este data de formula

|A)CO + Byo + CZO + D|

dist(My,7)=
A2+ B2+ 2

(1.33)

Demonstratie.

Distanta de la punctul M, la planul 7 este distanta de la punctul M|, la proiectia sa
ortogonald pe planul 7. Fie M (xg,0,2p) proiectia punctului M pe planul 7. Punctul
M|, se gaseste la intersectia planului 7 cu dreapta MM, dreapta ce trece prin M, si este

perpendiculara pe plan.

X—Xg _ V=)o _Z-%
A B C

sale parametrice sunt

Ecuatiile canonice ale dreptei MM, sunt , lar ecuatiile

M (x0,Y0-20)

X = xy + At
ﬁ Flg13 =Yy *+ Bl, trelR.
z=2zyp+ Ct

Pentru a afla coordonatele punctului

b ' . - ..
M, se rezolva sistemul de ecuatii
M (3.0 2h) 0 t

Ax+By+Cz+ D=0

X=X _Y—Yo _Z2-20"
A B C

Daca se introduc in ecuatia planului 7 ecuatiile parametrice ale dreptei MyM se

obtine relatia
A(xg+ At)+B(yg+Bt)+C(zy+Ct)+ D=0,

de unde rezulta solutia acestei ecuatii notata cu #:

Iy =

A)CO +By0 +CZO +D
A% +B*+C? '
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Introducand valoarea f#; in ecuatiile parametrice ale dreptei MM se gasesc
coordonatele punctului M :
xo = xo + Aty
Yo = o + Blp
ZE) = zy + Cto

deci M (xq + Aty, yo + Bty, zg + Ct;y) este proiectia punctului M pe planul 7.

Pe de altd parte, distanta de la M|, la planul 7 este egala cu distanta de la M la

My, deci rezulta

dist(M ) = dist (Mo, M§) =\ (x —%0)* + () —70) + (2 —20)° =

Axg +Byy +Czy + D
:\/tg(Az+B2+C2):|t0|\/A2+B2+C2:| %o * Byo + €29 + D]
NA? +B* +C?

Observatia 1.4.6. Daca punctul M (xg,vp,z9) €7 (i.e. Axg+ Byy+Czy+D=0), atunci

dist(M,7)=0 (deoarece My =M).

Exemplul 1.4.4. Sa se afle distanta de la punctul M (1,—1,4) laplanul 7:2x—-y+3z-7=0.

2-1-(-1)+3-4-7] 8
NCETE T

Solutie. Conform formulei (1.33), rezulta: dist(M,7)=

. X=X - z—z L
Fie d: 0_Y~Yo_ p O o dreapta si M;(x;,)},z) un punct fixat ce nu

[ m

apartine dreptei (i.e. coordonatele sale nu verifica ecuatiile dreptei).

Propozitia 1.4.2. Distanfa de la punctul M\(x,yy,z1) la dreapta d: x—lxo =7 :ny 0 Z_nZO
este data de formula
_ | Moy v
dlSt(Ml’d):T, (134)
v

unde M (xy,y0.29) este un punct situat pe dreapta d si v=I1i+mj+nk este vectorul

director al dreptei d .
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Demonstratie.

Distanta de la punctul M, la dreapta d
My (x1,¥1,21) !

.-~ este distanta de la punctul M; la proiectia sa

. ortogonald pe dreapta d. Fie M| proiectia

.

Mo(x0,%0.20) p M{ d

punctului M| pe dreapta d (punctul M| se

gaseste la intersectia dreptei d cu planul ce trece
Fig.14

prin M, si este perpendicular pe dreapta d ).
Atunci dist(My,d)=|MM7].

Aria triunghiului M PM este egala, pe de o parte cu H;H ' HATIATI,H , lar pe de alta

parte cu %”M oM x ;" Egaland cele doua evaluari ob{inem:

”;” -dist(My,d)= ”MOMl x ;" , de unde rezultd formula (1.34).

Observatia 1.4.7. Daca punctul M;(xy,y;,z) se afla pe dreapta d, atunci dist(M;,d)=0

(deoarece M =M)).

Exemplul 1.4.5. Sa se determine distanta de la punctul M (3,-2,1) la dreapta de ecuatii

x=1_ y+2 z-3
d: =5 =3 -

Solutie. Fie M (1, —2,3) un punct de pe dreapta d si fie v=1i-2j+3k vectorul director al

dreptei d . Facem calculele

i
MOMI 22_1:—212, MoMIX;Z 2
1 —

[Moa; x| =412 +2% +12 = a6 si o] = 12 +(-2)7 +3% =14

Conform formulei (1.34), distanta de la M la dreapta d este

k
2| =—4i—8j—4k=—4(i+2j+k)
3

NN O~
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[MoM; x| _4J6 4Vl
TR

diSt(Ml ,d) =

Observatia 1.4.8. Perpendiculara dusa din punctul M| pe dreapta d se poate determina ca
dreapta ce trece prin doud puncte: prin punctul M, si prin proiectia sa ortogonala M| pe
dreapta d (punctul M{ se gaseste la intersectia dreptei d cu planul ce trece prin M, si este

perpendicular pe dreapta d ).

Exemplul 1.4.6. Sa se determine ecuatiile perpendicularei duse din punctul M (—1,—1,2) pe

x+12  y+1 z-1
2 3

dreapta d :

Solutie. Se determina proiectia punctului M pe dreapta d .

Fie M((-12,—11) un punct situat pe dreapta d

siv=i+ 2}' +3k vectorul director al dreptei d . / Fig.15
Se noteaza cu M'(x',)’,z") proiectia punctului M -

M vpe dreapta d; M' este punctul de intersectie dintre —v>

dreapta d cu planul 7, plan dus prin M si perpendicular _d __ .

pe d. Cum dreapta d este perpendiculara pe planul =, M’ My

rezultd cd vectorul director v =i+ 2}'+37€ al dreptei d /

este vectorul normal al planului 7. Conform formulei

(1.4), ecuatia planului 7 este:
7:1-(x+D)+2-(y+1D)+3-(z-2)=0=7:x+2y+3z-3=0.
Pentru gésirea coordonatelor punctului M’ se rezolva sistemul format din ecuatiile
dreptei d si ecuatia planului 7 :

x+12  y+1 z-1
1 2 3
x+2y+3z-3=0

x=-12+ ¢
Se trece la ecuatiile parametrice ale dreptei d:qy = -1+ 2¢, t € R si inlocuind
z = 1+ 3¢
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aceste valori in ecuatia planului 7 se obtine ecuatia:
—12+1+2(-1+2t)+3(1+3t)-3=0< 14 -14=0,
ce admite solutia 7 =1.

Inlocuind #=1 in ecuatiile parametrice ale dreptei d se determind coordonatele

punctului M":

x' =-11
y' = 1,deci M'(-11,1,4) este proiectia punctului M (-1,-1,2) pe d.
Z= 4

Perpendiculara dusa din M pe dreapta d este dreapta MM'. Conform relatiei (1.15)

ecuatiile canonice ale dreptei MM’ sunt:

MM x+1  y+1 Z:

x+1 y+1 z-2 x+1 y+1 z-2
=11+ 141 B B '

0 2 2 © 75 T T4

2 <
2
Fie d; si d, doud drepte definite prin ecuatiile canonice

X—X — zZ—Zz . X—X — zZ—Zz
dl: 1:y yl: 1$1d2: 2=y y2= 2'
h my n Iy ny ny

Dreapta d; trece prin punctul M (x;,y;,z) si are vectorul director v, =i+ my j + njk, iar

dreapta d trece prin punctul M, (xy,y,2,) si are vectorul director vy = Lyi +my j + nyk .
Admitem cazul cand dreptele d; si d, sunt oarecare in spatiu sau neconcurente.

Definitia 1.4.1. Existd o dreaptd unica, care se sprijina simultan pe cele doud drepte si este
perpendiculara pe cele doua drepte si care se numeste perpendiculara comund a dreptelor

dl .}'l d2 .
Notam cu d perpendiculara comuna a dreptelor d; si d,.

Dreapta d se obtine ca intersectia a doud plane: planul 7 ce contine dreapta d; si

este perpendicular pe dreapta d, si planul 7, ce contfine dreapta d, si este perpendicular pe
dreapta d;. Este evident cd aceste plane sunt paralele cu vectorul v= \71 X g, deoarece 7|

este perpendicular pe v—z si 7, este perpendicular pe \71 , unde se face notatia
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- = —-_ml }’ll—_— 11 I’ll ll m
V—V1XV2— —

! l;=Z;+m}'+n7c.

j+
/ Iy my

my ny| |y ny

Deoarece planul 7, trece prin

72
dreapta d; si este paralel cu vectorul
V=V XV, , atunci s trece prin punctul
M si este paralel cu vectorii \71 s d
V=V XVy . d V1
1 I Fig.16

Conform formulei (1.5), ecuatia

planului 7; este:
X=x Y=y -z

7 ll m m =0.

/ m n

Analog, planul 7, trece prin punctul M, si este paralel cu vectorii 172 siv= VI X Vs .

Conform formulei (1.5), ecuatia planului 7, este:

X=X Y=)V2 Z-2p
7Ty ! 12 my ny =0.

/ m n

Atunci ecuatiile generale ale perpendiculare comune sunt:

X=X Y=y 1 z—Z2
11 ml I’ll = O
(;;1) =0 / m n
d: &d: , (1.35)
(”2) =0 X=Xy Y=Yy Z—2Zp
12 m2 1’12 = 0
/ m n
/ /
unde lzm1 nl,m:—1 nl, —|1 ml.
my  np I, ny Iy my
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Observatia 1.4.9. Vectorul director al perpendicularei comune a dreptelor d; si d, este

; =V XVy.
Exemplul 1.4.7. Sa se determine ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor:

x—1:y+1:z—l si d2:x+1:y z—1

2 3 ] 3 4 3

dll

Solutie. Dreapta d; trece prin punctul M (1,—1,1) si are vectorul director v, = 2i +3/ —k , iar

dreapta d, trece prin punctul M, (—1,0,1) si are vectorul director vy =3i +4; —3k .

Fie d perpendiculara comuna a dreptelor d; si d,. Conform celor de mai sus,

dreapta d se gaseste la intersectia planelor 7; s1 75, unde 7 este planul ce trece prin M| si

este paralel cu vectorii \71 siv= V| XV, , iar ) este planul ce trece prin M, si este paralel cu

vectorii \72 siv= \71 X g (vezi Figura 16). Calculdam vectorul director al dreptei d :

k
—1|=-5i+3/—k.
-3

i
\:: 1XV2:2
3

W

Ecuatia planului 7 este

x=1y+1 z-1
2 3 -1|=0&y+3z-2=0,
-5 3 -l

iar ecuatia planului 7, este

x+1 y z-1
3 4 3|=05x+18y+292z-24=0.
-5 3 -l

Conform formulei (1.35), ecuatiile generale ale perpendicularei comune d sunt:

(7r1)=0© y+ 3z- 2=0
(7,)=0  |5x+18y +29z-24=0
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Fie d; si d, doua drepte necoplanare In spatiu definite prin ecuatiile canonice

X—X — zZ—Zz . X—X — zZ—Z
dy 1_Y=Nn_ 1§1d2: 2_JYVTY2 _ 2
h my n I ny ny

Dreapta d; trece prin punctul M (x;,y;,z) si are vectorul director v, =i+ my j + njk , iar
dreapta d, trece prin punctul M, (x,,25) si are vectorul director vy = Lyi + my j + nyk .

Definitia 1.4.2. Daca dreptele d| si d, sunt necoplanare, atunci prin distanta dintre
dreptele d| si d, se intelege lungimea segmentului perpendicularei comune cuprins intre

drepte.

Propozitia 1.4.3. Distanta dintre dreptele d| si d, este data prin formula

Xp =X Y2 =1 Z32—Z]

( . ﬁ) h m n
‘M1M2avlﬁv2‘ / m n
dist(d ,dp ) =" = 2 . 2 . 2 = (1.36)
HVIXVZH my n L m L m
+ +
my ny| |lp my| |l my

Demonstratie.

Prin punctul M, se construieste dreapta d5 paralela cu dreapta d,. Se constatd ca
distanta dintre dreptele d; si d, se poate determina ca distanta de la punctul M, ed, la
planul 7, unde 7 este determinat de dreptele d; si d3 (dreapta d, este paraleld cu planul 7

deoarece este paraleld cu dreapta d5 continutd in ).

Se construieste paralelipipedul pe suportul vectorilor necoplanari MM ,, \71 s vy
si lungimea Tnal{imii acestui paralelipiped, considerand ca baza paralelogramul construit pe
vectorii v, si v, , este distanta cautata.

Se evalueaza volumul acestui paralelipiped in douad moduri: o data folosind formula

uzuald (ca volumul unei prisme) si a doua oara folosind interpretarea geometrica a produsului

mixt. Se obtine relatia

H\Z X EH -dist(dy,d,) = ‘(MIMZ, Vi, @)‘ , de unde rezulta formula (1.36).
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Fig. 17

~

Observatia 1.4.10. Daca dreptele d| si d, sunt concurente, atunci dist(d;,d,)=0; dacd
dreptele d; si d, sunt paralele, atunci distanta dintre ele este egala cu distanta de la un punct

de pe dj la d; (se fixeaza un punct pe d;, de exemplu M, si dist(dy,d;)=dist(M,d,)).

Exemplul 1.4.8. Sa se determine distanta dintre dreptele:

x—1:y+1:z—1 si d2:x+1:y z—1

2 3 ] 3 4 3

dll

Solutie. Dreapta d; trece prin punctul M, (1,~1,1) si are vectorul director v, = 2i + 3/ —k , iar
dreapta d, trece prin punctul M, (—1,0,1) si are vectorul director v, =3i + 4 — 3k .

Se fac urmatoarele calcule:

ij ok
MMy ==2i+j,vxv, =23 -1|==5i+3j—k,
34 -3

quguzJ(_s)z +32 1 (-1)% =35 si

(MM 3, v, vy ) = MMy (v xv3 ) =(=2) - (=5) +1-3+0- (1) =13.

Conform formulei (1.36), distanta dintre dreptele d; si d, este:
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_ ‘M1M27V17V2‘ 13
dlSt(dl,dz)Z ( — ) Z\/g.

HVI x 6

Exemplul 1.4.9. Sa se afle coordonatele simetricului punctului M (—1,—1,2) fata de dreapta

d'x+12_y+1_z—1
o 2 3

Solutie. Conform Exemplului 1.4.6., M'(-11,1,4) este

proiectia punctului M pe dreapta d (punctul M' se /

gaseste la intersectia dreptei d cu planul 7 ce trece prin ™
M si este perpendicular pe dreapta d ). by
_—
Fie M"(x",y",z") simetricul punctului M fad
de dreapta d ; punctul M" se afla in planul 7 si punctul M’ M,
M' este mijlocul segmentului [MM"]. Rezulta relatiile:
Fig. 18

-1+x" -1+y" - 2+Z

11, 1 =4,
2 2 2 /

de unde se obtin coordonatele: x" =-21, y" =3, z"=6.

Atunci M"(-21, 3, 6) este simetricul punctului M fata de dreapta d .

Exemplul 1.4.10. Sa se determine coordonatele simetricul punctului M (3,1,—-1) fatd de

planul 7:22x+4y—-20z-45=0.

Solutie. Se stabileste pozitia punctului M fata de planul 7:

22-3+4-1-20-(-1)-45=45=0, ‘ M
deci M ¢ 7. Fie n=22i+4j—20k vectorul normal al planului y I
. o
Se noteaza cu M'(x',)",z') proiectia punctului M pe L% |
planul 7; M' este punctul de intersectie dintre planul 7 si Fig.19 .

dreapta perpendiculard d dusa prin M pe planul 7. Deoarece
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planul 7z este perpendicular pe dreapta d, rezultd ci vectorul normal n=22i+4;—-20k al
planului 7 este vectorul director al dreptei d . Conform formulei (1.13), ecuatiile canonice
ale perpendicularei d sunt :

- -1 1 - -1 1
X 3:y _z+ g 3:y _z+

d .
22 4 -20 11 2 -10

Coordonatele punctului M' se obtin rezolvand sistemul format din ecuatiile dreptei
d siecuatia planului 7 :
x-3 y-1 z+1
11 2 -10
22x+4y—-20z-45=0

x= 3+ 11¢
Se trece la ecuatiile parametrice ale dreptei d:qy = 1+ 2¢, t€R si, Inlocuind
z=-1-10¢

aceste valori in ecuatia planului 7, se obtine ecuatia:

22(3+11¢)+4(1+21)~20(~1-10¢) —45=0 & 4501 +45=0,

. : 1
ce admite solutia ¢ = 10"
Inlocuind tz—% in ecuatiile parametrice ale dreptei d se obtin coordonatele
1
T 19 4
proiectiei M’ : J = 4, deci M '(m,g,OJ este proiectia punctului M (3,1,—1) pe .
5
Z=0

Fie M"(x", y”,z") simetricul punctului M fata de planul 7 ; punctul M" se afla pe

dreapta d , iar punctul M’ este mijlocul segmentului [ MM"]. Rezult relatiile:

34x" 19 1+y" 4 —1+2Z"
2 100 2 5

[\

"

deci se obtin coordonatele: x" = %, y'= %, zZ"=1.
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Atunci M "(%, %, lj este simetricul punctului M fata de planul 7.

Probleme propuse

1. Si se scrie ecuatia unui plan care trece:
a) prin punctul M, (7,—4,4) si este perpendicular pe MM, unde M, (1,3,-2);
b) prin taieturile A(8,0,0), B(O,—6,0), C(0,0,4) ;
¢) prin punctele A4(-1,-2,3),B(3,-2,1),C(5,4,1);
d) prin punctul M (—2,3,4) si este paralel cu directiile vectorilor neparaleli \71:;—2}41;
$i vy =30 42 +4k;
e) prin punctele M (1,0,-2),M,(4,5,1) si este paralel cu vectorul v=6j—k.
Rdaspuns: a) 6x—T7y+6z—94=0;b) 3x—4y+62z—-24=0;¢) 3x—y+6z—-17=0;
d) 10x+y—-8z+49=0;¢) 23x-3y—-182z-59=0.
2. S se scrie ecuatia unui plan care

a) trece prin punctele M;(2,2,3) si M,(l,L1) si care este perpendicular pe planul

x+y—-z=0;

b) trece prin punctul M (1,—1,1) si care este perpendicular pe planele x—y+z—-1=0 si

2x+y+z+1=0;
¢) trece prin punctul M (2,-5, 3) si este paralel cu planul de coordonate xOz ;

d) trece prin mijlocul segmentului determinat de punctele M/ (—4,16,2) si M,(0,-2,4) si

este paralel cu planul x -4y +5z-1=0;
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e) trece prin punctele M (5,1,7) si M,(4,0,-2) si este paralel cu Ox;

f) trece prin punctul M (2,1,—1) si taie pe axele de coordonate Ox si Oz segmente egale

de lungime 2, respectiv 1.
Raspuns:a) x—y=0;b) 2x—y—-3z=0;c¢) y+5=0;d) x—4y+5z+15=0;

) 9y—z-2=0;f) x+2y+2z-2=0.

3. Sa se scrie ecuatia unui plan stiind ¢d punctul P(5,2,—3) este piciorul perpendicularei

duse din origine pe acest plan.

Raspuns: 5x+2y—-3z-38=0.
4. Si se determine ecuatia planului mediator al segmentului 4B, unde A(4,2,3) si B(2,6,5).
Raspuns: x—2y—-z+9=0.

5. Sa se scrie ecuatiile fetelor tetraedrului cu varfurile in punctele 4(0, 0,2),B(3,0,5),C(1, 1,0)

si D(4,1,2).
Raspuns:(ABC):x—3y—z+2=0;(A4ABD):x—4y—z+2=0;(ACD):2x-8y-3z+6=0;
(BCD):2x—11y—-3z+9=0.

6. Sa se determine ecuatiile canonice si ecuatiile parametrice ale dreptei ce trece prin punctul

M (4,-3,1) si este paraleld cu vectorul v=2i— 3}' +5k.

4 3 . x= 2t+4
Rdspuns:x_ P ;qy=-3t-3,teR.
2 -3 5
z= 5t+1

x=2 y+l z-7
-2

7. Sa se scrie dreapta de ecuatii canonice ca intersectie a doud plane.

x+2y =0

Raspuns: .
X —4z+26=0

8. Si se determine ecuatiile canonice ale dreptei de intersectie a planelor x —2y +z+3 =0 si
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2x-3y-3z-9=0.

x=27 _y-15_z
T

s -

Raspuns:

9. Si se determine ecuatiile unei drepte:

- . - x+ y-2z-1=0
a) ce trece prin punctul M (0,—7,5) si este paraleld cu dreapta ;
x+2y— z+1=0

b) ce trece prin punctele M(-4,1,5) si M,(6,0,-1);
¢) ce trece prin punctul M (11,4, —2) si este perpendicularad pe planul 3x -y —13z+1=0;

d) ce trece prin punctul M(2,1,1) si este paralela cu planele x—y+z+2=0 si

x+y+2z-1=0;

e) ce trece prin originea sistemului de axe, se afla in planul xOz si este perpendiculara pe

x-2 y+1 z-5

dreapta
P -2 1

x y+7 z-5,

Raspuns: a) — ;b ;C ;
P )3 -1 1 ) 10 -1 -6 ) 3 -1 -13
d) x—2:y—1:Z—l;e)£:Z=i-
-3 -1 2 1 -3

10. S se scrie ecuatia planului

a) ce trece prin originea sistemului de coordonate si este perpendicular pe dreapta de
Lx=2 y+7 z-1
ecuatil = = ;
1 8 -3

y=7 z+4+2

4 2

b) ce trece prin punctul M (4,-3,1) si este paralel cu dreptele (dl): si

W | =

x—=8 y+6 z+1

dy): ;
(dr): ===

Fol_pl 2ol gy ol oyl 2ol

¢) determinat de dreptele (d) . 5
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x y+2 z-1 .
X rre_ dy):
== s (@)

x—=1_ y-3 z+2

d) determinat de dreptele paralele (dl) : Z 3 P

e) trece prin punctele M1 (0,0,1) si M;(3,0,0) si formeaza un unghi de 60° cu planul de
coordonate xOy ;
: 5 3 . .
f) trece prin punctul M (5, - 2,5) , este perpendicular pe planul x—2y—-z—-1=0 si este

paralel cu dreapta x-1 = yl ==z
2 3 1

Raspuns: a) x+8y—3z=0;b) 16x—27y+14z-159=0;c¢) Sx+3y—-z—-1=0;
d) 17x-13y-162-10=0;¢€) x+v26 y+3z-3=0;1) x—3y+72z-19=0.

11. Si se stabileasca pozitia urmatoarelor perechi de plane:

a) x—11y+2z-5=0 si Tx+y+2z+1=0;
b) 3x—6y-3z+9=0 si x—2y-z+3=0;
c) x+3y—-z-10=0 si 5x+6y—-7=0;
d)2x—y+z-7=0 si 4x-2y+2z+1=0.

Raspuns: a) Plane perpendiculare; b) Plane confundate; c¢) Plane oarecare (se intersecteaza

dupa o dreaptd); d) Plane paralele.

12. Precizati daca urmadtoarele plane au puncte comune: x+y+z—-6=0, 2x—y+z-3=0

si x+2y—-z-2=0.
Raspuns: M(1,2,3).

13. Si se calculeze unghiurile urmatoarelor perechi de plane:
a)3x—y+2z+5=0 si 5x+9y-3z+1=0;
b) 6x-2y+4z+8=0 si 9x-3y+6z+11=0;

) X+2y+2z-3=0 si 16x+12y—15z—1=0.
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Raspuns: a) 0 = % , plane perpendiculare; b) € =0, plane paralele; c) € = arccos% .

14. Si se stabileasca pozitia urmatoarelor drepte in spatiu:

x+3 y-5 z+2 x-5 y-4 z-8

a i ;
TS s ’ a2 s
b x—y—-3z+2=0 ; x+1 y-2 z+3
2x—y+2z-3=0 i 5 8 -1

0 x+3:y—2:z—1 si x—2:y—6:z—2;
1 0 -2 3 -1 1
x=—t-3 x=3t+5

d)<y=2t+5,teR s y=2t+4,teR;
z= t-2 z=—t+38
xX+2y+3z-1=0 ) x y+10 z-7

€ 1 —_= = .
2x—- y—- z-3=0 ’ 1 7 =5

Raspuns: a) Drepte concurente in M (1,2,3); b) Drepte paralele; ¢) Drepte necoplanare

(oarecare 1n spatiu); d) Drepte perpendiculare; €) Drepte confundate.

15. S se afle unghiul dintre dreptele:

2) x-3_y+l_z ; x+2 y—-1 z+1
-1 =2 1 ; 5 1 7’
x=3t+5
b)’“1’3=y7_5=§ si y=61-3,1eR ;
z=9t+2
) x—y+2z+1=0 ) x+2y+z-1=0
c 1 ;
x—y— z—-1=0 ’ x=2y+z+1=0
d) x—-1_ y+2 z-5 si x_y-3_z+l
3 6 2 29 6
9 V4 . V4 72
Raspuns: a) 6 = 2 drepte perpendiculare; b) 8 =0, drepte paralele; ¢) € = E; d) cos@z%.
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16. Si se stabileasca pozitia dreptei () fata de planul (), unde

2) (d):xf:y;l:jl i (n)ix—y—z+2=0;
b) (d);x;”:yz_lzzlrz si ():2x—5y+4z+15=0;
0 (d):x;2=y;1=2; s (7):2x—y+z-3=0;
d) (¢); 2222712+l si (7):x—2y+5z+9=0.

4 -8 20

Raspuns: a) Dreapta si planul sunt paralele; b) Dreapta este continuta in plan; ¢) Dreapta si

. 2 16 1 : :
planul se intersecteaza in punctul A(?—;,;]; d) Dreapta si planul sunt perpendiculare.

17. Si se calculeze unghiul dintre dreapta (d) si planul (), unde

x+y+3z=0

a) (d):{x—y— —o si (7):x—y—z+1=0;

2y+3z-1=0
b) (d):{zit 14: 2_320 si (7):x+2y+2z+1=0;

x+5 _y-11_ z+1
"4 -8 20

¢) (d) si (7):x—2y+5z+9=0.

Raspuns: a) 8 =0, dreapta si planul sunt paralele; b) 6 = arcsing; c) f= %

o . . . . 2x—y+z-1=0 . .
18. Sa se scrie ecuatia planului care contine dreapta 0 si trece prin punctul
X+y—-z =

M(Z,l,l).
Raspuns: x—5y+5z-2=0.

. . ) . . 4x— y+3z—-1=0 |
19. Sa se scrie ecuatia unui plan ce trece prin dreapta si care:
x+5y— z+2=0
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a) trece prin punctul M (1,1,1);
b) este paralel cu axa de coordonate Oy ;
¢) este perpendicular pe planul 2x—y+5z-3=0.
Raspuns: a) 23x—32y+26z—-17=0;b) 21x+14z-3=0;c) 7x+14y+5=0.

. ) ) ) . 2x—y+3z=0
20). Sa se determine ecuatia planului ce trece prin dreapta 0 si este paralel cu
X+y+ z=

-4 1
dreapta e J A P
2 -1 3

Raspuns: 3y —z=0.

. . . . . x—y+z-1=0
21. Si se determine ecuatia planului ce trece prin dreapta si este
2x+y—-z+1=0

perpendicular pe dreapta d -li_ 8 _Y 1_ 3 _z +15 ]

Raspuns: x+y—z+1=0.

x-2 y-3 z+l

22. Sa se scrie ecuafia planului ce trece prin dreapta d: " si este
perpendicular pe planul x+4y—-3z+7=0.

Raspuns: 11x—-17y-19z+10=0.

23. Si se scrie ecuatia planului ce trece prin dreapta al ; > = yT—2 = i si este paralel cu
planul x+y—-z-11=0.

Raspuns: x+y—z+3=0.

24. Si se determine ecuatia planului ce contine dreapta {i 3y i i 4 i 8 si care formeaza

un unghi de 45° cuplanul x—4y-8z+12=0.

Raspuns: x+20y+7z-12=0.
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25. Sa se determine coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A(—1,3,—2) pe planul
(7[):3x—3y+z—1=0.

Raspuns: A'(é,g,—éj .
1919 19
26. Se considera punctul A4(4,-3,1) siplanul (7):x+2y—-z-3=0.
a) Sa se stabileasca pozitia punctului 4 fatd de planul (7r) ;
b) Sa se determine coordonatele proiectiei punctului 4 pe planul(7);
¢) Sa se determine coordonatele simetricului punctului 4 fatd de planul (7:) ;

d) Sa se determine distanta de la punctul A la planul(7).

Raspuns: a) A¢(z);b) 4'(5,-1,0);¢) 4"(6,1,-1); d) diSt(A’(d)) =6.

x—1 y-2 z-3

27. Se considera punctul 4(4,3,10) si dreapta (d): 5 J 5

a) Sa se stabileasca pozitia punctului 4 fatd de dreapta (d ) ;

b) Sa se determine coordonatele proiectiei punctului 4 pe dreapta (d);

¢) Sa se determine coordonatele simetricului punctului 4 fata de dreapta (d );

d) Sa se determine distanta de la punctul 4 la dreapta (d);

e) Sa se determine ecuatiile perpendicularei din punctul 4 pe dreapta (d ) .
Raspuns: a) A¢(d);b) 4'(3,6,8);¢) 4"(2.9,6); d) dist(4,(d))=~/14;

x—-4 y-3 z-10

e
) -1 3 -2

28. Si se determine coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A(5,0,—2) pe dreapta

x=3t+2
(d): y=2t+1,teR.
z=4t+3
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1
Raspuns: A' —9,1,3—5 .
2929 29
x—12 y-9 z-1
3 1

29. Si se calculeze coordonatele punctului de intersectie al dreptei cu

planul 3x+5y—-z-2=0.
Raspuns: A(0,0,—2).

30. Sa se determine ecuatii proiectiei dreptei %z yT_4 =z -;1

pe planul x—y+3z+8=0.

5 x— y+3z+8=0 x+9 y+1 z
Raspuns: = =2 _-=
x—2y— z+7=0 7 4 -1

x=1 y+1 =z . « < <

31. Se dau dreapta - :T =§ si planul x + y+2z—-3=0. Sa se gaseasca:

a) ecuatii proiectiei dreptei pe plan;
b) ecuatiile simetricei dreptei fatd de plan.

xX+ y+z-3=0 x-2
f
x=2y+z-3=0 1

Raspuns: a) { = % = ; b)

32. Si se calculeze urmatoarele distante:
a) de la punctul M (3,1,—1) la planul (7):22x+4y—-20z—-45=0;
b) de la punctul M (2,4,7) laplanul (7):x—2y+2z+2=0;

¢) de la punctul M (7,9,7) la dreapta (d): x;2 _ y;l -

b

z
2

xX—y+z =0
d) de la punctul M (1,1,1) la dreapta (d): 5 0;
X+y—z+2=

e)de laplanul (77):3x+2y—z—-7=0 laplanul (7,):3x+2y—z+7=0;

x=7 y-1 z-3 x=2 y+1 =z
= = la dreapta (d, ): = =—;
2 pla (d2): 3 2

4

f) de la dreapta (d;):
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x y+7 z-=2 x=9 y+2 =z
deladreapta (d{):—=——= la dreapta (d> ): = =—
2 pa (dy): = == === pta (dp): = =="7==7
x+7 y+4 z43 x=21 y+5 z-2
h) de la dreapta (d): = = la dreapta (d,): = = .
) pla (d): === pla (d): == =7 =

Rdéspuns: a) diSt(M,(ﬁ))=%; b) dist(M,(;r))z?; c) dist(M,(d))=\/ﬁ;

d) dist(M,(d))= %; e) dist((7)).(m))=14; f) dist((d;).(d)) =3;

g) dist((d)),(d2))="7;h) dist((d}),(d))=13.
33. Si se determine ecuatia unui plan aflat la distantd egala fata de planele
(71):x—y+3z+2=0 si (7):x—y+3z-6=0.

Raspuns: x—y+3z-2=0.

(dl):x—7:y—3:z—9

34. Si se determine ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor 3 1

. x=-3 y-1 z-1
si (dy): =

3x- 2y—- z— 6=0

Raspuns: .
5x+34y—-11z-38=0
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CAPITOLUL 2

CONICE

2.1. ECUATIILE CANONICE ALE CONICELOR

Familia de curbe numite generic ,,conice” este formatd din elipse, hiperbole si
parabole. Termenul de conice provine din faptul ca aceste curbe se obtin ca intersectii ale unui

con circular drept cu un plan.

Fie « unghiul format de axa conului cu

generatoarele sale si fie ¢ unghiul dintre planul secant
si axa conului. Dacd unghiul ¢ este de 90°, adici
planul secant este perpendicular pe axa conului, curba
de intersectie este un cerc. Daci a <@ <90°, curba de
intersectie este o elipsd. Dacd ¢ =« , atunci curba de
intersectie este o parabola, iar daca 0 < @ < ¢, curba de

intersectie este o hiperbola.

In continuare vom da o definitic unitara, ca

loc geometric, a celor trei tipuri de conice: elipsa,

hiperbola si parabola.

Definitia 2.1.1. Fie F un punct din plan si D o dreapta care nu trece prin F . Se numeste
conicd, mulfimea punctelor M din plan care au proprietatea ca raportul distantelor fata de
F i fata de dreapta D este constant. Daca notam cu & acest raport, atunci in cazul € <1
conica se numeste elipsa, in cazul € >1 conica se numeste hiperbola, iar daca € =1 conica
se numeste parabold. Punctul F se numeste focar, dreapta D se numeste directoare, iar

raportul & se numeste excentricitate.
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a) ELIPSA

Pentru a stabili ecuatia elipsei alegem un sistem de coordonate in felul urmator.

Drept axa xx' alegem dreapta care trece prin £ si este perpendiculara pe dreapta D . Fie K

piciorul perpendicularei duse din /° pe D. Punctul O (originea sistemului de coordonate) se

alege pe axa xx' astfel incat sd avem relatiile:

— =l a

HOFH =ac §i HOKH =—, unde a este o
£

constanta pozitivd pe care urmeaza sia o determinam.

\WM N
. / X Deoarece 1n cazul elipsei ¢ <1, punctele O,F si K
\ y K vor fidispuse ca in Figura 2.

y Daca notdm cu / lungimea segmentului
Fig.2 FK , atunci avem:
/= HFEH = ”515” - H5ﬁ” = g —ag=a ! _;2 , de unde deducem ca
a-s @1

Evident dreapta yy' este perpendiculara in O pe axa xx'. Prin urmare, in raport cu

acest sistem de coordonate focarul / are coordonatele (ag,O) si dreapta D are ecuatia

a <
x =—, unde constanta a este datd de (2.1).
£

Daca M (x,y) este un punct pe elipsd si N este proiectia sa ortogonald pe D,

atunci conform Definitiei 2.1.1. avem:

MF

= £ si mai departe
MN

2 2
\/(x—ag) +y
=c.

a

——x

£

Efectuand calculele obtinem:
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Daci notdm cu b* =a’ (1 -¢? ) , atunci rezulta:

2 2
x—2+£—2— =0. (2.2)

Ecuatia (2.2) este ecuatia elipsei, deoarece coordonatele oricarui punct de pe elipsa

verificd aceasta ecuatie si coordonatele oricarui punct care nu este pe elipsa nu o verifica.

In mod uzual, abscisa focarului F se noteaza cu c¢ si se numeste distantd focald, iar

a si b se numesc semiaxele elipsei.

Asadar, in cazul elipsei relatiile dintre distanta focala, semiaxe si excentricitate sunt:
c=ae<a (2.3)
b*=a’ —¢’ sau

a’=b>+c*. (2.4)

Ecuatia directoarei este:

2

=lex=%sa. (2.5)
&£ c

2 2

Exemplul 2.1.1. In cazul elipsei ;—5 +i/_6 —1=0 avem:

a=5, b=4; c=3; ,9:%

Observatia 2.1.1. Daca excentricitatea ¢ =0, atunci a =b =r si elipsa degenereaza in cercul

de ecuatie:

x2+y2:r2.

O reprezentare parametrica a elipsei este:
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X =a cost
y=>bsint, te[O,Zﬂ]. (2.6)
Intr-adevar, din (2.6) deducem imediat ca:

+Z—=coszt+sin2t=1, Vi e[0,27].

2 2
2

QN|><

Ecuatiile parametrice (2.6) permit o reprezentare grafica simpld a elipsei: se

construiesc doua cercuri concentrice de raze a si b.

Fie P un punct oarecare pe cercul mare (de razd a) si fie Q punctul in care OP

Ay intersecteaza cercul mic (de razd b ). Dacd notdm cu P'
proiectia punctului P de axa xx' si cu M piciorul
}P perpendicularei duse din Q pe PP', atunci M se afla

/ Ve pe elipsa de semiaxe a i b.
t
a_ X & - - o ,
0 o] p Intr-adevar, fie ¢ masura unghiului POP'.
Atunci coordonatele punctului M sunt:

x= OP'H =acost

Fig.3 y= M—P'quQ—Q'H:bsint, t€[0,27], deci
x—i+i—j=1

In continuare vom pune in evidentd o altd proprietate geometricd importanta a

elipsei, proprietate folositd in mod curent ca definitie.

Fie elipsa de semiaxe a,b si fie F(c,O) si F'(—c,O) focarele sale. Vom arita ca
orice punct M de pe elipsa are proprietatea ca suma distantelor sale fata de cele doud focare

este constanta (HW H + HMF 'H = const.) .

Intr-adevir, fie M (x, y) un punct oarecare de pe elipsd. Atunci existd ¢ € [0, 27r]

astfel incat: x =acost, y=bsint.

In continuare avem:
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HW” = \/(x—c)2 +y° = \/(acost—c)z +b*sin’t =

= \/a2 cos’t—2accost+c’ Jr(a2 —cz)sinzt =

=\/a2 —2aCCOSt+020052f ZNI(Q—CCOSt)z =

=a—ccCcost.

In mod analog se arata ca

HM—F‘H:,/(x+c)2+y2 =a+ccost, /<(X,J/)

de unde deducem ca >
F'(=c,0) 0 F(c,0)

HW” + HWH =2a (constant). Fig. 4

Reciproc, se poate arata ca fiind date doua puncte fixe F si F'' situate la distanta

2¢ unul de celalalt, atunci coordonatele (x,y) ale oricarui punct M din plan care au
proprietatea ca suma distantelor HW” + HMF 'H =2a, a>c verificd o ecuatie de forma

2 2
x—2+Z—2—1 =0, unde b* =a’>-c*.
Asadar, elipsa se poate defini si ca locul geometric al punctelor din plan care au

proprietatea ca suma distantelor la doud puncte fixe numite focare este constanta.
b) HIPERBOLA

Pentru a obtine ecuatia hiperbolei alegem sistemul de coordonate de coordonate in

acelasi mod ca si in cazul elipsei.

yA
D
Deoarece la hiperbold ¢ >1, punctele O,K si F vor
fi dispuse ca in Figura 5 (H@EH —ag>2= ”JIEHJ . M
g N
Conform Definitiei 2.1.1., dacd M (x,y) este un .
punct oarecare de pe hiperbold si N este piciorul 0 |K F g

perpendicularei duse din M pe dreapta D, atunci Fig.5
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MF
MN

Dupa calcule identice cu cele din cazul elipsei, in final obtinem ecuatia

2 2
x—2+% =1.Cum &£>1,vomnotacu b> =a’ (6‘2 —1) si ecuatia devine:
a  a (1—8 )

2 2

r Y 0. 2.7)

a b

Asadar, ecuatia canonica a hiperbolei este datd de (2.7).

In cazul hiperbolei intre semiaxele sale @, b, distanta focald ¢ si excentricitate au

loc relatiile:

c=ag>a

b*=c*—a’ sau

cc=a’+b’.

Ecuatia directoarei este

2

a
x=—x<a.
C

Pentru reprezentarea grafica a hiperbolei folosim mijloacele analizei matematice.

Multimea punctelor din plan care satisfac ecuatia (2.7) este formatd din reuniunea

graficelor functiilor:
fl()c)zéxlxz—a2 si fz(x)z—é x*—a’, xe(-o,—a]u[a,»).
a a

Evident, este suficient sa reprezentdm grafic functia f,, deoarece cele doua grafice
sunt simetrice fatd de axa Ox .

Avem succesiv:
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ab

—_—.
2 2\>
(< -a’)?

70)=-

Asimptota oblica la +o este y = éx si asimptota oblicd la —oo este y = —éx .
a

a
X —®© —a a +0o0
a - - + o+
S | N 0 0 / +oo
f " _ _ _ —
J1
VA
B3 S P 2
Graficul functiei f, este reprezentat in N e
2,
NS N b - -
Figura 6 cu linie continua, iar graficul functiei f, este F' -7 F 26
A . e A - _CI —a - J >
reprezentat in Figura 6 cu linie Intrerupta. / 010 R ¢
— ~
a s b AN \
z7 N
<
v

< . . Fig. 6
Exemplul 2.1.2. Sa se reprezinte grafic hiperbola
2 2
Y =0,
9 4

Semiaxele hiperbolei sunt a=3, b=2 iar distanta focala este ¢ =+/13. Pentru

inceput construim un dreptunghi cu centrul in origine de laturi 2a =6 si 2b=4.

A 3
y=—%x g Y=ot
B(0,2)
Fi(-13,0 F(13,0)
- A30) o 4G X
5(0,-7)

Fig.7
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. . . 3 . 3 .
Diagonalele acestui dreptunghi y = Ex, respectiv y = —Ex, sunt exact asimptotele
oblice ale hiperbolei.

Graficul hiperbolei este tangent in punctele 4(3,0) si A4'(-3,0) la muchiile

verticale ale dreptunghiului.

2 2
O reprezentare parametrica a ramurii din dreapta a hiperbolei x_2 —;:—2 =1 este:
a
x =acht
(2.8)
y=bsht, teR
: . o : . . e+e’ e—e’
unde ch este cosinusul hiperbolic, iar sh este sinusul hiperbolic | chz = 5 ,sht = >

Deoarece, relatia fundamentald pentru functiile hiperbolice este ch’t—sh* =1,

2

rezultd imediat ca

2
Xy : . . . . .
— =1, deci (2.8) sunt ecuatiile parametrice ale hiperbolei (ramura din

@ b
dreapta).

x = —acht

Ecuatiile parametrice ale ramurii din stdnga sunt .
y= bsht,teR

Fie hiperbola de semiaxe a si b si fie F(c,0) si F'(—c,0) focarele sale. Vom
arata cd daca M se afld pe hiperbola, atunci diferenta distantelor sale la cele doua focare este
constanti (HMF 'H - HM—FH =2a (const.)) .

Intr-adevir, daca M se afld pe ramura din dreapta, atunci existd ¢ € R astfel incét

x=acht,y=>bsht si avem:

HWHZWI(X"'C)Z"')’Z z\/x2+20x+cz+y2 =

= \/azchzt +2accht +c* +b*sh’t =

= \/azchzt +2accht+¢? +(c2 - az)shzt =
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= \/a2 (chzt - shzt) +2accht+c? (1 + shzt) =

= \/a2 +2accht +c*ch’t = |a + ccht| =a+ccht.
In mod analog se arati ca
HM—FH = |a —ccht| =ccht—a, deoarece ccht>a.
Asadar, avem:
HM—F'H ~ HW” =2a (constant).

Din cele de mai sus rezulta ca hiperbola este locul geometric al punctelor din plan

care au proprietatea ca diferenta distantelor la doua puncte fixe numite focare este constanta.

Observatia 2.1.2. Dacd a=»5b atunci hiperbola se Ay
. . : =—x y=x
numeste echilaterd si are ecuatia: Y . .
\\ //
2 _ 2 NS ,/
X -y =a. o\ .
AN ,/, X
A .. c . />Fb >
In acest caz excentricitatea &=—= \/5 , lar e s
a ~ A
7 e > N
asimptotele sunt y=+x, deci coincid cu prima, yal N
N
7 <
respectiv a doua bisectoare. Fig.8

¢) PARABOLA

Pentru a stabili ecuatia parabolei alegem sistemul de axe in felul urmator: drept axa

xx' se alege dreapta care trece prin F' si este perpendiculard Ay

pe dreapta D. Fie K punctul de intersectie al celor doua N

<

drepte. Daca notam cu p = HEIF , atunci originea O se alege

la jumatatea distantei dintre K si F'. Rezulta cd in raport cu g 19) ( P 0)
F PN
2

acest sistem de axe focarul F va avea coordonatele

F (%,OJ , 1ar ecuatia directoarei este x = —g. Fig.9

Fie M (x, y) un punct de pe parabola si fie N proiectia sa pe directoarea D . Avem:
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[ =+ 2 5 [P 52 4

Conform definitiei parabolei rezulta:

MF 2 2
=& =1 sau (X—EJ +° =(x+£j .
MN 2 2

Efectuand calculele obtinem ecuatia canonica a parabolei

¥ =2px. (2.9)

Pentru a reprezenta parabola observam cd multimea punctelor din plan care satisfac

ecuatia (2.9) se compune din graficele functiilor:

f(x)=2px si f,(x)=—\2px, xe[0,).

Este suficient sd reprezentam grafic functia f,, deoarece graficul functiei f, este

simetricul graficului functiei f, fatd de Ox.
Avem succesiv:

P :-ﬁ L 0. vr>0.

fly(x)_m>0 sifl"(x) 2&%

X 0 + 00
1 + + +
/i o /S /S ] 4w
ﬁ n _ _ _
Graficul functiei f, este prezentat in Figura 10 cu linie continua, iar graficul functiei
f, cu linie intrerupta. 4y
X
O} g
AY
\\
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Observatia 2.1.3. Daca focarul este situat in stinga directoarei D, atunci focarul F are

coordonatele (—5,0) si K are coordonatele (g,OJ. Y

y* =-2px,unde p= Hﬁ” . F(

y
Ecuatia care se obtine este \
_ }E/

O astfel de parabola este reprezentata in Figura Fig.11
11.

In concluzie, ecuatia unei parabole este

Y =2px,cu peR.

2.2. REDUCEREA LA FORMA CANONICA A CONICELOR

S& presupunem ca in raport cu un sistem rectangular de coordonate este datd

urmdtoarea ecuatie:
a,x* +2a,xy+a,y’ +2a,x+2a,,y+a;, =0. (2.10)

Observam ca aceasta ecuatie contine sase termeni, in loc de trei, sau chiar doi, cum
este cazul ecuatiilor canonice ale elipsei, hiperbolei sau parabolei. Am putea crede ca din
punct de vedere geometric ecuatiei (2.10) ii corespunde o curbd mai complicata. in realitate
lucrurile nu stau asa. Vom arata cad daca sistemul de coordonate este convenabil ales, atunci
ecuatia (2.10) poate fi redusa intotdeauna la una din urmatoarele forme canonice, carora le

corespund curbele din paranteze:

x2 yZ
1) =+=-1=0 Elipsa
) ey (Elipsa)
2 2
Xy o .
2) —2+b—2+1 =0 (Elipsa imaginara)
a
x2 y2
3) 5=+=5=0 Punct
) ey ( )
2 2

4) ;‘—Q—Z—z— =0  (Hiperbola)
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2 2

5) % 2 —o (Pereche de drepte concurente)

b2

6) y°=2px=0 (Parabola)

7 x*—a*=0 (Pereche de drepte paralele)
8) X’ +a’ =0 (Pereche de drepte imaginare)
9) x*=0 (Pereche de drepte confundate),

in care a, b si p nu sunt nuli.

Ecuatiile 1), 4) si 6) au fost studiate 1n paragraful 2.1., fiind ecuatiile elipsei,
hiperbolei si parabolei.

Ecuatiile 2) si 8) nu sunt satisfacute de nici un punct, deci nu reprezinta nici o curba

reala.

Ecuatia 3) este verificatd numai de punctul x=0, y=0.

Ecuatia 5) este echivalenta cu sistemul:

+
Il
e

S e o<

(2.11)

Q=% Q|x
1
(e}

care reprezintd, evident, o pereche de drepte concurente in O.

Ecuatia 7) este echivalenta cu sistemul:

x+a=0
{ (2.12)
x—a=0

care reprezintd doua drepte paralele.

Ecuatia 9) corespunde cazului particular @ =0 si reprezinta din punct de vedere

geometric doua drepte confundate.

In concluzie, putem spune cd ecuatia (2.10) reprezintd ecuatia generald a unei

conice.
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In cele ce urmeaza vom dovedi afirmatia de mai sus. Fie reperul rectangular drept

{0; i; }} , unde i si } sunt versori. Dreapta absciselor este dreapta care trece prin O si este
paraleld cu i,iar dreapta ordonatelor este dreapta care trece prin O si este paralela cu } .

Sa presupunem ca in raport cu acest sistem de coordonate avem ecuatia (2.10).

Introducem notatiile (invariantii conicei):

I=a, +a,,
a a
1 12
o=
a, a4y

13
A:alz ay, Ay §1

a3 Ay Ay

f(x,y) = a“x2 +2a,xy+ a22y2 +2a,x+2a,y+a;;.
Vom analiza doua cazuri:
I. Cazul 6 #0 (al conicelor cu centru unic).

II. Cazul 6 =0 (al conicelor fara centru sau cu o infinitate de centre).

I. CONICE CU CENTRU UNIC (5#0)

Fie O' un punct din plan de coordonate (xo, yo)

ya Ya
in raport cu reperul {0; i; }} si fie {O'; i; }} noul reper X M
o X y' x'
obtinut prin translatia (paraleld) a reperului {O; i j} . Fie, 0' ] "
Yo
de asemenea, M un punct de coordonate (x,y) in raport o
O x,
cu reperul {O; i; }} , respectiv de coordonate (x’, y') in Fig. 12

raport cu noul reper {0'; i; }} .

Legatura dintre vechile coordonate si noile coordonate este data de formulele:
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'
Xy + X

{x [ (213)
Y=Yy +y

In urma translatiei (2.13) ecuatia (2.10) devine:
a',x"+2a',x'y+a', y'*+2a',x+2a',y+a'y, =0 (2.10")

unde:

1 — . 1 — . 1 —
A =4ay; A =045, dyp=0ady

a', =ayx,+a,y, +a;
(2.14)

' —
a5y =aX, +ay), +ay

a'y, = f(xoayo) .

In intentia de a simplifica ecuatia (2.10") impunem conditiile a', =0, a',, =0. Se

obtine astfel sistemul:

{anxo +apy, +a;=0 (2.15)

Xy + Ay + dy =0

Cum ¢ # 0, sistemul (2.15) are solutie unica, data de regula lui Cramer:

_ ljas ay
Xy =——
Olay ay
(2.16)
v :_l a, a;
’ Olay ay

Daca punctul O' este ales astfel incat coordonatele sale (x,,y,) si fie date de

(2.16), atunci ecuatia (2.10') devine:
a”x'2+ 2a,x'y'+ azzy'2+ f(xo,yo) =0.
Pe de alta parte avem:
I (%050 ) = (@, + a0 +ay, ) X +(a,%) + a5V +ayy) Yo + 3%y +dyy Y +ass -

Tinand seama ca (xo, yo) este solutia sistemului (2.15) rezulta ca:
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a, a;

1
f(xoayo) =Xy T Ay, +as :g a3 4 4
2 G

In concluzie, printr-o translatie a sistemului de coordonate de vector OO'=
:x0f+ yo;', unde (xo, yo) este solutia sistemului (2.15), ecuatia (2.10) capatd forma

simplificata:
12 1,0 12 A
a,x'+2a,x'y'+a,y +E=O. (2.17)

Observam cd daca perechea (x', y') verificd ecuatia (2.17), atunci si perechea

(—x ' —y’) o verifica. Cu alte cuvinte, daca un punct M se afld pe curba corespunzatoare

ecuatiei (2.17), atunci si simetricul sdu fatd de O' se afla pe aceastd curba. Rezultd ca punctul

O' de coordonate (xo, yo), unde (xo, yo) este solutia (unicd) a sistemului (2.15), este centrul
de simetrie al curbei, adica centrul conicei.

Asadar, coordonatele centrului conicei sunt date de (2.16).

Daca a,, =0, ecuatia (2.17) are deja una din formele canonice 1) — 9). Daca a,, #0,
vom continua sa simplificdim ecuatia (2.17) printr-o noua schimbare a reperului {O’; i; }} .

Pentru aceasta sd notdm cu ¢(x',y") = a,x'*+2a,x'y'+ a,y'*.

Evident ¢:R*> > R este o forma pétraticd a cirei matrice in raport cu baza {;, }}

este:

Conform unui cunoscut rezultat de algebra liniara, existd o noud baza ortonormata

{ﬁ,;} in raport cu care forma patratica ¢ are forma canonica:
p(X.Y)=4X"+ 1Y,

unde A4 si A, sunt valorile proprii ale matricei 4, iar u si v sunt vectori proprii

corespunzatori acestor valori proprii.
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Asadar, A, si A, suntrdddcinile ecuatiei caracteristice:

a, —4 a, . . .
=0, ecuatie echivalenta cu

a, ay—A4
A —IA+8=0. (2.18)

Daca notam cu C matricea de trecere de la baza {f, }} la baza {ﬁ,;} , atunci C este

o matrice ortogonald de ordinul 2. Conform unui rezultat de algebra liniara (Vezi [9], pag.

182), matricea C are una din formele:

cosa -—sina . (cosa sino
. , respectiv | | .
sinaa  cosa sina  —cosa

Schimband, eventual, pe v cu —v putem presupune intotdeauna ca:

cosa -—sina
Cz( }, (detCzl).

sina  cosa

Asadar, avem:

u= cosai+sina }
- - . (2.19)
v=—sina i+ cosa j
si
x'=Xcosa—-Ysina
. , (2.20)
y'=Xsina+Ycosa

unde (x', y') sunt coordonatele unui punct oarecare din plan in raport cu reperul {O’; i; }} ,

iar (X Y ) sunt coordonatele acestui punct in raport cu reperul

{O';u; v} .
Din (2.19) deducem ca noua bazid ortonormata {1;,;}

se obtine din vechea baza ortonormata {;, }} printr-o rotatie de

unghi ¢ (Vezi Figura 13).
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Formulele (2.20) exprima legatura dintre vechile coordonate si noile coordonate, in

cazul unei rotatii de unghi « a reperului {O'; i; }} .
In urma rotatiei (2.20), ecuatia (2.17) devine
2 2 A
AX T+ ALY +§=O' (2.21)

A) Analizdm mai intai cazul 6 =4, 4, >0. Inmultind, eventual, ecuatia (2.21) cu —1
si schimband, eventual, X cu Y, putem presupune cd 4 >4, >0.
Distingem urmatoarele subcazuri:

a) A<0

Impartind ecuatia (2.21) cu —% obtinem elipsa:

X v
—+—-1=0,
a b
A A
unde ¢ =——, b* =—, a>b>0.
o4 o4
b) A>0
s . A . ,
Impartind ecuatia (2.21) cu 5 obtinem ecuatia
X v
—+—+1=0,
a b
unde ¢’ =—, b’ —A.
oA,

Evident, nu existad nici un punct in plan care sa verifice aceasta ecuatie. Se mai spune

ca ecuatia reprezinta o ,,elipsa imaginara”.
c) A=0
Ecuatia (2.21) devine

AXT+ ALY =0, 4,24 >0.
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Aceasta ecuatie este verificatd numai de punctul

X=0,Y=0.

B) Sa presupunem acum ca 0 = 4 4, <0.

Inmultind (eventual) ecuatia (2.21) cu —1 si schimband (eventual) X cu Y putem
presupune cd 4, >0, 4, <0 si %SO.

Avem urmatoarele subcazuri:

a) A>0

Impartind ecuatia (2.21) cu —% obtinem ecuatia hiperbolei:

X r
—5 2~ 1=0,
a b
unde a’ =—A, b* =A.
A0 A0
b) A=0
Ecuatia (2.21) devine:
2 2
X—Z—Y—Z—O,unde a’ =L, b’ =—i.
a b A

Aceasta ecuatie este echivalenta cu sistemul:

K_%:O

a

. 2.22
X v (2.22)
—+—=0

a b

Din punct de vedere geometric, sistemul (2.22) reprezintd o pereche de drepte

concurente.

In concluzie, in cazul & #0, ecuatia (2.10) poate fi redusa printr-o rototranslatie la

una din formele canonice 1) — 5), carora le corespund urmatoarele curbe: elipsa, elipsa

imaginara, un punct, hiperbola, o pereche de drepte concurente.
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Coordonatele centrului conicei se afla rezolvand sistemul (2.15), iar directiile axelor

.. .. . a a
0'X, O'Y sunt date de vectorii proprii ai matricei 4 =[ ! 12} .
a, Ay

Exemplul 2.2.1. Sa se reduca la forma canonica si sd se deseneze conica:

5x* +8xy+5y° —18x—18y+9=0.
Avem: a, =5, a,=4, a, =5, a;=-9, a,,=-9, a;;=9

I=a,+a, =10

5 4
0= =9
4 5
5 4 -9
A= 4 5 -9=-81.
-9 -9 9

Ecuatia caracteristica este

A2 =101+9=0,

iar valorile proprii sunt 9 si 1.

Alegem valorile proprii astfel incat
A 24 >0,deci 4, =151 4,=9.
Forma canonica este
X>+9Y*-9=0 sau

2

X—+Y2—1:0.
9

Centrul conicei se afld rezolvand sistemul (2.15)

5x+4y-9=0
4x+5y-9=0

Solutia sistemului este O'(1,1).
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In urma translatiei:
x=x"+1
{y =y'+1
ecuatia capata forma redusa:
5x"+8x'y'+5y'"-9=0.
Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii 4, =1 sunt dati de ecuatia:

4x+4y=0 sau y=-x.

1 - 1~

ﬁl—ﬁj.

Valorii proprii 4, =9 1i corespund vectorii proprii

Alegem versorul u=

—4x+4y=0sau y=x.
Alegem versorul v= L;+ L}
V22T
Axa OX are directia lui u , lar axa QY are directia lui v. Matricea de trecere de la

baza {;, }} la baza {;t,;} este

,cudetC=1.

- &1-

N

V4 Formulele rotatiei sunt:

1 1
X +—=Y
2 J2
L
X +—=Y
V2

NG
1
NG

1

7

Figura 14.

xX'= —
y'=——7
2

2
Elipsa X?+ Y>—1=0 este reprezentati in




CONICE

Unghiul de rotatie este o = 37” .

Exemplul 2.2.2. Sa se reduca la forma canonica si sd se deseneze conica:
3x° +10xy +3y° —2x—14y-13=0.

Avem: a,, =3, a, =35, a, =3, a,=-1, aj;,=-7, a;;=-13
I=6; 0=-16; A=128; %:—8.

Ecuatia caracteristica este:
AP—64-16=0.

Valorile proprii sunt 8 si —2.
Alegem 4, =8>0, 4, =-2<0.
Forma canonica este
8X*-2Y*-8=0 sau

2
Aﬂma—ho.

Coordonatele centrului sunt date de sistemul:

3x+5y—-1=0
5x+3y-7=0"

a carui solutie este x, =2, y, =-1.
Ecuatiile translatiei sunt:
x=x'+2
{y=f—l'
Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii 4, =8 sunt dati de ecuatia
—5S5x+5y=0 sau y=x.

Alegem versorul U=
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Exemplul 2.2.3. Sa se reduca la forma canonica si sa se deseneze conica:

Pentru valoarea proprie A4, =2 obtinem ecuatia

5x+5y=0 sau y=—x.
Alegem ;_—L;'FL}
V2o 2T

Matricea de trecere este

1 1
C= \/15 \1/5 ,cudetC=1.

N/
Formulele rotatiei sunt:

1 1
X'=—X-——F—Y
NCRNG
V202
Unghiul de rotatie este o = %

2
Hiperbola X _YT —1=0 este reprezentatd in Figura 15.

yﬂ

5x* +8xy+5y° +18x+18y +18=0.
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Avem: a,, =5, a,=4, a, =5, a,=9, a,,=9, a;; =18.
1=10;6=9; A=0.
Valorile proprii sunt 4, =1, 4, =9.

Ecuatia canonica este

X*+9Y*=0.
Imaginea geometrica este punctul X =0, ¥ =0, adica v 4
centrul conicei. AL
Py
1
Rezolvand sistemul :
1
1
Sx+4y+9=0 ! X
I '
4x+5y+9=0 __0____: _____ X
0'(-1,-1)
obtinem coordonatele centrului conicei x, =-1, y, =—-1. )
Fig.16
Exemplul 2.2.4. Sa se aduca la forma canonica si sa se reprezinte grafic conica:
7x> +60xy+32y° —14x—60y+7=0.
Avem: a,, =7, a,, =30, a,, =32, a;;,=-7, a,,=-30, a;;=7.
1=39;6=-676; A=0; A4, =52; 4, =-13.
Forma canonica este:
52X* -13Y* =0 sau 4X*>-Y* =0, ecuatia echivalenti cu sistemul:
2X -Y=0
2X +Y=0
Centrul conicei este O'(I,O) .
Formulele translatiei sunt:
x=x"+1
' . (2.23)
y=y

Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii 4, =52 sunt dati de ecuatia:
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—3x+2y=0.

Alegem U= i;+i}
Vi3 V13T
Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii 4, =—13 sunt dati de ecuatia:

2x+3y=0.

}' . Matricea de trecere este

Alegem V= —i;+ i
Vi3 3

2 3
C= \/31,_3 \éﬁ ,cudetC=1.

NERNT

Ecuatiile rotatiei sunt:

2 3
=X -—Y
JiT3 . (2.24)

3 2
= — X +—7Y
Y TR

X

Axa O'X are directia lui u, iar axa O'Y are directia versorului v. Cele doud

drepte sunt reprezentate in Figura 17.

Din (2.24) si (2.23) deducem ca:

2 3
X=—(x—1)+—=

S
.3 2

Ecuatiile 2X -Y =01 2X+Y =0

devin

Fig. 17

Tx+4y—T7=0, respectiv x+8y—1=0

si se puteau reprezenta de la inceput in sistemul de coordonate xOy .

La acelasi rezultat ajungem mai simplu astfel: conform (2.17), in urma translatiei
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(2.23) ecuatia conicei devine:
7x"*+60x'y'+32y"=0. (2.25)
Rezolvand ecuatia in raport cu y' obtinem:
. x Tx'

= —— 1 ‘= .
Vi 3 SL ), 4

!

Inlocuind x' cu x—1 si y' cu y obtinem dreptele x+8y—1=0, respectiv

Tx+4y-7=0.

II. CONICE FARA CENTRU (5=0,A#0) SAU CU O INFINITATE
DE CENTRE (5=0,A=0)
Consideram din nou ecuatia (2.10)
a, x> +2a,xy+ay,y’ +2a,x+2a,y+a;, =0
si presupunemca 6 =0 si A=0.
Pentru Inceput observamca / =a,, +a,, #0.

Intr-adevir, in caz contrar, avem a,, =—a,, si cum & =a,,a,, —a;, =0, rezultd cd

a, =a, =a,, =0 sidecicd A=0, ceea ce contrazice ipoteza facuta.

Daca a,, # 0, atunci folosind metoda eliminarii a lui Gauss, vom avea succesiv:

0 a 1 P ai;
2 9
1 ay ay
a,  ay )
a a,a
_ _ap 2%; | _
A=ay -|a, ay ayl=a,-|0 2 23 =
a a
3 Ay Ay 5
a,a a
1% 13
0 ay- a3 —
ay 4

a4y —ap, a0y —apays

all all

2
a4y —apydgs a3 —4y5

all
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si mai departe

a,  ap a; dap

1 [|4, A4y a;; Ay
A=—

ag||ay, 4, ‘ ‘an a;

a3 Ay a3 Ay

. all a13 all a12 -« -
Deoarece 0 =0 si = rezulta ca
ap Ayl |43 dy

A=——- . (2.26)

n |4 Axn

Daca a,, =0 si a,, #0 vom obtine

A=——0-. . (2.27)
dy, |Gy Op

a
o . . ) .. |9 13

Cum A #0, rezulta ca cel putin unul dintre minorii , este nenul.

23

al 1 alZ a13

In particular rezultd ca rangul matricei este 2 si deci ca sistemul (2.15) este

a a a

12 22 23

incompatibil.

Asadar, in acest caz, pentru simplificarea ecuatiei (2.10) nu putem incepe cu o

translatie ca in cazul & # 0, ci vom incepe cu o rotatie.

Fie forma patratica
2 2
§0(xsy) =a, X" +2a,xy+ayy,

- - a, a
o . . N .. 11 12
a carei matrice in raport cu reperul {0; i ]} este A=
a, a
12 22

Se stie ca existd o noud baza ortonormata {u,v} in raport cu care ¢ are forma

canonica

¢(x"y'):ﬂ,lx'2+ /12)7'2,
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unde A,, A, sunt valorile proprii ale matricei 4, iar u si v sunt vectori proprii

corespunzatori acestor valori proprii.
Cum 6 =0, ecuatia caracteristica este
A* =12 =0 si are ridacinile 0 si /.
Alegem 4, =0 si 4, =1 # 0. Rezulta ca forma canonica este

12

p(x\y)=1-y

(2.28)

Matricea de trecere C de la baza ortonormata {;, }} la baza ortonormata {;, \7} este

ortogonala (vezi [9]). Schimband, eventual, pe v eu —v, putem presupune ca

cosa -—sina
= ,cudetC=1.
sinad cosa

u= cosai+sina j
v

—sina i + cosa j

si
x=x'cosa — y'sina
{y = x'sina + y'cosa
Inversand relatiile (2.30) obtinem
x'= xcosa + ysina
{y' = —xsina + ycosa
Asadar, In urma rotatiei (2.30) ecuatia (2.10) devine
Iy”+2a',x'+2a', y'+a, =0
unde

. .
{a 3= @;;C08¢ + a,sina

[ . °
a,, =—a,sina + a,;cosa

(2.29)

(2.30)

(2.30")

(2.31)

(2.32)
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Versorul u =xi+ y}' fiind vector propriu corespunzitor valorii proprii 4, =0

verifica ecuatia
a,x+a,y=0.
Cum u =cosa i +sina } rezulta cd avem
a,cosa+a,sina=0. (2.33)
Sa observam cd daca a,, # 0, atunci a'; #0.
Intr-adevar, in caz contrar ar rezulta:

{a” cosa + a,sina =0

a,;cosa + a,sina =0
Cum acest sistem admite solutii nebanale, rezulta ca

a, a, -0 si decica A =0 conform (2.26).

a3 A4y
In continuare vom arita cum se exprima coeficientul a', , In functie de coeficientii
ecuatiei initiale (2.10).
Pentru inceput observam ca
2 2
f(x,y) =a,x" +2a,xy+a,,y" +2a,x+2a,y+a,; =
ay dp 4 (X (2.34)
= (x y 1) A, 4y Ay |V
@y ay ay )\l

Inlocuind x si y cu formulele rotatiei (2.30) obtinem

g(x,y")=f(x'cosa —y'sina, x'sina + y'cosa) =1y"*+2a';x'+2a',, y'+ a;, =

Pe de alta parte, din (2.30) avem
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cosa sina 0

(x y 1)=(x' y' 1)]—sina cosa 0]si

0 0 1
cosa -sina 0) x' X
sine cosa Of y'|=|y
0 0 111 1

Inlocuind in (2.34) obtinem:

1

cosa sina 0\(a, a, a;)\cosa -sina O0) x
(x' ' 1)|-sina cosa 0| a, a, ay,| sina cosa 0| y'|=
0 0 1T)M\a; ay ay 0 0 1)1
0 0 a', '
Sy ) 0 1 ay |y
a'; a'y, a 1

Cum aceastd egalitate are loc pentru orice x',y' rezultd urmdtoarea egalitate de

matrice:
cosae sina 0\(a, a, a;)\fcosa —sina 0 0 0 a'y
. . _ ,
-sina cosa 0| a, a, ayl| sina cosa O0|=| O I a'y
' '
0 0 1)\a; ay a, 0 0 1 a', a'y, a
Trecand la determinanti obtinem:
A=-1-a'} sau
A
a'l,=——. (2.35)
1
2
all a13
. . AN |q, a
Din (2.26) deducem ca —— =221
1 a, -1

.o A
Cum a, I =a/ +a,a, =a, +a;, >0, rezultd cd — > 0.
1

Ecuatia (2.31) se mai scrie:
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+2_' '+%
Y 1 Y 1

1 2 1 1
y'+ﬂ 4280 %n - +- 5 oo,
1 1 2la', 2a',

Daca notam cu

a .
x'+—2 =0 gi mai departe

X =y - | 9
2la'; 2a'; (2.36)
a'
Y=y'+ 2
4 1

ecuatia devine
Y242 % X =0.

Tinand seama de (2.35) obtinem:

Yziz‘/é X =0 sau
I
2 _A
Y i2pX=O,unde p=1’?.

In concluzie, in urma rotatiei (2.30) si a translatiei (2.36), ecuatia (2.10) capita

forma canonica

Y?>=+2pX,unde (2.37)

—A
p —\/1:3 : (2.38)

Evident, ecuatia (2.37) este ecuatia unei parabole.

Ecuatia axei parabolei, in sistemul de coordonate (X LY ) ,este Y =0 sau

y'+h =0, conform (2.36).

Tinand seama de (2.30") si (2.32) aceasta ecuatie se mai scrie:
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—a;; SN +ay cosa

—xsina + ycosa + 0. (2.39)
all + a22

Pe de alta parte, din (2.33) deducem ca

tgq = (2.40)

a;,

Precizam ca a,, # 0, deoarece in caz contrar, din (2.33) ar rezulta ca a,, =0, contrar

ipotezei facute.

Din (2.40) deducem:

1 a,

J_r\/1+tg2a ) J_r\/af, +ap,

tgo _ a, '
1+ tg’a t\al +aj,

Inlocuind (2.41) in (2.39) obtinem:

cosSa =

(2.41)
sina =

a,a,; +a,a
11713 127723 _
a,x+a,y+————=>=0 sau
all+a22

(au + azz)anx + (au + azz)alzy +a,,a);+ 0,05, = 0.
2 . .
Cum q,,a,, = a;, , mai departe avem:
2, 2
(an + a12)x + (analz ta,,a,, )y +a,a;+a,a;=0.

Observam ca aceastd ecuatie este echivalenta cu ecuatia

T vay- Lo,

a,, -a+a12 . o (2.42)

In concluzie, ecuatia axei parabolei este datd de (2.42). Coordonatele varfului
parabolei verificd pe de o parte ecuatia conicei, iar pe de altd parte ecuatia axei. Asadar,

coordonatele varfului parabolei se afla rezolvand sistemul:

f(x,y) =0
. 243
all'g—"—au'g:o ( )
ox oy
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In sfarsit, pentru alegerea semnului in forma canonica (2.37), intersectim parabola
cu axa y =0 si determindm orientarea deschiderii parabolei (spre partea pozitiva a axei Ox

sau spre partea negativa a acesteia).

Exemplul 2.2.5. Sa se aduca la forma canonica si sa se reprezinte grafic conica:
X A2xy+ Y +2x-2y+4=0.
Avem:

a, =a,=ay =1, a;=1 a,=-1, a; =4

A1
[=2,5=0, A=—4, p=|-==—.
P,

Forma canonica este:
Y’=+2Xx.

Ecuatia axei parabolei este:

an-gjualz-g=0c>2x+2y+2+2x+2y—2:0 sau
ox oy
x+y=0.

Varful parabolei se afla rezolvand sistemul:

X H2xy+ Y +2x-2y+4=0
x+y=0.

Coordonatele vérfului parabolei sunt (—1,1).

A Unghiul de rotatie este dat de:
tga = T —1,deci
1 a,

V><

/ -1 0 3z
o=—.
Y 4

Fig.18
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Intersectand conica cu axa Ox ( y= 0) obtinem ecuatia x> +2x+4=0, care nu are

radacini reale. Deducem cé parabola nu intersecteaza axa Ox, deci cd deschiderea sa este
inspre partea pozitiva a axei OX . Rezultd cd in (2.37) alegem semnul ,,+”. Prin urmare,

ecuatia canonica a parabolei este:
Y2=V2Xx.
In sfarsit sa analizam si cazul =0, A =0.
Daca a,, # 0, in ecuatia (2.10) grupdm termenii astfel:
a,x* +2(a,y+ay;)x+a,y" +2a,y+a,, =0. (2.10")
Am obtinut o ecuatie de gradul doi in x, al carei discriminant este:
A'= 4(a122y2 +2a,a,y+a, — a4,y —2a,,a,,y — a11a33) .
Cum a}, = a,,a,, , mai departe avem:
A'= 8(a12a13 —a,,a,, )y+4(alz3 —a11a33) .
Pe de altd parte, din (2.26) si din ipoteza A =0 deducem ca a,,a,, —a,,a,, =0.
Asadar, A'= 4(51123 — a11a33) si nu depinde de y .
Daca A'> 0, atunci ecuatia (2.10") are doua solutii distincte:

N CSATDES (2.44)
2a,

Din punct de vedere geometric (2.44) reprezintd doua drepte paralele.
Daca A'=0, atunci ecuatia (2.10") are doua solutii egale:

a +a
y=_ 1Y T a3
a;

si reprezintd doud drepte confundate.

In sfarsit, dacd A'<0, ecuatia (2.10") are ridicini complexe. In acest caz nici un

punct din plan nu verifica aceasta ecuatie.
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Exemplul 2.2.6. Sa se reprezinte grafic conica:
Ax* —4xy+y* +4x-2y-3=0.
Avem a,, =4, a,=-2, a,,=1, a;=2, a,,=-1, a;; =-3.
4x* —4(y—1)x+y2 -2y-3=0.

A'=16(y" =2y +1-y" +2y+3)=64.

4(y-1)t
re (y 1) 8
ya 8
2x—y—-1=0
_y—1+2_y+1
XxX="t—-— "=
2 2
0] X x:_y—;—2:_y;3 sau
/ >
2x-y+3=0 2x—y-1=0, 2x—y+3=0.
Fig.19

Probleme propuse

1. Si se determine semiaxele, excentricitatea si ecuatiile directoarelor pentru elipsa de ecuatie
3x° +7y% =21.

2 2 2
c 7

2
Raspuns: x—+y——1=0; azxﬁ,b:\/g,c=2; e=—=—=<1; xia—=0<:>xir—=0.
7 3 a 7 ¢ 2

2. Sa se determine ecuatia canonica a unei elipse ale carei axe coincid cu axele de coordonate

Ox, Oy, a carei semiaxa mare este 25 si excentricitate e =0,8.

2 2 2 2

Raspuns: —2+y——1=0 sau lx?+y——1=o.

15 25
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3. Sa se gaseascd locul geometric al simetricului unui focar fatd de o tangentd variabila la

2 2

elipsa 2 =0,
25 9

Raspuns: Cercul de centru C(—4, 0) sirazd R =10.

4. Sa se determine semiaxele, excentricitatea, ecuatiile directoarelor si ecuatiile asimptotelor

pentru hiperbola 3x* —7y* =21.

E‘

2 2
Raspuns: %—%—1:0; azxﬁ,b:\/g,c:x/ﬁ; e=£=—>1;
a

V7

2
xia—=0<:>xi—=0; y:iéxcﬁy:i\/gx_
a

7
¢ J10
5. Sa se scrie ecuatia canonicd a unei hiperbole care trece prin punctul M (6, -2\2 ), ale

carei asimptote sunt dreptele x + NE) y =0 sicuaxele Ox si Oy.

2 2

. X y
Raspuns: — ———-1=0.
P 12

4

6. S se determine ecuatia canonicd a unei hiperbole ale cirei axe coincid cu Ox si Oy si
pentru care dreptele (d,):x+y—-3=0 si (d,): 22x++/5y +34/10 =0 sunt tangente. Si se
determine coordonatele punctelor de tangenta dintre hiperbola si dreptele (d,) si (d,).

2 2

Réspuns: f—s—%—lzo; M, (5,-2), MZ(—2\/§, \/5)

2 2

7. Fie elipsa de ecuatie X Y 1-0. S se afle ecuatia canonicd a unei hiperbole cu

144

axele Ox si Oy, care are aceleasi focare ca si elipsa si asimptotele 4x+3y=0.

2 2

Raspuns: * Y -0,
9 16

8. Sa se determine punctele de intersectie ale elipsei (£) cu dreapta (d), unde
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a) (E):x*+4y*-25=0 si (d):x+2y-7=0;
b x2 y2
E):—+=—-1=0 i d):3x+10y-25=0;
) (E): o+ % si (4):3x+10y-25=0;
)C2 yz
E):—+—-1= i 3x—4y-40=0.
21)()16+9 0 si (d):3x—4y—-40=0

A . 3 .

Raspuns: a) Dreapta si elipsa sunt secante in punctele M, (3,2) si M, (45]; b) Dreapta si
. . 8 SV
elipsa sunt tangente in punctul M S,g ; ¢) Dreapta este exterioara elipsei.

9. Sa se determine punctele de intersectie ale hiperbolei (H) cu dreapta (d), unde

a) (H):4x>-9y*-36=0 si (d):2x-y+1=0;
xZ yZ
b)(H):——-—-1=0 i d):2x—y-10=0;
) (1) i (@)
x2 y2
H)yi———-1=0 i d):4x-3y-16=0.
a)( )25 16 ! () e

Raspuns: a) Dreapta este exterioard hiperbolei; b) Dreapta si hiperbola sunt secante in

. 14 2 oL
punctele M1(6,2) si M, (?,——j; ¢) Dreapta si hiperbola sunt tangente in punctul

3
(23,
10. Si se determine ecuatiile tangentelor la hiperbola echilaterd x> —y*> =16 care trec prin
punctul M (-1,7).
Raspuns: 5x+3y—-16=0 i 13x—5y+48=0.

11. Sa se stabileascd natura conicelor, sd se gidseascd semiaxele acestora, coordonatele

centrului, excentricitatea, cat si ecuatiile directoarelor:

a) 4x° +3y° —8x+12y-32=0;
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b) 163 +25y° +32x 100y — 284 = 0;
¢) 16x° —9)* —64x — 54y —161=0;
d) 9x* ~16y +90x +32y —367 =0.
Raspuns: a) Elipsa; a = 24/3, b=4, C(1,-2), e = % . Directoare: {y o
oo

3 3x - 22=0
b) Elipsd; a =5, b=4, C(-1,2), e==, Directoare: ;
5 3x+28=0

S5x - 1=0

¢) Hiperbold; a=3,b=4,C(2,-3), e= > , Directoare: ;
3 5x—19=0

4x+3y+ 1=0
Asimptote: ;
4x -3y -17=0

5x+57=0

d) Hiperbola; a =8,b=6, C(-5,1), e = Bl , Directoare: ;
4 5x— 7=0

3x+4y+11=0
Asimptote: .
3x -4y +19=0

12. Sa se determine ecuatia canonica a unei parabole cu axa parabolei Ox in cazurile:
V2o
b

a) are focarul F(—T, 0

b) dreapta 4x+11=0 este directoarea;

c) distanta de la focar la varf este egala cu 75;
. 12
d) trece prin punctul M rE 2.

Réspuns: a) y* =—2x;b) 1> =11x; ¢) y* =+2/5x; d) »* =—§x.
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13. Si se determine ecuatia tangentei la parabola y> —2x=0:
a) n punctul cu ordonata y =4;
b) paraleld cu dreapta x -2y +3=0;
¢) perpendiculara pe dreapta 2x+3y—-5=0.
Raspuns: a) x—4y+8=0;b) x—2y+2=0;¢c) 9x-6y+2=0.

14. Sa se stabileascd natura conicelor, sd se reduca la forma canonica si sd se reprezinte

grafic:
a) 9x* +4y° +18x—24y+9=0;
b) 13x* +10xy +13y* —=36x—-36y—36=0;
c) 6x> —4xy+9y> —4x-32y-6=0;
d) 5x° +4xy +8y> -32x-56y+80=0;
e) 3x> —10xy +3y*> —16x—16y=0;
f) 7x* —6xy—y> —2x+10y—-1=0;
g) 3x* +10xy +3y° —2x—14y-13=0;
h) x* =2xy+ > —=10x -6y +25=0;
i) x> +2xy+y" —8x+4=0;
i) 2x* —8xy+8y° +4x+2y—-2=0;
k) 9x” +24xy +16y> —40x+30y =0;
) 2x>—xy—p° +11lx-5y+14=0;
m) x> —6xy+9y° +9x-27y-22=0;
n) x* +2xy+1y° +3x+3y+9=0;

0) 4x> +2xy+y> =2x+y+3=0;
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p) 9x* +4xy+6y° +10x+3=0.
2 2

. XY
Raspuns: a) Elipsa: TJF?_IZO’ C(-1,3),0=0; Axe: x+1=0, y—3=0;

2 2
b) Elipsa: XT+%—1=O, c(1,1), 9=§;Axe: Xx—y=0,x+y-2=0;

. X Y? 1
C)Ehpsa:?JrT—l:O,C(l,2),9=arctg5;Axe:x—2y+3:0,2x+y—4:0;

2 2
d) Elipsa: XT+%—1=O,C(2, 3),0=arctg2; Axe: 2x—y—1=0,x+2y—-8=0;

X y? V4
e) Hiperbold: ——-—-1=0,C(-4,-4),0=—;Axe: x—y=0,x+y+8=0;
32 8 4
xX* v
f) Hiperbola: T—T—le, C(l, 2), 6@ =arctg3, Axe: 3x—y—-1=0,x+3y-7=0;
. x> y V4
g) Hiperbola: T—T—lzo,C(Z,—l),sz,Axe: x—-y-3=0,x+y—-1=0;

h) Parabold: Y? =4v2X, axa: x—y—1=0, V(2,1), ¢9=%;

1) Parabola: Y2:—2\/§X, axa: x+y—-2=0, V(l, 1), 6’:37”;

j) Parabola: Y? =—LX, axa: x—2y=0, V(%,%j,ezarctg%;

V5
k) Parabola: Y* =2X, axa: 3x+4y=0, V(0,0), 6= —arctg%;

x—-y+2=0

1) Hiperbola degenerata in drepte concurente: ;
2x+y+7=0

x=3y+11=0

m) Parabola degenerata in drepte paralele distincte: ;
x—3y—-2=0

n) Parabola degenerata in drepte paralele imaginare; o) Elipsa imaginara,
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p) Elipsa degenerata in drepte concurente imaginare, adica degeneratd in punctul C (—%, %) .

15. Se consideri familia de conice Ax* +4xy + (/1 - 3)y2 +10x+3=0,1€R.

a) Sa se discute natura conicelor familiei in functie de parametrul real A .
b) Sa se afle locul geometric al centrelor conicelor din familie si sa se reprezinte grafic.
c¢) Sa se aduca la forma canonica si sa se reprezinte grafic hiperbola echilatera din familie.

d) Sa se afle conicele degenerate din familie.

Raspuns: a) Ae(-»,—1)U(4,9) elipse reale; Ae{-1,4} parabole; lz% o hiperbolid

echilaterd; A e (—1, %) U (%, gj U (%,4) hiperbole; A :% doua drepte secante reale; =9

doua drepte secante imaginare; ﬂe(9,+oo) elipse imaginare; b) Locul geometric este o

hiperbold echilaterd: 2x° —3xy—2y°> -5y=0;c¢c) A= %; hiperbola echilaterd de ecuatie

generald 3x’ +8xy—3)°+20x+6=0; ecuatia canonici: X’ -Y’ =

b

5 5

@; C(—g —§j;

0 = arctg % ; d) A= % , conica 7x*+12xy—2y° +30x+9=0 degenereazi in doud drepte

(6-5v2)x-2y-3v2=0

secante reale ;
(6+5J§)x—2y+3ﬁ=o

A=9, conica 9x’+4xy+6)° +10x+3=0

o . - 31
degenereaza in doud drepte secante imaginare, adicd degenereaza in punctul C (—g,gj .

16. Se considerd conicele (I'}) si (T',) de ecuatii generale x*+6xy+y° +6x+2y—1=0,
respectiv 3x° —2xy +3y° +4x+4y—4=0. Se cere:
a) Sa se stabileasca natura conicelor si centrele lor.

b) Sa se scrie ecuatia fasciculului de conice determinat de (T',) si (T',).

¢) Sa se determine locul geometric al centrelor conicelor fasciculului si natura lui.
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d) Sa se determine ecuatia hiperbolei echilatere din fascicul.
e) Sa se determine conica din fascicul care trece prin originea axelor de coordonate.

f) Sa se determine ecuatia cercului din fascicul.

Raspuns: a) (I, ): hiperbol cu centrul C,(0, —1); (T,): elipsd reald cu centrul C, (-1, —1);
b) (1+34)x” +(6—24)xy +(1+31) y* +(6 +44)x+(2+42) y—-1-41=0, L e R;
¢) Locul geometric este hiperbola echilatera: 5x* —5y> +5x—7y-2=0;

d) 20xy+14x+2y+1=0;¢e) x* +26xp+y° +20x+4y=0;

2 2
f) Cercul: 10x2+10y2+18x+14y—13=0<:>(x+%j +[y+%j =§.

17. Si se scrie ecuatiile tangentelor la conica x> —5xy+3y” +5x+3y—6=0 in punctele de
intersectie cu axele de coordonate.
Raspuns: Tangenta in M, (—6,0): 7x-33y+42=0; Tangenta in M,(1,0): 7x-2y-7=0;

Tangenta in M,(0,—2): 15x-9y—18=0; Tangenta in M,(0,1): y-1=0.

18. Si se scrie ecuatiile tangentelor la conica 3x” +2xy +2y° +3x—4y =0 duse din punctul
M(-2,1).
Raspuns: Tx+4y+10-0.

19. Si se scrie ecuatiile tangentelor la conica x*+xy+ 7y’ +2x+3y—-3=0 paralele cu

dreapta 3x+3y—5=0. Sa se afle coordonatele punctelor de contact.

Raspuns: Tangentele: x+y+6=0 si 3x+3y+2=0; Punctele de contact: M, (—g,—%j si

M,(1,0).
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Cuadpricile sunt suprafetele din spatiu analoage conicelor din plan. Mai precis, sunt

suprafetele care in raport cu un sistem ortogonal de coordonate Oxyz au o ecuatie de forma:
a, X7+ @,y +anz’ +2a,xy +2a,xz +2a,,yz + 2a,x + 2a,,y +2a,z+a,, =0 (3.1)
unde cel pufin unul din coeficientii a,,,a,,,a,;,a,,,4a,;,a,; este nenul.

Se poate ardta, printr-un rationament analog cu cel facut la reducerea la forma
canonica a conicelor, ca printr-o rotatie in jurul originii si o translatie a axelor de coordonate,

ecuatia (3.1) capatd in cele din urma una din formele canonice de mai jos:

2 2 2
Xy oz L
1) =+—+—5-1=0 Elipsoid
) Tttt s (Elipsoid)
x2 2 ZZ
2) -+ y_2 +—+1=0 (Elipsoid imaginar)
a b ¢
x2 y2 ZZ
3) 5+=5—-—5-1=0 (Hiperboloid cu o panza)
a b ¢
2 2 2
Xy oz . . < A
4) —+ pEin =0 (Hiperboloid cu doua panze)
a c
2 2 2
5) +iy——3=0  (Con)
a b ¢
2 2 2
6) L A (Con imaginar)
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2 2

x )
7) ?4‘?—22:0

2 2

X Yy
) ——--2z=0
) a’ b

2 2
Xy
9) L +L —1=0
) a* b
2 2
10) +2-+1=0
a b
2 2
Xy
1 =+2Z <o
) a b

2 2

Xy
12) =——-=—-1=0
) a b

14) y* =2px=0
15) x*—a*=0
16) x*+a* =0
17) x> =0.

(Paraboloid eliptic)

(Paraboloid hiperbolic)

(Cilindru eliptic)

(Cilindru eliptic imaginar)

(Axa Oz)

(Cilindru hiperbolic)

(Pereche de plane secante)

(Cilindru parabolic)
(Pereche de plane paralele)
(Pereche de plane paralele imaginare)

(Pereche de plane confundate)

Dupa cum observam, ultimele noua ecuatii, 9) — 17), nu contin z. Daca punctul de

coordonate (x, y,O) verificd o asemenea ecuatie, atunci si punctul (x, y,z) o verifica, oricare

arfl z.

In spatiu, aceste ecuatii reprezinta cilindri cu generatoarele paralele cu Oz si curbe

directoare, conicele din planul xOy ale céror ecuatii canonice sunt ecuatiile 9) — 17).

De asemenea, observam ca dintre ecuatiile 1) — 8), ecuatia 2) nu e satisfacuta de nici

un punct din plan, iar ecuatia 6) este satisfacutd numai de punctul (0,0,0), adicad originea

sistemului de coordonate. Ramane sa ne ocupam de ecuatiile 1), 3), 4), 5), 7) si 8).
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3.1. ELIPSOIDUL

Elipsoidul este suprafata a carei ecuatie in sistemul ortogonal de coordonate Oxyz
este:

2 2 2

Y
—2+b—2+c—2—1:0, (32)

unde a=b=c>0.

Pentru Inceput observam ca daca punctul de coordonate (x, y,z) verificd ecuatia
(3.2), atunci si punctele (-x,y,z), (x,-y,z), (x,3,-2), (—x,-»,2), (-x,y,-2), (x,-y,—2),
(—x,—y,—z) o verifica.

Rezulta ca elipsoidul este simetric in raport cu planele de coordonate, axele de

coordonate si originea axelor.

<0,

De asemenea, din ecuatia (3.2) deducem ca |x| <a, z| < c, deci ca elipsoidul

este o suprafatd marginita, inclusa in paralelipipedul dreptunghic de laturi 2a,2b,2c, paralele
cu axele de coordonate.
Pentru a preciza forma elipsoidului folosim metoda ,,sectiunilor paralele”.

Pentru Inceput intersectam elipsoidul cu plane paralele cu planul xOy, adica cu

plane de ecuatie z =/ . Curba de intersectie va avea ecuatiile:

Xy

a b . (3.3)
z

Observam ca daca |h| < ¢, ecuatiile (3.3) reprezinta o elipsa reald, continuta in planul

z=h, de semiaxe:

2 2
a*zc“[l—}cl—2 sib*=b1/l—ﬁ—2. (3.4)

Semiaxele a',b" au valori maxime pentru 42 =0 si se micsoreazi pe misurd ce h
creste. Cand h ==c, elipsa de intersectie se reduce la un punct. Rezultd ca planele z=+tc¢

sunt tangente elipsoidului.
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Daca |h|>c, elipsa de intersectie (3.3) este imaginard, deci planul z=4 nu
intalneste suprafata.
O analiza absolut analoaga se poate face pentru intersectiile elipsoidului cu plane

paralele cu xOz (y=h),respectiv yOz (x=h).

In rezumat, putem spune ca elipsoidul este o suprafatd marginitd, Inscrisa in

paralelipipedul de laturi 2a, 2b si 2c¢, paralele cu axele de coordonate, simetrica in raport cu

planele de coordonate, axele de coordonate si originea axelor.

Orice intersectie cu plane paralele cu planele de coordonate este o elipsa reald sau

imaginara.

Reprezentarea grafica este datd in Figura 1.

Fig.1
Dacid a =b, ecuatiile (3.3) reprezinta un cerc cu centrul pe axa Oz. In acest caz

2 2
elipsoidul se numeste de rotatie si se obtine prin rotatia elipsei x_2 +)b}—2 =1 1n jurul axei Oz.
a

Tot elipsoizi de rotatie avem si in cazurile a=c si b=c.

In sfarsit, dacd a =b =c =r, ecuatia (3.2) devine:

Xy 4z =r (3.5)
si reprezintd ecuatia sferei cu centrul in origine si de razd r .

Ecuatia sferei cu centrul in punctul (x,,y,,z,) si de raza r este:

(x—xo)z+(y—y0)2+(z—zo)2 =7’ sau



CUADRICE 109

Xy rmx+ny+pz+q=0 (3.6)
unde m=-2x,, n=-2y,, p=-2z,8i q=x; +yo +z5 —1".
Exemplul 3.1.1. Sa se afle coordonatele centrului si raza sferei:
2 2 2
X +y +z —4x+2y—-6z-2=0.
Avem m=—-4, n=2, p=—6 si g=-2.
Coordonatele centrului sunt:

m
Xy =——

:2; yoz—g:—l’ ZOZ—§:3

Raza sferei se determina din relatia:

P =xl+ Y 4zt —q=4+1+9+2=16, deci r =4,

3.2. HIPERBOLOIDUL CU O PANZA
Hiperboloidul cu o panza este suprafata a cirei ecuatie in sistemul ortogonal de
coordonate Oxyz are ecuatia:

—+5-—-1=0, (3.7)

unde a>2b>0, ¢>0.

Ca si in cazul elipsoidului, observam ca hiperboloidul cu o panza este o suprafatd
simetrica in raport cu planele de coordonate, cu axele de coordonate si cu originea sistemului

de coordonate.

Curba de intersectie a hiperboloidului cu o panza cu planul z =4, paralel cu xOy,
este

at b . (3.9)
z

Ecuatiile (3.8) sunt ecuatiile unei elipse reale de semiaxe:
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2 2
a=a 1+ b =p 1 (3.9)
C C

- ~ . * . * . . . .
Observam cd semiaxele a si b sunt minime pentru 2=0 si cresc nedefinit pe
masurd ce & creste. Cu alte cuvinte, ,cea mai micd elipsd” corespunde intersectiei

hiperboloidului cu o panza cu planul xOy (z=0). Aceasta elipsa poarta numele de ,.elipsa

colier”.

Intersectiile suprafetei cu plane x =%, paralele cu yOz , sunt hiperbole de semiaxe:

h? h*
b 1—? , C 1—? , daca |h| < a, respectiv

2 hZ
b\/—z—l, c\/—z—l,dacé |h|>a.
a

a

Daca |h| = a, intersectia reprezintad perechea de drepte concurente:

z

© . (3.10)
z

¢

In mod analog, intersectiile suprafetei cu plane y=#h, paralele cu xOz, sunt

hiperbole de semiaxe:

20

2 2
a\/Z—z—l, c\/Z—z—l , daca |h|>b.

Daca || = b, intersectia este perechea de drepte

h? h?
z a 1—b— c 1—b—2,dacé |h|<b,respectiv

concurente:

z
c . (3.11)
z
C

Reprezentarea grafica a hiperboloidului cu o panza este prezentata in Figura 2.
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3.3. GENERATOARELE RECTILINII ALE HIPERBOLOIDULUI CU O PANZA
O suprafatd se numeste riglata daca este generata de o familie de drepte. Mai precis:

Definitia 3.3.1. O suprafata S se numeste riglata, daca exista o familie de drepte situate (in
intregime) pe suprafata S §i prin orice punct al suprafetei S trece o dreaptd din aceastd

familie.
Aceste drepte se numesc generatoarele rectilinii ale suprafetei S .
In cele ce urmeaza vom arata ca hiperboloidul cu o panza este o suprafata riglata.

Teorema 3.3.1. Prin fiecare punct al hiperboloidului cu o panza trec doua si numai doua

generatoare rectilinii.

Demonstratie.
Fie M, (x,,,,2,) un punct oarecare pe hiperboloidul cu o panza

2

2
+Z—2 ~1=0. (3.12)

QN| =

O dreapta oarecare care trece prin punctul M are ecuatiile parametrice:

x=x,+ It
Y=y, +mt (3.13)

z=12z,+nt.

Evident, aceastd dreapta se afld pe hiperboloid daca si numai daca verifica ecuatia
(3.12), adica
(x, +Zt)2 (¥ +mt)2 (z,+ nl)2

+ — =1, VteR.
a’ b ¢’

Efectuand calculele si tindnd seama ca

2 2
Xo Yo

2 2
a b

2
Z .
——% =1, obtinem:

rm* ), x,  y,m zyn
— [T +2| L+ - =0. 3.14
(az b’ czj a’ b’ c’ ( )
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Pentru ca relatia (3.14) sa fie adevarata pentru orice ¢ € R este necesar ca:

’ m* n
P b—z—c—2=0 (3.15)

X!  yym zyn
a b

=0. (3.16)
Asadar, dreapta (3.13) se afld pe hiperboloidul cu o panza (3.12) daca si numai daca
sunt indeplinite conditiile (3.15) si (3.16).

Din (3.15) deducem ca n # 0, pentru ca in caz contrar / =m =n =0 si dreapta (3.13)

nu e definita.

Cum parametrii directori ai unei drepte sunt determinati in afara unui factor de

proportionalitate, putem presupune ca n = ¢, de unde rezulta ca:
—=1 (3.15")
Ix,  my, _z,

pERTRi (3.16")

In continuare ne propunem si rezolvim sistemul format din ecuatiile (3.15') si

(3.16").

Din (3.15") deducem cé exista ¢ € R astfel incat:

l=acosep si m=bsing. (3.17)

Inlocuind (3.17) in (3.16") rezulta

ﬁ-COS(p+&-sin(p:i. (3.18)

a b c

Trecand al doilea termen din membrul stang in membrul drept si ridicand la patrat
obtinem:

x2 Z2 2 Z,

“Leos’p="0+ y—gsinz @ —22%0in ¢ si mai departe

c b bc

2

2 2 2
Xo Vo |2 YoZo Xo |, 2y
2020 sin® -2 sing - L+ =2 =0. 3.19
(az sz =25 sing -t (3.19)
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respectiv

Ecuatiile (3.19) au doua solutii, anume:

Yo 2o

sing =

e

(3.20)

(3.21)

Rezulta ca exista doua generatoare rectilinii care trec prin punctul M, anume:

xX=x,+a-
y=y,+b-
z=z,+ct
X=x,+a-
y=y,+b-
z=z,+ct

YoZo _ Vo
ac b
2 2
Xo , Vo
Tt
a b
Yoo | Ko
bc a
2 2
X0 . Mo
Sty
a- b
X,z
%o , Yo
ac b
2 2
Yo Vo
2 + 2
a b
NoZo KXo
bc a
X Y
St
a b

(3.22)
t

,teR

t

(3.23)
t

, teR.

Exemplul 3.3.1. Si se determine generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza
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care trec prin punctul M, (5,-4,2).

Se verificd imediat cd punctul M|, se afld pe hiperboloid.

Avem a =5, b=4, c=2, x,=5, y,=-4, z,=2.

Ecuatiile generatoarelor rectilinii sunt:

teR

—4—4¢

52 4
_ 52 4, _
x = 545 25 l6t 5+ 5¢
7+7
25 16
4.2 5
42 s
N
7+7
25 16
z = 242,
respectiv
5.2 —4
52 4
¥ o= e !
7+7
25 16
_4.2_§
_ . 4-2 5
y = 44+4 5 16 16t
7+7
25 16
z = 242t

teR.

Ecuatiile (3.24) se pot pune sub forma echivalenta:

-2
2 sau

N

x=5
y=-4
Ecuatiile (3.25) se mai scriu:

x=5
y+4 z-2 sau
-4 2

{
{

2x —5z=0
y+4 =0

x=-5 =0
y+2z=0

(3.24)

(3.25)

(3.24")

(3.25")
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Observatia 3.3.1. Orice generatoare rectilinie a hiperboloidului cu o panza intersecteaza

elipsa colier.

Intr-adevar, orice generatoare rectilinie a hiperboloidului cu o panza intersecteaza

planul xOy, deoarece al treilea parametru director al sdu este n=c #0.

Punctul de intersectie M, (x,,y,,0) se afla evident pe hiperboloid, deci pe elipsa

colier. Punctul M, de intersectie dintre generatoarea rectilinie (3.22) si elipsa colier se afla

astfel:

In ultima ecuatie din (3.22) facem z=0 si deducem ci t=-22 Introducand
C

aceastd valoare a lui ¢ in primele doua ecuatii din (3.22) obtinem:

Un rezultat analog se obtine si in cazul generatoarei (3.23).

Pe de alta parte, scriind ecuatiile parametrice ale generatoarelor (3.22) si (3.23) care

trec prin punctul M, (xl Vs 0) de pe elipsa colier obtinem:

X=X —%t
bx (3.26)
y=n +—t
z=ct , teR
respectiv
X=X +%t
bx, (3.27)
y=yn-——1
a
z=ct , teR
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Din discutia de mai sus rezulta ca orice generatoare rectilinie a hiperboloidului cu o

panza este de forma (3.26) sau de forma (3.27).

Impartim generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panzi in doui clase.

In prima clasa intrd generatoarele rectilinii (3.26), iar in a doua clasi generatoarele
rectilinii (3.27), unde (xI Vi 0) este un punct oarecare de pe elipsa colier.

Cu aceste precizari Teorema 3.3.1. se poate reformula astfel:

Teorema 3.3.2. Prin orice punct al hiperboloidului cu o pdnzda trece o pereche de

generatoare rectilinii, una din prima clasa (3.26) si cealalta din a doua clasa (3.27).

Teorema 3.3.3. Orice doud generatoare rectilinii din clase diferite sunt coplanare. Ele sunt
paralele daca si numai daca punctele in care intersecteaza elipsa colier sunt simetrice fata de

origine.
Demonstratie.

Fie doua generatoare rectilinii din clase diferite:

a a
:xl——ylt x=x,+ Y2y
b
bx, s bx,
y=nt t y=»- t
a
z=ct z=ct

unde M, (x,,»,,0) si M,(x,,y,,0) sunt puncte pe elipsa colier.

Daca vom arata ca vectorii

MM, :(xz _xl)_l:"'(yz_)ﬁ)]

m=— g bNs L g
b a

- -~ bx,- -

u, =%i—ij+ck
b a

sunt coplanari, va rezulta ca cele doud generatoare se afld in acelasi plan.

Acest lucru rezulta din urmatorul calcul:
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n=x ¥»-» 0
_ay by
b

b
0 :{;(xj—xf)ﬂ
ay, bx,

xZ y2 x2 y2
b(yzz_ylz)}:ab{(a_zﬁb_zJ_{a_]Jr] =
—2 ¢
b a

=abc'(1—1)=0.

Pe de alta parte, cele doua generatoare sunt paralele daca si numai daca
_ay bx

M
c . .
b __a _ —, adica daca
ay, _bxz c
b a

X ==X si ==

Teorema 3.3.3. Orice doua generatoare rectilinii din aceeagi clasd nu se intersecteazd.
Demonstratie.

Fie doua generatoare rectilinii oarecare din aceeasi clasa, de exemplu
a
X — h t

xzxz—%t
b b
bx, si bx,
y=y+—1 y=y+t—1
z=ct z=ct, teR.
Deoarece:
xn=x »-» 0
_ay, by, b » a
b a =—c{;(x2 —xl) +
_an by

E(yz _y1)2:|¢09
c
b a

rezultd ca cele doua generatoare nu se Intalnesc.
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3.4. HIPERBOLOIDUL CU DOUA PANZE

Hiperboloidul cu doud pdnze este suprafata a carei ecuatie in raport cu sistemul

ortogonal de coordonate Oxyz este:

x2 2 22
?+)b}—2—c—2+1=0, (3.28)

unde a>0, b>0, ¢c>0.

Se observa imediat ca hiperboloidul ce doua panze este o suprafatd simetrica in
raport cu planele de coordonate, cu axele de coordonate §i cu originea sistemului de

coordonate.

Intersectia suprafetei cu planul z =/ este elipsa de ecuatii:

2 2 2
XLy

20 2. (3.29)

a
z=h

Daca |h| > ¢, ecuatiile (3.29) reprezinta o elipsd reald de semiaxe:

. fhz . ’hz
a =d ?—1, b =b C—z—l

Cand h creste, semiaxele elipsei cresc nedefinit, deci hiperboloidul cu doua panze

este suprafatd nemarginita.
Daca h=c, elipsa (3.29) se reduce la punctul

(0, O,C) .

Rezultd ca planul z =c¢ este tangent la suprafata.

v <

Aceeasi situatie are loc §i pentru 2 =—c.

Daca |h|<c, ecuatiile (3.29) reprezintd o elipsa

imaginard. Cu alte cuvinte, planul z=4, cu |h|<c, nu

Fig.3 intalneste suprafata.

Intersectiile suprafetei cu plane x =%, respectiv y =4 sunt hiperbole. Reprezentarea

grafica a hiperboloidul ce doud panze este prezentata in Figura 3.
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3.5. CoNuUL

Conul este suprafata a cérei ecuatie in raport cu sistemul de coordonate Oxyz este

T (3.30)

unde a>b>0, c>0.

Este evident ca suprafata este simetricd in raport cu planele de coordonate, cu axele
de coordonate si cu originea sistemului de coordonate.

De asemenea observam cd dacd punctul M, (x,,y,.2,) se afli pe suprafata,

M, # O, atunci si punctul M (¢x,,ty,.tz,), V¢t €R se afld pe suprafatd. Intr-adevir,

(txo)z +(ty0)2 (tZO)Z =l2[x_§+y_g .

z
5 - ——gle, VieR.

a b? c? a b ¢

Asadar, daca punctul M|, se afld pe con, atunci si dreapta OM |, se afla pe con. Cu

alte cuvinte, conul este o suprafata riglatd, generatd de o familie de drepte ce trec prin origine
(generatoarele conului).

Intersectiile conului cu plane z =/ sunt elipsele reale:

L

a b
z

(3.31)
h

2 2 2
X h

i .l
de semiaxe a =——, b =——.

C C

Evident, semiaxele a’,b" cresc pe misuri ce |h| creste, de unde rezulta ca suprafata

este nemarginita.

Intersectia conului cu planul z =0 se reduce la punctul O(O, 0, 0) .

Curbele de intersectie ale conului cu planele x =/, respectiv y =/ sunt hiperbole

Dacd a =5, elipsele (3.31) devin cercuri si conul se numeste de rotatie.

Reprezentarea grafica este prezentatd in Figura 4.
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v

3.6. PARABOLOIDUL ELIPTIC
Paraboloidul eliptic este suprafata care in raport cu sistemul ortogonal de

coordonate Oxyz are ecuatia:

2 2
LY (3.32)

unde a>b>0.

Suprafata este simetrica in raport cu planele Oxz si Oyz sicuaxa Oz.

Daca intersectdm suprafata cu planul z =4 obtinem elipsa:

2 2

%+%:2h. (3.33)

z=h

Dacid />0, (3.33) reprezinti o elipsi reald de semiaxe a = a2h , b = b2k . Se

observa cd pe masurd ce & creste, semiaxele elipsei de intersectie cresc. Prin urmare suprafata
este nemarginita.

Daca h=0, elipsa (3.33) se reduce la un punct, anume originea 0(0,0,0) a

sistemului de coordonate. Rezulta ca planul xOy este tangent in origine la suprafata.
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Daca, h<0 elipsa (3.33) este imaginard. Rezulta ca planele z=h, h<0 nu
intersecteaza suprafata, deci ca suprafata se afla deasupra planului xOy .
Curba de intersectie a suprafetei cu planul x =/ este parabola:

2

Y =2b"z— b—zh2
a .

(3.34)
x =h
In mod analog, intersectiile paraboloidului eliptic cu
z
plane y = sunt parabole. 4
In sfarsit, daci a =b, paraboloidul se numeste de
rotatie si se obtine prin rotirea in jurul axei Oz a parabolei )
1 1
x’=2a’z. | /
i / y
Reprezentarea grafica a paraboloidului eliptic este L
prezentata in Figura 5.
X
Fig.5

3.7. PARABOLOIDUL HIPERBOLIC
Paraboloidul hiperbolic este suprafata a carei ecuatie in raport cu sistemul ortogonal
de coordonate Oxyz este

XY s, (3.35)

unde a >0,b>0.
Suprafata este simetrica in raport cu planele Oxz si Oyz sicuaxa Oz.

Intersectia suprafetei cu planul z = & este hiperbola:

x2 y2

— g =2h

PR (3.36)
z

=h

de semiaxe a2k , b2k ,daca h >0, respectiv av—2h, bNJ-2h ,dacd h<O0.
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In primul caz, semiaxele hiperbolei de intersectie cresc de la 0 la oo pe masura ce 4

creste de la 0 la oo, iar in al doilea caz, descresc de la oo la 0, cand % creste dela —oo la 0.

Intersectia suprafetei cu planul x =/ este parabola:
2
y =b h—2—2z
a . (3.37)
X =h
Aceastd parabola are axa de simetrie paraleld cu Oz, varful de coordonate

2712
[h, 0, b2—2j si deschiderea spre valorile negative ale lui z .
a

In particular, pentru 4 =0 obtinem parabola

Y =-2b"z
x=0

(3.38)

in mod analog, constatim ca
intersectiile paraboloidului hiperbolic cu plane

y = h sunt parabole.

Reprezentarea grafica este prezentata

in Figura 6.

Fig. 6

3.8. GENERATOARELE RECTILINII ALE PARABOLOIDULUI HIPERBOLIC
In cele ce urmeaza vom arita ca paraboloidul hiperbolic este o suprafata riglata.

Teorema 3.8.1. Prin fiecare punct al paraboloidului hiperbolic trec doud si numai doud

generatoare rectilinii.

Demonstratie.

Fie M, (xo, Voo ZO) un punct oarecare de pe paraboloidul hiperbolic (3.35) si fie
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x=x,+ It
y=y,+mt, teR. (3.39

z=2z,+ nt

o dreapta oarecare care trece prin M. Pentru ca dreapta (3.39) sd se afle pe paraboloidul

hiperbolic trebuie ca:

2 2
(xo;lt) _ ;th) =2(z,+nt), VteR.

2 2
A e n X .
Efectuand calculele si tinand seama ca —‘; + y_g =2z,, rezulta:
a

r m x,l  y,m
(?—b—zj t2+2(a—02—#—njt:0.

Cum aceasta relatie este verificatd pentru orice V¢ € R, deducem ca:

? m
a’ - b? =0
; . (3.40)
X, Yom
P

o . b, ... .
Din prima ecuatie rezultd m =+ —/ si din a doua ecuatie rezulta n = (ﬁ F &)l .

a a’  ab

Cum parametrii directori ai unei drepte sunt determinati in afara unui factor de

proportionalitate, alegdnd /, = a , obtinem directiile

l,=a, m = b, nlzﬁ—&
‘ b (3.41)
l,=a, m,=-b, n, =ty 2
a b
Asadar, prin punctul M trec dreptele:
Th YN 275 (3.42)
a b Yo _ Mo
a b
YoX VTN 275 (3.43)
a b X Y
a b
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Ecuatiile (3.42) si (3.43) sunt ecuatiile canonice ale generatoarelor rectilinii care trec

prin punctul M (x,,¥,,2,)-

Exemplul 3.8.1. Sa se determine generatoarele rectilinii ale paraboloidului hiperbolic

care trec prin punctul M (8,2,3) .
Avem a=4; b=2; x,=8; y,=2; z,=3.
Ecuatiile canonice ale generatoarelor sunt:
x—8 _y- 2 _Z- 3
4 2 1

x—8_y—2_z—3'
4 2 3

Ca si In cazul hiperboloidului cu o panza Tmpdértim generatoarele rectilinii ale

paraboloidului hiperbolic in doua clase.
In prima clasi intrd generatoarele (3.42), iar in a doua clasa generatoarele (3.43).

Teorema 3.8.2. Orice doua generatoare rectilinii ale paraboloidului hiperbolic din clase

diferite se intersecteazd.
Demonstratie.

X=X - Z-z O 5 3
oY by 0= L o generatoare din prima clasd. Cum a # 0, aceastd
a Xo Vo

a b

Fie

dreapta intersecteaza planul yOz .

Fie (0, yl,zl) punctul de intersectie. Evident, ecuatiile generatoarei se mai pot scrie

acum sub forma

In mod analog o generatoare din a doua clasa va avea ecuatiile:
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unde (0, y2,z2) este punctul sdu de intersectie cu planul yOz.

In continuare avem:

0 y,=y z,—z
N
a b ) :_abK
a -b 2
b

2 2
z; +222]—[;—12+221ﬂ=0.

Din acest calcul rezulta ca cele doud generatoare fac parte din acelasi plan. Cum ele,

evident, nu sunt paralele, rezulta ca se intersecteaza.

Teorema 3.8.3. Orice doua generatoare rectilinii ale paraboloidului hiperbolic, din aceeasi

clasa, nu se intersecteaza.

Demonstratie.

Fie 2=~ N _27% ¢ X

y_yzz

—Z o . . -
——2%  doua generatoare din aceeasi clasa.

a b i a b 2
b b
Deoarece:
0 »-y» z-z
a b —& a 2 .
b :Z( Y, —¥,) #0, rezultd ca cele doud drepte nu fac parte din
a b _2
b

acelasi plan, deci ca nu se intersecteaza.

3.9. CILINDRI

Cilindrul drept este suprafata a carei ecuatie in raport cu sistemul ortogonal de

coordonate Oxyz este:

F(x,y)=0,

(3.44)
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unde F o functie polinomiala de gradul 2.
Deoarece 1n ecuatia suprafetei lipseste variabila z , rezulta ca daca un punct (x, ¥, 0)
verificd ecuatia suprafetei, atunci si punctul (x, ¥, Z) o verifica, oricare ar fi z € R. Din punct

de vedere geometric aceasta suprafata reprezinta un cilindru cu generatoarele paralele cu Oz

si curba directoare conica din planul xOy de ecuatie F (x, y) =0. In continuare prezentim
urmatoarele cazuri particulare si reprezentarile lor grafice.

3.9.1. CILINDRUL ELIPTIC

2 2
z?+%?_1:0’ (3.45)

unde a>b>0.

/ I
- === ~
-~ 1 N
1
S
Fig.7
3.9.2. CILINDRUL HIPERBOLIC

x2 2
;—%-=m (3.46)

unde a>0, b>0. /

’
v =
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3.9.3. CILINDRUL PARABOLIC

y'=2px,

unde p>0.

1 VA
\‘<

\ Aat

\

/\\\ /

Fig.9
3.9.4. PERECHE DE PLANE CONCURENTE

1
N 1
Lo
1 : Yy
,/)6 ..... :__>
1
N
x%)\
Fig.10

z

Fig.11

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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2 2

A : T . . X
In sfargit mai putem aminti cilindrul imaginar de ecuatie — + )b}_z +1=0 (care nu are
a

imagine geometrica) si cilindrul care se reduce la axa Oz:

3.10. REDUCEREA LA FORMA CANONICA A CUADRICELOR

Pentru inceput remarcam ca termenii de ordinul doi din ecuatia (3.1) (ecuatia

generald a unei cuadrice) definesc o forma patratica, anume:

qo(x,y,z) = al]x2 + a22y2 + a33z2 +2a,xy +2a,,xz+2a,,yz .

Matricea asociatd acestei forme patratice in raport baza canonica {i, 7, k} este

a4 4
A= A, 4y Ay

Qi3 Gy iy

Fie i', j', k' o noud baza ortonormata in raport cu care forma patratica ¢ are forma

canonica:
p(x\ 2= Ax"+ Ayt Az
Precizdm ca A,4,,4, sunt valorile proprii ale matricei 4, iar ?’,;",7{’ sunt vectori
proprii (normalizati) corespunzatori acestor valori proprii.
Prin trecerea de la reperul {O; ;, }', 7{} , la reperul {0; f‘, }", l;'} , ecuatia (3.1) devine:
AXxP+ A4,y + 2"+ 2a'  x'+ 24", y'+2a'y, 2"+ a,, =0. (3.50)
Distingem urmatoarele trei cazuri:

Cazul 1. Toate cele 3 valori proprii 4,,4,,4, sunt nenule

A2y A %0 (detA#0).
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Cazul 2. O singura valoare proprie este nuld (de exemplu, 4, =0).
Cazul 3. Doua valori proprii sunt nule (de exemplu, 4, =4, =0).

Precizdm ca situatia 4 =4, =4, =0 nu este posibila, deoarece, prin ipoteza, cel

putin unul din coeficientii matricei 4 este diferit de zero.

Cazull. 4, #0,4,#0, 4, #0.

Printr-o translatie de forma:

X =x+ds
LAy
Y=y'+—= (3.51)
4,
Z=z'+ﬂ

ecuatia (3.59) devine:
AXPH+ ALY+ 7 +a', =0, (3.52)
A) Dacd a',, # 0 avem urmatoarele situafii:

a) A,4,,4, au acelasi semn si anume semnul opus termenului liber a',,. Atunci

ecuatia (3.52) se poate pune sub forma echivalenta:

X vy z
ottt

1=0, 3.53
a b c ( )

1 1 1

a a a
2 2 2 . . - . . . .
unde a” =——*, b* =——2 ¢* =——* gireprezintd ecuatia unui elipsoid.

4 %

b) 4, si A, au semne contrare termenului liber a',,, iar A, are acelasi semncu a',, .

Atunci ecuatia (3.52) se poate pune sub forma echivalenta

x>y z
a—2+b—2—c—2_1=0, (354)

' \l 1
a a a
2 2 P . e . . N
unde a° =——*, b’ = —f, ¢* =—* si reprezintd un hiperboloid cu o panza.
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¢) 4 si A4, au acelasi semn cu a',,, iar A, are semn opus acestuia. Atunci ecuatia

(3.52) se poate pune sub forma echivalenta

x> v z

\l 1 1
a a a . e . . -« A
unde a* =—*, b’ = /1—44, ¢’ =——* i reprezintd un hiperboloid cu doud panze.
2

B) Dacd a',, =0 avem urmatoarele situatii:
a) 4,,4,,4, au acelasi semn.

In acest caz ecuatia (3.52) este verificatd doar de punctul (0,0,0) , deci suprafata se
reduce la un punct.

b) Doua valori proprii (dintre cele trei) au acelasi semn, iar cea de-a treia are semn

opus acestora.

In acest caz ecuatia (3.52) se mai scrie

xX* v* z
7+b_2_c_2:0 (3.56)

si reprezinta ecuatia unui con.

Cazul 2. 4, -4, #0, 4, =0.

Printr-o translatie de forma

X:x'+a—v14
' 3.57
Y:yl_i_h ( )
4
Z=z
ecuatia (3.50) devine:
AXP+ ALY +2a', Z+a', =0. (3.58)

A) Daca a',, # 0, efectudm o noua translatie:
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X=X
Y=y (3.59)
§:Z+a“,
2a'y,
obtinem ecuatia (3.58) devine:
AX 4 ALY +2a',Z=0. (3.60)

Sunt posibile urmatoarele situatii:

a) 4, si 4, au acelasi semn, opus semnului lui a',,. Atunci ecuatia (3.60) se mai

scrie

Xy

PERTEE (3.61)
unde @® =L 50 si b’ = sy si reprezintd un paraboloid eliptic.

b) A, si A, au semne opuse.

Atunci ecuatia (3.60) se poate scrie sub forma

~2  ~2
%—2—2—22, (3.62)

unde @ =L 50 si b’ = LI si reprezintd un paraboloid hiperbolic.
2

B) Daca a',, =0, atunci ecuatia (3.58) devine
AX+A4Y +a', =0 (3.63)

s1 reprezintd un cilindru eliptic sau hiperbolic, daca a',, # 0, respectiv o pereche de plane

concurente sau o dreapta, daca a',, =0.

Cazul 3. 4, #0,4, =4, =0.

Ecuatia (3.50) devine:
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Ax'*+2a',x'+2a'y, y'+2a'y,z'va,, =0.

Efectuand translatia:

X =x+du
& (3.64)
Y =y' :
Z =z
obtinem ecuatia
AX*+2a',Y+2a',Z+a', =0. (3.65)
A) Daca a',,-a'y, # 0, atunci efectudnd translatia
X=X

' '
:aMY+aMZ

Ja'i+a'l, (3.66)

~

Z - 2 2
a'y,+a'y
obtinem ecuatia
AX +2a¥+a', =0, (3.67)

_ 12 12
unde o =+/a',,+a';, >0.

In urma unei noi translatii

u=X

v:f/+% (3.68)
o

w=Z,

ecuatia (3.67) devine

Au’ +2av =0, care se mai poate scrie sub forma:

u>=2pv (3.69)
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si reprezintd ecuatia unui cilindru parabolic.
B)a',,=a',=0.
Ecuatia (3.65) devine
WX +a', =0 (3.70)
si reprezintd, fie doud plane paralele (sau imaginare) dacd a',, # 0, fie doua plane confundate
dacd a',, =0.
Exemplul 3.10.1. Sa se aducd la forma canonica cuadrica:
Tx> +6y> +52° —4xy—4yz—6x—24y —182+40=0.
Avem: a,,=7,a,=06, a;;=5, a,=-2, a,=0, a,, =-2,

a,=-3,a,=-12, a,, =-9, a,, =40.

7 -2 0
A=|-2 6 2
0o -2 5

Ecuatia caracteristica este

T7-4A =2 0
-2 6-4 -2(=0 sau
0 -2 5-1

A =182 +991-162=0.

Valorile proprii sunt 4, =3, 4, =6, 4, =9.

Fie {f’, ;", l;'} noua baza formatd din vectori proprii (normalizati) corespunzatori

acestor valori proprii.

Awnci7'=3(i+27+2)

ji=3 (24 - 2k)
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b= (2i-2j 4 ).

Matricea de trecere de la baza {f, ]’, Ig} la baza {f‘, }", l;'} este

W= W W|N

WIN W]|— W[

WIN W W=

Legtura dintre vechile coordonate (x, y,z) si noile coordonate (x',y',z") este:
1 1 1 1

ng(x+2y +2z )
1 1 1 1

y=§(2x+y —22)

z =%(2x'— 2y'+ Z’).

In urma acestei schimbari de variabile, ecuatia cuadricii devine

3x"+6y"°+92'°~30x"+ 62'+40 =0 sau
2 2 2 2
3(x' —10x')+6y' +9(z' +§Z'j+40:0.

In urma translatiei

X=x"-5

Y=y

Z=Z'+l,
3

ecuatia devine

3X2+6Y*+9Z%-36=0 sau
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Am obtinut ecuatia unui elipsoid de semiaxe

a=2«/§, bZ\/g, c=2.

Exemplul 3.10.2. Sa se reduca la forma canonica cuadrica:

Avem:

X+ Y +47 4 2xy+4xz+4yz -2y +2z=0.

a,=0,a,,=-1, ay, , 4y =0
1 1 2

A=11 1 2].
2 2 4

1-4 1 2
1-2 2 =0 sau /12(/1—6)=0.

Valorile proprii sunt 4 =6, A4, =4, =0.

Noua baza ortonormata formata din vectori proprii este
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Daca facem schimbarea de variabile

1 1 1

1

X=—4=x'-—=y+—=2

NG 3

1 1 1
—xX+—=y+—=z
TR

2 ' 1 '
z

— x _——
J6 V3
ecuatia cuadricei devine

6x'— \/_ 2y'— \/5 z'=

Suntem in Cazul 3, subcazul A).

N2 B

a24:_7 $1 a34:_7> a44:0

1

zZ =

1 3 5

2 4 2
In urma translatiei:

X=x'
—2y'=3z'
V5
V3y—2z'
5

Y:

Z:

ecuatia devine
X2 457 =0

si reprezintd un cilindru parabolic.
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Probleme propuse

1. Se dau punctele M, (0,-2,-3),M,(4,1,-3),M,(5,3,-2). Se cere:
a) ecuatia sferei cu centrul M, care trece prin M, ;
b) ecuatia sferei cu centrul M, care trece prin M, ;
c) ecuatiile sferelor cu centrul M, tangente planelor xOy, respectiv yOz.
Raspuns:a) x° +y* +2° +4y+6z-12=0;b) X’ +y* +2" —8x—2y+62+20=0;
) X+ +2°—10x—6y+4z+34=0si X’ +y° +2° —10x—6y+4z+13=0.
2. Si se determine ecuatia carteziana generald a unei sfere in conditiile:
a) 0(0, 0, 0) este centrul si R=11 este raza;
b) C(0, -1, 9) este centrul si trece prin punctul 4(4, 1, 5);
¢) trece prin originea axelor de coordonate si are centrul in punctul C(6, -3, —2);
d) 4(7,-5,2) si B(3,1, 4) sunt extremitatile unui diametru;
e) C(1, -2, —3) este centrul si este tangenta planului (7):x-3y—-z+1=0;
f) sfera este tangentd exterioard sferei x* + > +z° —6x—8y+2z+10=0 si C, (—1, 0, 1)
este centrul sferei.
Réspuns:a) X +y* +2° =121=0;b) x* + > +2° +2y—-182+46=0;
) X+ 422 —12x+6y+4z=0;d) X’ + )y  +2° —10x+4y —62+24=0;
e) X' +V +2° —2x+4y+62+3=0;0) X’ +y  +2°+2x—-2z-2=0.

3. Sd se arate cd punctele M(1,1,3), N(2,-1,1),P(3,0,1), O(1, -1, 2),7(2,1,0) sunt

situate pe aceeasi sferd si sd se determine ecuatia acestei sfere.
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Raspuns: X* +y* +2° =3x—y—-32z+2=0.

4. Sa se determine coordonatele centrului C, si raza r pentru urmatoarele cercuri:

b

x2+y2+zz—2x—6y+82—13=0.
3x+y—-2z=0

b) Xy 427 -8x+8y+4z=0
4x-2y+z-1=0 '

Raspuns: a) C,(=2,2,-2),r=5;¢€) C,(0,-2,-3),r=+/15.

5. Si se determine ecuatiile planelor tangente la sfera x°+ )’ +2z° —4x+6y—8z=0 in

punctele de intersectie cu axele de coordonate Ox, Oy, Oz.

Raspuns: Planul tangent in O(0, 0, 0): 2x—3y+4z=0; planul tangent in A(4,0,0):
2x+3y—4z—-8=0; planul tangent in B(O, -0, O) : 2x+3y+4z+18=0; planul tangent in
C(0,0, 8) :2x—-3y—-4z+32=0.

6. Sa se precizeze pozitia planului (7[) fatd de sfera x* +)* + 2" —6x+4y—-22z-22=0 in
fiecare din cazurile:

a) (7):4x—4y+2z+14=0;
b) (7):2x=2y-z+6=0;
¢) (7):4x-3y+17=0.
Raspuns: a) C(3,-2,1), R=6, dist(C, (7)) =6 =R, planul este tangent sferei;

b) dist(C, (72')) =5< R, planul este secant sferei; c) dist(C, (72')) =7> R, planul si sfera nu
se intersecteaza.
7. Sa se precizeze pozitia dreptei (d) fatd de sfera x* +y° +z° —4x -6y +2z+2 =0, daci:

x+2y -14=0
y+z— 2=0’

a) (d):{
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x+5 y+1 z-2
b) (d): = = ;
) (@) -1 1 2
x=t
¢) (d):sy=—t+5,1eR.
z= t-3

Indicatie: Se rezolva sistemul format din ecuatia sferei si ecuatiile dreptei.
a) Sistemul admite o unica solutie, deci dreapta este tangenta sferei in M (4, 5, — 3);
b) Sistemul nu admite solutii, deci dreapta nu intersecteaza sferei;
¢) Sistemul admite doua solutii, deci dreapta este secantd sferei in 4(4, 1, 1) si B(0, 5, —3).
8. Sia se determine curbele de intersectie ale urmatoarelor cuadrice cu planele de coordonate:
a) 16x” +9y° +4z° ~144=0;
b) x* +9y> —42z° —144=0;
¢) Ox*+4y* —2z7+36=0;
d) x* +16y>-32z=0;
e) 16x* —9z> -288y=0;
f) 36x* +4y> -9z =0.

Pentru fiecare cuadrica, sa se scrie ecuatiile parametrice si sa se reprezinte grafic.

Raspuns: a) Elipsoid; b) Hiperboloid cu o panza; c) Hiperboloid cu doua panze; d) Paraboloid
eliptic; e) Paraboloid hiperbolic; f) Con.

2 2 2

9. a) Sa se arate cd planul x—6=0 intersecteaza elipsoidul LR AT, ) dupa o

elipsa reald si sd se gaseasca semiaxele si coordonatele varfurilor acesteia.

2
b) Si se arate ci planul z =2 intersecteazi hiperboloidul cu o panzi x* + y’ ~Z _1=0

dupa un cerc spatial si sa se gaseasca coordonatele centrului si raza acestuia.
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c) Sa se determine semiaxele si coordonatele varfurilor elipsei reale obtinutd prin

2 2 2
intersectia planului y =3 cu hiperboloidul cu doua panze — — L2 =0,

6 14

d) Si se arate cd planul z=A4°, 1>0 intersecteazi paraboloidul eliptic x> + y* =4z dupi
un cerc spatial si sd se gaseasca coordonatele centrului si raza acestuia.

2 2
e) Sa se arate ca planul y =—6 intersecteaza paraboloidul hiperbolic x? _yT =6z dupd o

parabola si sa se gaseasca parametrul si coordonatele varfului acesteia.

2 2
»LoE
Raspuns: ) 4 T 1 =0 b=2.c=1; B(6,2,0),B(6.-2,0).C(6,0,1), C(6,0,~1);

x=6

2,0 5
b) {x +2y =0, €(0,0,2),R=2;
z=

2 2
X y4

012 7710 am2.e=47; 4(2.3.0),4(-2.3,0). (0,3,47),¢'(0,3,-7);

y=3

2yt =ap? 22 5(62+9
)T T 0(0,0,27),R=2450) (62 );p=15;V(O,—6,—§j.
2=22, 250 y=-6 2

10. Sa se determine punctele de intersectie ale cuadricilor urmatoare cu dreptele date:

2 2 2
) y. oz . x=3 y-3 z+6
a) (E).E+?+%—1=O$1 (d) 3 = 1 = ) ;
) oyt 77 . x=2 y+3 z+4
b) (Hl).—7+a+ﬁ—1:0$1 (d) 7 = 3 = 2 ;
5 5 x=t+3
¢) (Hz):x?+y2—%+1=0$i (d):q9y=t+1,teR;
z=3t+6

2 2
d) (PE):%+%:Z si (d):x;rl:y_—12:z_+23;
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x2 y2 . x+2y—2z =0
e) (PH):E—Tzzsl (d):{x_zy 80"

Raspuns: a) Dreapta este secantd elipsoidului in M, (3,1, 2),M, (0, 2, —2); b) Dreapta este
secantd hiperboloidului cu o panza in M, (1,0, 4),M,(2,—3,—4); c) Dreapta este tangenta

hiperboloidului cu doud panze in M (4, 2, 9); d) Dreapta este exterioara paraboloidului eliptic;

e) Dreapta este inclusa in paraboloidul hiperbolic.

11. Si se determine ecuatiile planelor tangente la cuadricele:

X y oz
E):—+Z-+4+2-—-1=0;
2) (£) 9+4+2
x2 yz ZZ
b) (H):——Z-+=—-1=0;
) (#) 9 4+25
x2 yz 2
H): 2 +Z-4+1=0;
¢ (H,) 5 4+2 +
x2 y2
d) (PE):—+=—=2z;
)( ) 9+4 z
2 2
DYz
) ( )'4 25 O

in punctele lor de intersectie cu axele de coordonate.
Raspuns: a) (E) intersecteaza axele Ox, Oy, Oz in varfurile 4(3,0,0),4(-3,0,0),B(0,2,0),

B'(0,-2,0),C(0,0,5),C’(0,0,—-5). Planele tangente sunt x¥3=0, yF2=0,zF5=0;

b) (H 1) intersecteaza axele Ox si Oz in varfurile 4, A',C,C". Planele tangente sunt xF3=10
si zx5=0;
c) (H 2) intersecteaza axa Oy in varfurile B, B'. Planele tangente sunt yF2=0;

d) (PE) intersecteaza axele Ox, Oy, Oz in varful 0(0,0,0). Planul tangent este z=0;

e) (PH ) intersecteaza axele Ox, Oy, Oz in vérful 0(0,0,0). Planul tangent este x=0.
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12. Si se giseasca coordonatele punctelor de pe elipsoidul 3x° +2y° +2z°-9=0 ale caror
normale la suprafatd sunt perpendiculare pe planul (7[):3x—2y—22+7 =0, precum si
ecuatiile normalelor 1n aceste puncte.

Raspuns: Punctele sunt M (-1,1,2),M,(1,-1,-2); Normala in M : x;—l _y-1_z-2 ;

-2 -2
Normala in M, : x—1 = v+l = Z+2.
-2 -2
x2 y2 ZZ
13. Sa se arate cd punctul M(6,2,8) apartine hiperboloidului cu o panza §+?_E_l =0 si

sd se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului ce trec prin acest punct.

Raspuns: x—6:y—2:z—8, x—6:y—2:z—8.
9 8 20 3 0 4

14. Sa se determine ecuatiile generatoarelor rectilinii ale hiperboloidului cu o panza

x* +4y* =4z’ —4=0 ce trec prin punctul M(2,1,1).

x+2y—-2z-2=0 {x—22=0

Raspuns: ; .
x=2y+2z-2=0 |y-1 =0

2 2

15. Se dau paraboloidul hiperbolic % 2 =y sipunctul M (3, 1, 0) . Se cere:

a) ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului hiperbolic ce trec prin punctul M;
b) unghiul ascutit format de generatoarele rectilinii determinate la punctul a);

¢) ecuatia planului tangent la paraboloidul hiperbolic ce trece prin punctul M.

2 =32-6=0 x-3 y-1 z {2x—6y—3z -0
“73 2’

oX3 vyl oz
2x—6y+3z =0 2x +3z-6=0 3

Raspuns: a) {

b) arccos[%j; c) 2x-3y-3=0.

2 2

16. Sa se arate cd punctul M (3\/5, 2, l) apartine paraboloidului hiperbolic % _y? =z gisdse

scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii ale paraboloidului ce trec prin acest punct.
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2x+3y—6(\/§+1)z =0 [2x+3y ~6(v2+1)=0

Raspuns: 253y ~6(v2-1)=0 " |20-3y-6(+2-1)z —0

17. Sa se determine forma canonicd a cuadricelor si s se pund in evidentd noul reperul

ortonormat:
a) Sx*+6y° +7z2° —4xy+4yz-10x+8y +14z-6=0;
b) 2x° +5y° +112> =20xy + 4xz +16yz —24x -6y —62—-18=0;
¢) 2 —dxy+4x+4y+4=0.

o X v z
Raspuns: a) Elipsoid real: —+—+—-1=0;

?:%(2%2}—1}),}"%(2?—}421%),1%’%(?—2}'—2/});

2 2
b) Hiperboloid cu o panza: XT +¥2 - 27 -1=0;

= (2= 2R). = (- 27~ 28), B =27+ 27 - )

2 2 2
c¢) Hiperboloid cu doud panze: B % + ZT -1=0;

(i+7).

(F+7).7 =k F'=

i'=

-
-
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CURBE

4.1. DRUMURI PARAMETRIZATE. DEFINITIA CURBEI

Definitia 4.1.1. Prin drum parametrizat de clasi C" (keN*) se intelege orice functie

vectoriald r, de clasa C*, definitd pe un interval I din R, cu valori in R*. Dacd notim cu
p

X,y,z componentele scalare ale lui v, atunci

r(t) =(x(t),y(t),z(t)), Vtel.

Faptul ci functia vectoriald r:7 — R’ este de clasd C* este echivalent cu faptul ci
functiile scalare x,y,z sunt de clasa C* pe intervalul 7, adica sunt de & ori derivabile si

derivatele sunt continue pe 7 .
Ecuatiile x=x(t),y=y(t),z=z(t), tel se numesc ecuafiile parametrice ale
drumului sau o reprezentare parametricd a drumului, iar ¢ se numeste parametru.

Atragem atentia asupra faptului ca in conformitate cu Definitia 4.1.1., un drum

parametrizat este o functie (aplicatie) vectoriald si nu o multime de puncte. Pentru a marca

mai bine acest lucru vom nota un drum parametrizat cu (/,7) sau ([ r= r(t)) )

Imaginea directa r(l ) a intervalului / prin functia vectoriala r, adicd multimea

{x(t), y(t),z(1)|rel } cR’, se numeste suportul (urma) drumului parametrizat 7 .

Daca [ este un interval compact (1 :[a,b]), atunci suportul sau r([ ) este o

mul{ime compacti si conexd din R*. In acest caz punctele » (a) sir (b) se numesc capetele
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(extremitdtile) drumului. Dacd r(a) =r(b) drumul se numeste inchis.

Fie Oxyz un sistem ortogonal de coordonate si fie ;,}',l; versorii axelor Ox, Oy,

respectiv. Oz . Daca identificdm orice punct M (x, y,z) e R’ cu vectorul siu de pozitie OM ,

atunci avem:

r(t) =17(t) =x(t);+y(t)}'+z(t)l;, tel.

Exemplul 4.1.1. Fie drumul :[0,27] - R* definit prin

Ecuatiile parametrice sunt:

x = Rcost
y=Rsint, te[0,27r].
z=0
A y
M(x,y)
v\ t
0 x
Fig.1

r(t)chosthrRsint}, 1e[0,27z].

Observam ca pentru orice te[0,27r],
punctul (x(t), y(t),O) verificd ecuatia cercului

x*+y* =R, z=0. Rezulti ci suportul drumului

este cercul cu centrul 1n origine si de razd R situat

in planul xOy. Parametrul ¢ are o interpretare
geometricd evidentd, anume este unghiul dintre
raza corespunzatoare punctului M (x,y) si axa

Ox . Observam, de asemenea, cia drumul este

inchis: #(0)=r(27)=R.

Exemplul 4.1.2. Fie drumul r: [0,27[] — R’, definit astfel:

Ecuatiile parametrice sunt:

x = Rcost
y = Rsint , te[0,27z].
z=ht

r(t)= Rcost i+ Rsint j + htk, t e [0,27].
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Observam ci x>+ )’ = R*, de unde rezulti ci
suportul acestui drum se afla pe cilindrul circular drept,
de axa Oz siraza R.

Suportul acestui drum este spira 4B din

elicea circulard de pas /, unde capetele sunt A(R,O, 0)

si B(R,0,27ch).

Fig.2
Exemplul 4.1.3. Fie drumul »:R — R’ definit prin

;(t) =(x, +lz‘)§+(y0 ert);‘Jr(z0 +nt)7c, teR, unde x,, y,, z,, [, m, n sunt niste

constante reale.

Ecuatiile parametrice sunt: /
X =x, + [t v

v, + mt, teR.
z + nt M (x4, 9,2y)

N
1

v

Suportul acestui drum este dreapta care

trece prin punctul M (x,,,.z,) §i are parametrii
directori /,m,n . Cu alte cuvinte dreapta are aceeasi X Fig.3
directie cu v, unde:

v=1Ii+ m; +nk.
Definitia 4.1.2. Un drum (I,r) se numegste simplu (fdra puncte multiple) daca functia
vectoriala r este injectiva.

In cazul unui drum inchis, acesta este simplu daca egalitatea r(¢,)=r(¢,) implica
sau ca t, =t, sau cd t,=a si t,=b, respectiv t,=b si t,=a, unde cu a si b am notat
capetele intervalului 7 .

Drumurile prezentate in Exemplele 4.1.1., 4.1.2. si 4.1.3. sunt drumuri simple.
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Un exemplu de drum care are puncte multiple este foliul lui Descartes.

Exemplul 4.1.4.
3at
47 * 1+¢£
_ 3at’
STy
z=0, teR.
0 > Suportul acestui drum este prezentat in
Figura 4. Observam ca acesta trece prin origine, care
este un punct multiplu (dublu).
Fig. 4

Definitia 4.1.3. Fie (1 ,r) un drum parametrizat de clasa C'. Un punct t, el se numeste
singular pentru drumul (I,r) daca x'(t,)=y'(t,)=2'(¢,)=0. Un drum se numeste regulat
(neted) daca este de clasid C' si nu are puncte singulare, deci dacd

x'(t)+y" () +z"%(1)>0, Viel.

Un drum se considera orientat in sensul cresterii parametrului. De pilda, in Exemplul

4.1.2. drumul este orientat de la 4 catre B.

Definitia 4.1.4. Doud drumuri (I,,1) si (1,,r,) se numesc echivalente dacd existd o functie
A:1, — 1, de clasd C* bijectiva, cu inversa 17" : 1, — I, de clasa C* si /1'(11)7&0, vt el,,
astfel tncat

r2(/1(t1)):”1(t1), vt el,.

O astfel de functie 4 se mai numeste si schimbare de parametru. Cum 1' este

continud pe /, si A'#0 pe /,,rezultaica 1'>0 pe I, sau 1'<0 pe I,.

Daca A'>0 pe [, deci A este strict crescatoare, atunci spunem ca drumurile sunt
echivalente cu aceeasi orientare.

In caz contrar, spunem ci drumurile sunt echivalente cu orientare schimbati.

Este evident ca doud drumuri echivalente au acelasi suport.
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Exemplul 4.1.5. Fie drumurile: 7 (#,) = Rsint,i+ Rcost, j, ¢ €1, =(0,%j si
r () =ti+ R =6 j, t,el,=(0,R).

Aceste drumuri au acelasi suport si anume arcul AB al cercului cu centrul in origine

sideraza R.

Observam ca functia A:/, — I, definitd prin A(7,)=Rsint,, V1, €1, este bijectiva,

de clasa C” si 1'(1,)=Rcost, >0, V1, € (0,%). Mai mult, observam ca

o (2(0)) = (1 )i+ JR =2 () J = Rinti+ Reost, =7, (1), ¥, 6(0,%)

Rezulta ca A4 este o schimbare de parametru si deci ca cele doud drumuri sunt

echivalente cu aceeasi orientare.

Considerdm acum drumul: y 1
;3 (t3):Rcost3;+ Rsint, j, Vt, e, :(O,zj. A(0,R)
2 U
t /! \
Observam ca functia p:1, —1,, definitd prin Y
A
1 (1,) = Rcost,, este o schimbare de parametru. Cum \3 B(R,0) >
o x

u'(t,)=—Rsint,; <0, Vt, €I, rezultd ca p este strict )
descrescatoare. Fig.5

Rezulta ca drumurile (1,,r) si (/,,r,), respectiv drumurile (1,,7) si ({,,7) sunt
echivalente cu orientare schimbata. Orientarea drumurilor (1,,7) si (1,,r,) este dela 4 citre
B, in timp ce orientarea drumului (/;,7;) este de la B catre 4.

Semnificatia parametrilor 7, ¢, si t, este prezentata in Figura 5.

Reamintim urmatorul rezultat de Analizd Matematica:

Teorema 4.1.1. Fie ;(z‘) = x(t);er(t)}' +z(t)/;, tel = [a,b] un drum parametrizat regulat.

Atunci acest drum este rectificabil (are lungime) si lungimea sa este
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L-L, =J‘:\/x'z(t)er'z(t)jLz'z(t) .

Geometric, L, este lungimea arcului AB

A Z
(suportul drumului), unde A(x(a),y(a),z(a)) si
B
f B(x(5).5(6).2(5)).
Pentru orice a <t <b notam cu
A ‘
. s=2(f)= j SO+ () + 2 (e) du.
@) y a
Dacd M este punctul de coordonate
Fig. 6

x (x(t), y(t),z(t)), atunci s=(r) reprezinta lungimea

arcului ZA} .

Deoarece X'(t)=\/x'2(t)+y'2(t)+z'2(t)>O, Viela,b], Ma)=0 si A(b)=L,

rezulta ca A : [a,b] - [O,L] este o functie de clasd C', bijectivi si strict crescitoare.

1 Inversa sa A~ :[0,L] >[a,b] este, de

[a,6] 4 > [0,1]
- asemenea, de clasd C'.

7
\ / Fie p(s)=r(7f1(s)), se[0,L].
R3

Cum p(k(z‘))zr(z‘), Vte[a,b], rezultd

ca drumurile:

([a,b],r) si ([O,L],p) sunt echivalente cu aceeasi orientare.

Definitia 4.1.5. Fie

;c(s) = x(?Cl (s)), )N/(s) = y(?fl (s)), z(s) = z(?Cl (s)), Vs e [O,L].
Ecuatiile parametrice x =;c(s), y =)~/(s), z= E(S), se [O,L] poarta numele de
reprezentarea parametrica normald a drumului (1,r).

In scriere vectoriala avem:
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p(s) = x(s);+)~/(s);'+2(s)l:’, seJ= [O,L] .
Drumurile (I ,;) si (J ,E)) sunt echivalente cu aceeasi orientare.

Exemplul 4.1.6. Fie drumul:

A
y
;(t) =Rsinti+Rcost J, t € [O,E} )
2 AO.R) | S
M
Suportul acestui drum este arcul 4B al \
cercului cu centrul in origine si de razd R . Lungimea
sa este: >
O B(R,0) x
L=J.2Jchoszt+R2sin2tdt=ﬁ. Fig.7
0 2
Daca OM = ;(t) , atunci lungimea arcului AM pe care o notdm cu s este:
t
s=A(1) =J- VR cos*u+ R*sin®u du=Rt, t e [O,%} )
0
Evident, A este strict crescatoare. Rezulta ca
V4 TR e 1 TR V4 .
A: O’E - 0,7 este bijectiva si inversa sa A : 0,7 - 0’5 este definita
prin:

t=1" (s)=%, se{O,”—zR]

Reprezentarea normala a acestui drum este:

p(s)=x(s)i+y(s)j =Rsin%f+Rcos%}', s e[(),%}_

Exemplul 4.1.7. Fie elicea circulara:

r, ()= Rcost i+Rsint j+ht k, tel=(0,2m). Avem:

2z
L:J \/stin2t+R2coszt+h2 dt =27NR* + h* si
0
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t
s=/1(t)=J. JR?sin?u + R*cos?u + h* du =t R* + 2, te[0,27].
0

Functia inversi este A :[O, 22N R + 1 J —[0,27z], A7'(s) :

R +h’
reprezentarea normala a elicei circulare este:

p(s)=Rcos

i+ Rsin——— 4 h—t %,se[o,zm/kuhz]
VR + I VR + 1 VR + 1

Teorema 4.1.2. Fie ;(s)z;c(s)f+5/(s)}+2(s)l;, s€[0,L] reprezentarea normald a
drumului (I,r), unde I = [a,b].

=150 (x(s) +(3'(s) +(2'(s)) =1

S

Atunci

Demonstratie.

Prin definitie p(s)=r(4"(s)), s€[0.L] si

& ar(27(s)) d@(47'(s)) |

ds d(/i_l(s)) C ds

Pe de alta parte, din Teorema de Inversiune Locald avem:

d(A7(s))

1
,unde t=1""(s).
ds /1'(;) unde (S)

Tinand seama si de faptul ca 1'(¢) = \/x' (0)+y' (1) +2'%(t), t €1, rezulta:

@_d;(t)' ! = ! A(x'(2)i+ y'(2)j+2'(¢)k), deci
ds B dt /1'(1‘) \/X'z(t)+y'2(t)+z'2(z‘) ( (t) y(t)] (t)k)’d
dp| _ 1 T e o ) =

ds| (0020 V0270 <20 =1.

Cum —7): ity
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Definitia 4.1.6. O submultime C c R’ se numeste curbd dacd pentru orice M € C , existd un

drum parametrizat regulat (I ,r), unde I c R este un interval deschis si existd o vecindtate

deschisa V' a punctului M astfel incat:
a) r(I)=VNc

b) aplicatia r:1—r(I) este un homeo-

morfism (adica r este bijectiva continua §i

inversa sa este continud).

Daca C = r(l), atunci curba C

se numegte simpld.

v

Drumul (/,7) din Definitia 4.1.6. ( ; ) 0 y

se numeste o parametrizare locald a Fig.8

curbei C. X

Observatia 4.1.1. Se poate demonstra ca orice douad parametrizari locale ale unei curbe sunt

echivalente.

Observatia 4.1.2. Din Definitia 4.1.6. rezultd cd orice curba coincide local, adicad in
vecindtatea oricarui punct al sau, cu suportul unui drum parametrizat regulat simplu. Se poate
demonstra si afirmatia reciproca, anume ca local, suportul unui drum parametrizat regulat este

o curba simpla. Mai precis, are loc urmatorul rezultat:
Teorema 4.1.3. Daca (I ,r) este un drum parametrizat regulat, atunci pentru orice punct
interior t, € I, exista o vecindatate deschisa U a punctului t,, U c I, astfel incdt r(U ) este
o curba simpla.
Demonstratie.

Fie #,€l. Cum drumul (/,r) este regulat, rezultd r'(¢,)#0 si, fara a restringe

generalitatea, putem presupune ca x'(to) #0.Din T. I. L. (Teorema de Inversiune Locald)
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pentru functia ¢ — x(t):] — R, rezulta cd existd o vecindtate deschisda U a punctului ¢,
t, €U < I si o vecindtate deschisd V' a punctului x, = x(¢,) astfel incat ¢ = x| U >V
(restrictia functiei x la U) este difeomorfism (adicd ¢ este bijectivd, peC'(U) si

@' eC'(V)).Faptul cd r:U — r(U) este bijectiva rezulta din observatia ca aplicatia

t—>r(t)=(x(2).y(¢).2()), teU
este compunerea urmatoarelor aplicatii bijective:

t>¢(t):U—>V six(t)>(x(t),9(1),2(¢)):V > r(U).

Pe de altd parte, 7~ :r(U)—>U este continua fiind o compunere de functii

continue, anume rl = (p_1 °Prilr(U)> unde cu pr, am notat operatorul de proiectie pe axa

Ox (mai precis pr (x,y,z)=x,V(x,y,z) € R3) )
Cum r:U — r(U) este homeomorfism, rezultd ca »(U) este o vecinatate deschisa

a punctului Mo(x0 =x(1,), o =¥(t,), 2 =z(t0)), deci existd o vecinatate W a punctului M,

W < R® astfel incat r(U) =Wﬂr(l). Asadar, C = r(] ) este o curba in sensul Definitiei 4.1.6.

Din Teorema 4.1.3. rezultd cd un prim exemplu de curba in sensul Definitiei 4.1.6.

este suportul unui drum parametrizat regulat.
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Definitia 4.1.7. O curba C se numeste pland daca este inclusa intr-un plan. Cum intotdeauna

se poate alege un sistem de coordonate astfel incdt planul in care se gaseste curba sa

coincidd cu planul xOy putem presupune ci C < R”.
Principalele moduri de reprezentare a curbelor plane sunt:
a) Reprezentarea parametrica
Asa cum decurge din Teorema 4.1.3. suportul oricdrui drum parametrizat regulat

(1,r),unde r(t)= x(t);+y(t)}', t €1, este o curba plana.

b) Reprezentarea explicita

Y oA

Fie f:I—>R o functie de clasi C' si fie
G, = {(x,f(x)); Xe [} graficul sau. Evident, G, este o
curba pland simpla, fiind suportul drumului parametrizat
regulat simplu:

;(x)zx;+f(x)}', xel.

o X
¢) Reprezentarea implicita

Fie F:DcR?> >R o functie de clasd C', unde D este o multime deschisa si fie

Cz{(x,y)eD;F(x,y)zO}.

- ) 5 .
In general, multimea C — R” nu este o curba.

oF

5 o ( jz (6F
Daca presupunem insa cad | — | +| —

Oy

2
5 j # 0 in orice punct din C, atunci C este o
X

curba.
A - . . OF ..
Intr-adevar, sd presupunem ca (a,b)eC si a—(a,b);ﬁo. Atunci, din Teorema
Y

Functiilor Implicite (7. F. I.), rezulta ca exista un interval deschis / care-1 contine pe a §i un

interval deschis J care-1 contine pe b si o functie implicitd unica de clasi C'

y=f(x):I—J cuproprietatile:

f(a)=b, F(x,f(x))zO, Vxel.
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Evident, ¥ = IxJ este o vecindtate deschisa a punctului (a,b).

Observim cd V(C=G, = {(x,f(x)); X el} . Intr-adevir, G, cVNC, deoarece
f(I) cJ. Pe de alta parte, daca (x,y) eVC,atunci x e si F(x,y) =0. Cum si F(x,f(x))zO
din definitia functiei implicite, rezultd ca y = f (x) ,decica V(Cc G, . Rezulta ca, local,

curba C este graficul functiei / de clasi C', decicid C este o curbi plani.

Exemplul 4.1.8. Fie F(x,y)=x"+)’ - R’ sifie C={(x,y) e R’ F(x,y)=0}.

2 2
Deoarece (G_F) + 8—F = 4(x2 +y2) =4R* %0, V(x,y) e C, rezulta ca C este o
ox oy

curba plana. Se stie, de la cursul de Geometrie Analitica, ca C reprezinta cercul cu centrul in

origine si de razd R.

Alte exemple de curbe plane date sub forma implicita sunt:

2 2
elipsa: x—2+y—2—1=0,
a b
2 2
) Xy .
hiperbola: ——-=—=—-1=0 si
p PR $

parabola: > —2px=0.

Fie acum DcR’ o multime, F,G:D—>R doui functii de clasi C' si

C={(x.y.z) e D; F(x,y.2)=0,G(x,y,z) =0} .

OF OF oF OF oF ©OF
D(F,G) |ox av| D(F.G) |ov o| D(F.G) [z ax
D(x») |06 26| D) |oG 2G| D(zv) |06 oG

ox oy oy Oz 0z Ox

Fie
Dacé presupunem ca in orice punct din C, cel putin unul din acesti determinanti

functionali este diferit de zero, rezultd cd C este o curba in spatiu.

Intr-adevir, si 3 i D(—’)
, sd presupunem cé (a,b,c) e C si (a,b,c)#0.

D(y,z)
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Atunci, din 7. F. I. rezultd ca existd un interval deschis / care-l contine pe a, un

interval deschis J care-1 contine pe » si un interval deschis L care-l contine pe ¢ si doua

functii implicite de clasd C', x — y(x):I > J si x = z(x):I — L cu proprietatile:
i) y(a)=0b, z(a)=c

F(x,y(x),z(x)) =0

G(x,y(x),z(x)) =0, Vxel.

ii)

Daca notam cu V' =IxJxL, atunci V' este o vecinatate deschisda a punctului

(a,b,c) eC si

Ve = {(x,y(x),z(x)); xe I} )

Asadar, local, C este suportul drumului parametrizat regulat (1 N (x)) , unde
r(x)= (x,y(x),z(x)), xel,deci C este o curbi in spatiu.
Exemplul 4.1.9. Fie F(x,y,z)=x+y+z-1si G(x,y,z)=x—y+2z+2.

D(F,G) ‘1 1
Deoarece—z_1 )

D(y,z)

D= {(x,y,z);x+y+z—1 =0, x—y+2z+2= 0} reprezint o curb in spatiu.

‘ =3=#0, oricare ar fi (x,y,z) e R, rezulta ca

Se stie ca D este o dreaptd in spatiu obtinutd prin intersectia planelor x+y+z—-1=0 si

xX—y+2z+2=0.

4.2. TANGENTA. PLAN OSCULATOR. TRIEDRUL LUI FRENET
Fie CcR’ o curbi si fie ;(t) = x(t);—k y(t);' + Z(l‘)l_é, t € I o parametrizare locali a sa.

Fie M(x(t),y(l),z(l))eC si fie M'(x(t+h),y(t+h),z(l+h))eC, h>0 un

punct vecin cu M . Tinand seama de regula de adunare a vectorilor avem:

MM'=0M'-OM =r(t+h)-r(t).
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Evident, vectorul

i L. ritth)=rit)
h h

este colinear cu MM' si are aceeasi

orientare cu acesta.

Deoarece  drumul (1,;) este

regulat rezultd ca x,y,zeC'(I), deci cd

exista

- r(t+h)-r(t) dr

h—0 h dt (l‘)=x'(t);+y'(t);'+zv(t)];, tel

Definitia 4.2.1. Dreapta care trece prin M si este colineard cu ;'(t)zm se numeste

tangenta in M la curba C.

Observatia 4.2.1. Definitia tangentei intr-un punct la o curbd nu depinde de parametrizarea

locala a acesteia.

Intr-adevar, fie (1,,) un drum parametrizat regulat echivalent cu (Z,r) si fie

A:1 — I, schimbarea de parametru.

Atunci ;(l) =r, (X(t)), Vel si ;'(t) =7, (X(t)) -A'(¢), de unde deducem ca
vectorii 7'(¢) si 7', (u) sunt colineari, unde u =A(¢). Rezultd ci dreptele tangente definite de

r'(t), respectiv r',(u) coincid. Asadar, dreapta tangenti intr-un punct la o curba este bine

definita si nu depinde de reprezentarea locala a acesteia.

Fie M eC si (I ,r) o reprezentare locald a curbei C, unde

r(t) = X(Z‘);-ﬁ- y(t)}' + z(t)l;, tel.
Conform Definitiei 4.2.1., tangenta in M la curba C este dreapta care trece prin
M(x(t),y(t),z(t)) si este colineard cu 7'(f)=x'(¢)i+y'(t)j+z'(¢)k . Rezultd ca ecuatiile

canonice ale tangentei in M la curba C sunt:
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- - . (4.1)

Observatia 4.2.2. Daca notam cu T= %(t) versorul tangentei in M la curba C, orientat in

sensul cresterii parametrului, atunci

AU 42)

Fie p(s) = r(k’l (s)), s € J , reprezentarea normald a curbei C, unde

s=k(t):ja’\/x'z(t)+y'2(f)+z'2(’) du ZJ‘I

Din Teorema 4.1.2. deducem ca:

[p(s)]=15i pi(s) = AONS (4.3)

Definitia 4.2.2. Planul care trece prin M si este perpendicular pe tangenta in M la curba

C se numeste planul normal in M la curba C.

Ecuatia planului normal este:
()X —x(2))+ ' () (Y= (1)) + 2'(£)(Z - z(1)) =0. (4.4)

Exemplul 4.2.1. Si se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal in punctul

2 3 4
M(l,g,lj la curba ;(t)zt—;+2L}+t—f€, treR.
232 2 3 2
t? 2F . , , 2 , 3
Avem x(1) == y(1) === 2(e) = st (1) =65 (1) =205 2'(1) =207,

Evident punctul M corespunde valorii £ =1 a parametrului, deci ecuatiile tangentei

la curbain M sunt:

OO S R
2 Y73

1 2 2

9

iar ecuatia planului normal este:
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1- )c—l +2- y—g +2- z—l =0 sau x+2y+2z—£=0.
2 3 2 6

Vectorul tangent in M la curbd este ;'(1) =i+2j+2k si H?(l)” =J1+4+4=3.

Versorul tangentei in M la curb este (1) = = (;+ 2+ 21;) :

Dacé curba C este data implicit adica:

C= {(x,y,z) eR’ F(x,,2)=0,G(x,y,z) = O} , unde

. D(F , G) . . o <.
F,GeC si #0 pe C,atunci C admite reprezentarea parametrica locala:

D(y,z)

;(t) = xf+y(x)}'+ z(x)lg ,unde y=y(x) si z=z(x), x e/ sunt functiile implicite

definite de sistemul

Deoarece:

D(F.G) D(F.,G) D(F.G) D(F.G)
'(x)=- D(x,z) _ D(z,x) i z'(x)=- D(y,x) _ D(x,y)
4 D(F.G) D(F.G)’ D(F,G)  D(F.G)’

D(y,z) D(y,z) D(y,z) D(y,z)

rezultd cd ecuatiile canonice ale tangentei sunt:

Xox _Y-y(x)_Z-2(x)

D(F,G) D(F.G) D(F.G)’ (4.5)
D(y,z)  D(zx) D(x.y)
iar ecuatia planului normal este:
D(F,G) . +D(F,G) ol +D(F,G) )
D(y,Z) (X ) D(z,x) (Y y( )) D(x,y) (Z ( )) 0. (4.6)
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Exemplul 4.2.2. Si se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal in punctul

M (-1,-2,-1) la curba Cz{(x,y,z)e]l@‘f—y2+z+6:0,x—y2+z3+6:0}.

Avem F(x,y,z)=x3—y2+z+6 si G(x,y,z)zx—y2+z3+6.

OF OoF
D(F.G) |oy oz :‘—2y 1| D(F,G)(_1 21)=s
D(y,z) oG 0G| |2y 327 D(y,z) »

oy oz

oF OF
D(F.G) oz ox|_|1 3% D(F,G)(_1 )-8
D(z,x) oG oG 322 1 D(Z,x) T

0z Ox

OF OoF
D(F,G) _[ox av|_[px* -2y D(F,G)(_1 1)=3
D(x,y) oG oG 1 2y D(Z,x) 7 '

ox 0Oy

Cum parametrii directori ai unei drepte sunt determinanti in afara unui factor de

proportionalitate, rezulta ca putem alege drept parametrii directori ai tangentei in M la curba

C numerele (1,-1,1).

Prin urmare, ecuatiile canonice ale tangentei in M la curba C sunt:

x;—l =2 +12 _z+l , iar ecuatia planului normal in M la C este:
(x+1)—(y+2)+(z+1)=0 sau x—y+z=0.

Vectorul tangent in M la curba este MT = ;'(—1) =f—;’ +k, iar versorul tangentei

este 1(-1)= ’:(_1) ZLG—;’H’;).

el V3
In cazul unei curbe plane data sub forma implicita:

C:{(x,y)|F(x,y):0}, FeC', %io,avem
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;(x)zx;er(x)}',unde y'(x)z—g;i—, xel.

Ecuatia tangentei intr-un punct curent al curbei este:

X-x__ Y-y(x)

L _aai(x,y(X))
?;(x,y(X))
S (=) () (5 (0) =0, @)

Ecuatia normalei la curba in acel punct curent este:

=, ()
Y-y(x)=Z (X -x) sau
T (wr()

oF

() (0= (=210 @)

2 2
. . . .X
Exemplul 4.2.3. Sa se scrie ecuatia tangentei intr-un punct curent al elipsei — +Z—2 -1=0.
a

2 2
Daci notdm cu F(x,y)zx—2+y—2—1,atunci 6—F=2—f si 8_F:2_g/
a b ox a oy b

Conform relatiei (4.7), ecuatia tangentei la elipsa in punctul M|, (xo, yo) va fi:

2x, 2y, XX, Yy X, v
a_;).(x—xo)-i-b—;)-(y_yo):O sau a—zo+b—20—(a—g+b—g =0.

Deoarece coordonatele (x,, v, ) ale punctului M, verifica ecuatia elipsei, rezulta ca

2 2
Yo Yo

2 2 T
a- b
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Asadar, ecuatia tangentei in M (x,,,) la elipsa este:

XX
o, be;o 10, (4.9)

Definitia 4.2.3. Un drum parametrizat (1 ,;) de clasa C* se numeste biregulat dacd

r'(t) X r”(z‘) #0,

deci daca vectorii ;'(z‘) Si r”(t) nu sunt colineari §i determind un plan.

Planul determinat de vectorii ;'(t) si r"(t) se numeste planul osculator in punctul
M(x(t),y(l),z(t)) al drumului (1,;).

Observatia 4.2.3. Planul osculator intr-un punct la o curba C nu depinde de reprezentarea

locala a curbei.

Intr-adevir, fie M € C si fie (I ,;) o reprezentare locald a curbei C biregulata.

Dacd (1,,7;) este o reprezentare parametricd echivalentd, atunci 7(¢) =;1(l(t)),

unde A:7/ — I, este schimbarea de parametru. Tinand seama de regula de derivare a functiilor

compuse si a produsului a doud functii, rezulta:

F(0=7(2(0)- 1) 5

F(0) =R (A(0))-(2(0)) + 7' (4(1)-2"(0). (4.10)
Din relatiile (4.10) deducem ca 7'(¢) este colinear cu 7', (u) si ca r"(¢) apartine
planului determinat de 7', () si 7" (u), unde u=A(¢).

Asadar, planele definite de r'(¢) si 7"(¢), respectiv de r',(u) si r" (u) coincid,

deci planul osculator intr-un punct la o curba este bine definit si nu depinde de parametrizarea

locala a acesteia.

Fie M € C si (I , r) o reprezentare locala biregulata a curbei C, unde
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r(t)=x(t)i+y(t) j+z(¢)k tel.
Conform Definitiei 4.2.3., planul osculator in M la C este planul determinat de
vectorii 7'(¢) si 7"(¢). Rezultd ca ecuatia planului osculator in punctul M (x(t), y(t),z(t)) la

curba C este :

X—x(t) Y—y(t) Z—Z(t)
x'(1) '(¢) '(¢) |=0. (4.11)
( (

y
x"(t) " t)

Daca notam cu

atunci ecuatia planului osculator este:
A1) (X =x(1))+B(2)(Y —y(1))+C(t)(Z -=z(1)) =0. (4.12)
Definitia 4.2.4. Se numeste binormala in M la C perpendiculara in M pe planul osculator.

Ecuatiile canonice ale binormalei in M la curba sunt:

X—x(e) _Y-y(e) _Z-z(c) (4.13)

Ay Bl C(r)

Definitia 4.2.5. Se numeste normala principald in M la C dreapta din planul osculator care

trece prin M si este perpendiculara pe tangenta in M la curba C.

Din definitie rezulta ca normala principald este dreapta de intersectie dintre planul

normal si planul osculator. Rezulta ca ecuatiile generale ale normalei principale sunt:

{x‘(f)(X =x(0) + (Y =»(0)) + 2(1)(2-=2(1)) = 0
+ C(t)(z-2(1)) = 0.
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atunci ecuatiile canonice ale normalei principale sunt:

X—x(t):Y—y(l):Z—Z(f)' (4.14)

() m(t)  n()
Definitia 4.2.6. Se numeste planul rectifiant in M la curba C planul determinat de tangenta

si binormalain M la C.

Deoarece normala principala este perpendiculard si pe tangentd si pe binormala,
rezultd cd normala principald este perpendiculard pe planul rectificant, deci ecuatia planului

rectificant este:
l(t)(X—x(t))+m(t)(Y—y(t))+n(t)(Z—z(t)) =0. (4.15)

Definitia 4.2.7. Fie C c R’ o curbd biregulatd. Se numeste triedrul Frenet in punctul M al
curbei C, triedrul format din planul normal, planul osculator si planul rectificant in acest

punct al curbei.

Observatia 4.2.4. Planele triedrului lui Frenet sunt perpendiculare doua cate doua.

Fig.12
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osculator este colineara cu » '(t) X7 "(t) , iar normala la planul rectifiant este colineard cu

(tangenta, normala principala si binormala) sunt, de asemenea, perpendiculare doud cate doua.

Exemplul 4.2.4. Sa se scrie ecuatiile planelor (fetelor) si axelor (muchiilor) triedrului Frenet

;'(t)x(r'(t)x;"(t)).

- 2t -
3

Intr-adevir, normala la planul normal este colineard cu ;'(t), normala la planul

Muchiile triedrului Frenet, adica dreptele de intersectie ale planelor triedrului Frenet

4
in punctul M(l,g,lj lacurba r(1)=—i+—/+ t—k, teR.
232 2 2

Avem:

Evident, punctul M corespunde valorii # =1 a parametrului.

()-S5 2l0) =25 2= 5

W
[\

Ecuatia planului normal este:

x—l +2 y—Z +2 z—l =0 sau x+2y+2z—£=0.
2 3 2 6

Ecuatia planului osculator este:

In continuare avem:

CAPITOLUL 4
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4 x—l -4 y—z +2 z—l =0 sau 2x—2y+z—l=0.
2 3 2 6

Ecuatiile canonice ale binormalei sunt:

12
2 VT3 ")
2 -2 1
2 2 1 2 1 2
1)= 6. m(l)=—|_ |=3 n(1)= - 6.

Cum parametrii directori sunt determinanti in afara unui factor de proportionalitate

putem lua:
()=2 m(1)=1; n(1)=-2.
Ecuatiile canonice ale normalei principale sunt:

X—— Yy—- zZ—=

W
[\

iar ecuatia planului rectifiant este:

2 )c—l + y—g -2 z—l =0 sau 2x+y—22—g=0.
2 3 2 3

Exemplul 4.2.5. Sa se scrie ecuatiile fetelor si muchiilor triedrului Iui Frenet in punctul

M (-1,-2,-1) al curbei
(?:{()c,)/,z)eIR3‘)c3 — 3V +z+6=0, x—y’ +2° +6=0}.

Daca notam cu F(x,y,z)=x3—y2+z+6=0 si cu G(x,y,z)zx—y2+z3+6=0,

_ D(F.G)
(M) - D(y,z)

=-6yz° +2y si

D(F,G)_‘—2y 1 (-1,-2,-1)=8#0.

, D(F,G)
atunclt ———= =
D(y,z) -2y 37’ D(y,z)

Din Teorema Functiilor Implicite pentru sisteme rezultd cd existd o vecinatate

deschisda U alui —1, o vecindtate deschisd V' a lui —2, o vecinatate deschisa W a lui —1 si

doua functii implicite
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x> y(x):U->V si

x—z(x):U > W cu proprietatile:

{y (-1) =2 (4.16)

, VxeU. 4.17)

{x3 —y(x)2 +z(x)+6 =0

x—y(x)2+z3(x)+6=0

Cum F,G sunt indefinit derivabile pe R’, rezulti ci functiile implicite y si z sunt

de asemenea indefinit derivabile.

Derivand relatiile (4.17) in raport cu x obtinem

Il
e

st o
1_2y(x)y'(x)+ 3z? (x)z'(x)

Tinand seama de (4.16) in (4.18), pentru x =—1 rezulta sistemul

{3+4y'(—1)+z'(—1) =0

1+4y'(-1)+32'(~1) = 0.

a carui solutie este:

{y'(_l) = (4.19)
2(-1) = 1

Derivand relatiile (4.18) in raport cu x obtinem:

6x—z(y'(;f))z = 2y(x)y"(x) +2"(x) 2 =0 420
—Z(y'(x)) —2y(x)y"(x)+6Z(x)(z'(x)) +322(x)z"(x) = 0.

Puniand x =—1 in (4.20) si tinAnd seama de (4.16) si (4.19) rezulta sistemul:

—6-2+4y"(-1)+z"(-1) =0
{—2+4y”(—1)—6+3z"(—1) =0
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a carui solutie este:

Deoarece o parametrizare locala a curbei C 1n vecinatatea punctului M este

r(x)= xi+ y(x)}' + z(x)l;, xeU,
rezultd ca parametrii directori ai tangentei in M la curba C sunt

(L3(-1).2(-1) = (1-L1).

Ecuatiile canonice ale tangentei in M (—1,—2,—1) la curba C sunt:

x+1 y+2 z+1

b

1 -1 1

iar ecuatia planului normal in M la C este:
1'(x+1)—(y+2)+1~(z+1)=0 sau x—y+z=0.
Ecuatia planului osculator in M la curba C este:

x+1 y+2 z+1
1 -1 1 |[=0sau x—z=0.
0 2 0

Ecuatiile canonice ale binormalei in M la C sunt:

x+1 y+2 z+1
1 0 -1

Cum x'(-1)=1 y'(-1)=-1; z'(-1)=1si 4=-2; B=0; C=2, rezulta:

-1
-2 0

=-2.

-1
0 2 7

11‘

2 2 ‘

Deoarece parametrii directori se determind in afara unui factor de proportionalitate,

putem lua:

I=1; m=2; n=1 siecuatiile canonice ale normalei principale In M la C vor fi:
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x+1 y+2 z+1
1 2 1

Ecuatia planului rectifiant in M la C este:
1-(x+1)+2(y+2)+1-(z+1)=0 sau x+2y+z+6=0.

Revenim la cazul general al unei curbe biregulate C si fie

r(t)=x(¢t)i+y(t)j+z(t)k, teI o parametrizare locald a sa. Reamintim ci am

. - r(
notat cu 7 versorul tangentei in punctul M lacurba C sicd 7= ( ) .

o= r'(t)xr" t)
Fie f=— — (4.21)
Fopr o)
Ny Evident ,B este un versor colinear cu
c binormala. In continuare Z’ se va numi versorul
binormalei in punctul M la curba C.
> Fiev=/gxr. (4.22)
M v
~ Evident v este un versor colinear cu
T :
Fig.13 normala principald si poartd numele de versorul
normalei principale.

Asadar, am asociat oricarui punct M € C, un reper rectangular drept {M 3T, V, ﬁ} , humit
reperul lui Frenet, format din versorii tangentei T , normalei principale v si binormalei ﬁ
Exemplul 4.2.6. Sa se determine reperul lui Frenet in punctul M (1,1,0) la curba
C: ;(t)ze’f+e"}'+\/5t k,teR.

Evident punctul M corespunde valorii ¢ =0 a parametrului.

Avem: r'(t)= eli—e j+2k

r"(t) = it+e’ }
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— r'(O)xr”(O) - 1- 2-
L(0)== = =——i+—j+—k

( ) Hr'(O)xr”(O)“ T 2
In sfarsit, ;(O)Z,E(O)X;(O):—g;—%}.

Exemplul 4.2.7. Sa se afle reperul lui Frenet in punctul M (—1,—2,—1) la curba C datd sub
forma implicita:
C={(x,y,z)eR3 ‘x3 — ¥V +z+6=0, x—y +2° +6=O}.

Asa cum am vazut in Exemplul 4.2.5., curba C admite in vecindtatea punctului M

reprezentarea parametrica

r(x)=xi+y(x)j+z(x)k, xelsi
x'(-1)=1 y'(-1)=-1; z'(-1)=1
x"(-1)=0; y"(-1)=2; z"(-1)=0.
Prin urmare avem

i—j+k,

;'(—I)H =3, deci

N
—~
|
—
N—
Il
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& [r(-1)xr(-1)|=2v2

= o r'(=D)xrt(=1) __Lﬁia
A GV ETACY e 7
- = - 1= 2- 1-
V(—l):ﬁ(—l)XT(—1)=—6l+—6J+—6k.

4.3. CURBURA UNEI CURBE

Fie C o curbi biregulata, r(¢)=x(¢)i+ y(¢)j+z(t)k, t € I =(a,b) o reprezentare

parametrica locala a sa si fie ;(s) = ;(/1’1 (s)), sed= (0, L) reprezentarea normald locala a

curbei C.

Reamintim ca s = A(7) = J-at\/x'z(z)+y'2(t) +2'%(t) du =J. ;'(u)Hdu

t
a
Conform Teoremei 4.1.2. avem:

[o'(s)] =1 i p'(s)=7.

'

Derivénd relatia 1= p'(s)- ;’(s) obtinem:

0=25'(s)5"(s).

de unde deducem ca vectorii p'(s) si p"(s) sunt ortogonali, deci c¢d p"(s) apartine planului

normal.

Pe de alta parte, derivand relatia:

rezulta

(4.23)

(4.24)
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w ()= (a6 (4.25)

unde s =A(7).

Din (4.23) si (4.25) deducem ca:

;'(s)x;"(s) ) ) (4.26)

Din (4.26) rezulta ca ;"(s) apartine planului osculator. Cum ;"(s) apartine si
planului normal, deducem ca ;"(s) este colinear cu normala principald, deci cd exista

k (s)eR astfel incat
p"(s)=k(s)v. (4.27)
Din (4.27) deducem k Hp ”

Definitia 4.3.1. Fie M €C astfel incat O—Mz;(s) Se numeste curbura curbei C in

punctul M numarul
el

Inversul acestui numadr se noteazda cu R(s) si se numeste raza de curburd in

1

ki (s)

Tinand seama ci H;'(s)” =1 si vectorul p"(s) este perpendicular pe p'(s), rezulta

M € C . Asadar R(s)=

xr" t H

ci H;"(S)H=H;'(S p H H H , conform (4.26). Am obtinut astfel expresia

analitica a curburii:

A GO0 O AO R0

[ H (200 +2(0))

(4.28)

/22
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unde reamintim ca

In cazul unei curbe plane expresia curburii devine:

NLGHRING) .

1 (x' (t)+y'2(t))3/2

In sfarsit, dac curba plana este datd sub forma explicita y = y(x), x €1, atunci

k, = |y"(x)|

(1 0 z(x))m .

Pentru interpretarea geometricA a curburii consideram un punct M eC

(4.30)

corespunzator valorii s a parametrului din reprezentarea locald normald a curbei C, adica
OM =p(s) si un punct vecin M',
corespunzator  valorii s+ As a
parametrului, deci OM'=p(s+As).
Evident, As reprezintd lungimea arcului

MM'.

Fie MT =17(s), M'T'=7(s+As) si

MT" un vector echivalent cu M 'T"'.

X Fig. 14 Notadm cu A@ unghiul dintre tangentele
in M si M'lacurba C. Avem:

T n

As

M'T'—MT
As

i [2(s+as)-2(s)] .

= I1im
Ax—)OH AS ‘ As—0

As—0

Pe de alta parte, din Teorema cosinusului rezulta

HTT«"HZ = HWH + HWH - ZHWHHWHCOSAH = 2(1 - cosAH) = 4sin? ATQ
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In continuare avem:

. AO . AO
2s1n7 s1n7 AD
() = lim =5 = lim x|
2
. A
sin—
Cum As — 0 implica A6 — 0 si Al‘igrn0 =1, deducem ca
2
K (s)= lim 29| |49
As—0| Ag ds

Asadar, curbura masoard viteza de variatie a unghiului tangentei la curba. Daca
curba este o dreapta, unghiul A@ dintre tangentele In orice doud puncte vecine este 0, deci

curbura unei drepte este egald cu 0 in orice punct al sau.
O alta curba care are curbura constanta in fiecare punct al sau este cercul.
Intr-adevar, observam c& unghiul A& dintre

tangentele MT si M'T" este egal cu unghiul dintre razele
OM si OM', ca unghiuri cu laturile perpendiculare. Pe de
altd parte avem ca lungimea arcului MM '=As=R-A0,

. .AG 1
unde R este raza cercului, deci ~ = 2 = constant .

Asadar, curbura Intr-un punct oarecare al cercului

) 1 Fig.15
de razd R este constantd si este egald cu rE

La o curba oarecare, curbura nu este In general constantd, ea modificandu-se cand se

trece de la un punct la altul.

Exemplul 4.3.1. Sa se afle curbura si raza de curburd in punctele M, (0, 0,0) st M, (1,1,%)

pentru curba:

3
;(t):t;+t2}'+27tl;, teR.
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x"(1)=0; y"(¢)=2; z"(¢) =4

2t 27 1 27 1 2¢
A(t)= =4+ B(t)=- =-4¢;, C(t)= =2.
( ) 2 4¢ ( ) 0 4¢ ( ) ‘0 2
Din (4.28) rezulta:

J16t* +16¢% +4 2
kl(t): =

(1+ar2 4" (1+27)

Punctul M, corespunde valorii ¢ =0 a parametrului, iar punctul M, corespunde
valorii =1 a acestuia.

Avem k (M,)=2 i R(Ml):%
2 9
kl(M2)=§ si R(MZ):E

Exemplul 4.3.2. Sa se afle curbura si raza de curbura in punctul M (1,1,1) al curbei
C={(x,y,z)eR3‘x2 -y +22-1=0, y? —2x+z:0}.

Fie F(x,y,z)zxz—y2+zz—1 si G(x,y,z):y2—2x+z.

D(F.G) _‘—Zy 2z

D(y,2)

Avem

=—2y—4yz si D(F’G)(l L1)=-6#0.
D(y:2)

Din Teorema Functiilor Implicite rezultd cd existd vecindtdtile U,V si W ale
punctului 1 si doud functii implicite

x—)y(x):U—)V

x> z(x):U->W
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cu proprietatile:

y(1)=1 z(1)=1

, VxeU.

{xz —yz(x)+zz(x)—1 =0 “30)
yz(x)—2x+z(x) =0

In plus, functiile y = y(x) si z=z(x) sunt indefinit derivabile pe U .

Derivand sistemul (4.31) rezulta

2x—2y(x)y'(x)+22(x)z'(x) =0 4.32)
—2+2y(x)y'(x)+z’(x) = 0.

Pentru x =1 obtinem sistemul:
2-2y'(1)+2z'(1) = 0
—2+2y'(1)+z'(1) =0

a carui solutie este
(1) =1

{y (1) (4.33)

2(1) = o.

Derivand sistemul (4.32) rezulta:
2- 2(y'(x))2 - 2y(x)y"(x) + 2(2'(x))2 + 2z(x)z"(x) =0
2(y'(x))2 +2y(x)y"(x)+z"(x) = 0.
Facand x =1 si tindnd seama de (4.33) obtinem sistemul:

2-2-2y"(1)+22"(1) = 0
{2+2y"(1)+z"(1) =0

a carui solutie este:

In continuare avem
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1 .
e 1
YNNG ;

4.4. TORSIUNEA UNEI CURBE. FORMULELE LUI FRENET

Prima formuli a lui Frenet se deduce imediat din (4.27) si din faptul ca 7= p'(s),
conform Observatiei 4.2.2.
Asadar, prima formula a lui Frenet este:
i
ds

V. (4.34)

Derivand relatia ﬁ =XV si tindnd seama de (4.34), obtinem

ﬁ:ﬁxf/+%xﬂ=k1(17><17)+;xﬂ:;xﬂ, de unde deducem ca as este
ds ds ds ds ds ds
perpendicular pe 7.

Pe de alta parte, derivand relatia 1= ,E . Z? , rezulta

0= 25’ -M, deci ap este perpendicular pe E’

ds ds
d . .- = . . dp .
Deoarece e este perpendicular si pe 7 si pe 3, rezulta ca e este colinear cu
s s

v. Fie k, (s)eR astfel incét

96k (s)7. (4.35)

ds

dap
ds

Din (4.35) deducem ci &, (s) =
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Definitia 4.4.1. Fie M eC astfel incit OM = p(s).

punctul M, numarul

dp
ds ||

ky(s)=

Inversul acestui numar se numeste

raza de torsiune in M € C si se noteaza cu

T(s). Asadar T(s)=

ky (s)

Pentru interpretarea geometricd a

torsiunii consideram doua puncte vecine M

si M' pe curba C astfel incat OM = p(s) si

O—A/['=7)(S+A(s)).

Fie MB=f(s) si M'B'=p(s+As)

versorii binormalelor la curba C in punctele

Se numeste torsiunea curbei C in

(4.36)

M , respectiv M ' si fie MB" un vector echivalentcu M 'B"'.

Conform Definitiei 4.4.1. avem:

) ﬂ S+As
kz(s)=1zL%H .

Pe de alta parte, din Teorema cosinusului rezulta:

HB—"HZ =1+1-2cosAf=2(1-cosAf)= 4sin2A79 si mai departe:

ZSinAzg sin—
o) = fimy = = im R
2

Asadar, torsiunea masoara viteza de rotatie a binormalei la curba. Daca curba este

pland, binormalele in toate punctele curbei sunt colineare, deci unghiul A@ dintre doua

binormale vecine este 0. Rezulta ca torsiunea unei curbe plane este 0 si reciproc.
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Formula (4.35) se numeste a treia formuli a lui Frenet.

Asadar a treia formula a lui Frenet este:

V. (4.37)

9B _ 4 (s)i=-
i ky (s)v

1 < . < L .. dv
Pentru a stabili a doua formuld a lui Frenet, plecdm de la observatia ca vectorii A
s

si v sunt ortogonali, observatie care rezultd imediat prin derivarea relatiei 1=v(s)-v(s).

dv . - T . . . .
Vectorul — fiind ortogonal pe v, rezultd cad apartine planului rectifiant, deci ca
s

existd a,b € R astfel incat

%za;+b73. (4.38)

S

Amplificand (scalar) relatia (4.38) cu T obtinem:

|

- d
a=71-—.
ds

Pe de alta parte, derivand relatia 0 = 7-v deducem ca

;-ﬂJrﬁ-;:O, deci ca
ds ds
- dv - dr
To—=—V.-—.
ds ds

d O
Asadar d—;}:—kl(s)r+bﬁ.

In sfarsit, derivand relatia ,E =XV si folosind prima formula a lui Frenet deducem
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8 S8y xSl =k (s)9)xv + (ki (5)7 +0B) =b(7 B) =-bv.
dp ~ . . s . L
Cum g:—kz (s)v, conform celei de a treia formuld a lui Frenet, rezulta ca

b=k,(s). Am obtinut astfel cea de a doua formuld a lui Frenet, anume:

dv - I
g——kl(s)rJrkz (s)ﬂ——Ez'nL?,B. (4.39)

In concluzie, formulele lui Frenet exprima derivatele versorilor 7,v, f ai reperului

lui Frenet in functie de acesti versori, anume:

dr S

E_kl(S)V_R(S)V

dv - - 1 - 1 =
E—kl(s)r+k2(s)ﬂ——R(s)T+m,6' (4.40)
Af_ e Lo

ds kz( )V_ T(s)

Pentru calculul torsiunii procedam astfel:

Amplificam (scalar) cu ,Z’ in formula a doua a lui Frenet si obtinem:

ky(s)=5-. (4.41)

Pe de alta parte, din prima formula a lui Frenet avem

dt

;:R(s)g. (4.42)

Tinand seama de (4.42) in (4.41) si de faptul ca S =7 xv , deducem ca:

k, (s) :(;XR(S) ;'(s))'(R'(S);'(S)"‘R(S);"(S)) -
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Sau

ky ()= ) . (4.43)

Daca cunoastem reprezentarea normald a curbei, calculul torsiunii se poate face cu

formula (4.43). Pentru calculul torsiunii in cazul unei reprezentari parametrice oarecare

r=r(t), tel

derivam relatia (4.24) si obtinem:

3
- ’ "

;"'(S):;"'(/ll(s))((/il(s))’j cE (a7 () 2027 (5)) (27 (s) +

!

(27 () (A7) (A (5) + P (A7 ()27 (s))

sau

5r(5)= s P (] P00 0 (@44
ol ol

Din (4.44) si (4.24) deducem ca:

(;,’;"’;m) _ r'(t)x;';(t). ;'"(t)3 _ (r'(t),;"(t);;"'(t)) |
ol ol o

In sfarsit, tindnd seama si de expresia curburii (4.28), din (4.43) si (4.45) obtinem

(4.45)

expresia analitica a torsiunii:

(r'(t),;"(t),;"'(t))

ky(8) = ——FT—3 (4.46)
|7 (e)xr(0)]
x'(t)  »'(1) z'(2)
0
x" (¢t y'" t z"M(t
sau Kk, (s)= FOrE(0rC(0) (4.47)
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Exemplul 4.4.1. Sa se afle torsiunea si raza de torsiune in punctul M [%,%,%) la curba

Observam ca punctul M corespunde valorii £ =1 a parametrului .

in continuare avem:
2 27 !
t)=—3 y(1)=" 2(1) ==
w053 (=2 205
x'(0)=¢t y'(r)=2¢; z'(t)=2¢
x"(t)=1; y"(¢) =4t z"(r) =61

x"()=0; y"(t)=4; z"(r)=12¢

2 2 1 2 1 2
A(1) = =4: B(1)=— =—4; C(1)= -
(1) ‘4 6‘ + B(1) ‘1 6‘ 2 () 14‘

1 2 2

1 4 6

0 4 12| 8 2 9
k()= "T_°2_=. 7(1)=2.
(1) 16+16+4 36 9° (1) 2

Exemplul 4.4.2. Si se afle torsiunea si raza de torsiune in punctul M (1,1,1) al curbei
C={(x,y,z)eR3‘x2 -y +z-1=0, y’ —2x+z:O}.

Din Exemplul 4.3.2. avem:

Pe de alta parte derivand sistemul:
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{2—2(}/'(36))2 —2y(x)y"(x)+2(Z'(x))2 +22(x)z"(x) =0

Z(y'(x))2 +2y(x)y"(x)+z"(x) =0
obtinem
{—4y'(x)y"(x)—2y’(x)y"(x)—2y(x)y'"(x)+4z’(x)z"(x)+2z'(x)z"(x)+2z(x)z'"(x) =0
4y'(x)y”(x)+2y'(x)y"(x)+2y(x)y"'(x)+z'"(x) =0

si mai departe, pentru x =1, se géseste

_4(_£J_2(}Ej_zng+zzma):o

3 3
4. (—gj +2. (—gj +2y"(1)+z"(1) = o0.
3 3
Acest sistem are solutia:
y"(1)=2 si z"(1)=0.

De asemenea, din Exemplul 4.3.2. avem:

A1) = —%; B(1) =§; c()= —%.

Asadar avem:

1 1 0

0 -2 _2

3 3

0 2 0
9 9 9

Observatia 4.4.1. O curba biregulatd este o dreapta daca si numai dacd are curbura zero in

fiecare punct al sau. Necesitatea rezulta din definitia curburii §i a fost prezentata in 4.3.
Fie r(t)=x(t)i+ y(¢)j+z(t)k, t €I o reprezentare parametrica locald a curbei C
si fie ;(s) = ;(ﬂ" (s)), sed= (0, L) reprezentarea parametricd normald echivalentd. Daca

notam cu
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X=Xy _

x(s):x(/l’l(s)), y(s)zy(/fl(s)), Z(s)zz(/i’l(s)), s € J , atunci

p(s) = x(s);+)~/(s)}' + ;(s)/;, sed.

Daca curbura £, (s)=0, atunci, din prima formuld a Iui Frenet, deducem ca

p"(s)=7'(s)=0 si mai departe ci p'(s) este un vector constant, deci:

p'(s) =1i+mj+nk.Asadar avem

x'(s)zl, ;/'(s)zm, 2'(s)=n si mai departe,

x(s)=Is+x,, y(s)=ms+y,, z(s)=ns+z,. Rezultd ca:

x(s)—x, B y(s)-¥, B z(s)-z, ‘ (4.48)

Am aratat ca orice punct al curbei C verificd ecuatiile canonice ale dreptei

— Z—Z . . . - -
Y= _ 0 deci curba C coincide cu aceasta dreapta.

)

m n

Observatia 4.4.2. Fie C o curba biregulata si fie r(¢)=x(¢)i+y(¢t)j+z(¢)k, tel o

reprezentare normald a sa. Presupunem, in plus, ¢d x, y,ze C*(I). Curba C este pland

(continuta intr-un plan) daca si numai daca torsiunea sa este zero in fiecare punct.

Necesitatea rezultd din Definitia 4.4.1. Reciproc, daca torsiunea k, (s) =0, atunci,

din formula a treia a lui Frenet, rezulta ca ﬁ'(s) =0 si mai departe ca

,B’(s) —ai+ b}' +ck (un vector constant).

Pe de alta parte Z’:;xr/, de unde deducem ca Z’ este perpendicular pe

7(s)=p'(s)=x'(s)i+y'(s)j+z'(s)k (vezinotatiile din Observatia 4.4.1.).

Asadar avem:

0=4-p'= a;c'(s)+b)~/'(s)+c§'(s), VselJ.

Prin integrare obtinem:
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ax(s)+ b):(s) + c%(s) =d (o constanti reald).

Am aratat cd orice punct al curbei C verificd ecuatia planului ax+by+cz+d =0,

deci curba C se afla in acest plan.

4.5. iNFASURATOAREA UNEI FAMILII DE CURBE PLANE. EVOLUTA UNEI
CURBE PLANE

Fie o familie de curbe plane {C,}, _,unde

AeR
C, ={(x,y)eR2 |F(x,y,/1)=0} .

Presupunem ci F este de clasi C' pe domeniul siu de definitie si ci

aa—F(x,y,/l);tO, oricare ar fi (x,y)eC,, 1 eR.
Y

Definitia 4.5.1. Se numeste infasuratoarea familiei de curbe plane {C 4} er 0 curba plana cu

proprietatea cad in fiecare punct al sau este tangenta la o curba C, din familia de curbe data.

M
Tr c,
Fig.17
Teorema 4.5.1. Daca notam cu U infasuratoarea familiei {C z} e » Qtunci

I'= {(x,y) € Rz‘F(x,y,/l) =0, Z—Z(x,y,/i) =0,A¢ ]R}.

Demonstratie.



CURBE 187

Deoarece pentru orice punct M (x,y) el, exista 1eR astfel incat M eI'(C,,

rezultd cd putem alege A ca parametru in reprezentarea curbei I', deci I are reprezentarea

parametrica r(4)=x(A)i+y(1)], AeR.
Pe de alti parte, M(x(/l),y(/i)) e C,, deci avem:

F(x(2),y(2),4)=0, 21€R.

(4.49)
Ecuatia tangentei in M la [" este:
x—x(4) _y=y(A) ooy Y (A
) = () sau y y(/l)_x'(/l) (x x(/i)). (4.50)

Pentru AeR fixat, din Teorema Functiilor Implicite rezultd ca ecuatia

F(x,y,4)=0 defineste, intr-o vecinatate U x V" a punctului M (x(/i), y(/i)), functia implicita
x— y(x) :U >V cu proprietatile:
oF (

e

Ecuatia tangentei in M la C, este:

oF

y-y(h) =L (v-x(2)). @sn

el

Deoarece tangentele in M la I' si C, coincid, rezulta ca

(1) o (2)(2).2)
“(2) =—5F sau

2 (x(1)(2).2

x'(ﬂ)a(x(i),y(ﬂ),/l)+ y'(/l)a—F(x(/l),y(/i),/l) =0. (4.52)
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Pe de alta parte derivand relatia (4.49) obtinem
oF

O (x(2). 0 (2. A)(2) +

oF
+ _
oA

oF

o F(A)2(4).2)y(A)+

(4.53)
(x(4),y(2).4)=0.
Din (4.52) si (4.53) rezulta:

oF

a—l(x(/l),y(/l),/l) =0. (4.54)

Asadar orice punct M (x(/l), y(/l)) al infasuritoarei I' verificd ecuatiile:

F(x,y,/l) =0
oF

— A)=0
o7 )

si astfel demonstratie este incheiata.

Exemplul 4.5.1. Sa se afle infasuratoarea familiei de drepte:
xcosA+ysinA—-1=0,1€R.
Avem F(x,y,A)=xcos A+ ysin A1 si

oF
—(x,y,A)=—xsinA+ ycosA.
o7 o) 4

Asadar un punct curent M (x,y) de

Y
pe infasuratoare verifica ecuatiile
F(x,y,/l) =0 xcosAd + ysind = 1
" oF < :
—(x,»,4)=0  |-xsind + ycosd = 0.
0 / oA

D . -
T g Ridicand la patrat aceste relatii si

( adunandu-le membru cu membru obtinem

Fig. 18 X'+t =1.

Rezulta ca infasuratoarea acestei familii de drepte este cercul cu centrul in origine si

deraza 1.
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Definitia 4.5.2. Fie C o curbd pland parametrizata neteda de clasda 2. Se numeste evoluta

curbei C infasurdtoarea normalelor la curba C .
Daca r(t)=x(t)i+y(t)j este o reprezentare parametrica locald a curbei C, atunci

ecuatia normalei la curba intr-un punct M (x(t), y(t)) este:

x'(t)(x—x(t))+y'(t)(y—y(t)):0. (4.55)

Fie F(x,y,t)= x'(t)(x—x(t))+y'(t)(y—y(t)). Atunci
& o) =+(0) (= (0 #5030~ ()

Deoarece un punct curent M (x,y) de pe Infasurdtoare verificd ecuatiile

F(x,y,t)=0, aa—lj(x,y,t) =0 rezulti:

x'(e)(x=x(1))+y'(¢)(y -y (1)) =0

) . (4.56)
x"(0)(x=x(6)+y" (1) (v =p(1) = (¥ (1) + (»"(1)) -
Rezolvand sistemul (4.56) obtinem ecuatiile parametrice ale evolutei:
o e
O - O
(4.57)

|2

o e
PO e

Exemplul 4.5.2. Sa se afle evoluta astroidei:

r(t):acos3tf+asin3t}, te[0,2z],a>0.
Avem  x(7)=acos’t, y(t)=asin’t

x'(t)=-3acos’t sint, y'(t) =3asin’t cost
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x"(t)= —3a(cos3 t—2costsin’ t), y"(1)= 3a(2sintcos2 t—sin’ t)
x'}(¢)+y"*(t)=9a’sin’tcos’t si
x'(1)y"(1)=x"(¢)y'(t) = —9a’sin’ tcos’ ¢
Asadar ecuatiile parametrice ale evolutei astroidei sunt:
x=acos’ t+3asin’ tcost

y=asin’ t+3acos’ tsint.

Observatia 4.5.1. Pentru o curba plana definita sub forma explicitd y = y(x), x €1, ecuatiile

parametrice ale evolutei sunt:

STEI
L)

»"(x)

(4.58)
Y= y(x) +

Probleme propuse

: o . . |x=t -4
1. Fie curba plana definitd prin ecuatiile parametrice: { 2 4 teR.
y=t-

a) Sa se determine coordonatele punctelor curbei 4 si B corespunzatoare valorilor ¢ =—1
sit=0;

b) Sa se stabileasca dacd punctele M, (15,5), M,(1,-2), M,(—1,0) apartin curbei;

¢) Sa se determine punctele de intersectie ale curbei cu axele de coordonate i cu prima

bisectoare;

d) Sa se determine ecuatia carteziand implicitd a curbei.
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Raspuns: a) A(3,-3), B(0,—4); b) M apartine curbei (corespunzitor 1 =3); M, si M, nu
apartin curbei; ¢) Axa Ox intersecteaza curba in doud puncte confundata in O(0,0); Axa Oy
intersecteaza curba in doud puncte confundate in O(0,0) si in punctulB(O, —4) ; Prima
bisectoare intersecteaza curba in doua puncte confundate in O(0,0) si in punctul C(-3,-3);
d) x* -y —4y* =0.

2. Sa se determine ecuatiile tangentelor si normalelor la curbele plane urmatoare in punctele

indicate:
3at
Y=13
a) 3+;2 , te R\{=1}, a >0 (foliul lui Descartes) in A(t=1);
a
YU
x=a(t—sint) -
b) ,1€[0,27z], a> 0 (cicloida) in A(t = —j;
y=a(l-cost) 2

X=acos’t T
c) , te[0,27r], a>0 (astroida) in A| t =— |;
y=asin’t 4

X =acost Vi
d) { o, te[0,27z], a,b >0 (elipsa) In A(z=0),B(l=—j;
y =bsint

€) y=x21+1,xeR in A(sz);

X X

f) y= g(e" + 67;), xeR, a>0 (curba lanfisor) in A(x=0);

7 P s . A
g) y=In(1-2cosx), xe(—n,—;jU(;,ﬂj in A(x— 2],

1

h) y=xe*, xe R\{0} in A(x=1);

i) x’ =y +3xy-1y*—2x+4=01n A(l,—l);
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1 x3 +y3 —3axy =0, a>0 (foliul lui Descartes) in A(a3 2,ai/Z), B(a3 4,a3/§);
2 2 2 2 o\ A

k) (x +y )x+(x -y )a =0, a >0 (strofoida dreapta) in A(—a,O);

1) (x2 + yz)x - ay2 =0, a >0 (cisoida lui Diocles) in A(g,%).

Raspuns: a) Tangenta iIn A:x+y—3a=0; Normala in 4:x—y=0; b) Tangenta in A4:

2

x—y—%+2a=0; Normala 1in A:x+y—%=0; c) Tangenta in A:x+y—a2 =0;
Normala in 4:x—y=0; d) Tangenta in A:x—a=0; Normala in A4:y=0; Tangenta in
B:y—b=0;Normalain B:x=0;e) Tangentain 4:y—1=0; Normalain 4:x=0;
f) Tangentain A:y—a=0; Normalain 4:x=0; g) Tangentain 4:2x—y—7z =0; Normala
in A:2x+4y—xn=0; h) Tangenta in 4:y—e=0; Normala iIn 4:x—-1=0; i) Tangenta in
A:x—y-2=0; Normala in A:x+y=0; j) Tangenta in A:y—ai/ZzO; Normala in
A:x—ai/zzO; Tangenta in B:x—ai/ZzO; Normala in B:y—ai/izo; k) Tangenta in
A:x+a=0; Normala In A:y=0; 1) Tangenta in 4:4x—2y—a=0; Normala in 4:
2x+4y-3a=0.

3. Si se calculeze lungimea arcului de curba plana:

3

= t

2 ]¥=9 c.os3 e {031} a >0 (primul arc al astroidei);
y=asm t 2

b) y= ln(cosx), xe {0,%} .

2+\/§
In

1
COS X 5 2—\/5'

4. Sa se calculeze curbura si raza de curburd pentru urmatoarele curbe plane in punctele

indicate:
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x=a(t—sint)
a) ,1€[0,27], a> 0 (cicloida) in A(t=7);
y a(l—cost)

x=acht
b) { behs’ teR, a,b>0 (ramura dreapta a hiperbolei) in A(t = O);
y =>bsht

te R, a>0 (cisoida lui Diocles) in punctul M(z‘ = —1) ;

d) y=x*'-4x-x" in O(0,0);

X X

e) y= %(e“ + e_;), xeR, a>0 (curba lantisor) in A(x = 0);

T

f) y =In(sinx), x(0,7) in A(xZEJ;

g) x" —4x" +16y* =0 in 4(2,0);

()

i) Vx++y=2va,a>0in A(a,a);

2

+(%)3 =1, a,b>0in B(0,b);

[FSRRNY

2 2

) x_2+% =1, a,b>0 (elipsa) in A(a,O),B(O,b);
a

1 2
Rdspuns: a) K =——, R=4a;b) a) K=—%,R=b—;c) KzL, RZS\/ga;
4a b a 5\/§a 6
1 1 1
d) K=-2,R=—;¢e) K=—,R=a;f) K=-1,R=1;g) K=-—,R=2;
2 a 2
2 2 2
h) K:—%,R:“—;i) K:ﬁ,R=4—“;j) K:—%,R:b—; K:—%,R:a—.
a 3b 4a 2 b a a b
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5. Sa se determine infasuratoarea urmatoarelor familii de curbe plane

a) (1-47)x+24y=1,1€R;

b) (1-27)x=64y—-1=0, A R;

¢) A (x—a)+32x-2y=0,1€R,a>0;

d) x-Ay+1°=0,1eR;

e) ’x* +x-21y—-1=0,1eR;

f) A (x+y+1)+A(x+2y)+x+3y+2=0,1eR.
Raspuns:a) x* +y° —x=0;b) X’ +91> —x=0;¢) (x2+y2)x—ay2 =0,a>0;
d) 27 =4y*;e) X —x* = y*=0;0) 4(x + y+1)(x+3y+2)=(x+2y)".

6. Si se determine ecuatia infasuratoarei cercurilor care au centrul pe o elipsi si care trec prin

centrul elipsei.
2 2)? 2.2 2 2 . . Xy
Raspuns: (x +y ) =4ax" +4b"y", dacd se considerd elipsa — +-5=1,a,0>0.

7. Sé se determine evoluta urmatoarelor curbe plane:

2 2

a) %-{-%—1: 0,a,b >0 (elipsa);

2 2

x )
b) ? _% —1=0, a,b >0 (hiperbola);

¢) y* =2px, pe R\{0} (parabola);

d) y=Inx,x>0.

2
c 3
xX= —cos’t
a
2

«. 3
=——3SInt¢
Y=

Raspuns: a) Ecuatiile parametrice: , teR, cuc’ =a’ —b’; ecuatia impliciti:
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2

2 2 4 _ c h3
g g g X = ;C t
(ax) +(by) =c¢~ ; b) Ecuatiile parametrice: ,teR, cuc’=a’+b*; ecuatia
c
=——sh’t
a
2 2 4 1
3 303 3 x=2t+-
implicitd: (ax)” —(by)” =c¢”;¢) 8(x—p) —27py* =0;d) t  ,t>0.
y=Int-£ -1

8. Sd se determine intersectiile dintre curba in spatiu ;(t) = (z‘2 - 1)?+ 2t}' + (t3 + l)l; si
planul 3x+5y-2z-20=0.

Raspuns: A(8,-6,-26),B(3,4,9),C(15,8,65).

x4+ +22-25=0

9. Fie curba in spatiu (I") definita prin ecuatiile implicite {
xX+y+z—-7=0
a) Si se stabileasca natura curbei (I');
b) Sa se determine punctele de intersectiile ale curbei (F) cu planele de coordonate.
Raspuns: a) Curba (F) este un cerc spatial (fiind intersectia dintre o sfera si un plan);
b) Intersectiile cu xOy: A(3,4,0) si 4'(4,3,0); Intersectiile cu xOz: B(3,0,4) si B'(4,0,3);

Intersectiile cu yOz: €(0,3,4) si C'(0,4,3).

10. Sa se determine versorii triedrului lui Frenet la urmatoarele curbe in spatiu in puncte

indicate:

2 3
a);(t)zt;+%;'+%7c, t € R, inpunctul M(z=1);
b) ;(t)=3t;+312 j+2k, teR , In punctul M (7=1);

¢) ;(t):tf+(l—t2)}'+%t3 k,teR , in punctul M (7=1);

2 2
d) r(t)zti+(1nt+%j j+£1nt—%j k, t>0,inpunctulM(t:\/§);
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e) ;(t)ze’cost?vL e'sint j+e' k, t € R, inpunctul M(7=0);
f) ;(t)zcos2t;+ j+sin’t k, teR,inpunctulM(t:%);
g) ;(t):tsint;+tcost j+te k, t e R, inpunctul M (t=0);

h) ;(t): cost i+sint }'—ln|sint| k, t € R, in punctul M(t:%j;

¥ =3y=0 11
1) , in punctul M| 1,—,— |;
2xz-1=0 32

X +y +z22-6=0
) , in punctul M(l,l,—2).

X+y+z =0

Raspuns: a) T =§;+§ } +

W | =
W | —
98]

W | —
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- 1 - 2 - = l1- 1 - 1=
R I i A AT e S Pt 12
11. Sa se determine versorii triedrului lui Frenet pentru elicea circulard

;(t)zacost;+asint}'+btl;, teR,a,b>0,
intr-un punct curent al sau.
Raspuns: ;z—LsintﬂLcost}#L k,
a’ +b? a’ +b? Va® +b?
v =—cost [ —sint }', ﬁz sint?—Lcost}#Ll}.

b
\/a2+b2 a’ +b? \/a2+b2

12. Si se determine ecuatiile muchiilor si fetelor triedrului lui Frenet la urmitoarele curbe in

spatiu in puncte indicate:

a) ;(t)z(t4—1);+(t3+l);'—2t k, t € R, inpunctul M (t=-2);

b) r(z‘)—l tj+ (Zt —l)k t e R\{0},inpunctul M(r=-1);

2 3

c) ;(t):tf+%;'+%7c, t € R, inpunctul M(r=1);
d) ;(t):(1+1nt);+t2 }'+(1—t) k, t>0,inpunctul M (t=1);

e) r(t)—l +1Int j+¢k, t>0,inpunctul M(z=1);

f) ;(t):%f+lnt j-t*k, t> 0, inpunctul M(¢=1);

g) 7(t)=3costi+3sint j+4tk, t e R (elicea cilindricd), in punctul M (¢ =

h) ;(t)z e'costi+e'sint j+e k, teR,inpunctul M(t=0);

7);
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i) ;(t)=a(t—sint)f+a(l—cost)}'+4acos%/§, teR,a>0,in M(1=37);

X’ +y'—z=0
) , in punctul M (-1,1,2);
x*—y =0

¥’ =3y=0
k) , in punctul M(l,i,lj;
2xz-1=0 224

x'=y?-z=0
) , In punctul 0(0,0,0);
2x-3y° =0

x—y=0
m) , In punctul M (-1,1,-1).

xy—z=0
Raspuns:
2) (TG):x—15 :y+7 =Z_4,(BN):X_15 :y+7 =Z_4,(NP):X_15 =y+7 =Z—4;
-16 6 -1 -1 —4 -8 52 127 =70

(PN):16x 6y +2—286=0,(PO):x+4y+82z-19=0,(PR):52x+127y ~ 70z +389 = 0;

x+1 y+1 z-1
-1 1 —4

x+1 y+1 z-1
2 6 1

x+1 y+1 z-1,

b) (TG): s 7 .

,(BN):

, (NP):

(PN):x—y+4z-4=0,(PO):2x+6y+z+7=0,(PR):25x-7y-8z+26=0;

1 1 » 1 Z 1 y 1 - 1
x-1 775 "3 x=1 75 "3
0) (16):——=—2=—2, (BN):=—=—2=— 3 (NP):=—=—2=—23

x-1 y-1 =z x-1 y-1 =z x-1 y-1 =z
d) (TG):=—=Z—="=_(BN): Y _Z(NP) AT 2.
) (T6) 1 2 —1’( ) 1 4’( ) -3 2 17

(PN):x+2y—z—3=0, (PO):2x+y+4z—3=O,(PR):3x—2y—z—1=O;

x-1 y z-1 x=1 y z-1 x-1 y z-1
TG): === ,(BN):—— === ,(NP): —===
e)( ) -1 1 1 ( ) 1 2 -1 ( ) 1 0
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(PN):x—-y—-z=0,(PO):x+2y—-z=0,(PR):x+2z-2=0;

:x—2:X:Z+15(BN):x—2:lzz+1,(NP):x—2zlzz+1;
-2 1 -2 -2 -6 -1 13 -2 -14

f) (TG)

(PN):Zx—y+22—2=0, (PO):2x+6y+z—3=0,(PR):13x—2y—14z—40=O;

9) (TG)1x+32_13:2_44”,(BN)ZX:)_32%22_347[,(NP)ZX—1+_32%22_047[;

(PN):3y—4z+167 =0, (PO):4y+3z-127=0,(PR):x+3=0;

& (TG):xl12%2211’(BN):X—_11=—112221’(NP):X—_11=%=ZOI;

(PN):x+y+2z-2=0,(PO):x+y—-2z+1=0,(PR):x—y—-1=0;

) (TG):x—?)a;zZy—ZaZE,(BN):x—3aﬂ':y—2azi,(NP):x—&m:y—ZaZE;
1 0 1 1 0o -1 0 -1 0

(PN):x+z-3ar =0, (PO):x—z-3ar=0,(PR):y-2a=0;

x+1 y-1 z-2
1 -2 -6

) (TG): NE A AL () J PR A

-8 -7 1
(PN):x-2y—-6z+15=0,(PO):8x+7y—z+3=0,(PR):44x—-47y+23z+45=0;

1 1 1 1 1 1
TS YT z-1 TS VT4 z-1 TS Y T4 z-1
k) (TG): 42= 124=_8,(BN): 42= _824= — (NP): 72= 424= y

(PN):4x+y—8z+§=0, (PO):4x—8y+z—§:O,(PR):7x+4y+4z—?=0;

pa

D (TG): ,(BN):izlzi,(NP)%:%:i;

X z
0 0 -2 0 3

(PN):yzO, (PO):2x+3Z=O,(PR):3x—22=O;

x+1:y—1:z+1’(BN).x+1:y—1:z+1’(NP)_x+1:y—1:z+1'

TG): : :
m) (TG) -2 3 3 3 1 11 -8 -9’

(PN):x-2y+3z+6=0,(PO):3x+3y+z+1=0,(PR):11x-8y—-9z+10=0.
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14-: t

2 3

3
13. Sa se determine tangentele la curba in spatiu r(¢)= j+t> k, teR, care

sunt paralele cu planul 3x -2y -2z—-1=0.

R 8 .8
2=y 3_z-1 . 81:y 8l __ 9

1 2 4 -3 9

Raspuns:

14. Sa se demonstreze cd normala principald in orice punct al curbei in spatiu
r(t)=2ti+Int j+£2k, t>0
este paraleld cu planul y+z=0.

Indicatie: Vectorul director al normalei principale este

D) BLIPS S E j+4 Lal%,
£ £ £

iar vectorul normal al planului este n= } +k.
Deoarece v L n <> v-n=0, atunci normala principala si planul sunt paralele.
15. Si se demonstreze ca in orice punct al curbei
;(t): e'sinti+e'cost j+e k,teR
tangenta, normala principald si binormala formeaza fiecare cate un unghi constant cu axa Oz.

Indicatie: Vectorii directori ai tangentei, normalei principale §i binormalei 1n orice punct al

curbei sunt:

7=¢'(cost+sint )i+e(cost—sint) j+e' k,

v =3e" (cost —sint)i—3e" (cost+sint)

S = e (cost +sint )i+ e (cost—sint) j—2e” k. Atunci

cos((TG),Oz)zcos(;,l;)z rk e _ 13=const.
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cos((NP),Oz) = cos(;,l;) = Hll//‘H‘];;H = ﬁ =0 = const.
cos((BN),Oz) = cos(;,/;) = HE'BHW = % = —% = const.

16. Sa se calculeze curbura si torsiunea pentru urmatoarele curbe in spatiu in punctele

indicate

a) ;(t) =3costi+3sint j+4tk, te R (elicea cilindricd), in punctul M (t=7);
b);(t):costf+sint}'—ln|cost| k, teR\{%+kﬂ;keZ},inM(t:0);
¢) ;(t)zcost;+sint}'+chtl;, teR,in M(1=0);

d) ;(t) =3ti+3t> j+2¢ k, t € R, intr-un punct oarecare M (x,y,z) al curbei;

2 2
e) ?(t)=t?+(1nt+%] ;’+(1nt—%] k, t>0,in M(t=1);

_ £ ~ £ _ £ _
f) r(t):£?+t2—tJi+£?—t2—t] j+[?+t] k, teR ,in M(1=0);
g) ;;(t)z(t2 —1);+t2 j—Intk, ¢t>0,inpunctul M(t=1);

x3—3y=0 X 11
h) , in punctul M| —,—,1|;
2xz—1=0 224

-y =0
i) , in punctul M (3,9,18).
2x*=3z=0

Raspuns: a) k, =%,k2=%;b) k, =2, k,=0;c¢) k =2, k,=0;

2 2 8 8
d)klz 2:k2= 2;e)k1=—,k2=—;f)k]=—,k2=
3(1 + 2t2) 3(1 + 2t2) 25 25
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42 64 64 2 2
k=—= k =0:h) k,=—, k =—:i) k =—, k, =—.
&k 27 77 ) K 817 8l ) K 3617 361

17. Sa se arate ca pentru elicea circulard
;(t):acost;+asint j+btk,teR,a,b>0,

curbura si torsiunea sunt constante In orice punct curent al sau.

a b
Raspuns: k, =——, kK, =——.
P R A o

18. in fiecare dintre cazurile de mai jos, si se arate ci urmitoarele curbe sunt plane si si se

gaseasca ecuatia planului curbei:
a)r(t)=(200+2)i+ (7 —2t) j+ (£ +t-1)k, teR;

x(t) =1 -1
b)<y(t)=r" ,1>0;

z(t) =Int

¥—-y+1 =0
9 ;

x*=2x-z=0

x(t) = asin’t
d) < y(¢)=asin2¢, teR.

z(t) = acos’t

Raspuns:a) x—y—2z-2=0;b) x—y+1=0;¢) 2x—y+z+1=0;d) x+z—-a=0.
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CAPITOLUL 5

SUPRAFETE

5.1. PANZE PARAMETRIZATE. DEFINITIA SUPRAFETEI

Notiunea de panzd parametrizatid este generalizarea naturald a notiunii de drum

parametrizat.

Definitia 5.1.1. Fie Ac R’ o multime deschisa si conexd (domeniu). Se numeste panzi
parametrizati de clasid C' orice functie vectoriald r:A — R’ de clasd C'.
Dacd notdm cu x = x(u,v), y = y(u,v), z=z(u,v), (u,v) € A componentele scalare

ale functiei vectoriale r, atunci
r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), Z(u,v)), V(u,v) eA.

Ecuatiile x= x(u,v), y= y(u,v), z= z(u,v), (u,v) €A se numesc ecuatiile parametrice
ale panzei sau o reprezentare parametricd a panzei, iar u $i v se numesc parametrii panzei.

Ca si in cazul drumurilor parametrizate, vom nota cu (A, r) panza parametrizata.

Imaginea directa » (A) a domeniului A prin functia vectoriala r, adica
r(A)= {(x(u,v), y(u,v), z(u,v))| (u,v)e A} — R’ se numeste suportul panzei.

In continuare vom folosi cateva notatii specifice geometriei diferentiale si anume:

r(u,v) = x(u,v)i+y(u,v)}'+z(u,v)l;, (u,v) eA

Ox Ox oy oy Oz 0z
xuz_a x\;:_a yuz_’yv:_’zu=_9Zv:_’etc'
ou ov ou ov ou ov
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yb{ Zu u Zu
A= A(u,v)= . B=B(u,v)=— - C= -
(u,v) V. ZV, (u,v) V ZV,C C(u,v)
= Gy ek
ou

or = = 7
rv=—=xi+y j+zk
ov

- 12
E=|ru| =x;+y.+z,

F=ri-rv=xx,+y,y, +z2,z,

- 12
ry

_ 2 2 2
G= =x,+y, +z,.

Daca notam cu @ unghiul dintre vectorii 7. si r,, atunci

2 - - \2
_(ru ‘rv) =

2

2 2 2 2 2

ru

Vu

ry rvll —|[7u ry

EG-F?=

2

2
=A*+B*+(C~.

VuXTFy

sin’ @ =

ry

Vu

Asadar avem urmatoarea identitate

A*+B*+C* =EG-F*,

AT
X, W

=NA+B*+C*.

cos’ @ =

(5.1)

Definitia 5.1.2. O pdnzd parametrizatd de clasd C' se numeste netedi dacd

2

=A+B*+C*>0, V(u,v)eA.

Vu X1y

O pdnza parametrizatd se numeste simpli dacd functia vectoriald r: A c R*> - R’

este injectiva.

Exemplul 5.1.1. Fie panza parametrizatd (A, ), unde

0<u<£, 0<v<X si
2 2

A:%mﬂeRz

r(u,v) = Rsinucosvi+ Rsinusinv j+ Rcosu k, (u,v)eA.
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Ecuatiile parametrice sunt

x = Rsinucosv, y=Rsinusinv, z= Rcosu, (u,v) eA.

Observam cd pentru orice (u,v)€A, punctul (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) verifica
ecuatia x*+ )’ +z> =R".

Rezulta ca suportul acestei panze este portiunea din sfera cu centrul in origine si de

razd R cuprinsa in primul octant (x>0, y >0,z >0).

Cu notatiile de mai sus avem:

X, =Rcosucosv x, =—Rsinusinv

v, =Rcosusinv  y =Rsinucosv

z,=—Rsinu z,=0

si mai departe

2 .2
A=R"sin“ucosv

Fig.1

B=R’sin’ usinv

C =R’sinucosu

E=R* F=0, G=R’sin’u, de unde deducem ci
A +B*+C*=EG-F*=R"sin*u>0, V(u,v)eA.
Rezulta ca aceasta panza parametrizata este neteda.

Mai mult, este evident ca panza considerata este simpla.

Observatia 5.1.1. Un caz particular foarte important de panza parametrizata este cazul panzei

definita de o functie explicita.
Fie f:D—R, unde DcR’ este un domeniu si feC'(D). Acestei functii fi

corespunde panza parametrizatd (D, r), unde

;(x,y)zx;+y}+f(x,y)l;, (x,y)eD.
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Observam ca suportul acestei panze este graficul functiei f°, adica:

G, = {(x,y,f(x,y)); (x.y)e D} .

Daca notam cu ng si ng,atunci:
Az ox Oy
G, A:O 1:_
P q
1 1
1 1
i i B=- %
: — P a
0 . 1 y
1 - === !
b 10
C= =1
X 0 1
Fig.2

Rezultici A>+B°+C’=p°+q° +1.
Cum A*+B°+C’=p’+q*+1>0, V(x,y)eD, rezultd ci aceastd panzi este
netedd. Pe de alta parte, este evident cd aceastd panza este simpla.

Asadar panza parametrizatd definita de o functie f este simpla si neteda.

Definitia 5.1.3. Doud pdnze parametrizate de clasi C', (A,,rl) i (Az,rz) se numesc

echivalente cu aceeasi orientare, daci existd un difeomorfism ¢:A, cR* - A, cR* cu

proprietdtile:

detJ¢(u1,vl) >0, V(u,v) €A, sir=r,o¢.

Reamintim ¢ ¢ este difeomorfism dacd ¢ este aplicatie bijectiva, ¢ C'(A,) si
o' eC'(4,).

Dacd notam cu ¢, si ¢, componentele scalare ale lui ¢, atunci:

0 0
&(“1"’1) 8_1)1(“1"’1)
1

A %(
ou, o,

l/ll,V])



SUPRAFETE 207

Daca detJ, <0 pe A, spunem ca cele doud panze sunt echivalente cu orientari

opuse. Functia ¢ se mai numeste si schimbare de parametri. Avem urmatoarea diagrama:

0=(o,0,)
A, cR? » A, CR’
S cR?

h=ro¢ sau 7 (”15"1) = rz((Pl (ul’vl)’(pZ (”1"’1))’ v(ul’vl) €A,
Folosim notatia (AI, ”1) ~ (AZ, r2) pentru doud panze parametrizate echivalente.

Observatia 5.1.2. Din Definitia 5.1.3. rezultd ca doud panze parametrizate echivalente au

acelasi suport.

Exemplul 5.1.2. Fie panzele (AI, r,) si (Az, rz) unde:

A, :{(ul,vl)eR2 0<u1<§; 0<v, <§}

A, :{(uz’v2)€R2‘u22 +v22 <R*; u, >0,v, >0}

1 (u,,v,) = Rsinu, cosv, i + Rsinu,sinv, j+ Rcosu, k, (u,,v,) € A, si

g(uz,vz) = u2;+ Vv, i+ R —u; =] k, (uz,vz) eA,.
Vom arata ca panzele (AI, ”1) si (A2> r2) sunt echivalente.
Fie ¢:A, = A,, definita prin

O(u,,v,) = (Rsinu, cosv,, Rsinu,sinv,), (u,,v)€A,.
Rezultid cd ¢ C'(A)) si

Rcosu,cosy, —Rsinu,siny,
2 .
YNURAE ‘ ‘ = R’sinu, cosu, >0, V(u,,v,) € A,.
Rcosu,sinv,  Rsinu, cosvy,
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o - [; [ " " . o o [ " . .
Daca presupunem cd ¢|u,,v, |=¢|u, ,v, |, atunci rezultd cd fgv, =tgv, si mai
’ "o ' " . . .o
departe u, =u, siv, =v, ,deci ¢ este injectiva.
- - . .o . . 2 2 2
Pentru a ardta ca ¢ este surjectiva, fie u, >0 si v, >0 cu proprietatea u, +v, <R".

5 +v3
R

u; +v; ;. ,
-— =sinu,, relatie

. . © T A
Deoarece 0< <1, rezulta ca existd u, € KO,EJ astfel incat

echivalenta cu

2 2
e’ + —22 =1.
Rsinuy, Rsinuy,

I T Al A
Atunci exista v, € (O’Ej astfel incét

u 1%
2 — : 2
=CcosV, §I —

—_— =sinv,.
Rsinuy, Rsinu,

Asadar am ardtat cd existd (u,,v,) € A, astfel incét
u, = Rsinu, cosv, si v, = Rsinu,sinv,, deci ¢(u,,v,) =(u,,v,) €A,.

De asemenea, este usor de observat ca:

2 2
e , arctg-2 |, (u,,v,) €A, , deci 97 €C'(A,).

o' (u,,v,) =] arcsin
uz

Pe de alta parte avem:

ro(&(u,)) = Rsiny, cosv,i + Rsinu,sinv, j + Reosu, k=7 (u,v,), ¥ (u,v) €A,
Asadar (AI, ’”1) ~ (Az, rz).

Observatia 5.1.3. Orice panza parametrizatd echivalentd cu o panza parametrizatd simpla si

neteda este la rAndul sdu simpla si neteda.
Intr-adevar, fie (Al, ”1) ~(A2, rz) sifie 0=(¢,,9,):A, > A, schimbarea de parametrii

astfel incat r =r ,0¢.
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Cum ¢ este bijectivd, rezulta ca, dacd r, este injectiva, atunci si 7, este injectiva. Pe

de alta parte avem:

Z (ul’vl) =2 ((Pl (uvvl)aq)z (ulavl))
Tinand seama de formulele de derivare ale functiilor compuse rezulta:

A _D(ylazl)_ D(yzazz) ‘D((pla(pz)_A ‘D((pla(p2)
| = = = _

D(ul,vl) D((pl,(pz) D(ul,vl) : D(ul,vl)

si analog

D((Pp(Pz)
D(ul,vl)

D((Pl’(Pz)

B =8B,-
: D(ul,vl)

1

> C1:C2'

2
Asadar avem: 4’ + B} +C} = (Az2 +B;+C; ){%} :
u,v

D(ul,vl)

neteda, atunci si (A, r;) este neteda si reciproc.

2
Do, .
Cum {M} >0, rezultd ¢ A4’ +B}+C}! >0, deci ci daca (A,,r,) este

Definitia 5.1.4. O multime S R’ se numeste suprafati dacd pentru orice punct M €S ,

existd o panzd parametrizatd (A, r) neteda §i o vecindtate deschisa V a punctului M astfel
incat:

a) r(A)=VNS

b) aplicatia r: A —> r(A) este un homeomorfism (r este bijectivd continud §i inversa r~' este
continuad).

Daca S = r(A) , atunci suprafata S se numegte simplda.
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- e
EEE
(PP

////////// P

05

v

Fig.3
Péanza parametrizata (A, r) se numeste parametrizare locald a suprafetei S .
Observatia 5.1.4. Se poate arata cd orice doua parametrizari locale ale unei suprafete sunt

echivalente.

Observatia 5.1.5. Din Definitia 5.1.4. rezulta ca o suprafata coincide local (intr-o vecinatate a

oricarui punct al sdu) cu suportul unei panze parametrizate neteda si simpla.

Reciproc, se poate arata cd, local, suportul unei panze parametrizate netedd este o

suprafata.

Mai precis, are loc urmédtoarea teorema:
Teorema 5.1.1. Fie (A, r) 0 pdnza parametrizatd netedd. Atunci pentru orice punct
(uy,v,) €A, existd o vecindtate deschisa U < A astfel incat r(U) este o suprafafd in sensul
Definitiei 5.1.4.
Demonstratie.

Fie r(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), V(u,v)eA sifie (u,v,)eA.

Cum (A, r) este netedd, rezulta ca (A2 + B’ +C2)(u0,v0) >0 si, fird a restringe

generalitatea, putem presupune ca

D(x’y)(uo,vo) #0.

D(u,v)

C(uo,vo)z
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Din Teorema de Inversiune Locala (7. 1. L.) pentru functia
(u,v)%(x(u,v),y(u,v)) :AcR* >R’

rezultd ca existd o vecinatate deschisd U a punctului (uo,v0 ), U c A si o vecinatate deschisa

V apunctului (x,,¥,)=(x(uy,v, ), (1g,v,)) astfel incat p:U — V' este difeomorfism.
Observam ci r| v :U = r(U) este injectiva.

Intr-adevar, daca (x(ul,vl),y(ul,vl),z(ul,vl))=(x(uz,vz),y(uz,vz),z(uz,vz)), unde

(u;,v,), (u,,v,) €U, atunci

(0(u1>v1) = (x(ul’vl)’y(ul’vl)) = (x(uzfvz)ay(uz’vz)) = (0(”2"}2)5

deci (u,,v,)=(u,,v,), deoarece ¢ este injectiva.

Pe de alta parte (r| U)f1 :r(U )—)U este continud, fiind compunerea functiilor

continue:

(5,2, 2) =L (x,9): 7 (U) >V si (%, 9)—2>(u,v):V > U

Asadar r|U :U — r(U) este un homeomorfism.

Cum U este o vecinatate deschisd a punctului (u,,v,) rezulti ci r(U) este o
vecindtate deschisa a punctului M, (x, =x (g, v, ), ¥y = ¥ (s, )2y = 2 (1,v)) 1n r(A),
deci ca existd o vecinatate deschisa W < R’ a punctului M, astfel incat W Nr(A)=r(U).

Asadar r(A) este o suprafatd in sensul Definitiei 5.1.4.

Teorema 5.1.1. ne furnizeaza primul exemplu de suprafatd si anume suportul unei
panze parametrizatd netedd. Despre o astfel de suprafatd se spune ca este datd sub forma

parametrica.

Un alt mod de reprezentare a unei suprafete este asa-zisa reprezentare explicita.

Fie f:Dc R’ - R o functie de clasi C', unde D este un domeniu.
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Atunci graficul acestei functii, G, ={(x, v f(x, y));(x, ) eD} , este suportul panzei
parametrizatd neteda

r(x,y)= xity] +f(x,y)7c, V(x,y)eD,
deci o suprafata in sensul Definitiei 5.1.4.

In sfarsit, un alt mod de reprezentare a unei suprafete este reprezentarea implicita.

Fie DcR’ o multime deschisi si fie F:D—R o functie de clasi C'. Daci

) _(oFY (oFY (oFY -
presupunem in plus cd | — | +| — | +| — | #0 pe D, atunci mulfimea
ox oy oz
S = {(x,y,z) e D; F(x,y,z)= O} este o suprafati.
Intr-adevar, fie M, (x,,,,2,)€S. Cum derivatele partiale de ordinul intai ale lui

. F .
F nu se anuleaza simultan in A, putem presupune ca (Z—(M 0) #0.Din T. F. I. rezulta ca
4

existd o vecindtate deschisi U e?/(x,), o vecinatate deschisa ¥ €%/(y,), o vecinatate
deschisad W € v/(z,) si o functie implicitd unicd (x,y)—> f(x,y):UxV —>W de clasi C',
cu proprietéatile:

a) /(x,)=2
b) F(x,y,f(x,))=0, V(x,y)eUxV.

Din b) rezultd ca graficul functiei f:UxV —>W este inclus in S. Mai mult,
observam ca G, ={(x, 7, f (x,y))|(x.) eUxV | =(UxV xW)NS.

Intr-adevar, G, < (UxV xW)NS, deoarece f(UxV )W .

Pe de altd parte, dacd (x,y,z)e(UxVxW)NS, atunci (x,y)eUxV,zeW si
F(x,y,z)=0. Cum si F (x, v, f(x, y)) =0, din definitia functiei implicite, rezultd ci

f(x,y)=z sidecica (UxVxW)NS<G,.
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Evident, UxV xW este o vecinitate deschisa a punctului M, (x,,5.2,) $i
(U xV x W) ns= G, . Rezultd ca, local, S este suportul unei pAnze parametrizate neteda, deci
ca S este o suprafata.

Exemplul 5.1.3. Cele mai cunoscute suprafete date printr-o reprezentare implicitd sunt

cuadricile:
Elipsoidul de semiaxe a,b,c de ecuatie

2 2 2
X z
— +_y2 +—-1=0.
a b ¢

Sfera cu centrul in origine si de razd R de ecuatie
X+ +z-R*=0.

Hiperboloidul cu o panza (cu doud panze) de ecuatie

2 2 2 2 )
X X

2+y2_zz_1:O z_yz_zz_ =0].
a b ¢ a b ¢

Paraboloidul eliptic (hiperbolic) de ecuatie

2

2 2 2 2
I Py e, PR
a b a b

Conul eliptic (hiperbolic) de ecuatie
2 2 2 2
Eedmso0 (S Foa o)
a b

Cilindrul eliptic (hiperbolic) cu axa de simetrie Oz de ecuatie

2 2 2 2
X 10 [ S -Z1=0 |, ete.
a b
5.2. CURBE PE O SUPRAFATA. PLANUL TANGENT SI NORMALA LA O SUPRAFATA

Definitia 5.2.1. Fie S c R’ o suprafatda. Spunem cd drumul parametrizat regulat (I , p) este

situat pe suprafata S dacd suportul sau p (I ) cS.
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Fie S suportul unei panze parametrizate netede (A, r). Conform Teoremei 5.1.1.,
S este o suprafata.

Fie, de asemenea,

p(t)=(u(t),v(1)), tel,
L z un drum parametrizat regulat al carui suport

este inclus in A (,5(1) c A)

Daca notam cu

/
( pl6)=r(p(0)) = r(u(0)(0). <1,

Fig. 4

atunci (I , p) este un drum parametrizat regulat situat pe suprafata S .

3 /

Fig.5

Intr-adevar, p'(¢)=r, (u(2),v(t))-u'(¢)+r,(u(t),v(2))-v'(z).

2 - -
=A>+B*+C?>0, rezultd ci r, si r, sunt liniar independenti, deci

Cum H;u X Iy
cd p'(1)=0 dacd si numai dacd u'(¢)=v'(r)=0. Cum u'’(¢)+v'*(¢)>0 rezultd ca
||,0'(t)||2 >0, decicd (1, p) este regulat.

Se pune iIntrebarea naturala daca este adevaratd si afirmatia inversa, adica daca

pentru orice drum regulat (1, p) situat pe suprafata S =r(A), existd un drum parametrizat

regulat (1,/;) situat in A astfel incat p(7) = r(;(t)), Vtel.
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Réspunsul este afirmativ, dar demonstratia trece prin urméatoarea lema:
Lema 5.2.1. Fie (A, r) o parametrizare locala a suprafetei S. Atunci pentru orice
MeD= r(A) , rezultd cd existd o vecindtate W < R® a punctului M i o functie F :W — A
de clasid C' astfel incat

r ‘DOWZF‘DHW .
Demonstratie.

Fie r(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), ‘v’(u,v)eA si fie Mo(xo,yo,zo)eDcS.

Cum aplicatia »:A — D este homeomorfism, rezulta ca exista (uo,vo) € A unic astfel incat

!ldl\
‘ R VP '
D —

Nl

| ¢ T
C PP
x s

V

Xo :x(MO’VO)’yO :y(uoavo),zo :Z(MO,VO) .

&
,é];////////

b

»
»

Y

Fig. 6

Deoarece (A, r) este netedd, rezultda cd A’ +B*+C* >0, V(u,v)eA. Fird a

D(x,y)
D(u,v)

functia (u,v)—)(x(u,v),y(u,v)) :A c R* > R?, rezulti ci existd o vecinitate deschisd U

restrdnge generalitatea putem presupune C(u,,v,) = (u9,v,)#0. Din T. I. L. pentru

a punctului (u,,v,) si o vecinatate deschisd ¥ a punctului (x,,y,) astfel incat ¢:U —V

este difeomorfism.

Pe de alta parte, ¥: A—DcS este un homeomorfism, de unde rezulta ca r(U ) este o
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vecinitate a punctului M in S si deci cd existd o vecindtate W < R® a punctului M astfel

incat +(U)=WNS=WND.

Fie p:R’ > R?, p(x,y,z) = (x,y), V(x,y,z) e R’ operatorul de proiectie pe planul
xQy sifie F:W —V, definita prin F(x,y,z)=¢" (p(x,y,z)), V(x,y,z) €W . Evident, F

este de clasi C' pe W, fiind o compunere de functii de clasi C'.

Sa observam ca F

pow=""|pw -
Intr-adevar, daca (x,y,z)e DNW =r(U), atunci existd («,v) €U unic astfel incat
x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v). Mai departe avem
F(xz) =0 (p(x0.2)) =07 (x().y(uv)) = (w.y).
pentru ¢ (x(u,v),y(u,v)) eV = p(r(U)).
Pe de altd parte, ™' (x,,z)=(u,v), deci F(x,y,z)=r"(x,»,2).
Teorema 5.2.1. Fie (A, r) o parametrizare locala a suprafetei S si fie (I,p) un drum

parametrizat regulat situat in r(A). Atunci exista un drum regulat (J ,,:7) , J <1, situat in

domeniul A astfel incat
p(t) = r(;)(t)), Vted.
Demonstratie.

Aplicatia 7:A—r(A)=S este homeomorfismsi p(/)c=S.

. -1 . . - -« A ~ S <
Atunci p=r"op:I — A este o functie continud. Rdmane sa aratam cd p este de

clasa C' si “,5'(1.‘)” >0 pe un interval J < 7. Conform Lemei 5.2.1., existd o vecindtate W a

punctului p(r)eS sio functie F:W — A de clasa C' astfel incat r' =F ‘

wNr(A) wNr(A) *

Prin urmare, Intr-o vecinatate a punctului p(t) avem ,5 =Fop, deci /N) este de

clasi C' pe uninterval J < I — A. Pe de alti parte, daci ,B(t) = (u(t),v(t)), atunci
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p(1)=r(u(®)v(1)) si p'(e) = r, (u(1),v(2))-u'(e) + 7, ((1),v(2)) - v'(2) .
Cum ||p'(t)||>0 si r, si r, sunt liniar independenti, rezultd ca u'*(r)+v'*(¢)>0,

Vtel sidecica (1,,5) este regulat.

Fie (A, r) o suprafatd parametrizatd neteda. Printre drumurile parametrizate regulate

situate pe suprafata S = r(A) un rol special il joaca asa-zise curbele coordonate.
Fie (uy,v,)€A.
Definitia 5.2.2. Drumurile parametrizate regulate:

L, :p (1) =r(uy+1,v,), Vt R astfel incat (u, +1t,v,) €A si
L, :p,(t)=r(uy,v,+1), VieR astfel incdt (uy,v, +t)eA

sunt situate pe suprafata S =r(A) si poartd numele de curbe coordonate.
Observam ca:
£,(0)=p,(0)=r(uyv,) =M,
£ (0)=r, (u,,v,) este un vector tangent in M, la I, si
£5(0)=r,(u,,v,) este un vector tangentin M, la T, .

Cum suprafata (A, r) este neteda, rezulta ca Fux 1y 20 sideci cd vectorii 7 (u5,13)

si 7 (u4,,v,) determina un plan.

VA

Fig.7
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Definitia 5.2.3. Fie S o suprafata si M, €S . Un vector M—OT se numegte vector tangent in
M, la suprafata S daca exista un drum parametrizat regulat p = p(t), tel situat pe
suprafata S si un punct t, €l astfel incdt p(to) =M, si ;'(to) =M—0T. Multimea tuturor
vectorilor tangenti in M, la suprafata S se noteaza cu T, S si se numeste spatiul tangent in
M, laS.

Exemplul 5.2.1. Fie (A, r) o suprafatd parametrizatd netedd si fie (u,,v,)eA. Atunci
vectorii 7 (u5,v, ) §i 7 (14,,V,) sunt vectorii tangenti in M, (x,,¥,,2,) la suprafata S =r(A),
unde x, = x(y,v, ), Yo = ¥(tgsVy)» 2o = 2 (145, -

Definitia 5.2.4. Fie (A, r) o suprafaji parametrizata netedd, (u,,v,)€A si M,eS=r(A)
punctul de coordonate x,=x(uy,v,), v, = y(uy, ), 2, =2(14y,v,) . Planul determinat de vectorii

ru(uy,v,) si ;v(uo,vo) se numegte planul tangent in M, la suprafata S .

Dreapta perpendiculara in M, pe planul tangent se numeste normala la suprafata
SinM,.

Cu notatiile din Definitia 5.2.4. avem:
Teorema 5.2.2. Planul tangent in M la suprafata S =r(A) coincide cu T, S —spatiul
tangent in M, la suprafata S . In particular, rezultd ca T, u,S este un subspafiu vectorial de
dimensiune 2.
Demonstratie.
Fie M—Of =17 (g vy )+ 1 ry (uy,v,) un vector oarecare din planul tangent in M la

suprafata S =r(A) si fie

p(t)=r(uy + At,v, + ut), t e R astfel incat (u, + At,v, + ut) e A.

Evident p=p(t) este un drum parametrizat neted situat pe suprafata S, p(0)=M, si

£'(0)= A ru(ug,vy ) + g2 7 (ug,vy) = M,T , deci M,T apartine spatiului tangent in M, la S
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Reciproc, fie M I' €T, S. Atunci exista un drum parametrizat regulat (I , p) , situat

pe suprafata S siun punct ¢, € I astfel incat p(t,)= M, si p'(t,)=M,T .

0

Fie /N)(t):(u(t),v(t)),tel drumul parametrizat regulat situat in domeniul A

astfel incat

p(t)=r(p(1))=r(u(2).v(t)), viel.
In continuare avem:

MT = p'(t,) = ru(ug,vy )u' (£, ) + v (1g,v, )" (2 ) » de unde rezultd cd M,T apartine

planului tangent in M la § si cu aceasta teorema este demonstrata.

Teorema 5.2.3. Fie (A, r) o suprafatd parametrizatd netedd, (u,,v,)€A si M, punctul

corespunzator de pe suprafata S =r(A) de coordonate (x(uo,vo), y(ug,vy )52 (uy, v, )) .
Ecuatia planului tangent in M, la suprafata S este:

A(uo,vo)(x—x(uo,vo)) + B(uo,vo)(y —y(uo,vo)) + C(uo,vo)(z - Z(MO,VO)) =0. (5.2

Ecuatiile canonice ale normalei in M, la suprafata S sunt:

X—X(MO,VO) _ y—y(uo,vo) _ Z—Z(MO,VO)

() — Blury)  Clugv,) (53)

Demonstratie.

Conform Definitiei 5.2.4. planul tangent in M, la suprafata S este planul determinat

de vectorii:

r, (uo,vo) =X, (uo,vo)i+yu (uo,vo)}'+ z, (uo,vo)k si

r, (g, vy ) = x, (g, v )i + ¥, (195 vy ) J + 2, (ug, v ) K -
Tinand seama de forma generald a ecuatiei unui plan ce trece printr-un punct si este
paralel cu doi vectori necolineari, rezultd ca ecuatia planului tangent la suprafata S in punctul

M, vafi
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x=x(ug,vy) y=y(ug,vy) z—2z(up,v)
xu(uo,vo) yu(uo,vo) Zu(uo,vo) =0. 5.4

X, ”oavo) yv(uo’vo) Zv(uo’vo)

Cu notatiile obisnuite 4= b(y.2) ,B= _D(x,z) ,C= D(x.y) , ecuatia (5.4) se mai
D(u,v) D(u,v) D(u,v)

A(”‘o’vo)(x_x(uo’vo))+B(”oavo)(y_y(uo’vo))+ C(MO’VO)(Z_Z(MO’VO)) =0.

Normala in M, la suprafata S va avea parametrii directori A(u,,v,), B(uy,v,) si

C(uy,v,). Ecuatiile sale canonice sunt:

X—x(uo,vo) _ y—y(uo,vo) _ Z—Z(uo,vo)
A(uO’VO) B(anvo) C(uo,vo)

Exemplul 5.2.2. Si se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul
M,(2,2,0) la suprafata:

;(u,v) —ue' i+ue’ j+auvk, (u,v)eR?.

Observam cd M (2,2,0) corespunde parametrilor u, =2, v, =0.

Avem: x(u,v) =ue’, y(u,v) =ue”’, z(u,v) =4duv

x,=e,y =e",z, =4y

Yoz =4u

> Ty

—_— v —_— -
x,=ue’,y, =-ue

A(2,0):‘ 1 g‘z&B(z,o):—‘; g‘z—s,c(z,o)z‘zl

Ecuatia planului tangent in M este:
8(x—2)— 8(y—2)— 4(2—0) =0 sau 2x—-2y—-z=0.
Ecuatiile canonice ale normalei in M|, sunt:

x=2 y-2 z-0
2 ) -1
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Corolarul 5.2.1. Fie F o functie de clasi C' pe o multime deschisd D c R’ si fie
S = { (x,3.2); F(x,y,2) = O}

suprafata definita implicit de ecuatia F(x,y,z) =0. Fie M, (xo,yo,zo) €S cu proprietatea

a—F(M 0) # 0. Atunci ecuatia planului tangent in M, la suprafata S este:
z
oF oF oF
(x _xo)a(xo’ymzo) + (y - yo)a(xoaymzo)'*' (Z - Zo)g(xoayo’zo) =0 (5.5)

si ecuatiile canonice ale normalei in M la suprafata S sunt:

X=X _ Y=W _ Z—Z
F = =F . (5.6)

a(xo’yoazo) a(xoayoazo) E(xoayoazo)

Demonstratie.

Din Teorema Functiilor Implicite rezulta cd, local, suprafata S poate fi privita ca

suportul panzei parametrizate neteda:
;(x,y) =xi+yj+ z(x,y)l; ,
unde z =z(x, ) este functia implicita definitd de ecuatia F(x,y,z)=0.

Mai mult avem:

oF oF

oz ox (xoaymzo) oz a(xo:yoazo)
p =5(x0,y0) =—apsid =5(Xo>yo) BT
62 (x09y0’20) E(xonyoazo)

Inlocuind A=-p,B=—g si C=1 in ecuatia (5.2) a planului tangent obtinem
ecuatia (5.5) din enunt.
Exemplul 5.2.3. Si se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul

MO (xoayoazo) la Sfera x2+y2+22 :RZ.

Avem F(x,y,z)=x2+y2+zz—R2, a—F:Zx, 8—F:2y, a_FZZZ.
ox oy oz
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Ecuatia planului tangent la sferd in M (x,,y,,z,) este:

2x, (x=x) )+ 2y, (y =) +22,(z2—2,)=0.

Tinand seama cd x_ + y; +z, = R*, rezulti ci ecuatia planului tangent la sferi este:
XX, + Yy, +zz,—R*=0.

Ecuatiile normalei la sferd in M|, sunt:

X=X V=X _Z7%

X9 Yo Zy

Corolarul 5.2.2. Fie S ¢ R’ o suprafatd datd printr-o reprezentare explicitd
S ={(x.3./(x.7)): (x.y)e D},

unde D c R’ este un domeniu marginit si f € C' (B)

Ecuatia planului tangent in M, (xo,yo,zo) € S lasuprafata S este:

0 0
=Py (x=%) =4, (y=,)+(2-2,) =0, unde p, :a_f(Mo)’ 9o :_f(Mo)' (5.7)
X oy
Ecuatiile canonice ale normalei la suprafata S in M sunt:

X=X _ Y=V _Z7Z (5.8)
—D 9, 1

Afirmatiile rezulta imediat din Teorema 5.2.3. si din Observatia 5.1.1.

Exemplul 5.2.4. Sa se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul

2 2
M, (2,3,2) la paraboloidul eliptic z = x? +y? )

2

Avem succesiv p=—, ¢q =?y, po=1q9,==

N | =

Ecuatia planului tangent la paraboloidul eliptic in punctul M este:

—(x—=2)—=(y-3)+z-2=0sau3x+2y-3z-6=0.
;
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Ecuatiile canonice ale normalei la paraboloidul eliptic in M|, sunt:

x-2 y-3 z-2
3 2 -3

5.3. ORIENTAREA UNEI SUPRAFETE

Definitia 5.3.1. O suprafata S se numeste orientabild daca in fiecare punct M al sdu se

poate alege un versor Z(M ) perpendicular pe planul tangent in M la suprafata S astfel

incdt aplicatia M — 71(M) 1S > R’ sd fie continud.

Este evident cd, dacd aplicatia M —>1;(M ):S > R* este continua, atunci si aplicatia
M —>-n (M ) :S > R’ este continui. Asadar orice suprafati orientabild are cel putin doui
orientdri corespunzitoare versorilor: ﬁ(M ), MeS si —n (M),MeS.

Daca suprafata S este conexa, atunci acestea sunt singurele doud orientari posibile
ale sale. Intr-adevir, orice altd orientare este de forma N(M )=A(M )Z(M ), unde A este o

functie continud pe S. Cum N (M) este un versor, rezulti ca

b

=[N ()] <[z a)|nan)] =|a(m)

deci cd A(M)==1. Pe de alti parte, S fiind conexa si A:5 —{-1,1} fiind continud, rezulta
cd A este constantd pe S, decicd A(M)=1,VM €S sau A(M)=-1, VM €S.

Notdm cu S, = (S, Z) orientarea suprafetei S (sau fata suprafetei) care corespunde
aplicatiei continue M — Z(M ):S—>R sicu S = (S ,—ﬁ) orientarea (fafa) corespunzitoare
aplicatiei continue M — -n(M):S - R’.

Observatia 5.3.1. Proprietatea aplicatiei M — ;1(M ):S —> R’ de a fi continu, in cazul unei

suprafete orientabile, este o proprietate globala care se referd la intreaga suprafatd S . Aceasta

presupune, de pilda, urmatoarea proprietate:
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Fie M, e § fixatsi fie C o curba inchisa pe suprafata S care trece prin M.

Deplasand versorul n(M ) pe curba C, plecénd din M, revenim in M, cu aceeasi

orientare a acestuia, adica

}}IEMO;z(M):Z(MO).
MeC

Exemplul 5.3.1. Sfera x*+)° +z°—R* =0 are doui fete: fata exterioard care corespunde

versorului normalei orientate spre exterior si fata interioard corespunzitoare versorului

normalei orientate spre interior. Intr-adevar, pentru fiecare punct M situat pe sfera, versorul

normalei exterioare in M este ﬁ(M )=—-OM .

1
R
Exemplul 5.3.2. Fie (A, r) 0 panza parametrizatd netedd si simpla. Atunci suportul siu

S =r(A) este o suprafata orientabila.

FuXTy

FuXTy

Intr-adevar, aplicatia M —>ﬁ(M ):S > R’, unde E(M )= (M), este continua

1

pe S, fiind compunerea functiilor continue »~ : S — A (7 este homeomorfism in acest caz)

si (u,v) > X
Hl"u Xry

(u,v):A—)]R3.

Exemplul 5.3.3. Orice suprafatdi netedd expliciti definiti de functia de clasi C'

z=f(xy),(x,y)eD este orientabild si are douad fefe: fata superioara, care corespunde

versorului normalei orientatd in sus (care face un unghi ascutit cu directia pozitiva a axei Oz)

si fata inferioara care corespunde versorului normalei orientate in jos.

Fig. 8
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Intr-adevir, o astfel de suprafatd este un caz particular de suprafati parametrizata
neteda si simpla: 7(x,y)=xi+yj+ f(x,»)k, (x,y)eD.
Exemplul 5.3.4. Un exemplu clasic de suprafata neorientabild (cu o singura fatd) este asa-zisa

banda lui Mobius. Un model al acestei suprafete se obtine dacd rasucim o bucata de hartie

dreptunghiulard 4BCD astfel incat punctul 4 sa coincidd cu C sipunctul B cu D.

Fig.9

Este usor de observat ca daca deplasdm versorul normalei la suprafatd plecand din £
pe curba inchisd corespunzatoare medianei EF, cand revenim in E, orientarea versorului

normalei va fi opusd orientarii initiale a acestuia. Asadar, nu este asiguratd continuitatea
globala a aplicatiei M — ﬁ(M ) :§ = R?, deci suprafata nu este orientabild (in totalitatea ei).

Evident, ,,portiuni” ale sale sunt orientabile.

5.4. PRIMA FORMA FUNDAMENTALA A UNEI SUPRAFETE

O problema importantd in geometria unei suprafete este calculul lungimii unui drum

parametrizat regulat situat pe suprafata.

Fie S o suprafatd, fie (A, ) o parametrizare locala a sa si fie (/,p) un drum
parametrizat regulat situat in 7(A) (adicd p(7)c r(A)) .

Din Teorema 5.2.1. rezulti ci existd un drum parametrizat regulat situat in A < R?,

70(1) = (u(t),v(t)), t €[a,b] astfel incat p(t)= r(;)(t)), tela,b].

Tinand seama de regula de derivare a functiilor compuse avem:
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p'(t)=r, (u(t),v(t))u'(t)+7,(u(t),v(¢))v'(¢) si mai departe

2

[p)f =2(0) 2 () =[] )+ 2w (e)v(r)+
= E(t)u"(¢)+2F (t)u'(¢)v'(¢)+ G(2)v"(2),

unde am folosit notatiile lui Gauss:

r

v

v'z(t)z

2 2

7

u

E=|n|, F=r-r, G=|r|.

Pe de alta parte, lungimea drumului (1 , p) este

L =H;'(t)u dt =I\/E(t)u'2(t)+2F(t)u'(t)v'(t)+G(t)v'z(t) dt =

b
= J‘\/Ea’u2 +2Fdudv+Gdv*,

unde am notat cu du =u'(t)dt si dv=v'(t)d:.

Forma patratica care apare sub radical se numeste prima formd fundamentali a

suprafetei si se noteazd cu @,. Asadar avem:

(IDI(a’u,dv)zEa’u2 +2Fdudv+ Gdv* . (5.9
Daca notdm cu s(¢) = j”;'(f)” d&, atunci

0
ds (t) = HE'(r)” dt = Hdﬁ(z)” si mai departe

ds’ =Hd73 ’ =d,5-d,5=(7udu+;vdv)-(7udu+17vdv)=

= Edu® + 2F dudv + Gdv’ = @, (du,dv).

Asadar avem:

b b
O, (du,dv)=ds* si L= Ids = J.,/dbl(du,dv) . (5.10)
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Exemplul 5.4.1. Fie suprafata parametrizata
;(u,v) = ucosv;+usinv}' +vl;, (u,v) eR?.
Sa se afle prima forma fundamentala a suprafetei si apoi sa se calculeze lungimea drumului:
T:p(t)=r((1-1).t), tef0,1].
Avem: x =ucosv, y=usinv, z=v
x,=cosv, y, =sinv, z, =0
X, =-usinv, y, =ucosv, z, =1
E=1, F=0, G=u’+1.
@, (du,dv) = du® + (u2 + 1)afv2 .

p(t)=(1-t)i+tj,tel=[0,1].

Ecuatiile parametrice ale drumului (I ,7)) din R* sunt:

L :j,/cpl(du,dv) - j Jur () + (2 (1) < 1)v(0) i =

1 2 l T ! \/g 1+\/§
=I1/2+(1—t) aﬁzJ\/ZM2 d7=5\/2+12
0 0

=—+In

o 2 \/5 .

1
+ln(r+\/2+1'2)
0

Acelasi rezultat se poate obtine si printr-un calcul direct.
Intr-adevar, I': ,;(t) =(1—t)cost i+ (1- t)sint}' +tk, te [0.1].
Ecuatiile parametrice ale curbei I" sunt:

x=(1-1t)cost, y=(1-1t)sint, z=1, r€[0,1].

LAABzj:\/x'z(t)+y'2(t)+z'2(t)dtz-(i: 2+(1—t)2dt:7+ln o
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In continuare ne propunem sa calculam wunghiul dintre doud curbe situate pe

suprafata S. Fie drumurile I', si I, situate pe suprafata S :

Lo () =r(u (1) (2)), tel

B1(s,) Fie 1, €1 si s, €J astfelincat p,(¢,)=p,(s,),
(1) =1y (89) =1y, v (1) =v2(50) = vp-

Unghiul dintre cele doud curbe in punctul

Mo(x(uo,vo),y(uo,vo),z(uo,vo))eflﬂF2 este unghiul

Fig.10 dintre vectorii p/(t,) si B, (s,), care sunt tangenti in M,

la curbele I', si I',. Mai departe avem:

dp,(t,)=p(t,)dt =, (u, (t,).v (t))u] (t, ) dt + 7, (1, (2, ) v, (2, ) ) v} (2 ) dt =

= 7., (g vy )ity (2,) + 1, (1195, ) v, (2,
dp,(s,)= B (s)ds = E(”z (50):va (50) )3 () s + ;v(uz (50):v (50))v3 (50 ) s =
=1, (g vy )ity (54 ) + 17, (1t v, ) v, (5,)-
In continuare folosim notatiile:
du = du, (1,), dv=dv,(t,), ou=du,(s,), Ov=adv,(s,).
Daci notim cu @ unghiul dintre cele doua curbe, atunci:

cosf = d;1(t0)'d;z(so)

e, e (o)

sau

Eduou + F(duév + dvéu) + Gdvov
cosf = . (5.11)
JEdu* +2Fdudy + Gdv* | ESu® + 2F Subv + G&v’

In cazul particular al curbelor coordonate:

T:p,(2)=r(ug +1,v,) 5i Ty i o, (5) = r(ug,v, +5) avem



SUPRAFETE 229

si mai departe

{ul(t)=u0+t . {uz(s)zuo
s1

vy (s)=v, +s

du =du,(t,)=dt, dv=dv,(t,)=0, Su=du,(s,)=0, Sv=dv,(s,)=ds

Fdtds F
cosf = = . 5.12
JEdiNGds EG 6-12)

Exemplul 5.4.2. Fie suprafata parametrizata S :

r(u,v)= ucosvi+usinyj +vk, (u,v) eR?

v
si fie curbele y,,y,,, situate in planul uOv: +
Fig.11
S (Nt I NL(0.1) “
]/l.pl(t)ztl,}/2.p2(s)=S] 51
y3:,53(w)=(l—w)f+w}'. 7
Vs
Sa se calculeze unghiurile dintre curbele corespunzatoare 4 R
de pe suprafata S . (0,0) (1’0)\

Curbele corespunzatoare de pe suprafata S sunt:
r,: ,7)1 (t) = ;(,Nol(t)) =ti, I, :;2 (s) = ;(;72 (s)) =sk i
T, :p,(w)= ;(/;3 (w)) =(1-w)coswi+(1—w)sinw j+wk.

Daca notam cu: I' T, =0, I', T, =M si

I',NI, =N, atunci:

FS

0)=p,(0)=7(0,0)=0(0,0,0 /

pl( ) pz( ) r( ) ( ) N(0,0,l)

p1(1)= py (0) = r(1,0) = M (1,0,0) r,
1)=p,(1)=7(0,1)=N(0,0,1). >

,02() ,03() }’( ) ( ) ]"1 0(0’0’0)

. . < o _ c o~ 2 .
Din Exemplul 5.4.1. stimca E=1, F =051 G=u" +1. ) M(1,0,0) Fig.12
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Curbele I'; si I', fiind curbe coordonate, din formula (5.12) rezulta

F T
O=—==0,deci <(I',I',)=xx O=—
cos T5c eci <(I,,T,) 5

Tinand seama cd G(1,0) =2, din (5.11) rezulta:

du Su+2dv ov

cosM = .
Jdu? +2dv* NSu + 262

Pe de alta parte avem:

w(1)=1, v(t)=0, du=du (1)=dt, dv=dv,(1)=0
uy (w)=1—w, v;(w) =w, Su=du,(0)=—-dw, v=dv,(0)=dw

—dt dw 1

. 1
cosM = = ,deci «(I',I;)=< M = arccos[——j .

dt-Bdw 3 NE]

Cum G(O,l) =1 rezulta:

du Su+dv ov

cosN = .
\/du2 +dv? \/5u2 + 0V

u,(s)=0, v,(s)=s, du=du,(1)=0, dv=dv,(1)=ds
uy (w)=1—w, v;(w) =w, Su=du,(1)=—dw, 6v=dv,(1)=dw

cosN = dsdw _ 1 , deci <(F2,F3):<N:%_

dsw/idw_ﬁ

Acelasi rezultat se obtine si cu un calcul direct, anume:
£1(1)=(10.0),
p1(5)=(0.0.4).

ps(w)= (—cosw—(l —w)sinw,—sinw+(1-w)cosw, 1), deci

p3’(0) (—l,l,l) si p;(l)z(—cosl,—sinl,l).
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Asadar avem

1(0)-£4(0)

cosO =

||p1 0|||| o] "
o AWAO) 1
N IO G NN
cosN = (1 p3(1) ! !

FOllA0] T

5.5. A DOUA FORMA FUNDAMENTALA A UNEI SUPRAFETE

Fie S o suprafata orientabila, £, € S si (A, r) o parametrizare locald a sa.
Presupunem ca x, = x(u,,V, ), ¥, = ¥(t4y,V, )> 2, = z(14y,v, ) sunt coordonatele punctului F,.

Fie de asemenea (7, p) un drum parametrizat regulat de clasd C?, situat in r(A), cu
proprietatea ca suportul sdu y trece
prin punctul F,. Din Teorema 5.2.1.

rezultda ca exista un drum

parametrizat regulat situat in A, de
ecuafii parametrice u=u(t), v=v(t),
teJ astfel incat p(t)=r(u(f),v(1)),
ted.

Notdm cu 7o versorul tangentei in

F, la curba y si cu no versorul

normalei in F, la suprafata §.

Fig.13

Daca p,(s)= p(u(s),v(s)), s €[0,L] este reprezentarea normala a curbei y, atunci

versorul tangentei intr-un punct oarecare al curbei y este:
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;(s) =% = Fu (u(s),v(s))g+ rv(u(s),v(s))—, (5.13)

£ =7(0) = (u(0).v(0))u'(0)-+ 7. (u(0).(0)v'(0) =

=T (”0"’0)“'(0)"' (uO’VO)V (0)

L . d -
Pe de alta parte, din prima formuld a lui Frenet avem: d—:klv , unde k, este
s

curbura curbei y, iar v este versorul normalei principale intr-un punct curent P al curbei y.
Derivand relatia (5.13) obtinem:

5 d?_(a du - @]du -~ dzu_{a du - ﬂjdv - d%y

— l"u_z _+rv_2:
s ) ds ds s ) ds ds

2 2 (5.14)
- (duj - dudv - (dvj - du - d%
=Tuu +2ruv_d_+rvv —_— +ru——+7ry .

Precizam ci toate derivatele partiale ale lui » sunt calculate in (u (s),v(s)) , deci
;’:uu = ;’:uu (u(s),V(S)) , etc.

Fie (k1 )O curbura curbei y in P, vo versorul normalei principale a curbei y in F,
s1 @, unghiul dintre no §i vo.

Atunci:

(k) 08, = (k,), Vo 10 =no - %(0). (5.15)

Cum no este perpendicular pe vectorii 7« (ug,vy) si ;V(uo,vo), din (5.14) si (5.15)
obtinem:
(k,), co8 @, = 1o - Fuu (45,7, u'(0)" 4200 Fus (145, )1 (0)v'(0) + 10 - 1 (145, ) v'(0) .

Notdm cu

L=2';uu(u,v), M :2‘;uv(u,V), N=n-rv(u,v)
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sicu
LO :%';uu (uO’VO)’ MO = EO ';uv(uo,vo), NO = }_’iO ';vv(uo,vo) .

Daca R, este raza de curburd a curbei y in F,, atunci

cosg, L,du’+2M dudv+ N,dv’

7 rE , unde
0

du =u'(0)ds si dv= v'(O)ds.

Definitia 5.5.1. Se numeste forma a doua fundamentali a suprafetei S si se noteaza cu ®y;

urmatoarea formd patraticad:

@, (du,dv)=Ldu’ +2Mdudy + Ndv* .
Cum ds* = @, (du,dv), in continuare avem

cos@,  Lydu® +2M dudv+ Nydv* @, (du,dv)
R, E,du’ +2F,dudv+G,dv’ @, (du,dv), '

(5.16)

Observam ca membrul drept al egalitatii (5.16) depinde numai de 7o. Intr-adevar,

dacd notam cu
dr(uy,vy ) = ods = ru (g, v, )u'(0)ds + 7y (g, v, )v'(0) ds =
=ru (uy, v, )du + ry (ug, v, )dv,
atunci (du,dv) sunt coordonatele vectorului dr(u,,v,) in raport cu baza ru(uy,v,) si

ry (uy,v,) din spatiul 7, »,S —spatiul tangentin £ la §.

Cum membrul drept al egalitatii (5.16) depinde numai de coordonatele (du,dv),

rezulta ca acesta depinde de dr(u,,v,) care este colinear cu 7o, deci depinde de 7o.

Asadar pentru toate curbele de pe suprafata S care sunt tangente in F, la ;0,
d)”(du,dv)o

q)l(du,dv)o

(Precizam ca toti coeficientii celor doud forme patratice sunt calculati in (uo, v, ) ).

raportul este constant. Vom nota aceastd constantd cu (k, )

0
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Printre curbele de pe suprafata S tangente in £, la 7o se afla si curba Vn, » care
reprezintd intersectia dintre suprafata S si planul determinat de no si 7o.

Aceastd curba este evident o curba plana si poartd numele de sectiunea normala a

suprafetei S in F, asociata directiei versorului 7.

Pe de altd parte, versorul 17,10 al normalei principale in £ la y, —este colinear cu

no , deci unghiul dintre cei doi versori este 0 sau 7.

Rezulta ca:

D, (du,dv),

oL Pu(dudr),
R, d)l(du,dv)o

unde cu R, = am notat raza de curbura a sectiunii normale y,, ~in F,.

in general, pentru orice punct P(x(u(s),v(s)),y(u(s),v(s)),z(u(s),v(s)))eS si
orice vector tangent in P la S, d;(u(s),v(s)) =1y (u(s),v(s))du +ry (u(s),v(s))dv, unde

@, (du,dv)
@, (du,dv)

si se numeste curbura normald in P la suprafata S corespunzatoare directiei (du,dv).

du=u'(s)ds, dv=v'(s)ds, raportul este constant. Acest raport se noteazd cu &,

Asadar avem:

P - @, (du,dv) _ Ldu’ +2Mdudv + Ndv*
" ®,(du,dv) Edu’+2Fdudv+Gdv’

(5.17)

Definitia 5.5.2. Curba de intersectie dintre suprafata S si planul determinat de versorul n al
normalei in P la S si de vectorul dr se numeste sectiunea normald in P la suprafata S

corespunzdtoare directiei (du,dv). Aceasta curba este plana i se noteaza cu y,. Daca R,

este raza de curbura a curbei y, in P, atunci:

:M (5.18)

.. .
R, @, (du,dv)
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Observatia 5.5.1. Fie y o curba pe suprafata S tangentd in P la d;zd;(du,dv). Daca

notdm cu ¢ unghiul dintre versorul v al normalei principale in P la y si versorul n al

normalei in P la suprafata S sicu R raza de curburd a curbei ¥ in P, atunci

J_FLZCDH(du,dv). (5.19)
R, @, (du,dv)

cosQ
R

Relatia (5.19) mai este cunoscuta si sub numele de teorema lui Meusnier.
Observatia 5.5.2. Derivand relatiile nere=0 si n-ry =0 rezultd:

LG‘ruuz_nu'ru
M=n-runw=—n,-rv=—n, ry
N =n-ryw=—-n,-r, §i mai departe

@, (du,dv)=—dn-dr. (5.20)

Exemplul 5.5.1. Fie sfera inchisa S :

r(u,v) = Rsinu cosv i+ Rsinusinv j + Rcosu k, (u,v) e A=[0,7]x[0,27].
Sa se afle raza de curburd R * a unui cerc mare y situat pe S, intr-un punct oarecare P €y .
Ecuatiile parametrice sunt:

x = Rsinucosv
y = Rsinusinv

z=Rcosu.

Calculand derivatele obtinem:

x,= Rcosucosv X, =—Rsinusinv
v, = Rcosusinvy ¥, = Rsinucosv
z, =—Rsinu z,= 0

E=R*, F=0, G=R’sin’u.

X =—Rsinucosv X =—Rcosusinv X, =—Rsinucosv

uu uv vy
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Y,.=—Rsinusinv  y, =Rcosucosv  y, =-Rsinusinv
z,, =—Rcosu z,,=0 z,= 0

- - ;'u X;'v - (Vu,rv,ruu)
LG‘ruu == =

Vuu = .
VEG-F?

VFuXTy

In continuare avem:

Rcosucosvy  Rcosusinv —Rsinu

(ru,rv,ruu)= —Rsinusiny  Rsinucosv 0| =—R’sinu.

—Rsinucosv —Rsinusiny —Rcosu

Cum EG-F*=R"sin"u,rezultici L=-R.

In mod analog avem:

——:—Rsinzu.

N:n‘rvv—
VEG - F?

Un cerc mare pe sferd se obtine intersectand sfera cu un plan care trece prin origine.

Fie y un cerc mare pe sferd si fie P € y un punct oarecare.

Versorul normalei in P la sferda este, evident, colinear cu versorul normalei

principale in P la y, dar au orientéri opuse. Rezulta ca:

Q= <]:(n, v) =7 $i mai departe

1 Dy (du,dv) —Rdu® — Rsin*u dv* 1

R* @, (du,dv) T Rdi + Rsinfudy’ | R

Asadar R*=R.
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5.6. TEOREMA LUI EULER. CURBURI PRINCIPALE. DIRECTII PRINCIPALE

Fie ¢ si y doud forme patratice pe R”. Presupunem, in plus, ca una dintre ele, de

exemplu i, este pozitiv definitd. Se stie cd in acest caz existd o baza ortonormata v,,v,,...,v,

in R" in raport cu care cele doud forme patratice se reduc simultan la forma canonica. Mai

precis, daca notam cu y,, y,,...,», coordonatele unui punct oarecare in raport cu aceasta baza,

atunci:
o(x)=Ay +t Ay, i
w(x)=yl+..+)., unde 4, 4,,...,4, sunt solutiile ecuatiei:
det(4-AB)=0,

iar 4 si B sunt matricele formelor patratice ¢, respectiv i in raport cu baza canonicad din R”"

(vezi, de exemplu, [9], pag. 214). Precizam cd A, se numesc valori proprii generalizate, iar v,

vectori proprii generalizati (Avi =ABv,i= L_n) .
Vom aplica acest rezultat pentru formele patratice ®, si @, .

Fie dr = rudu + r.dv un vector oarecare din spatiul 7, S —spatiul tangent in punctul

P la suprafata S.

Evident du si dv sunt coordonatele vectorului dr in raport cu baza ;u,;v din

spatiul 7,5 .
@, (du,dv) = Edu’ +2F dudv + Gdv’
@, (du,dv)=Ldu® + 2Mdudy + Ndv’ .
Matricele asociate celor doud forme patratice in raport cu baza canonica Fu, v sunt

E F (L M) . . .
, respectiv . In plus, @, este pozitiv definita.
F G M N

Conform rezultatului de algebra liniarda amintit mai sus, existd o nouad baza

ortonormata {;u , ;2} in spatiu 7, S cu proprietatea ca oricare ar fi = & h+ g, t> avem:
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O,()=8+& i
®,, (1) =k & +k, £, unde k, si k, sunt radacinile ecuatiei

L-AE M-AF
M —-AF N-AG

=0. (5.21)

Din Teorema Meusnier (relatia (5.19)) rezulta:

:®II(§1,§2):k 512 +k fzz )
T (E.8) TE+E S TE+E

k

2
Cum 0< g <1, existd 6 E[O,%j| astfel Incat

2 2 =
1 + 2
2 2
%zcoszﬁ si 252 —=sin’0.
& +é & +é

Am obtinut urmatorul rezultat
k =k cos’@+k,sin>0, O < [o,ﬂ, (5.22)

unde k, este curbura normala intr-un punct P € S corespunzatoare directiei (du,dv).

Relatia (5.22) este cunoscuta sub numele de teorema lui Euler.

Din Teorema lui Euler rezultd ca valorile &, si k, sunt valorile extreme (valoarea

maxima, respectiv minimd) a curburii normale £, .

Intr-adevir, dacid k, =k,, atunci curbura normald k, nu depinde de @, deci este
constantd, indiferent de directia (du,dv). Evident, aceasta valoare constantd (k, =k, = ct)
poate fi privitd ca valoare extremd. Un astfel de punct al suprafetei (in care k, =k,) se
numeste punct ombilical.

Daca k, # k,, putem considera k, > k, si relatia (5.22) devine:

k, = (k —k, ) cos” 0+, (cos® 6 +sin’ 6) sau
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k,=(k —k,)cos’ O +k,. (5.23)

Valoarea maxima se obtine pentru € =0, deci

. o T :
iar valoarea minima pentru 6 = EX deci

(k’l )min = k2 :
Definitia 5.6.1. Fie P € S un punct care nu este ombilical. Valorile proprii k, si k, (solutiile

ecuatiei caracteristice (5.21)) se numesc curburile principale ale suprafetei S in punctul P .
Directiile din planul tangent in P la suprafata S care corespund vectorilor proprii asociafi

valorilor proprii k, §i k, se numesc directii principale.

Exemplul 5.6.1. Sa se afle curburile principale si directiile principale intr-un punct curent P

al suprafetei:
;(u,v) —ucosvi+usinvj+avk, a>0.
Ecuatiile parametrice sunt:
X=ucosv, y=usinv, z=av.
Derivand obtinem:

X, = COSV »y, =sinv z,=0

u

X, =-usinv y =ucosv z =a.

v
E=1,F=0,G=u"+a", EG-F’=u"+a".
7y =COSVi+sinvj

rv=—usinvi+ucosvj+ak.

Cum F =0, rezultd cad », si r, sunt ortogonali. Asadar r.,r, formeaza o bazi

ortogonala in spatiul tangent 7,5 .

O, (du,dv)=du® + (u2 + az)a’v2 .
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Matricea asociata primei forme fundamentale in raport cu baza r.,r, este

B—l 0
Lo wr+ad?)

Derivatele partiale de ordinul doi sunt:

x,,=0 Y,,=0 z,,=0
x,, =—sinv Yy = COSV z,,=0
X,, =—Ucosy y  =-usinv z,,=0.
L=0 M=-—2 N=0

D, (du,dv) = —%dudv.
u +a

Matricea asociata formei a doua fundamentale in raport cu baza r., . este:

0 B Za 2
Y= Nu- +a
e,

Nut +a’

Ecuatia din care se gasesc curburile principale este:

) 4
Vu? +a? 0o
SR —ﬂ(u2+a2)

Vu' +a’
Curburile principale sunt:

—a

a
k = si k, = .
" ul+a Ykt ad

Directiile principale sunt directiile vectorilor proprii corespunzatori valorilor proprii

k sik,.

Pentru k; =——— obtinem spatiul propriu:

u +a
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V, = {(—\/yz +a’a, a)|a € R}.

Putem alege vectorul propriu (\/u2 +a2,—1). Directia principald corespunzatoare

este:

h=Nu+a’ ri—r =(\/u2 +a’ cosv+usinv) i+(\/u2 +a’ sinv—ucosv)j—ak.

in mod analog, pentru k, = ———— se obtine subspatiul propriu
u +a

Vv, = {(\/uz +a’ a,a)|a € ]R} . Pentru o =1 obtinem directia principala

=N +a*ri+r = (\/u2 +a° cosv—usinv) i+(\/u2 +a’sinv +ucosv)j +ak.
Observam ca cele doua directii principale sunt ortogonale:

t -, =(u2 +02)COSZV—MZSin2V+(M2 +aZ)sin2v—u200s2v—a2 =0.

5.7. CURBURA TOTALA. CURBURA MEDIE. CLASIFICAREA PUNCTELOR UNEI

SUPRAFETE

In teoria suprafetelor un rol important il joaci notiunile de curburi totala (curbura lui

Gauss) si curbura medie.

Definitia 5.7.1. Se numeste curbura totald in punctul P al suprafetei S §i se noteaza cu K

produsul curburilor principale. Asadar curbura totala este:

K =kk,.

Se numeste curbura medie in punctul P al suprafetei S si se noteaza cu H media

aritmeticd a curburilor principale. Asadar curbura medie este:
1
H = E(kl + k2 ) .

Ecuatia (5.21) care ne da curburile principale k; si k, se mai scrie:
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(EG-F*)A*—(LG-2FM + EN)A+ LN - M’ =0. (5.24)

Rezulta urmatoarele expresii pentru K si H :

_ 2
K 2%, (5.25)
%.LG;?‘{]; +NE (5.26)

Clasificarea punctelor pe o suprafati se face in functie de curbura totala.

Pentru a intelege acest lucru sa consideram o suprafatd parametrizata netedda S, de

clasi C?: r = ;(u,v), (u,v)eA.

Fie P un punct de pe suprafata S

avand vectorul de pozitia OP = r(u,v).

Fie n versorul normalei in P la

suprafata S si fie Q€S de vector de pozitie
00=r(u+hyv+k).

Fig.14 Evident avem P—Q:;(u+h,v+k)—;(u,\/).

Daca notam cu d distanta orientata punctului Q fata de planul 7 —planul tangent in

P la S, atunci
d=n-PO. (527)
Pe de alta parte, din formula Taylor avem:
FQ = ;(u +h,v+ k) —;(u,v) =
=d;(u,v)(h,k)+%d2;(u,v)(h,k)+§2. (5.28)
Inlocuind (5.28) in (5.27) rezulta:

d = 71-d?(P)(h,k)+%f1-dz;(P)(h,k)Jrﬁﬁz :

Cum 7 este ortogonal pe d ;(P) , mai departe avem:
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d =%Z-d2?(13)(h,k)+2-§2 :

In sfarsit, tindnd seama de definitia formei a doua fundamentald si de faptul ca

n-R> este un infinit mic de ordinul 2, obtinem:

1 2
d=5®ll(P)(h,k)+9(p ). (5.29)

unde p° =h*+k°.

(®,,(P) semnifica faptul ca L, M, N —coeficientii formei a doua fundamentald sunt calculati

).y,

2

0

in punctul P, iar 9( o ) semnifica faptul ca ling
P

L M
Matricea asociata formei patratice @, (P) este 4 :[ Nj , iar determinantii lui

Sylvestersunt A, =L si A,=LN—-M".
Distingem urmatoarele cazuri:

LN-M’ ,
Cazul 1: K = Fo 77 >0.Cum EG-F? >0, rezulti ci acest caz este echivalent cu faptul

cd A,=LN—-M?*>0, deci cu faptul ci forma patratica ®,, este definita.

Daca L >0, atunci ®@,, este pozitiv definita, iar dacd L <0, atunci @,, este negativ
definita.
In ambele situatii, existi o vecinitate ¥ a originii (0,0) astfel incat pentru orice

(h,k) eV, d are acelasi semn cu @, (P)(h,k).

Asadar, dacd @, (P) este pozitiv definita, atunci d >0, deci, local, planul tangent

7 se afla dedesubtul suprafetei S, iar dacd @, (P) este negativ definitd, atunci d <0 deci,

local, planul tangent se afla deasupra suprafetei S .

Un astfel de punct P de pe suprafata S se numeste de tip eliptic si este caracterizat

de faptul ca, in vecinatatea sa, suprafata se afla de aceeasi parte a planului tangentin P la S.
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Cele doua situatii sunt ilustrate in Figurile 15 si 16.

Fig. 15 Fig.16

Sfera, elipsoidul, paraboloidul eliptic sunt exemple de suprafete care au toate
punctele de tip eliptic.
Cazul 2: K <0. Aceasti conditie este echivalenti cu faptul ca LN — M7 <0. In acest caz
forma patratica ®@,,(P) este alternant, de unde rezulta ca in orice vecindtate V' a originii
(0,0), existd puncte (%',k") pentru care @ (P)(h'k')>0 si exista puncte (h",k") pentru
care ®, (P)(h"k")<0.

Din punct de vedere geometric, aceasta revine la faptul ca in orice vecindtate a

punctului P se afld puncte pe suprafatd sub planul tangent si puncte pe suprafatd deasupra

planului tangent. Un astfel de punct se numeste de tip hiperbolic.

Paraboloidul hiperbolic si hiperboloidul cu o
panza sunt exemplele cele mai cunoscute de
suprafete ale caror puncte sunt de tip

hiperbolic.

In Figura 17, punctul Q este deasupra

planului tangent in P la §, iar punctul Q'

este sub acest plan.

Cazul 3: K =0.Cum K =k k, rezulta ca cel

putin una din curburile principale este 0.

Punctul P e S se numeste de tip parabolic
Fig. 18
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dacd una din curburile principale este zero si cealaltd este diferita de zero (k, =0,k, # 0).

Deoarece k =0 rezultd cd sectiunea normald corespunzitoare este o dreapta.

Asadar, prin punctul P trece o dreaptd situatd pe suprafatd. Cealaltd sectiune normala,

corespunzatoare celei de a doua directii principale, nu mai este o dreapta.

Un exemplu de punct de tip parabolic este un punct oarecare de pe un cilindru

circular (Figura 18).

O alta posibilitate este k, =0 si k, =0. In acest caz orice sectiune normala are

curbura zero, deci este o dreapta. Un astfel de punct se numeste de tip planar. Orice punct al

unui plan este un punct de tip planar.

5.8. LINIT ASIMPTOTICE

Definitia 5.8.1. Fie S o suprafaga orientabila, P S §i = ;(u,v), (u,v) € A o parametrizare
locala a sa.

Presupunem, in plus, ci r e C* (A) O directie (un vector din spatiul tangent in P
la S) t=dr=r.du+r.dv se numeste directie asimptoticd in punctul Pe S daca curbura
normald corespunzdatoare acestei directii este egald cu zero.

O curba pe suprafata S se numeste linie asimptotica daca tangenta in orice punct

al sau este o directie asimptotica.

Tinand seama de expresia curburii normale (5.17) rezulta ca o curba de pe suprafata

S este linie asimptotica dacd in fiecare punct al sau avem:
Ldu® +2Mdudv+ Ndv* =0. (5.30)

Ecuatia diferentiala (5.30) se mai scrie:

2
L(@) +2Mﬂ+N=0. (5.31)
dv dv

Dacd P e S este un punct hiperbolic (LN -M’< 0) atunci ecuatia (5.31) are doua

familii de solutii. Rezulta ca daca punctele unei suprafete sunt toate de tip hiperbolic, atunci
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prin fiecare punct al sau trec doua linii asimptotice, deci o astfel de suprafata este acoperita de

doua familii de linii asimptotice.

Printr-un punct al suprafetei de tip parabolic trece o singura linie asimptotica, iar

printr-un punct de tip eliptic nu trece nici o linie asimptotica.
Intr-un punct planar, orice directie este asimptotica.

Exemplul 5.8.1. Sa se afle liniile asimptotice ale suprafetei S :
;(u,v) =ucosvi+usinvj+—k, u>0,veR.
u

Ecuatiile parametrice sunt:

. 1
X=ucosv, y=usinv, z=—.

u
Prin derivare obtinem:
. 1
X, = COSV y, =sinv z,=——
u
X, =-usiny ¥y, =UCosy z,=0
2
xuu:O yuuzo Zuu _3
u
X, =-—siny Yy =COSV z,,=0
X,, = —UCOSV y,, =—usiny z,, =0.
. 1
cosv siny = ——
u
—usinv ucosv 0
2
0 0 -~ )
u
L= 2 - 2 2
VEG-F uNEG-F
cosV sinyv  ——
u

—usinv wucosv 0

—sinv

cosv 0

JEG-F?
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cosv siny ——

—usinvy  ucosv 0

—ucosvy -usinv 0 -1

JEG - F? JEG-F*

Ecuatia diferentiala (5.31) devine

2
2 (%j —;zo,deci

uWNEG—F* \ dv NVEG-F?

d .
A_y 1 si mai departe

dv \/5

v

ﬂzﬂzﬂnu:lJrlnC,:u:Cleﬁ sau
u 2 V2
du dv v 5

+InC,=u=Ce 2.

— == lhu=-
u 2 V2

Cele doua familii de linii asimptotice sunt:

v v

u=C e’ respectiv u = Czeiﬁ, cu C, G eR.

5.9. LINII DE CURBURA

Reamintim ca expresia curburii normale intr-un punct P al suprafetei S este:

i = Ldu® +2Mdudv + Ndv*

= 5 = (5.32)
Edu” +2Fdudv+ Gdv

Cum coeficientii L,M,N,E,F,G sunt calculati in punctul P, deci sunt constante

reale, rezultd cd membrul drept depinde de directia t=rudu+r. dv din spatiul tangent in P

la S (spatiul 7,S5).
Asadar £, este o functie de doua variabile du si dv.

Daca notam cu & =du si 7 =dv, atunci
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_LE+2MEn+ Ny’

- ,E 4t 20, 5.33
EE +2Fén+Gn’ & (5:33)

k,(&.m)

Curburile principale k, si k,, adica valorile extreme ale curburii normale %, , se afla

rezolvand ecuatia:

=0. (5.34)

L-kE M-kF
M-kF N-kG

Definitia 5.9.1. Prin directia principald in punctul P la suprafata S se intelege o directie

t= (5, 77) pentru care curbura normala k, este extrema (maxima sau minima).

Din aceastd definitie rezultd ca daca (50, 770) este o directie principala, atunci

(50, 770) este un punct critic pentru k, , deci este o solutie a sistemului:

n

oc  on

%y o, %k g (5.35)

Pe de alta parte avem:

Ok, _ (FL-EM)& +(GL—EN)én+(GM —FN)np?

n

o& (E& +2Fn +Gn?)

%:2§(EM—FL)§2 +(EN-GL)én+(FN-GM)y*
on (E€*+2Fen+Gn?) '

Asadar orice directie principala (cfo, 170) verifica ecuatia
(FL-EM)& +(GL-EN)én+(GM —FN)n* =0.

Observam ca aceasta ecuatie este echivalenta cu ecuatia:

n =&n &
E F G|=0.
L M N

Cum ¢ =du si 7 =dv mai departe avem:
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A —dudv  du?
E F G|=0. (5.36)
L M N

Ecuatia (5.36) poartd numele de ecuatia directiilor principale.

Definitia 5.9.2. Se numesc linii de curburda ale suprafetei S acele curbe de pe suprafata S in

lungul carora tangenta in fiecare punct este o directie principald.

Exemplul 5.9.1. Fie suprafata S:
;(u,v) =ui+ v}' +uv7€, (u,v) e R%.
Sa se calculeze directiile principale si sd se determine liniile de curbura ale suprafetei S .

Avem succesiv:

re=i+vk, rn=j+uk

E=1+V’, F=uv, G=1+u’, \/EG—F2:\/1+u2+v2

ruuzrvv:O, ruvzk

Ecuatia (5.36) devine:

v’ —dudv du’
1+12 uv l+u’|=0 sau
0 ; 0

V1+u® +9°
(1+v2)du2 —(1+u2)dv2 =0.

Aceasta ecuatie admite solutiile:

du = AN1+u’ ’ du = u~N1+u’ 1 R
, respectiv ,» ALHUEIN.
dv=AN1+V* dv=—pu~N1+v*

Cum o directie principala este determinata in afara unui factor de proportionalitate,
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putem spune ca directiile principale sunt:

1 :(\/1+u2,\/1+v2 ) , respectiv
t :(\/1+u2,—\/1+v2).

Liniile de curbura se afla integrand ecuatiile diferentiale:

NI+vidu=+1+u*dv.

Separand variabilele obtinem:

du d

%
— =+
Vi+u? VI+v?

Integrand, rezulta ecuatiile liniilor de curbura:
u+~1+u ZiC(V+\/1+V2).

Observatia 5.9.1. Directiile principale sunt, de fapt, vectorii proprii corespunzatori valorilor
proprii k, si k, (curburile principale).
Sa verificam acest lucru in exemplul considerat.

Ecuatia curburilor principale (ecuatia (5.34)) este:

1

0— k(1417 . kuy
( ) l+u® +9°
. =0 sau
kv 0—k(1+4?
o (o)
(14 +v2 )&% + v, L _o.

N1+u® +v° T+u® +v?

Curburile principale sunt:

kl:—uv+ (1+u2)(13+v2), kz:—uv— (1+u2)(13+v2).

(lJruzﬁva)E (lJruzﬁva)E
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Sa observam ca directia principala ¢, = (\/1 +u’ N1+ ) este vector propriu pentru

valoarea proprie k, , adica are loc egalitatea:

L M E F
tlzkl 4
e V)4 el

care este echivalenta cu:

1
0 -
/1+u2+v2 1+ 22 —uv + (14—1/12)(1+vz)[1+v2 uy j 1+u’
1 0 1+2 (1+u2 +v2)% wv  1+u’ 1+2

Ni+u? +0°

Ultima egalitate este adevarata asa cum rezulta dintr-un calcul direct.

Analog se arata ca

L M E F
t, =k, t,,unde
M N F G

5.10. LINII GEODEZICE

Definitia 5.10.1. O curbd parametrizatd de clasia C*, y : ,7) = To(t), t € I, situata pe suprafata
S, se numeste linie geodezica daca vectorul ;"(t) este perpendicular pe planul tangent in

punctul p(t) la suprafata S .

Observatia 5.10.1. Daca y este linie geodezica, atunci, in fiecare punct al sau, normala la

suprafatd apartine planului osculator al curbei y in acel punct.
Intr-adevir, y fiind linie geodezica rezulti ci normala la suprafati este colineara cu
; "(t) , deci apartine planului osculator in p(t) la y.

Exemplul 5.10.1. Orice dreapta situata pe o suprafatd este o linie geodezica.
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Intr-adevir, o dreaptd d situatd pe suprafata S are reprezentarea parametrica
d:p(t)=a+tv,
unde a =(a,,a,,a,)eR’ si v este un vector liber nenul.

Cum ,B"(t) =0, rezultd ca E“(z) este perpendicular pe planul tangent in p(7) la

suprafata S .

Exemplul 5.10.2. Daci S este sfera x* + y”>+z°— R’ =0, atunci ,,ecuatorul”, adici cercul

marc

p(t)=Rcost i+ Rsint j, t e [0,27]
este o linie geodezica.

Reprezentarea parametrica a sferei este:

r(u,v) = Rsinucosv i+ Rsinusinv}'+ Rcosul;, ue [0,7[], ve [0,27[].
Rezulta ca ;(t) = ;(%,tj, te [0,27[].

Cum 7) "(t) =—Rcost i — Rsint } si normala la suprafatd are parametrii directori
(2x,2y,2z) =(2Rcost, 2Rsint, 0),
deducem ca ; "(t) si normala la suprafatd sunt colineari si deci ca ,.ecuatorul” este linie
geodezica.

Se poate arata ca orice cerc mare este o linie geodezica.

Exemplul 5.10.3. Fie cilindrul S:x*+ y* =1 si curba

y:;(t):cos(at+b)f+sin(at+b)}'+(ct+d)l;,teR.

Evident y este o curba pe acest cilindru. Vom ardta ca y este o linie geodezica.

Intr-adevar, p"(t)=-a”cos(at+b)i—a’sin(at+b) j+0-k .
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Pe de alta parte, normala la suprafata are parametrii directori

(2x,2y,0) =(2cos(at+b),2sin(at+b),0)

deci este colineard cu p"(¢).
Daca a =0, atunci
y:p(t)=cosbi+sinb j+(ct+d)k,teR,
deci reprezinta o dreapta situata pe cilindru si paralela cu Oz, deci o generatoare a cilindrului.
Daca ¢ =0, atunci y este un cerc de raza 1, situat in planul z=d .
Propozitia 5.10.1. Dacd y: p= p(t), t € I este o linie geodezicd, atunci H,?)'(t)” =ct,Vtel.
In particular, y este o curbd regulatd in orice punct, dacd p nu se reduce la o constantd.

Demonstratie.

Din egalitatea evidenta:

(5'(0)-2'(1))'=25"(1)- 5'(1) = 0 rezulta ca

H;'(z)”z = const.

In continuare ne propunem sd gasim ecuatiile diferentiale ale liniilor geodezice.

Pentru aceasta vom defini coeficientii lui Christoffel.

Deoarece 7., rv si n sunt liniar independenti, atunci ei formeazd o bazd in V;.

Rezulta ca vectorii #uu, ruv, rvv sunt combinatii liniare de vectorii acestei baze, deci ca pentru

orice (u,v)eA,exista T}, Iy, [; TV, ), msiT!, T, n astfel incat
Vuu zr:Mru +r:urv+ln
rav =00 ru+I) rv+mn (5.37)

rvv:r:‘)ru +r‘fvrv+l’ll’l.
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Functiile T',, poartd numele de coeficientii lui Christoffel.

Pentru calculul acestor coeficienti observam ca:

Fuw-ra=T" E+T F
Faw-rv=T" F+T! G
Fav 7 =T" E+T) F (5.38)

uv

ruv‘rv:ruqu‘i‘r:VG

l"vv‘ruzr:lvE‘i‘r:vF

rvv‘rv:r:VF‘i‘r:vG.

Pe de alta parte avem:

L oy .- 1
ruu'rvz(ru'rv) —ru-rusz;——Ev
u

e e ey = - 1
rvv'ruz(}’u'r\)) _ruv‘rsz/_EGu
v

-~ 1y~ -

Fvy Ty :_(rv'rv) :_G .
2 v

Sub forma matriciala aceste relatii se scriu astfel:

1

(E F](F:;uj ) EEu
rr

IR E—l&

2
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E F
F G

E F
F G

Rezolvand aceste ecuatii matriciale obtinem:

[5)-
[=)-

r.) (E FY'
r’)] \F G

L,
r.)
L
r.,)

H)
F o)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

Exemplul 5.10.4. Sa se calculeze coeficientii lui Christoffel pentru sfera centrata in origine si

deraza 1:

r(u,v) =sinucosvi+sinusinv j+cosu k.

Avem succesiv:

Fu =COSUCOSV i+cosusinv j—sinu k

rv =—sinusinv i +sinucosv j

E=1,F=0, G=sin’u, E,=E =0,F,=F =0,G,=2sinucosu, G, =0

g rY' (!
., | s =
0 sin“u F G 0

F oo w

sin
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)y [P0 Yoy (o

)70 —— o) lo
sin” u

re 1 0 0 ) 0

r,, 0 .12 sinucosu ) 09su
sin” u sinu

‘ 1 0 . .

I —sinucosu | (—sinucosu

(F:J_o — ( 0 J ( 0 j
sin” u

Asadar avem:

cosu
v — f—
0, =

l"u :rV :0’ rLt —

uu uu uv

ctgu, I'!

. .
., =—sinucosu, I'’ =0.

sinu

Teorema 5.10.1. Curba y:;(t)zr(u(t),v(t)), tel este o geodezicd pe suprafata S :

r= r(u,v) daca si numai dacd verifica sistemul:

w17, (u'(0) + 20 u'(e)v'(e) + T2 (v'(2))

# T, (u(0)) + 20,0 (0)+ 7, (v(1))

uu

u"(t)
v”(t)

Demonstratie.

(5.42)

Il
S o

p"(£) = (Fuwr(£)+ v’ () Ju'(£) + P (1) +
+ (;u vt (£)+ 7o v'(t))v'(t) +rv"(t) =

= e (u'(8))" 4 27 ()9 (1) + P (1)) + P (1) 5 70" (1),

Tinand seama de (5.37) mai departe avem:

P (1) =(Tl, ru+ T v+ D) (w'(2)) +2(T0 7+ T v m)u'(0)v' (1) +

(T 4T rn ) (v(0)) 4 Feu () +70(0).

Grupand in mod convenabil termenii obtinem:
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p"(1)=[un(r)+ T2, ()
+ [v"(z) +T), (u'(2)
1w (0)) + 2 (1) +n (v () | 7

Deoarece y este o geodezica, deci p"(t) este colinear cu »n, rezulta ca:

2

w'(e)+ T2, (u'(2)) +2T0u'(e)v'(e)+ T2, (v'(1))

0
V(04T () +2000 (v () + T2 (v(1) =0

Corolar 5.10.1. Pentru orice punct M de pe suprafata S si orice vector ; din planul
tangent in M la suprafata S, exista €>0 §i o singurd geodezica p:(—g, 6‘)—>S cu

proprietdtile

p(O) =M si ;'(O) =p.
Demonstratie.

Afirmatiile rezulta din Teorema 5.10.1. si din Teorema de existenta si unicitate a
solutiei unui sistem de ecuatii diferentiale (a se vedea Teorema 5.10.2., Teorema 5.10.3. si

demonstratia Teoremei 5.10.4., prezentate in continuare).

Exemplul 5.10.5. Sa se afle geodezicele planului:

r(u,v)zu;+v}'+0-7c.

Avem E =1, F =0, G=1. Toti coeficientii I, sunt nuli si sistemul (5.42) devine:

Solutia generala este u (1) = a,t+b,, v(t)=a,t +b,.

Asadar orice geodezicd in plan este o dreapta.

Am vazut ca orice cerc mare al unei sfere este o geodezica. Acum vom arata ca orice

geodezica de pe o sferd este un cerc mare.
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Exemplul 5.10.6. Sa se determine geodezicele sferei:

r(u,v) =sinucosv i +sinusinv j +cosu k .
Tinand seama de Exemplul 5.10.4., sistemul (5.42) devine:
u"(t)—sinucosu v'*(1)=0

cosu
"(1)+2 (t)v'(t)=0
V1) + 2 S () ()

,uz0siu#r.

Din a doua ecuatie a sistemului rezulta:

v"(7) _, cosu (1)

v'(t) sinu(t)

Inv'(¢) = -2 Insinu(7)+InC, deci

-u'() si mai departe, prin integrare se gaseste

vn_  C
v (t) = u(t) . (5.43)

Folosind (5.43) in prima ecuatie din sistem obtinem:

C? cosu(t)

e u(t) si amplificand cu u'(t) rezulti:

u"(t)=

_ Cc? cosu(t)u'(t) .
sin’ u ()

u'(t)u"(t)

Integrand aceasta relatie rezulta:

u'*(¢) C? S
=—— +— si mai departe:
2 2sin’u(t)
2 c
(t)== k" - . 5.44
! ( ) sinzu(t) ( )

Din (5.43) si (5.44) deducem:

v _ v'(2) _y_sinfu
du u'(t)
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C

dv=1t sin’ u du
\/(kz - CZ)—Czctgzu

Daca facem schimbarea de variabila

Cctgu =\k* — C? sinw, atunci

C

2

- du =~\k* —C* coswdw si ecuatia devine
sin”u

dv=TF dw sau w==*v+b, b=constant.

In continuare avem:
Cetgu =vk* = C? sin(tv+b)=vk*> — C? (sinbcosv + cosbsinv)
In final obtinem

C cosu +Vk* = C? sinu (Acosv+ Bsinv) =0. (5.45)

Daca notam cu

X =sinucosv
y =sinusinv

z=cosu,
atunci x* + y° + 2z =1, deci curba obtinuti se afli pe sferi.

In plus, aceastd curba se afld in planul V&> - C? (Ax+ By)+ Cz =0, plan ce trece
prin origine. Rezulta ca ecuatia curbei (5.45) este ecuatia unui cerc mare.

In continuare vom pune in evidentd o proprietate importanti a liniilor geodezice si

anume, faptul ca pentru orice doud puncte P si QO de pe suprafata S, dintre toate curbele de

pe suprafata S care trec prin aceste puncte, cea mai mica lungime o are arcul de geodezica.
Pentru aceasta avem nevoie de urmatoarea definitie.

Definitia 5.10.2. O reprezentare parametrica a suprafetei S

X = x(s,t),y = y(s,t), z= Z(S,t), (s,t) eU
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se numeste semigeodezicd daca prima formd fundamentala este
@, (ds,dt)=ds* + Gdr* .

Exemplul 5.10.7. Se considerd urmédtoarea reprezentare parametricd a planului, corespunza-

toare coordonatelor polare
x=scost, y=ssint, z=0, se(0,0),1e(0,27).
Avem

x,= cost, y = sint, z,=0

s

X, =—ssint, y,=scost, z,=0 si

E=1, F=0, G=s", deci

D, (ds,dt) =ds’® +s’dt*.
Observatia 5.10.2. Fie

x= x(s,t),y = y(s,t), z= Z(s,t), (s,t) eD
o reprezentare semigeodezica a suprafetei S . Atunci
(1) curbele coordonate s = s,, t = #, sunt ortogonale

(ii) orice curbd p(7)=(s,+7)i+¢,j este o geodezica si H’B'(T)H =1.

Intr-adevir, prima afirmatie rezulti din faptul cd F =0.

Tinand seama ca E =1, F' =0 din egalitatea

1
E F\(T: EES
F oG FA’A = . , rezulta

Fs_EEt

LY (0 o o
= 1 mai1 departe ca
o )it | lo)°® P

i=0siI=0.
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Acum este evident ca ecuatiile curbei

s=s,+71,t=t, verificd sistemul (5.42), deci curba

p(r) = (so + T) i+ to}' este o geodezica.
Cum @ =i rezultd imediat ci H;'(T)H =1.
dr

In cele ce urmeaza reamintim un rezultat din teoria sistemelor de ecuatii diferentiale.

Fie sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul I

d
% = f, (xl,...,xn)

(5.46)

Sa presupunem ca functiile f;,7=1,2,...,n sunt de clasa C k (k > 1) pe multimea

deschisa si conexd Q< R”.

Teorema 5.10.2 (Teorema de existenta a solutiei si de diferentiabilitate a acesteia in raport

cu conditiile initiale)

Pentru orice punct M (xlo,...,xno ) € Q, exista o vecinatate V a punctului M,

V < Q, un interval deschis 1, = (—6‘,8) si n functii de clasa ck

si

O =(@,,....0, ): 1, xV = Q cu proprietdtile:

(5.47)
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(5.48)

% = fn((ol (t)>"'>¢)n(t)) ’ (V) L€ 18'

Proprietatea (5.48) pune in evidentd faptul ca O = ((p,,...,(on) este solutie a
sistemului diferential (5.46), iar proprietatea (5.47) aratd ca aceastd solutie verifica conditia
initiala.

Teorema afirmd ci solutia ® =(¢,,...,p,) este de clasd C ¥ nu numai in raport cu
variabila independenta ¢ € [, ci s in raport cu x,,,X,g,..., X, -

Mai mult, existenta unei solutii de acest tip are loc pentru orice alt punct

M(x,,...,x,)eV . Cu alte cuvinte, pentru orice punct M (x,,..,x,) €V, existd o solutie a

sistemului (5.46), ®" = ((/)IM yoens P ) :1,xV — Q care verifica conditia initiala

(olM (O,xl,...,xn) = X,

Functia vectoriald ®" este de clasi C k pe I, xV 1in raport cu toate variabilele
LX 5 X, .
Teorema 5.10.3. (Teorema de unicitate a solutiei) Fie © =(¢1,...,¢)ﬂ) si ¥ =(l//1,...,l//n)
doua solutii ale sistemului (5.46) definite pe acelasi interval I . Daca exista t, el astfel
incdt ®(t,)="Y(t,), atunci ®(t)="Y(t), oricarearfitel.

Urmatoarea teorema asigurd existenta unei parametrizari semigeodezice a unei
suprafete.

Teorema 5.10.4. Pentru orice curbd y de clasi C° de pe suprafata S si orice punct

M, ey, exista o reprezentare parametrica semigeodezica locala a suprafetei S :
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x= x(s,t),y = y(s,t), z= Z(S,t), (s,t) eV
in raport cu care curba y si curba coordonatd s =0 coincid.
Demonstratie.

Fie suprafata S:r=r(u,v), (u,v) €A sifie punctul M (x,,v,,2,)€ S, unde

X, =x(u0,v0), Yo =y(u0,vo), Zy =z(u0,v0).

Fie de asemenea curba y:p(t):r(u(t),v(t)), teJcR,cu

p(t,)= r(u(to ),v(to)) =r(uy,v,)=M,.
Pentru orice p(¢)ey se considera versorul z(¢) din planul tangent in p(¢) la
suprafata S care este ortogonal pe p'(¢). In plus, 7(¢) este astfel ales incat perechea

(p'(t),;(t)) sd aibd aceeasi orientare cu

baza (;’:u, ;V) din Tp(t)S .
Fie functiile scalare p(t) si q(t),
componentele versorului 7(¢) in raport cu

reperul (;u, ;’v)- Fig.19

Conform (5.42), geodezicele suprafetei sunt date de sistemul de ecuatii diferentiale

de ordinul 2

P 2 2
du1 :Fil(%] +2r12%%+r22(%j =0

ds’ ds ds ds

P 2 2
_d ”22 :rlzl % +2rf2%.%+r§2 % =0
ds ds ds ds ds

1 _
R BN —Fuluz,etc.

unde am notat cu '}, = r,

u

Aceste sistem este echivalent cu urmatorul sistem de ecuatii diferentiale de ordinul I
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duy _
s b
du,
ds =D,
(5.49)
d
% :_(rilplz +200, pyp, + 13, pzz)
dp
d_;:_(rlzl p12+2r122p1p2+F§2 pzz)

Din Teorema 5.10.2. rezulta ca pentru punctul
0, = (u(t0 ),v(to),p(to),q(zo)) eR*

existd ¢ >0, o vecinatate V' a punctului Q, si o solutie a sistemului (5.49):

u, =@ (s) =(pl(s,u(to),v(to),p(to),q(to))
u, :(DzQO(S) :¢z(sa”(to)>v(to)ﬂp(to)’q(to))
pr=v(s) =y (s.u(ty):v(1): p().9(1))
P = (s)=w,(s.u(ty)v(2). p(1).q (1)) s €1,

care verificd conditia initial
o (0)=u(ty), @ (0)=v(z,). w* (0)=p(t,).v3" (0)=4q(z,).
Mai mult, o astfel de solutie exista pentru orice punct
O(1)=(u(t).v(r).p(1).q(1)) eV

si este de clasd C' atat in raport cu s, ct i in raport cu u(¢),v(¢), p(1) si (1), deci si in

raport cu ¢.

Cum u,v,p si g sunt de clasa C " in raport cu ¢, existd ¢ >0 astfel Incat pentru

|t - t0| < J sdrezulte ca punctul

0(1)=(u(1)-¥(1).p(1).a(1)) €V

Din cele de mai sus rezulta ca exista o solutie a sistemului (5.49) asociata conditiei
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initiale (u(),v(t),p(t).q(t)). Fie

u, =9l (s,0) =@, (s.u(r),v(2), p(1).q(7))
u, =¥ (s.1) =@, (su(t).v(1). p(2).9(1))
po=y (s.) =y (s.u(t)v(1).p(¢).q(1))
Py =i (s.) =y, (su(t)v(t).p(¢).q(2)), sel,,

aceasta solutie.

Evident avem pe de o parte
02 (0.t)=u(t), ¢ (0.6)=v(t),y2(0.t)= p(t). w?
iar pe de alta parte

0
=w?(s.t), a@% =y (s,1), etc.

dp?
0s

Se noteaza cu
F(s.t)=02(s,t), g(s.t)=0f(s,t) sicu

O'(S,t) = r(f(s,t), g(s,t)), sel,,

1—t,| <o

geodezica corespunzatoare acestei solutii a sistemului (5.42). Cu aceste notatii rezultd

£(0,6)=u(t), g(0,¢)=v(¢)

L(on)=p(r) 5i E(0)=g(r) s

&(0.0)=r(u(1)v(1)) = p(1) si 66_“(o,t)=;(t).

S

In continuare avem

of og
—(0,¢, —(0.,¢,
o)) 5O

of dg '
o -2
at( ) az( o)
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Cum vectoril

- - 0 - 0 .
T(to):g(o,to):ru(uo,vo)a—];(o,to)+rv(uo,vo)a—f(o,to) si
- 8 - 0 - 0

a‘tf a_f;(o,to)m(uo,vo)a_f(o,zo)

nu sunt colineari, rezulta ca Jacobianul

D(f.g)
D(s,t)

(0,¢,)#0.

Din Teorema de Inversiune Locald se deduce ca existd o vecinatate deschisa U a

punctului (0,7, ) si o vecintate deschisd /¥ a punctului (u,,v,) astfel incat aplicatia

(s,t)—> (f(s,t),g(s,t)):U — W este difeomorfism.

ty+0

U
(M)}é
(5.1)

s,t

%]

ty—0

v

Fig.20

Fie 7:U — S c R® definiti astfel
;(s,t)zr(f(s,t),g(s,t)), (V)(s,t)eU. (5.50)

Vom arata ca (5.50) este parametrizarea cautata.

Pentru inceput sa observam ca
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F(0.0)=r(£(0.0),8(0.0)) = ((1).v(1)) = (1),
de unde deducem cd y si curba coordonata s =0 coincid.

Observam de asemenea ca pentru orice ¢, fixat, curba coordonata

r(s,tl)z r(f(s,tl),g(s,tl)) = G(S,Z‘l)

este o geodezica pe suprafata S ce trece prin punctul M (t1 ) ey.

Cum a—G(O,z‘)zg(z‘) si ;(t) este versor, rezultd ci 8—O-(O,t) =1.

os os

3 . . oo o
Pe de alta parte, din Propozitia 5.10.1. deducem ca a—(s,t) =1, (‘v’) s s mai
S
departe ca

~ 2 aﬁ 2

E=|r| =[2Z| =1.
os

Evident, curba coordonata s=w, t=¢ fiind o geodezica verifica sistemul (5.42),

deci

2

0
" (w)+ T (s'(w)) +2T, 5" (w)e'(w) + T, (11(w)) =0

{s"(w)+rjs(s'(w))2 #2025 (W)t (w)+ T3, (£1(w)) =

de unde rezulta ca
;=0sil =0.
Tinand seama de acest lucru in egalitatea
le
[E F](Fjs]:[l FJ(F]: p s :( 0 ]
F G)\T., F G)\T,, Fs—%Et F,

deducem cd F, =0, adicd F' nu depinde de s.
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Prin urmare, pentru orice s rezulta

F(s5,6)=F(0,6)=r.(0,)-7(0,¢) =%(0,t)-%—f(0,t) =7(t)-p'(t)=0.

Asadar, £ =1, F =0, deci parametrizarea

r(s,t) = r(f(s,t),g(s,t)), (V) (s,t) eU
este 0 parametrizare semigeodezica.

Teorema 5.10.5. Fie y o geodezicd pe suprafata S si fie P, Q doud puncte pe y. Dintre
toate curbele de pe suprafata S care trec prin punctele P si Q, arcul de geodezica are

lungimea cea mai mica.
Demonstratie.

Fie C o curba pe suprafata S care trece prin punctul P si este ortogonald pe y .

Din Teorema 5.10.4. deducem ca existd o parametrizare semigeodezica a suprafetei

S, r=r(st),(V)(st)eU, astfel incat r(0,¢,)=P, curba C este curba coordonata s =0

sicurba y este curba coordonata t =¢,. Punctul Q € y, deci este de forma Q = r(s,,to ) .

Lungimea arcului 13@ de pe geodezica y va fi egald cu

Fie }~/:p(w) = r(s(w),t(w))

o curba oarecare pe suprafata S care trece prin

punctele P si Q.

Daci se presupune ca p(a)=P si p(b)=0,

atunci

s(a)=0,t(a)=t,,s(b)=s, si t(b)=1,.
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Lungimea arcului @ de pe curba }~/ este egald cu

J'\/S'Z(W)JrG(s(w),t(w))t'z(w) dw >J-1/S' (w) dw=|s(b)—s(a)| =|s,].

Asadar, arcul }/TQ de pe curba 7~/ are lungimea mai mare decat arcul }/’-Q de pe

geodezica y.

Probleme propuse

1. Fie suprafata definita prin ecuatiile parametrice x =u +sinv, y=u—cosv, z=u—1, u, v

parametrii reali. Se cere:
a) Sa se afle coordonatele carteziene ale punctelor A(u =1,v = %) si Bu=-1,v=3x);

b) Sa se verifice daca punctele M (-2,3,1),N(3,4,2) apartin suprafetei;
c) Sa se gaseasca reprezentarea carteziand implicita a suprafetei.
Raspuns: a) A(2,1,0),B(—1,0,—2); b) M nu este pe suprafatd, N este pe suprafatd (pentru

u=3,v=rx);c) (x—z—1)2+(z—y+1)2=1.

2. Si se determine ecuatia carteziana implicitd a suprafetei care are ecuatia vectoriala:

a) ;(u,v)

(u+v);+(u2—vz)}'+(u3+v3)7€;
b) ;(u,v)z(u+v);+(u2+v2)}'+(u3+v3)l;;
¢) r(u,v)=vigui+vetgu j+vk.

Réspuns: a) x* —4xz+3y°=0;b) x’ =3xy+2z=0;c¢) xy=2z".
P ¥
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3. Sd se gaseasca ecuatiile planelor tangente si normalelor la suprafetele:

a) x=u+v, y=u—v, z=uv, inpunctul M (u=2,v=1);

. . Vs
b) x=ucosv, y=usinv, z=au, a € R, in punctul M(uzZ,v=ZJ;

¢) z=sinx—cosy, in punctul M(ﬂ',—%,()j ;

d) x*+y*+2z> =169 =0, in punctul M (3,4,12);
e) x’ —2y* —=3z" =4 =0, In punctul M (3,1,-1);
f) ;(u,v)z(u+v);+(u2 +v2) }'+(u3 —v3)l:r,inpunctul M(u=1Lv=1);

X

g) z =e;, in punctul M(O,l,l);

h) x=w’+v,y=u+v’,z=u+v,Inpunctul M(u=1v=1);

i) 25x° —x’z +2xy’z—y* =0, In punctul M (1,2,-1);

i) ;(u,v)=u2f+uv}'+(2u+v2) k , in punctul M(u=1v=3);

k) x=u’+v+l, y=u’-v+1l,z=uv+2,Inpunctul M (u=1v=-1);

2 2 2

Xy oz .
) —+=——-—=0, in punctul M (4,3,4).
) 16 9 8 P ( )

- -1 z-2
Raspuns: a) 3x—y—2z—4:0;x33:y1 _Z 5 ;

T
2 y-V2 z-2 —z Yty
X _Jy \/_:Z a;c)x+y+z—£:0;x T _ 2:§;

a a -2 2 1 1

d) 3x+4y+122-169=0, > _r=4_z-12.
3 4 12

b) ax+ay—\/EZ:0;

x—3:y—1:z+1;f) 2x—y-2=0:

z
€) 3x-2y+3z-4=0; —
) 4 -2 3 2 -1 0
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x y-1 z-1 x=2 y=-2 z-=2
X+z-1=0;—=——= ;h) —x—y+3z-2=0; = = ;
) -1 0 1 ) 4 -1 -1 3
D 13x—8y+2:45=0, 21 Y=2_ZHlye ooty 2ol
13 -8 2 8 -6 1
k) x—3y—4z+12=0;x—l:y—_3:2_1;1) 3x+4y—62=0; x-4_y-3_z-4

-3 4 3 4 -6

4. Sa se determine ecuatia planului tangent la suprafata xyz=1 paralel cu planul

x+y+z=1.
Raspuns: x+y+z-3=0.
5. Si se determine un punct al suprafetei x’ —3xy—z =0, in care normala la suprafati si fie

perpendiculara pe planul 5x+6y+2z-7=0.

Raspuns: M(I,E,—gj.
6 2

6. Sa se determine forma intdi fundamentald a urmatoarelor suprafete
a) ;(u,v)zu;+v}'+uvl;;
b) r(u,v)=ucosvi+usinv j+u’ k;
c) ;(u,v) z(u2 +v);+(u +v2) }'+(u+v) k;

d) ;(u,v) =(u3 +v3);+(u2 +v2) }+(u +v)1:r;

- u e u . - 7 .
e) r(u,v)=ach—cosvi+ach—sinv j+u k (catenoidul);
a a

f) r(u,v) = (a+bcosu)cosv;Jr(a+bcosu)sinv j+bsinu k (torul).
Rdspuns: a) @, (du,dv) = (v2 + l)a’u2 +2uvdudv + (u2 + l)a’v2 ;

b) @, (du,dv)

(4u2 + l)du2 +utdv’;

c) O, (du,dv) = (4u2 + 2)du2 + (4u +4v+ Z)du dv+ (4\/2 + Z)dv2 ;
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d) @, (du,dv) = (9u4 +4u® + 1) du® + 2(9L12v2 +4uv+ 1) du dv + (9v4 +4v7 + 1) av’;

¢) @, (du,dv)= chzgduz + azchzg v ; f) @, (du,dv)=b>du’ +(a+bcosu) dv’ .

7. Sa se determine unghiul dintre curbele:
a) u=—1 si v=r trasate pe suprafata ;(u,v) =ucosvf+usinv}'+(u +v) k;
b) u =—1 si v=-2 trasate pe suprafata ;(u,v) = (u2+v);+(u2—v) }'+uv k;
¢) u=v—1si u=3-v trasate pe suprafata 7(u,v) =ucosvi+usinv j+u’ k;
d) u+v=0 si u—v=0 trasate pe suprafata ;(U,V)ZUCOSV;-F usinvj+avk;
e) u+v=0si u—v=0 trasate pe suprafata ;(u,v) =u i+v j+sin(w+v)k.

2

V4 1 2 l-a V4
Raspuns: a) 0 =—;b) cosd =—;c) cosd=—;d) cos@=———;¢e) =—.
P ) 3 ) 3 ) 3 ) 1+a° ) 2

8. Se considera suprafata r(u,v)zucosvi+usinv j+vk. Sa se determine perimetrul

triunghiului curbiliniu determinat prin intersectia curbelor 2u =+v* si v=1.

Indicatie: Curbele 2u =v* si 2u=—V" se taie in O(u =0,v= O) ; curbele 2u=v" si v=1 se

N | =

taie in A(u = ,vzlj; curbele 2u =—v* si v=1 se taie in B[u =—%,v=1j;

1

5 1
Y2 v, deci I_ =Ids=j
A
0 0

2
v +2dv=z;
6

Elementul de arc pe 04 este ds =

1 1
2
dv,deci L-. :stzjv +2dv:Z;
OB 2 6
0

0

vi+2

Elementul de arc pe OB este ds =

1

2 2
. 1
Elementul de arc pe 4B este ds=du, deci L = jds = Idu =1; P_4pc :?0.
1 1

2 2
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9. Se di suprafata de ecuatii parametrice x =ucosv, y =usinv, z=u+v. Se cere:

a) prima forma fundamentala a suprafetei;
b) elementul de arie al suprafetei;

¢) a doua forma fundamentala a suprafetei.

Raspuns: a) @, (du,dv)=2du’ +2dudv+(u’ +1)dv’;

J —2dudv+u® dv?
b) do=\EG—F dudv =2’ +1 dudv; c) ®,, (du,dv)=——22 L

V14242

10. Si se determine a doua forma fundamentala a suprafetei

r(u,v)=ucosvi+usinvy +(u2 +v2)k.

2udu’® —4vdudv + 2(u +u )dv2

Vu® + 4 +4u’

11. Fiind data sfera ;(u,v) = Rcosucosv i+ Rcosu sinv}' + Rsinuk ,

Raspuns: @, (du,dv)=Ldu® +2Mdudy + Ndv* =

a) sa se arate ca doua curbe de coordonate oarecare sunt ortogonale;
b) sa se determine prima si a doua forma fundamentala;

¢) sa se calculeze curbura normala;

d) sa se clasifice punctele suprafetei;

e) sa se arate ca in orice punct curbura totald este constanta.

5 - = F :
Raspuns: a) F =r,-r, =0= cosf =——== =0, deci curbele de coordonate sunt ortogonale;

VEG
b) @, (du,dv)=R*du’ + R*cos’ udv®; ®,,(du,dv)=Rdu’ + Rcos’ udv’;

O, (du,dv) 1 s s . . .
¢c) k,=—————==—;d) LN-M" =R cos"u >0, deci toate punctele sferei sunt de tip
@, (du,dv) R

LN-M> 1

eliptic;e) K =——=—.
pric; ¢) EG-F* R
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12. Fie torul de ecuatie vectoriald 7(u,v)=(a+bcosu)cosv i+ (a+bcosu)sinv j+bsinu k.

a) Sa se arate cd doud curbe de coordonate oarecare sunt ortogonale;
b) Sa se calculeze elementul de arie al suprafetei;

¢) Sa se calculeze curbura normal a torului.
Raspuns: a) F =0;b) do=VEG - F* dudv =b(a+bcosu)dudv;

ok = (D“(du,dv) B b(sinu +cosu)du’ +(a+bcosu)cosudv’
" @, (du,dv) b du® +(a+bcosu)’ dv? .

13. Fie paraboloidul eliptic de ecuatie implicitd x” + y* = z sau de ecuatii parametrice x =u,
y=v,z=u" +V.

a) Sa se determine prima si a doua forma fundamentala a suprafetei;

b) Sa se calculeze elementul de arc si elementul de arie;

¢) Sa se calculeze curbura totala si curbura medie;

d) Sa se clasifice punctele suprafetei;

e) Sa se calculeze lungimea arcului de curbd u =1 cuprins intre punctele A(u=1,v=-1)

si B(u =1,v=1).
Raspuns: a) ©, (du,dv) = (4u2 + l)du2 + 8uvdudv + (4v2 + l)a’v2 ;

2du’ +2dv?

Vi + 47 +1°
b) ds =@, (du,dv) = \/(4uz +1)du’ +8uvdudy+ (4’ +1)dv’ ; do=4u* + 4 +1dud;

@, (du,dv)=

o K LN=M 4 1 LG-2MF+NE 2(2+2v+1)
B —F? B 2 2 272 5 _ 2 - 30
EG-F" (40’ +4 +1) 2 EG-F (4 + 407 11
2 4 : . . . . . . .
d) LN-M"= > 0, deci toate punctele paraboloidului eliptic sunt de tip eliptic;

du’ + 4’ +1
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1 1
e) L =Ids=fx/4v2+1du=«/§+%ln(2+\/§).
-1 -1

14. Sa se clasifice natura punctelor urmatoarelor suprafete:
a) r(u,v)=cosuchvi+sinuchvj+uk;
b) ;(u,v) =shu i +chucosv j +chusinvk ;
) x+y=2.

—sh?v
1+ ch?®v

Raspuns: a) LN —M* = < 0, punctele sunt hiperbolice; b) Punctele sunt hiperbolice;

¢) LN —M?* =0, punctele sunt parabolice.
15. Sa se determine curburile principale:
a) in punctul M (1,1,1) de pe suprafata z=xy;
b) in punctul 0(0,0,0) de pe suprafata 2z = 4x” +9y°;
¢) in punctul M (u=1,v=1) de pe suprafata x =u’ +v’,y =u’ —v’,z =uv.

.\

Raspuns: a) ky =———;k, =—b) k,=4;k,=9;¢) k =L'k =0.

3 9 257
16. Sa se calculeze curbura totald K si curbura medie H pentru suprafetele urmitoare:
a) x=u’+v,y=u’—v’,z=uv,npunctul M(u=1v=1);
b) z=x’y’, in punctul M (1,1,1);
c) ;(u,v) =ucosvi+usiny } + (u + v) k , intr-un punct oarecare;
d) ;(u,v) =ucosvi+usiny } +u k , intr-un punct oarecare.

Rdspuns:a)KzO;HzL'b)K=—£;H 1

45’ 49" T T 1aia”
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1 ' +1 1
>3 H = +:d) K=0; H =

K=- .
9 (Zu2 +l) (2u2 +l)5 2\2u

17. Sa se determine liniile asimptotice ale suprafetelor:

in2y -
SlIle;

a) ;(u,v) =1ucosV i +usiny }'+

b) x=u,y=uv,z=v;
C) X=U+COSV, y=U—COSV, Z=UV;
d) x=u,y=uv,z=v+Inu;

e) ;(u,v)z(u+v);+(u2+v2)}'+(u3+v3)k;
f) ;(u,v):ucosv;+u JHvk:

3
g) r(u,v)=vcosu i+vsinu j+%k;
h) z=xy;
1) ;(u,v) = chu cosv i+ chu siny }'+u k;

1 ;(u,v) =ucosvi+usiny }'+au k;

k) ;(u,v) =wucosvi+usiny ;'+u2 k.

Indicatie: a) Ldu® +2M dudv + Ndv* =0 & 2 cos2vdudy +usin2vdv’ ) =0;

Nu? +cos? 2v (

dv=0=v=_C, (const.)

du ;D) v=C,v=C,u;
cos2vdu+usin2vdv=0< —=—-tg2vdv=>u=C, |cos2v
u

¢c) v=C,,u=C,«sinv ;d) uzCl,uzCze’zv;e) u=v+C,u=-v+GC,;

f) v=C1,uzsinv=C2;g) u=C,v=Cu;hyu=C,v=C;1)) u—v=C,u+v=_C,;
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j) v=C (doud familii confundate); k) Ldu’ +2Mdudv+ Ndv’ =0 < du’ +u’dv’ =0, deci

liniile asimptotice sunt imaginare.
18. Si se determine liniile de curbura ale suprafetelor:
a) x=3u+3uv’ —u’,v=3v+3u’v—, z=3u’ -3
b) ;(u,v) =ucosvi+usiny } +av 7(;
c) ;(u,v) = (u2 +v2);+(u2 —vz) }'+ avk ;
d) z=xy;
e) ;(u,v) =(u+sinv) i+ (u—sinv) jtavk;

—~ U+v - u—v- uv-
rlu,v)= i+ +—k;
b ( ) 2 2 / 2

2) ;(M,V)ZMZ ;+(u2 +v2) }'+(u2 +v) k.

dv2 _dudv duZ dv2 _dudv du2
Indicafie:a) |E~ F G |=0&P(l+u’+v?) 0 91+’ +V)|=0e
L M N 6 0 -6
du=0=u=0C
o dudv=0e1"" ) 1;b)V=i111C12(u+\/uz+az);c)u=C1,v=C2;
dv=0=>v=C, ’

d) u+ 1+ =C1(v+\/1+v2),u+\/1+u2 —— % yu=-c,v=0,
v+A1+07

) u+v2+u’ =C1(v+\/2+v2),u+\/2+u2 :L;g) v=C,3u'+v +v=_C,.

VHA2+V

19. Sa se determine liniile geodezice ale suprafetei x = Rcosu, y = Rsinv, z=v (cilindrul

drept).

d*v du d(dv) d(du)

Indicatie: e = = ; prin integrare rezultd dv=C du =>v=Cu+C,.

v du dv u
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