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Prefata

Acest curs este consacrat in principal prezentarii rezultatelor de bazad din
teoria ecuatiilor diferentiale si a ecuatiilor cu derivate partiale.

Numeroase fenomene si procese din naturd se modeleaza matematic prin
ecuatii diferentiale sau prin ecuatii cu derivate partiale. latd cateva dintre
acestea: miscarea unui punct material intr-un camp conservativ, vibratiile unui
sistem oscilant, caderea libera a corpurilor, deplasarea unei membrane elastice
sub actiunea unei incarcdri continue, propagarea cdldurii intr-o bard,
dezintegrarea radioactiva, cresterea populatiei, diverse reactii chimice, etc.

Primele contributii notabile 1n teoria ecuatiilor diferentiale apartin
creatorilor calculului diferential si integral, I. Newton si G.W. Leibniz.

Abordand structural problemele de dimanica a punctului material, Newton

—

) L. = - dv )
a descoperit legea a doua a mecanicii: F =m-a=m.—— care este o ecuatic

dt

diferentiald. Leibniz a fost condus la studiul ecuatiilor deferentiale de o
problema de geometrie, si anume: determinarea unei curbe plecand de la unele
proprietati ale tangentei la curba. Leibniz este cel care a introdus in matematica
termenul de ecuatie diferentiala.

Prima definitie clard a ecuatiei deferentiale a fost data de L. Euler. Dupa

Euler, o ecuatie diferentiald este o relatie Intre X, y si p=y'(X) si rezolvarea ei

consta Tn gasirea unei relatii intre X si y care sa nu-1 mai contind pe p.



Lista matematicienilor care au contribuit esential la dezvoltarea acestui
domeniu mai cuprinde pe: fratii Johann si Daniel Bernoulli, Laplace, Lagrange,
Cauchy, Fourier, Poincaré¢, Picard, Liapunov, Voltera, etc.

Acest curs se adreseaza 1n principal studentilor din anul II ai Facultatii de
Geodezie din Universitatea Tehnica de Constructii Bucuresti, dar, in egald
masura, este util studentilor din orice universitate tehnica, precum si
doctoranzilor.

Dintre problemele studiate in lucrarea de fata si care nu se gasesc in mod
curent intr-un curs clasic de Matematici Speciale amintim: prezentarea
expresiilor operatorilor diferentiali (gradient, divergenta, laplacian), in
coordonate curbilinii, un studiu destul de amanuntit al polinoamelor Legendre si
al functiilor Legendre, prezentarea notiunii de solutie slabd a unei ecuatii cu
derivate partiale, rezolvarea problemei Dirichlet pentru sferd cu metoda separarii
variabilelor, etc.

Fiecare capitol contine exemple rezolvate complet care asigurd o buna
intelegere a teoriei. Am fost preocupati continuu pentru a pastra un echilibru
intre rigoare si accesibilitate.

Mulfumim referintilor stiintifici: Prof. univ. dr. mat. Ileana TOMA si Prof.
univ. dr. mat. Angel Sever POPESCU, pentru grija cu care au citit manuscrisul,

pentru observatiile si aprecierile facute.

Bucuresti, Aprilie 2014

Autorii
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CAPITOLUL 1

ELEMENTE DE TEORIA CAMPULUI

1.1. Campuri scalare. Derivata dupa o directie.

Gradientul unui camp scalar

Un camp reprezintd o distributie de valori ale unei marimi fizice. Cum marimile fizice

sunt scalare sau vectoriale si cAmpurile sunt scalare sau vectoriale.

Definitia 1.1.1. Fie Qc R3 o multime deschisa. Prin cdmp scalar pe € se intelege

orice functie scalara u:Q — R . Daci in plus u € C* (Q), atunci spunem ca u este un cdmp

scalar de clasd C* pe Q.

Exemple de campuri scalare sunt: campul temperaturilor, campul presiunilor, cAmpul

densitatilor, etc.

Definitia 1.1.2. Prin suprafatd de nivel a campului scalar u:Q — R se intelege

mulfimea punctelor din QQ 1n care u ia aceeasi valoare. Asadar, ecuatia suprafetei de nivel

este:

u(x,y,z)=C,unde C este o constantd.
Exemplul 1.1.1. Sa se gaseasca suprafetele de nivel ale cAmpului:

“(xayaz)lexz-iryz-i-zz , (x,y,z)e]R3.

Conform definitiei avem:

x2+yz+z2 =C sau

x2+y2+22 =C?. (1.1)
Evident, (1.1) este ecuatia unei sfere cu centrul in origine si de raza C'.
Dacd Q=D c R? , atunci campul u : D — R se numeste camp scalar plan.

Definitia 1.1.3. Se numeste linie de nivel a campului scalar plan u : D c R? —>R,

multfimea punctelor din D in care u ia aceeasi valoare.
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Ecuatiile liniilor de nivel sunt:

u(x,y)=C,unde C este o constanta.
Exemplul 1.1.2. Sa se afle liniile de nivel ale campului scalar plan
u(x,y) = x? —y2, (x,y) eR2.
Conform definitiei precedente, ecuatiile liniilor de nivel sunt:
-y =C. (1.2)
Daca C =0, (1.2) reprezinta perechea de drepte: y == x.

Daca C #0, (1.2) reprezinta o familie de hiperbole, reprezentate in Fig. 1.1.

4y Fig.1.1

In cazul concret al cAmpului scalar plan al temperaturilor (presiunilor), liniile de nivel

reprezintd izotermele (izobarele).
Fie u:Qc R® — R un camp scalar, M (X, v,2) € Q si
I=cosa ;+cos,3 }'+cos;/ k
un versor. Dacd presupunem ca Q este o multime deschisa, atunci exista » >0 astfel incat

bila deschisa cu centrul in M|, si derazd r,

B(Mo,r)z M()c,y,z);d(MO,M)z\/()c—xo)zJr(y—yo)er(z—zO)2 <r,cQ.

Observam ca daca |t| <r, atunci punctul M =M, +tl Q. Intr-adevir, d ( My, M ) =
= || tl || = | t | <r,deci M e B(M 0> r) < Q. Din punct de vedere geometric, mulfimea punctelor

M =M,+tl, t e R, reprezintd dreapta care trece prin M, si este paralela cu versorul 1.
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Fig.1.2
[
/

My

M=Moy+tl,t>0

Definitia 1.1.4. Spunem ca functia u:Q — R este derivabila in punctul My eQ

dupa directia |, dacad urmatoarea limita exista si este finita:

fim Mot t)—u(Mo) ”(M)_”(MO),undeMOM”i.
PN |t d(My,M)—>0 d(My,M)

e - ou : : .
Aceastad limitd se noteaza cu E(M 0) si se numeste derivata functiei u in punctul

M dupa directia I.

Notam cu:
Ou _ . u(My+tl)-u(Mo) G ou i (Mot 1) —u(My)
a1t 10 |t o1~ >0 ]
t>0 t<0
Evident, a—M(Mo)zlim u(M0+tl)—u(M0) si Ou =— Ou .
o1t =0 t o1~  al”

Observatia 1.1.1. Definitia 1.1.4 generalizeazi notiunea de derivata partiald. Intr-

adevar, daca =i (i.e. [ = (l, 0, O)) , atunci

a_u(MO): lim ”(xO +t,yO,ZO)_u(xO,yO,ZO) :a—u

oit t—0 t ox

(Mo).

In mod analog, 6_@:_ Ou g Ou =a—u,unde j=(0, 1, 0) si k=(0, 0, 1).

_—sl
oj dy okt Oz

Teorema 1.1.1. Dacd u este diferentiabild in punctul MyeQ, atunci u este

derivabila in M, dupa directia versorului I=cosa i+cosf j+cosy k si

ou
ol

(MO):%(MO) cosa+2—Z(M0) cosﬁ+%(M0) cosy .

Demonstragie. Fie 7> 0 astfel incat B(M,r) <= Q. Deoarece u este diferentiabila in

punctul M, rezulta ca:
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u(Mo+11)—u(My)=du(My)(t])+ (1)

unde ¢ este un O(h) adica lim (/)(h) =0.Cum
>0 4]

du(Mo)(tl)ztdu(Mo)(l)zt[%(Mo)cosa+2—§i(Mo)cosﬁ+%(M0)cosyJ
vom avea
1imM(M0+tl)—M(M0):
t—>0 t
0 0 ou . p(tl]
aZ(Mo)cosoﬂré(Mo)cosﬂ+a (Mo)cosertlg%"(t—Z”).
. _o(tl) L
Tinand seama ca lim =0, deducem ca exista
t—0 "tl”
§7+(M0) 2X(M0)cosa+2—y(M0)cosﬁ+%(M0)cos7
Exemplul 1.1.3. Fie u(x,p,z)=xyz, My =(1,-11) si -l Ll
3 3B
< ou
Sa se calculeze —(M)).
ol
Avem:
ou _ ou =zx 8_u:x
ox 2oy e Y
ou ou ou
—(L-1,1)=-1 L-1,1)=1, —(1,-1,1)=-1
x( b 9 ) b 8y( b 9 ) b aZ( 9 b ) b
ou 1 1 1
—(L-Ll)=—— - =—3.
A A SN N
Exemplul 1.1.4. Fie u(x,y,z)lex2 er2 npe , My z(l, 1, l) si Zz(%,%,OJ.
< ou
Sa se calculeze —(M)).
ol
Avem succesiv:
ou X ou y ou z

o0x /x2+y2+22 oy /x2+y2+22 0z /x2+y2+zz



ELEMENTE DE TEORIA CAMPULUI 13

9u =21, 1) =24 (1,1, 1) = =

du 2 1 3 A5

LL1)=—— 4= =
Ty TRV TV T

Definitia 1.1.5. Fie uw:QcRP SR un camp scalar de clasa cl. Se numeste

gradientul cdmpului u in punctul M € Q si se noteazd cu grad Myt s urmdtorul vector:

0 - 0 -~ 0 =
gradMOuzé(Mo)z+£(M0)]+a—Z(MO)k.

Reamintim ca produsul scalar a doi vectori liberi a si b se defineste astfel:

a-b= ”Zz” . ”B” cosa ,unde a este unghiul dintre a si b.

Daca folosim expresiile analitice ale vectorilor, anume:

a=ayi+ay j+azk sib=bi+by j+byk,atunci a - b=ayb +ayb, +azb;.
Cu aceste precizari din Teorema 1.1.1 rezulta ca:

ou

E(Mo)zf-gradMou. (1.3)

Dacd notam cu « unghiul dintre vectorii I si grad Myl atunci

ou

E(MO):"gradMo”” cosa . (1.4)

Din (1.4) deducem ci valoarea maxima a derivatei campului u dupd directia / se

obtine atunci cand I si grad MU sunt coliniari (a = 0). Asadar, avem:

/ X

max Z—LII(MO)zngradMou”:\/(g—u(Mo )]2 +(g—j‘/(M0 )]2 {%(MO )jz s

Exemplul 1.1.5. Fie u(x,y,z)=xy+yz+zx si My =(1,1,1).
ou

S se afl —(M,).

asca emlax al( 0)

Avem succesiv:

ou_
ox Y

Conform (1.5), max%(l, L1)=4+4+4=243.
/

+Z’8_u:Z+x,a_H=x+y si grad,;, u=2_1:+2}'+27c.
oy 0z 0
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Observatia 1.1.2. Fie ©:Q — R un camp scalar de clasa Cl, MyeQ, y o curba

neteda care trece prin M), inclusa in Q si 7 versorul tangentei in My la y (Fig. 1.3).

= Atunci
ar M—)MO d(My,M)

Fig. 1.3

Intr-adevir,

u(M)-u(My) _du(My) (M-My) (M -My)
d(My,M ) |M =M, | |M —M, |

(1.6)

Cu precizarea ci dacd M =(x,v9,29) si M =(x,,z), atunci

M-My=(x—x0,y=Y9,2—2),

M = M| =d (Mo, M ) =( x50 )P+ (=10 +(z-2 )" s

lim p(M - Mo)
MM, |M-M,|

Pe de alta parte, este clar ca:

) M-M, M-M,

Iim du(M du( M, Iim —— |=du(M T
MM, ( O)[” 0”] ( 0) M—>M0||M MO" ( 0)()
Mey Mey

unde%=cosa?+cosﬂ}'+cosyl§.
Rezulta ca
u(M)—u(M,
L u(M)u(Mo) o

MM, d(My,M) ox

(MO) cosa+g—y(M0) cos,[)’+%(M0) cosy—z (My).
Mey

Observatia 1.1.3. Daca ueCl(D), atunci grad u este perpendicular pe orice

suprafata de nivel (respectiv, linie de nivel in cazul plan) a campului u .
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Intr-adevar, fie suprafata de nivel S: u(x, y,z) =C si M €S . Fie, de asemenea, y o

curba pe suprafata S care trece prin punctul M si 7 versorul tangentei in M la y. Pentru
orice M '€y avem:
u(M')zu(M)zC.

Din Observatia 1.1.2 rezulta ca

% (y)= g “OL)ZM)

or MM d(M,M") Fig. 1.4
M'ey

Cum

ou

E(M):; -grady; u=0,

deducem ca grad,, u L 7, deci grad;, u este perpendicular pe planul tangent in M la

suprafata S, deci pe suprafata S.
Tinand seama de regulile de derivare, deducem cu usurintd urmatoarele proprietati ale
gradientului:

(u +v) =grad u +grad v
2) grad(au)=a grad u, (V) a eR
(

uv)zv grad u+u grad v

4) grad(zj:vgrad u—zu gradv’ b 20
v %

5) grad F(u)=F"(u) grad u, unde F eCl(]R).

1.2. Campuri vectoriale. Flux. Divergenta. Formula Gauss

Definitia 1.2.1. Se numeste cdmp vectorial orice functie vectoriala V:QcR SR,

Daca notam cu P, Q si R componentele scalare ale campului ¥, atunci
V(x,y,z) =P(x,y,z) ;+Q(x,y,z) ;’+R(x,y,z) k , (x,y,z) eQ).
Dacid P, O, R sunt de clasi C? pe Q, spunem ci V este un cdmp vectorial de clasa

C? pe Q.
Exemple de campuri vectoriale sunt: campul fortelor, campul vitezelor particulelor

unui fluid In migcare, campul newtonian, etc.
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In continuare prezentdm campul newtonian.

Fie O un punct fixat, M #0O si r=OM . Daci notim cu V(M ) vectorul atractiei

exercitatd de O asupra punctului M , atunci cdmpul newtonian V se defineste astfel:

V(M) =— iz p,unde = ||77|| si p =% r este versorul lui r. Asadar avem:

V(M):—i3 r, (V) M eR*\{0}.

Daca alegem un reper ortogonal Oxyz, atunci

k

I7(x,y,z)=— 3 (x?+y}+z/;),(V) (x,y,z);t(0,0,0).

(x2 + 2+ 27 )5
Evident, cAmpul newtonian ¥ este un camp de clasd C* pe R> \{(0,0,0)} .

Definitia 1.2.2. Un camp vectorial V:QcR SR se numeste de potential, daca
existd un camp scalar #:Q — R, de clasa C I astfel incat ¥ = grad u .
Daci V=Pi+ 0 ;’+ R k , atunci conditia de mai sus revine la

pin g p_ou
ox oy oz

Exemplul 1.2.1. Campul vectorial I7:yzz f+2xyz3 }’+3xyzz2 k este un camp

de potential pe R3 , deoarece
I7=grad u ,unde u(x,y,z)zxy223.
Fie S o suprafatd netedd sau neteda pe portiuni, bilaterd, pentru care s-a ales o fata.

Fie n versorul normalei la suprafatd care corespunde fetei alese. Fie de asemenea

V= P(x,y,z) i+ O(x,y,2) J+ R(x,y,z) k un cAmp vectorial continuu, definit pe o multime

Qc R care contine suprafata S.

Definitia 1.2.3. Fluxul campului 1% prin suprafata orientatd S este prin definitie

urmatoarea integrala de suprafatd de speta intai:

@:”V.zda.
S
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in cazul particular al campului vectorial al vitezelor unui fluid in curgere stationard
(?(M ) este viteza particulei de fluid in punctul M si nu depinde de timp), fluxul acestui
camp vectorial reprezintd cantitatea de fluid care trece prin suprafata S, in unitatea de timp,
in sensul versorului 7 care defineste fata aleasa a suprafetei.

Exemplul 1.2.2. Sa se afle fluxul campului V=i printr-o suprafatd de forma unui

dreptunghi de laturi 1 si 2, perpendiculara pe axa Ox, in sensul pozitiv al axeiOx (Fig. 1.5).

Conform Definitiei 1.2.3 avem:

cpzﬂﬁ.ﬁda.
S

In acest caz, V - i=i- ;zl, deci /
(0]

— — 1 = n ///
Q_J;J.da—Arla(S)—z- 1P Fets

/T

X

<

Exemplul 1.2.3. Sa se afle fluxul campului V=xi+ y}'+zl; prin fata exterioara a
unui cilindru circular drept de indltime /4, razad R si cu axa de simetrie Oz (Fig. 1.6).
Fie S; suprafata laterala a cilindrului, S, baza

superioard si S3 baza inferioard. Evident, suprafata totala

este =S US, US3 si ( : Fig. 1.6
T
D= V-n?d(f+ V-@d0'+ V-%da. KZ .
" RN
s, S, s, S ~a
1
Cum versorul normalei exterioare n; la S este 27T TR

paralel cu planul xOy, rezulta ca daca (x,y,z) € S}, atunci

_
=
&
\
\
@)
1
1
S\
%l

V. nT:R s

S

Evident, versorul normalei exterioare la S, este @ —ksiV- @ =h. Asadar
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d, :J"[V ﬁ; dG:h-Aria(Sz):ﬂth.
SZ

in sfarsit, observam ci ny =—k si daca (x,y,z) € Sz, atunci V- ny=0, de unde
rezultd ca @3 =0.

fn consecintd, fluxul cautat este ® =37 R> /.

Exemplul 1.2.4. Sa se afle fluxul campului vectorial V=xi+ y}' +zk prin suprafata
superioara a emisferei S': X2 +y2 +22 =R? , 220 (Fig. 1.7).

Suprafata S este graficul functiei

z= Rz—xz—yz, (x,y)eD

unde D:x2+y2 <R%.

Parametrii directori ai normalei la suprafata

. oz oz
sunt —p, —qg sil,unde p=—1,g=—-.
ox oy
Prin urmare, avem:
p=—F—F7F7 7=, =77 ———7—.
R2—x? )2 R2—x? 2

Versorul normalei la suprafata, corespunzator fetei superioare este:
n=cosa i+cosf j+cosy k,cosy>0.

In continuare, avem:

R2 - cosy— 1 B Rz_xz_yz
2 2 2° - -
R™—x"-y \/l+p2+q2 R

X
=—;cosfi=
I+p +q2 R’ \/1+p +q

O = jl7~ 71da=Ij(xcosa+ycos,8+zcosy)da=
S

)y 9 [R2_2_2
ZJ‘J. T LR = Y . X dxdy =
R R R 2 2

1+p2+q2=

cosa = —, deci
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_j.[ / £
2 2 2
f R —x"—y

Pentru calculul ultimei integrale trecem la coordonatele polare:

dxdy.

x = pcosd
{y _ psin® , 96[0, 27[], pe[O, R]
si obtinem
2

R
—27R3.

dp R*. 272'( Rz—pz)
0

@:szde
0

O'—.%

R2 p
Definitia 1.2.4. Fie V(x,y,z) =P(x,y,z2) f+Q(x,y,z) }'+R(x,y,z) k, (x,y,2)eQ,

un camp vectorial de clasd C I

Se numeste divergenta campului % si se noteaza cu div V , urmitorul camp scalar:

7202 R
ox Oy Oz

Campul 7 se numeste solenoidal (tubular) daci div V =0.
Tinand seama de regulile de derivare, rezulta imediat urméatoarele proprietati:

1) div(eg i +er V3 )=y div Vi +ay div 73, (V) a1, € R
2) div a =0, dacd a este un vector constant

3) div (u 17) =udivV+V - grad u, pentru orice functie scalara u de clasa cl.

Exemplul 1.2.5. Sa se afle divergenta campului V= go(r) r , unde r=xi+ y}' +zk ,
r

(peCl(R) si r=||;||=\/x2+y2+zz.

Conform proprietatii 3) avem:

avi=?") gvrer. grad 20) nde
r r

div r=1+1+1=3 si
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Cum r = \/xz +y2 +22, rezultd ca

or X x ..
—=—————— =" gi mai departe:
ox x2+y2+22

(o xXe(r)
o(p(r)) X0 _
Gx[ . J_ 2 ~ 3 (rqo(r) (p(r)).

In mod analog, avem:

E(M]l (o)) 5 2 )5 (o))

oyl r z{ 7 r
grad( ] (r))(xf+y}'+zl§)= (rw'(r3;¢(r)) rsi
div V = Sr (r) = 2(/)7(1’) +§0'(I”)

Reamintim formula Gauss — Ostrogradsky:

Fie T<R? un domeniu simplu in raport cu cele trei axe de coordonate sau o reuniune

finitd de astfel de domenii, care nu au puncte interioare comune si fie P, Q, R trei functii

reale continue Tmpreuna cu derivatele lor Z—P aa—Q Z—R pe T. Presupunem, de asemenea, ca
y 0z

S=T\T (frontiera lui 7') este o suprafatd neteda pe portiuni. Atunci

”I[ZP 20, 8R]dxdydz—” %,3,2) dydz+Q(x,y,z) dzdx+R(x,y,2) dxdy
X y 0z

L

unde cu S, s-a notat fata exterioara a suprafetei S .
Daci notdm cu V campul vectorial de componente scalare P, O, R, adica
I7(x,y,z) = P(x,y,z) i+ Q(x,y,z) }'+R(x,y,z) k

si cu n versorul normalei exterioare la suprafata S, atunci formula Gauss — Ostrogradski
capata forma vectoriala:

Teorema 1.2.1.

J'”divﬁdxdydpﬂi ndo.
T S
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Sub aceasta forma, formula Gauss — Ostrogradski este cunoscutd sub numele de

formula flux — divergenta.
Exemplul 1.2.6. Sa se calculeze fluxului campului V=x"i+ y }'+zzl:r prin fata

exterioard a cubului T={(x,y,z)eR3;OSxSa,OSySa,OSzSa}.

In acest caz S este reuniunea celor sase fete ale

z Fig. 1.8
cubului, iar fata exterioarda a sa corespunde normalei 4 T 4
' I
orientata spre exterior. :
1
Din Teorema 1.2.1 rezultd :
- | T —1>
IIV ndo= J‘J.J-dldexdydz— S
"l e -——
00 a

J]:[ 2x+2y+2z) dxdydz= a v

a. ({ a a a a
=2|dx dyj(x+y+z)dz=2deJ(xz+yz+—J dy=
00 0 0 0 0
a a a a

- . 2 2 2
=2|dx ax+ay+a— dyzZ'[ axy+ay—+a—y dx=
JoJ 2 2 2
0 0 0 0
a a
o 3 3 2
2|l ®x+ v ax =2 * 1 P =3a".
2 2 2

0

o!

Observatia 1.2.1. Definitia divergentei unui camp vectorial este independentd de

sistemul de coordonate ales.

Intr-adevar, fie V un camp vectorial de clasa c! pe Q si M Q. Fie de asemenea
{T n} un sir de domenii elementare (domenii simple in raport cu cele 3 axe sau reuniuni finite
de astfel de domenii care nu au puncte interioare comune), inchise in Q cu proprietatea ca
MeT,, (V) n

Din Teorema 1.2.1 deducem ca:

”V ndo=—1 . Jjjdiv Vdxdydz.
Vol Vol(T;,)
T,
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Tindnd seama de teorema de medie pentru integrala tripld, rezultd cid exista

4,, B,, C, €T, astfel incét

IIJ.dIV V dxdydz—”. — dxdydz+Jjja—Q dxdydz+-” a—Rdxafyalz=
oy oz
T T

{Z_f:(/ln)ﬁ_Q(Bn)%_(cn)} Vol(T,).

z

In continuare, avem:

o HV ndo =27 (4,)+22(5,)+ 572G,

Daca diam(T )—)0 atunci 4, > M, B, ->M,C, > M sldeoarece—P % 6_R
ox 0y’ 0z

sunt continue, deducem ca:

divyy 7 =22 (1) + 22

1 .
PTovn=1im — V- na
ox M), (M )+8z( )= (T _” nee

deci depinde numai de Vv si M .

1.3. Circulatia unui camp vectorial. Rotor. Formula Stokes

Definitia 1.3.1. Fie » o curba inchisa, neteda pe portiuni si 17(x, y,z) = P(x, y,z) i+

+ Q(x, y,z) }'+R(x, y,z) k un camp vectorial de clasa c? pe un domeniu Q care contine
curba ¥
Se numeste circulatia campului V in lungul curbei ¥ urmaétoarea integrald curbilinie
de speta a doua:
q.) V.dr =(ﬁP(x,y,z) dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z) dz.
/4 /4
Exemplul 1.3.1. Sa se afle circulatia campului vectorial V=x y;+ yz}' +zxk in

lungul curbei:

2 2
x“+y =1
y:{ Y .
x+y+z=1
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Curba y este elipsa de intersectie dintre planul x+ y+z =1 si cilindrul X2+ y2 =1.
Alegand x =cost, y=sint, rezultd z=1-cos ¢ —sint, deci reprezentarea parametrica

a curbei y este:

X = cost

y = sint ,te[0,27z].

z =1—cost—sint
Mai departe avem:

2r

CJS V.dr= J’ [costsint(—sint)Jrsint(l—cost—sint)cost+
14 0
+(l—cost—sint)cost(sint—cost)] dt=

2r

= I (2sintcost—35in2tcost—coszt—cosztsint+cos3t) dt =

0
.227z .327r2771 5 327r
sin“ ¢ sin” ¢ +cos2t cos™ ¢t
=2 -3 —I dt + +
2 3 2 3
0 0
27
+I(l—sin2t)costdt=—ﬁ.
0

Definitia 1.3.2. Fie I7(x,y,z) :P(x,y,z) f+Q(x,y,z) }'+R(x,y,z) k un camp vectorial

de clasi C! pe domeniul Q c R3.
Se numeste rotorul campului V in punctul M € Q si se noteaza cu rot MV , urmatorul

vector:

roty, 7 =[Z—§(M)—2—§(M)}fJ{Z—IZD(M)—Z—i(M)} }{‘Z_g(M)_Z_I;(M)} 3

Definitia rotorului se poate retine usor cu ajutorul urmatorului determinant formal:
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Exemplul 1.3.2. Sa se afle rotorul campului V= (x+ z) ;+(y+ z) }'+(x2 + z) k.

Avem: P=x+z; Q=y+z; R:x2+z,deci
rot V'=(0-1)i+(1-2x) j+(0-0)k=—i+(1-2x);.

Definitia 1.3.3. Campul V se numeste irotational in QQ daca rot MI7 =0, (‘v’) MeQ.

Exemplul 1.3.3. Fie V= 5 Y 5 i+ 3 al 3 } Sa se arate ca V este irotational 1n
xX“+y x4y

R3 , mai putin punctele de pe axa Oz.

Avem: P=— 2y 2;Q: 2x 2;R=0si
X +y X" +y
2 2 5.2 2 2 5,20 - L
rot 7 =(0-0) 7+(0-0) j+| T Y T2 XAV g 05,0740/ =0.

2 2
(x2+y2) (x2+y2)
Reamintim formula lui Stokes:

Pentru Inceput consideram o suprafatd netedd explicitd S, adicad graficul unei functii

z=f(xy), (xy)eDc R?, unde D este un domeniu marginit a cirui frontierd » este o

curba inchisd neteda (Fig. 1.9). Presupunem ca feC 2 (5) sica P, O, R sunt trei functii

scalare definite pe un domeniu Q R3, care contine suprafata S . Fie T frontiera suprafetei

S (F =S\ S§= {(x,y,f(x,y)); (x,y)e 7}) . Atunci are loc formula lui Stokes:

(.f¢de+Qdy+Rdz:."j OR _0Q dydz+ or_0oR dzdx+ 00 _oP dxdy.
oy 0z 0z Ox ox Oy
r S,

- Intre sensul de parcurgere al frontierei I si

fata pe care se face integrala de suprafatd din

- -~

membrul drept, se respectd regula burghiului: daca

I' este parcursd in sens trigonometric (respectiv,

N———————— -

- -

suprafatd se face pe fata superioard (respectiv,

o b inferioara).

1

1

1

1

1

1

1 . . . .
i sensul acelor unui ceasornic), atunci integrala de
1

1

1

N
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Formula rdmane valabild si pentru suprafete care sunt reuniuni finite de suprafete
explicite de tipul mentionat mai sus, doud cate doua dintre acestea avand in comun numai arce

de curba care provin din bordurile acestor suprafete.
Daci notim cu I7(x,y,z) =P(x,y,z2) i+ O(x,y,z) }'+R(x,y,z) k, (x,9,2)eQ, cu

d;:dx;+dy;‘+dz k sicu chosa;+cosﬂ}+cosy k versorul normalei la suprafata S,

orientata in sus, atunci formula Stokes devine:

9517 . d;:jjrot V-ndo.

r S

Observam cad integrala din membrul stang este circulatia campului V in lungul curbei
I' (frontiera suprafetei S ), iar integrala din membrul drept este fluxul campului rot vV prin
fata superioara a suprafetei S .

Exemplul 1.3.4. Sa se calculeze circulatia campului V= y i—x } +k in lungul curbei:

z=h
Evident, curba I' este un cerc de raza R, cu centrul pe axa Oz situat in planul z=4.

Fie S interiorul cercului I' si S, fata sa superioard. Evident versorul normalei la

suprafata S, orientatd in sus este n =k .

Conform formulei lui Stokes avem:

CJSV.d;zﬂmtv.zda.
T S

Cum
i j Kk
rotl7:i 2 9 :0;+O}’—21;,rezulté
ox 0y 0z
y —x 1
g@?-dh”—zi}. kdo=-2 - Ara(S)=-27zR*.
r S

Observatia 1.3.1. (Reguli de calcul pentru rotor)

1) rot ¢=0, () ¢ vector constant
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2) rot (a171+a2 172) =aqrot Vi +anrot Vs, (V) ey, ay eR si (V) 1, V, campuri
vectoriale de clasi C!

3) div (rot 17) =0, (V) 1% camp vectorial de clasa C? (i.e. campul vectorial rot 4
este solenoidal)

4) rot(u 17) =urotV +(grad u) x v, (V) u functie scalara de clasa c'.

Primele doua proprietati sunt evidente. Proprietatea 3) rezultd din Teorema lui
Schwarz referitoare la egalitatea derivatelor partiale mixte de ordinul doi.

Proprietatea 4) se verifica astfel:

Fie I7=P;+Q}+R12.Atunci:

o1 V):[a(uR)_a(uQ)j;J{a(uP) 8(uR)j ~_+[6(MQ) a(up)] :

~

oy oz oz  ox

|| CR_0Q |G, (2P _OR 5 [0Q 0P \pi,
oy 0z 0z Ox ox Oy

+ Ra—“—QG—“ i pOn_p j+ Qa—“—Pa—” k|=
oy Oz 0z ox ox oy

=u rotl7+(gradu)x7.

Observatia 1.3.2. Definitia rotorului este independentd de sistemul de coordonate

ales. Afirmatia rezultd din formula lui Stokes si din teorema de medie pentru integrala de

suprafatd. Fara a intra in detalii, s presupunem ca {Zn} este un sir de suprafete netede pe

portiuni, astfel incat M €%, , (‘v’) neN" . Presupunem ci pe masurd ce n creste, suprafata
2, se,strange” in jurul punctului M astfel incat la limita se reduce la punctul M .
Din formula lui Stokes rezulta:
9517-411? '“‘rot?'ﬁda
h)

lim £———= lim — limroty, V -ny =totyV - 1.
n—>w Aria (£,) n>w Ara (Z,) o O, M, M M

n

Observatia 1.3.3. Cei trei operatori diferentiali: gradientul, divergenta si rotorul se pot
exprima cu ajutorul unui operator simbolic numit nabla (operatorul lui Hamilton).

Acest operator se noteaza cu V si se defineste astfel:
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v-27.95.%7%
ox 0Oy oz

Fie u un camp scalar de clasa C ! si V=Pi+ Q}'+R7c un camp vectorial de clasa

C 1 . Avem:

1) grad u = Vu — produsul (formal) dintre ,,vectorul” V si functia scalard u . Asadar:

gradu=Vu= if+—7+i} u:a”; Ou 8u~_
ox oy oz

2) div V=vV.V - produsul scalar dintre ,,vectorul” V si vectorul V. Avem:

divV=| =i+ LG+ LR | (PivojerE) - 2L 220K
ox 0Oy oz ox 0Jy 0z

3) rot V=VxV — produsul vectorial dintre ,,vectorul” V si vectorul V . Rezulti ci:

i

ik
w0 2 0| (3R _00); (ar oRr)5 (00 P
ox Oy 0Oz oy 0z 0z Ox ox Oy

P O R
Pentru lucrul cu operatorul V propunem urmaétoarele exercitii:
1) V(uv)zvVu +uVv
2) V-(u I7)=I7 NVu+uV -V
DV T3)=Fs (VF) Ty (v < T3)

2 2 2
4)v-(vu)=a”2‘+a”2‘+a”2‘=Au
ox® 0y~ 0z

2 2 2
0 0 0

Operatorul A= IR numeste laplacian (operator Laplace), de la
ox® 0y° 0z

numele matematicianului francez Pierre - Simon Laplace.
5)V- (v V) =0;
6) V x (uV):(Vu) x V+u (V X V),

7) V x(Vu)=0.
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1.4. Coordonate curbilinii. Expresiile operatorilor diferentiali
de ordinul intdi in coordonate curbilinii
Fie Q si Q doui domenii din R> si F: Q — Q o schimbare de variabile. Aceasta
inseamna ca:

1) F este bijectiva
2) FeC'(Q)si FleC'(Q)
3) Daca F(u,v,w) =(x(u,v,w),y(u,v, w),z(u,v,w)), (‘v’) (u,v,w) S EZ, atunci

Jacobianul
D(u,v,w)

Fie Oxyz un reper ortogonal drept de versori i, ; si k (Fig. 1.10).

_ Q
ru
= M (x,y,Z)\
" —
r, a
- Fu 1—‘v
r
0] ; y
; Fig. 1.10

Prin aceastd schimbare de variabile, fiecarui punct (u,v, w)eQ ii corespunde un

punct M (x,y,z)€Q si anume:

=

=x(u,v, w)
(1.7)

~—

yzy(u,v,w
z=z(u,v,w)
Dacd notdm cu 7 vectorul de pozitie OM , atunci
r=xi+yj+z /?rzx(u,v,w) f+y(u,v,w) }'+z(u,v,w) k.

FieI',, I'), si I',, curbele coordonate in €.
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Asadar, I, este curba din € obtinutd pentru v = constant §i w = constant :

r,:r =;(u,v, w); ue [a, b], v §1 w constante.

— or - - -
r, = P x, 1+, j+z,k este un vector tangent in punctul M la curba I',,. Analog

— Or - - > . .
r, = P x,i+y, j+z,k este un vector tangent in M la curba I',, si

— _or = - = .
Ty = T X, 1+, j+z,k esteun vector tangent in M la curba I' ,

Notam cu:
H, = a xt% +yz% +sz
H,=|r|=yx2+y2+22 (1.8)

w=|me =

H,, H,, H,, se numesc coeficientii lui Lamé.
Evident produsul mixt

u» 'v>

— — — D(x,p,z
D(u,v, w)
Rezulta ca vectorii tangenti 7, rn r formeazi o baza. In continuare vom presupune

us v

cd aceasta baza este ortogonala. In aceste conditii avem:
(ru, v, rw)zru : (rv X rw)

Am folosit faptul ca r este coliniar cu r X r sica r 1 r

% = ml=lm

Tinand seama de (1.8) rezulta ca:

(Vunrvnr ) H,H,H,. (1.9)
Dacd notam cu
- 1l - = 1 = = 1 — — = — o o
e,=—1"=,e,=—1",, e, =—-",,atunci { , €, € } este o0 baza ortonormata.
Hu HV w

In continuare vom construi baza conjugata bazei r,, r,, r,, astfel:

Fier, =—— 7 xr.
HMHVHW
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Cum 7, x r,,=A4r, deducem ca

. H H )
deci A =—Y""  Prin urmare

—* 1 HH, — 1 —
L, = T=— T
HquHW Hu Hu

In mod analog avem:

-+ 1 = —x 1 —
r, =——=r,8ir, =—"r,.
v Hg v w Hgv

Din (1.9) rezulta ca:

R
Lo HMHVHW

— % ek ——

r, X rw||=/1

de unde deducemca r, ,r, ,r, formeaza larandul lor o baza.

Aceastd baza se numeste baza conjugata bazei r,,, r,, r,, . Au loc relatiile:

— % — % —
n, - n=1 n -
— %k — — %k —
n, -n =l r -
% N % —
Ty - hy =1, n, - n =

Exemplul 1.4.1. Coordonate cilindrice

Fie schimbarea de variabile:

a s1 mai departe |7, |a||=/1 a
— —
=1, 1, =0
=7 1 =0. (1.10)
% —
=r, -1, =0

y=psing , pe(0,),0e(0,27), zeR, §~2=(0, ) x(0,27) xR,

x = pcosd
z=z
z
| Fig. 1.11
)
9
1
|
YRS ——
Re 2 0
/,/ ,)

SN

b
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Avem succesiv:

xpzcosé’, ypzsinﬁ, zp:O

Xg =—psin@, yg=pcosl, zg=0
)CZ=O, yZ=O, Zz=1
rp=0059i+sin9j si H,=1

%z—psin@?ﬂocosﬁ}' st Hp=p

r,=k si H,=1

D(x,y,z)

———*=H HpH, =
D(p.6.z) P10TETP

ek % 1 — % —
Tp Slpsly =—5 Tgs 1z =1y

Exemplul 1.4.2. Coordonate sferice

Coordonatele sferice corespund schimbarii de variabile:

= psind cosp
y = psinfsing, pe(0,x),0e(0,7),pe(0,27).
z = pcosl

Avem succesiv:

X, =sind cos g, Yo =sin 4 sin @, Zp =cosd

Xg = pcosl cosp, yg=pcoslsing, zyg=—psind

<v
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Xp=—p siné sin @, Yo = psind cos @, Zp =0

azsiné’ cosgo?+sin0 sin @ }'+cos6’l€ si H,=1

%zpcos& cosq)f+pcos9 sin(/);'—psinﬁ k st Hp=p

=—psinf sin(p;+psin¢9 COS(p} si H,=psind

o

D(x,y,z .
&:HpHQH(D:plene
D(p,0.¢)

G — ) — % 1 .
P, =rpisly =—5-Tg; b, = ST
p ~'p e 2" sine 7

Revenim la cazul general si deducem expresia gradientului in coordonate curbilinii.

Daca feCl(Q),atunci gradf=%f+% }+% k.
ox 0Oy oz

Cum f depinde de u,v si w prin intermediul functiilor x(u,v,w), y(u,v,w),

z(u,v,w) avem:

deci

of _of of of —
=t x4y -z =grad f - F, .
ou Ox *u oy Tu 0z Zu=grad fom

Asadar avem:

0 —~ 0 —. 0 Py

— ek —— 3k

Fie a, b, ¢ coordonatele vectorului grad f* in raport cu baza conjugata r, ,r, , 7, .

Rezulta ca

grad f=a -7, +b- 1, +c-ry . (1.12)

Tinand seama de relatiile (1.10), (1.12) si (1.11) deducem:

gradf-a:a; gradf-Zzb; gradf-a:c

of . of  of
= s b= s = . ¢
¢ ou ov ¢ ow (1.13)
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Din (1.12) si (1.13) rezulta:

Of -, 0f - 0f -+

rad [ =—- hy =

grad / ou " ov U ow "
=%-ﬂ-€+%-ﬂ-ﬁ+%-%ﬁ=
H; Ou H; 0v Hy 0w
TS BT AP i BV P
H, O0u H, 0v H,, ow

In concluzie, expresia gradientului in coordonate curbilinii este:

1 of — 1 of — 1 of —
rad f=— —-¢,+— —-e,+— - —-¢, .
grad f H, oéu " H, ov. ' H, ow " (1.14)

u

Pentru coordonatele cilindrice, obtinem expresia gradientului:

of — 1 of — of —
d - —Z . +—. L. 4+ . X
grad f op ey > 20 eg s e, (1.15)

iar in coordonate sferice, gradientul este:

op p 00 psingd O

(1.16)

In continuare, vom deduce expresia divergentei In coordonate curbilinii. Pentru

inceput prezentdm cateva rezultate pregatitoare.

Din (1.14) deducem ca pentru functia proiectie f (u,v, w) =u avem

1 —
gradsz—-eu.

u

Asadar, rezulta:

. a, gradv= . a, grad w= ey, . 1.17)

m|_

1 1
gradu = — —
u HV HW

Cum baza ¢, e,, e,, este ortonormata rezulta:

e, a e, .
=— x —2% =orad v x grad w si mai departe:
TR A g $ p
e
div U =div (grad v x grad w)=0. 1.18
[ i HWJ (2 grad w) (1.18)

(Se verificd imediat ca dacd f si g€ C? , atunci div ( grad f x grad g) =0).
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Prin urmare avem:

div| =2 |=div| =2 |=div| -2 |=0.
HV HW Hu HW Hu HV

In sfarsit, reamintim ca:

div(q) 17) =grad ¢ - I7+g0 divV .

Fie acum V =P(u,v,w) eZ+Q(u,v,w) a+R(u,v,w) e
c! pe Q.
div 7 = div(P ¢, )+div(Q e, ) +div(R e,).

Tinand seama de (1.20) si (1.19) obtinem:

div(Pg)zdiv[HvHWP He‘;[ ]zgrad(HvHWP)~ ©

u

H,H

v w

v w

€y

H,H

v w

€y

+H,H,P div[H .

v w

]: grad(Hv H,P)-

0

In sfarsit, tinand seama de (1.14) deducem:

(o — 1 0 — 1 8
le(P eu):|:H—u%(HVHWP) eu+H—._

V(HMHWP)a+

v

1 0 — e 1 0
—  —~(H H.P . u_ -—(H,H,,P).
+HW aw( ey )ew} H,H, H,H,H, au( v P)

Asadar, avem:

1 0

u v w
. — 1 0
Q&) oyt )
u v w
. — 1 0
le(R €W) =m . a—w(Hu HVR)
u \4 w

de unde rezulta expresia divergentei in coordonate curbilinii:

0 0

(1.19)

(1.20)

,» un camp vectorial de clasa

div V = ;[i(Hv H, P)+a—(Hu H, Q)+a—(Hu H, R)j. (1.21)

H,H,H,\ Ou v w
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Expresia divergentei in coordonate cilindrice este:

N 9 0)+ 0
divV = 5 {ap(pP)+ae(Q)+aZ(pR)} (1.22)

iar in coordonate sferice:

.= o ( 2 . 0 ) 0

divV = — OP|+— o —(pR

iv sn {8 (p sin )+89(psm Q)+a¢(p )} sau

o= 1 0 2 1 o ;. 1 OR

divi=—- 2 (p*p % (sing ey

YT 2 (p )+psin¢9 LA hiveny R (1.23)

In sfarsit, pentru a gisi expresia laplacianului in coordonate curbilinii pornim de la

observatia ca

2 2 2
of . 9 f; 48 jzf:diV(gradf), fec*(Q).

Af= 5
ox oy o0z

Tinand seama de (1.14) si (1.21) deducem:

Af:divi~%~a+l af 5+L af . e, |=
H, Ou H, oOv H, ow

w
B 1 0J0|H,H, 0 f H,H, 0 f H,H, of

H,H,H,|ou\ H, ou Gv Hv ov aw HW ow |
In concluzie, expresia laplacianului in coordonate curbilinii este:

1! 0 (HH, Of H,H, 0f H,H, 8f
Af_HquHw{a”( H, 8uj 61/[ H 811] 8w[ H 6wﬂ' (1.24)

v w

Expresia laplacianului in coordonate cilindrice este:

_1faf of Lof af
= p[ap[p 6pj 09[/} 06’J @Z(pazﬂ -

1 o o 1 8%f o2
Afz_._(p_f]+_2._f;+_/2’. (1.25)
p Op op p- 00 0z

Expresia laplacianului in coordonate sferice este:

Af= 21 8 Vo, smeaf sin @ af L%
P sin6 8,0 op 89 00 8(p sind 0O¢
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si mai departe:

2
Asz.%(plﬁ} ! -i[sinﬁﬁ} ! af. (1.26)

p2 op p2 sing 00 o0 p2 sin” @ 8@2




CAPITOLUL 2

ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL iNTAI

2.1. Introducere. Generalitati
Rezolvarea unor probleme practice din Mecanica, Fizica, Geometrie, Electrotehnica si

din alte domenii tehnice conduce la notiunea de ecuatie diferentiala ordinara sau, mai simplu,

ecuatie diferentiala. Ay
Problema: Fie punctul O ales ca origine a spatiului si un  Fig 2.1

punct material M aflat la momentul initial # =0 1n repaus, unde ¢ AF=ma

este timpul (Fig. 2.1). Se aruncd pe verticald Tn sus punctul

material cu viteza initiald v,. Sa se determine legea de miscare a ISy

punctului cand se neglijeaza frecarea cu aerul. G- m§
Solutie: Fie Oy axa spatiului. Punctul material M ocupa

diferite pozitii y la diferite momente ¢, deci y(¢) este o functie /7777;,077777

de ¢ sireprezinta spatiul parcurs.
La momentul initial =0, cand incepe miscarea, avem y(O) =0 (valoarea initiala a
spatiului) si »'(0)=v (viteza initiald).

Se aplica legea fundamentala a dinamicii:

F=m-a
unde m este masa punctului material si a este acceleratia (se noteaza a = y "(t) ).

Asupra punctului material actioneaza in sens invers forta de greutate:

G=m-g
unde § este acceleratia gravitationala.
Rezulti m - a=—m - g,deci Zz=—§, adica
y'(t)=-g. .1

37
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Ecuatia (2.1) in care functia necunoscutd apare si prin intermediul derivatelor sale se
numeste ecuatie diferentiald.

Prin integrare succesiva, rezulta:
y"(t):—g = (y'(t)) =—g = y'(t):—gt+C1, deci
1 :
y(t)= —Egt2 +Cyt+C, , C},C, constante reale arbitrare. (2.2)

Determinarea functiei y(t) se numeste integrarea (rezolvarea) ecuatiei diferentiale,
iar functia y(t) din relatia (2.2) care verifica ecuatia (2.1) se numeste integrala (solutia)

generala a ecuatiei diferentiale. Ordinul ecuatiei diferentiale este dat de ordinul maxim al
derivatelor functiei necunoscute ce intervin in ecuatie. in cazul problemei date, ordinul este 2.

Pentru problema data, ne intereseaza o solutie bine determinata care verifica conditiile:

»(0)=0 si y'(0)=vg 2.3)

Folosind relatiile (2.3) in ecuatia (2.2) se obtin C, =0 si C; =v si solutia cautatd
este:
1
y(t)Z—Egt +V0t. (2.4)

(legea de miscare a punctului material sub actiunea fortei de greutate).

Egalitatea (2.4) se numeste solutia particulara a ecuatiei (2.1). Viteza este
' Yo
v(t)zy (t)z—gt+v0=0,pentm H=—
g
si y(t)) este inaltimea maxima la care se ridica punctul material.

Problema (2.1) cu conditiile initiale (2.3) se numeste Problema Cauchy.

2.2. Ecuatii diferentiale. Solutie generala. Solutie particulara
Definitia 2.2.1. Fie F:[a, b]xY - R o functie reala, cu [a, b]c R interval, ¥

R” +1, de argumente variabila x e [a,b] si functia reald y impreund cu derivatele sale y',

v .., y(n). Se numeste ecuatie diferentiald ordinard de ordinul n cu functia necunoscuta

y(x) o ecuatie de forma:
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F(x,y(x),y'(x), ...,y(n) (x)) =0, pentru (V) xe [a, b] , 2.5)

in care se cere sa se determine functiile y = y(x) , X E [a, b] , derivabile de n ori pe [a, b] .

In ipoteza ca # 0, numdrul n se numeste ordinul ecuatiei diferentiale.

or_
ay(”)

Observatia 2.2.1. Dacd ecuatia (2.5) este explicitata in raport cu y(n)
) -1
e =f(x,y(x),y (x), " )(x)), (2-6)

unde f este o functie reald de argumente x, y, y', ..., y(n_l) , definitd si continud intr-un
domeniu din R"*! , atunci ecuatia (2.6) se numeste forma normala (explicitd) a ecuatiei (2.5).

Definitia 2.2.2. Orice functie y = y(x) continud si cu derivatele pana la ordinul »
continue se numeste solutie a ecuatiei diferentiale (2.5) daca transforma ecuatia (2.5) in
identitate, pentru orice x €[a, b].

Functia y = y(x, C,Cy,....C n), ce depinde de n constante reale independente Cj,
C,,...,C, se numeste solutie generala sau familie de curbe integrale a ecuatiei diferentiale
(2.5) daca transforma ecuatia (2.5) in identitate, pentru orice x € [a, b] si pentru alegeri ale
constantelor reale C;,C,,...,C,,.

O solutie care se obtine din solufia generala particularizand constantele C,C»,...,C,,

se numeste solutie particulara sau curbd integrald a ecuatie diferentiale (2.5).

O solutie care nu se poate obtine din solutia generald prin particularizarea constantelor
C1,C»,...,C, se numeste solufie singulara a ecuatie diferentiale (2.5).

Graficul unei solutii a ecuatiei diferentiale (2.5) este o curba plana, de aceea solutia se
numeste si curbd integrald a ecuatiei diferentiale.

Exemplul 2.2.1.

1) y'=y—x este ecuatie diferentiald de ordinul I.
y=Ce" +x+1, CeR este o familie de solutii ale ecuatiei.
y=e* +x+1 este o solutie particulari a ecuatiei diferentiale (pentru C =1).

2) y' 2ix y'—y =0 este ecuatie diferentiala de ordinul I.
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y=Cx+C 2, (V) xeR, (V) CeR este solutia generald a ecuatiei (reprezinta, din
punct de vedere geometric, o familie de drepte).
y=x+1 este o solutie particulard a ecuatiei (pentru C =1; reprezintd, din punct de

vedere geometric, o dreaptd).

2
X . - . . . . .
y= vy este solutia singulard a ecuatiei (nu se poate obtine din solutia generala

pentru nicio valoare particulara a constantei C ; reprezinta geometric o parabola).

In principiu, problema rezolvirii unei ecuatii diferentiale revine la a determina solutia
generald pentru ecuatia consideratd, nsa, in general, acest lucru nu este posibil si nici nu
reprezintd un interes deosebit. Din aceastd cauza preocupdrile in aceastd problema urmeaza
doua directii:

1. analiza proprietatilor solutiilor ecuatiilor diferentiale si studierea unor tipuri de
ecuatii pentru care determinarea solutiei generale se reduce la calcul de primitive;

2. metode de rezolvare aproximativa sau rezolvare numerica a ecuatiilor diferentiale.

2.3. Ecuatii diferentiale de ordinul intii. Interpretarea geometrica

a unei ecuatii diferentiale de ordinul intai

Definitia 2.3.1. Pentru n=1 ecuatia (2.5) devine o ecuatie diferentiala de ordinul

intdi, care poate fi de una din formele:
1) F(x,y,y")=0 (forma implicita)
2y y'=f (x, y) (forma normalda sau explicita).

Solutia generala a unei ecuatii diferentiale de ordinul intéi se poate determina sub una

din formele:

a) y= go(x,C), X€ [a, b], CeR (forma explicita)

b) G(x,y,C)=0,CeR (forma implicita numita si integrala generala)

2 {; Z 58: g;’ tela, B, CeR  (forma parametrica).

Se numeste solutie particulara a ecuatiei diferentiale de ordinul intai F (x, v, y') =0o0
functie y=¢;(x), cu x€[a, b] care se obtine din solutia generald y=¢(x,C) dand o

valoare particulara constantei arbitrare C.
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Fie ecuatia diferentiala de ordinul intai

y'=f(x,y),cu f:DcR? SR.

Fiecdrui punct M, (xo, yo) e D 1i corespund: o directie de coeficient unghiular (panta)
o=/ (xo, yo) si o dreapta ce trece prin M, si de panta m =y, adica dreapta de ecuatie:

y=y0=o(x=x)-

Atunci ecuatia diferentiala asociaza fiecarui punct din D o directie (o dreaptd) si astfel

in D se formeaza un camp @ de directii.

Fie y = (p(x), (x, y) € D o solutie a ecuatiei diferentiale. Graficul solutiei este o curba
integrala in D cu proprietatea cd in fiecare punct al sdu tangenta la curbad are ca directie
directia campului @ care trece prin punctul considerat, deci in fiecare punct (xo, yo)
tangenta la curba are panta m = f (xo, yo))

Problema integrarii ecuatiei diferentiale este de a gasi curbele integrale din D care au

proprietatea ca in fiecare punct sunt tangente la directia campului @ .

2.4. Conditii initiale. Problema Cauchy

Fie ecuatia diferentiala de ordinul intai

y'=f(x,y),cu f:D—R continud pe D R? domeniu
a carei solutie generala este de forma

y= y(x, C )
solutie ce reprezintd o familie de curbe care depinde de parametrul C si fie punctul
(xo, yo) eD.

Se cere sd se determine solutia y = y(x) a ecuatiei diferentiale care satisface conditia

Yo = y(xo), numitd conditie initiald sau conditie Cauchy. Problema determinarii solutiei

Din punct de vedere geometric, problema Cauchy consta 1n a determina din familia de

curbe integrale aceea curbad care trece prin punctul M, (xo, yO) , deci care verifica relatia

¥o =¥(xg, C) (relatie din care se determina constanta C in functie de xq, ).
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Observatia 2.4.1. La sfarsitul capitolului se va enunta o teorema de existentd si

unicitate In care se arata ca existd o unica solutie a ecuatiei diferentiale y'= f (x, y), al carei
grafic trece printr-un punct Mg (xg,vo)€ D, adicd se obtine in mod unic C =C(xg,yg) si
curba integrald va avea forma y = y(x, C (xo, Y0 )) .

In multe probleme de fizica si tehnica care conduc la o ecuatie diferentiald de ordinul
n se pune asupra ecuatiei o problema analoga cu cea de mai sus numita problema Cauchy
pentru ecuatii diferentiale de ordinul n .

Fie ecuatia diferentiala de ordinul #» de forma
y(n) = F(x,y,y', ...,y(n_l))

a carei solutie generala este de forma
y zy(x,Cl,Cz,...,Cn).

Problema Cauchy pentru aceastd ecuatie constd In a determina solutia ecuatiei

diferentiale care sa satisfaca conditiile:

y(XO,Cl,Cz,...,Cn) =Yoo
y,(XO,Cl,Cz,...,Cn) = yb

conditiile initiale Cauchy, 2.7

-1 ce .
unde xq, Yo, V0»--es y(()n ) sunt valori initiale date.

Observatia 2.4.2. Daca functiile din relatiile (2.7) sunt continue si au derivatele

partiale de ordinul intdi continue 1n raport cu parametrii care le definesc si, in plus,

5(;v,y',...,y(”_1))
3(C1, G-, Cy)

determinantul functional # 0, atunci, conform teoremei de existentd si

unicitate pentru sisteme de functii implicite, sistemul (2.7) admite solutie unicd in raport cu

constantele C,C5,...,C,, si anume
0 ’ }’l_l
Ck:Ck(XOaYanOaay(() )),lgkgl’l

iar curba integrala (solutia ecuatiei diferentiale) va fi de forma y =y (xo, C 10 ,C 20 yeos C ,(l) ) .
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2.5. Ecuatii diferentiale de ordinul intii integrabile prin
metode elementare (cuadraturi)

In cele ce urmeaza ne vom ocupa de doud probleme cu legatura stransa intre ele:

1) Determinarea tuturor solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul intdi date de
forma y'= f(x,y) , (x,y) e DcR? , pentru care se vor da metode de integrare.

2) Problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiala data.

2.5.1. Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

Sunt ecuatii diferentiale de forma:
y'=1(x)-g(y),cu f:[a,b] >R, g:[c,d] >R continue. (2.8)
Determinarea solutiei

Se pune y':Z—y si se presupune ca g(y) =0, (V) ye[c, d].
x

Se scrie ecuatia (2.8) sub forma

dy = X X
?y)—f( )d

(adicd se separa variabilele) si integrand ambii membrii ai ecuatiei se obtine solutia generala

implicita (integrala generala):

dy J'
——=|f(x)dxsau G(y)=F(x)+C,
iG] @ar s =r
unde G este o primitiva a functiei l si F: [a, b] — R este o primitiva a functiei f .
g

Daca avem si conditia initiala y(xo) = ¥y, atunci Inlocuind in solutia generald de mai
sus, se obtine
G(yo) = F(x0)+C, deci C = G(yo)—F(xO)
si ecuatia cu variabile separabile (2.8) admite solutia particulara sub forma implicita:
G(y)=F(x)+G(y9)-F(x)-
Observatia 2.5.1. O ecuatie cu variabile separabile poate avea si forma:

P(x)dx+Q(y)dy=0,cu P:[a,b] >R, O:[c, d] >R continue 2.9)

iar solutia sa generala este de forma:



44 CAPITOLUL 2

J.P(x)dx+J‘Q(y) dy=C, (x,y),(xo,yo)e[a, b] x[c, d].

Yo
Exemplul 2.5.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei (x2 + l) y'= y2 +1.

2 2
y+1<:>ﬂzy +1<:> dy dx

X2 +1 dx x> +1 y2+1_x2+1'

(x2+l)y'=y2+l S y'=

Prin integrare se obtine solutia generala:

J dy__ J dx & arctg y =arctg x + C (solutie sub forma implicitd) sau
2 2

yo+1 x“+1

y= tg(arctgx +C ) (solutie sub forma explicita).

2.5.2. Ecuatii diferentiale omogene

Sunt ecuatii diferentiale de forma:

y'=f(xy),cu f:DcR?> >R continud, f (tx,ty)= f(x,»), (V) teR". (2.10)

Definitia 2.5.1. Spunem ca o functie f :Dc R? —->R, cu DcR? domeniu, este

omogena de gradul m , m e R, daca

f(tx,ty)ztm- f(x,y), (V) (x,y)eD, (V) t>0.
In cazul ecuatiei (2.10), membrul drept este o functie omogeni de gradul zero si

ecuatia diferentiala (2.10) poate fi scrisa sub forma:

y' =g(1], cu g:/ >R continud, / c R interval. (2.11)
X
Determinarea solutiei

Se efectueaza schimbarea de functie

y(x) = z(x), datd prin relatia y(x)=xz(x),cu z:/ >R si atunci

y'(x) = z(x)+xz'(x).

Inlocuind y=xz §i y'=z+xz' inecuatia (2.11) rezulta:

z+xz'=g(z)<:>xz'=g(z)—z<:>Z’=$®%= g(Zx)_Z = g(j)z—z :%
cu g(z) —z#(, adica se obtine o ecuatie cu variabile separabile cu functia necunoscuta z(x) .
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Integrand aceastd ecuatie se gaseste solutia sa generald implicita (integrala generald)

J‘ dz J.— < G(z)=Infx+C,

unde G(z) este o primitiva a functiei .
g(z)-z

Se inlocuieste z cu 2 in solutia generala de mai sus a ecuatiei cu variabile separabile
X

si se obtine solutia generala implicita (integrala generald) a ecuatiei omogene (2.11)

G(%jzln|x|+C. 2.12)

Observatia 2.5.2. Daca z este o solutie a ecuatiei g(z)—-z=0, atunci y=zyx este

de asemenea o solutie a ecuatiei omogene (2.11), si anume o solutie singulara
Observatia 2.5.3. Daca in relatia (2.12) se inlocuieste constanta C cu — InC, atunci

integrala generala (2.12) se scrie sub forma

Y

szeG(x) @szH[%j.

Exemplul 2.5.2. Sa se determine solufia generala a ecuatiei xy y'=x"+2y

2 2 x2+2y2 X y
Xyy'=x"+2y oy =TS y'=—42—.
Xy v x

2 2
+2 . .
rrey o) si se verifica daca f este omogena de grad O:

Se noteaza f()g y)=
xy y

ty X y
txty)=Eq2 X o)
f(tx,ty) ty+ . y+ . =f(x»),

deci ecuatia diferentiala considerata este omogena.
Se face schimbarea de functie y(x) - z(x) ,cu y=xz,deci y'=z+xz

Ecuatia diferentiala omogena se transforma intr-o ecuatie diferentiald cu variabile

separabile cu functia necunoscuta z(x):
1 1 eS|
z+xz'=—+2z &S xz'=—+z S xz'=
zZ Z
1 z%+1 dz 1 z7+1 z
- & —=—" = dz=—
X z dx x z 2241 x

z'=
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iar prin integrare se obtine:

%ln(zz+1)=ln|x|+%lnC©1n(zz+1)=lnx2+lnC©1n(zz+1)=ln(Cx2)

deci
22+1=Cx2, C>0.
fnlocuind z =2 se obtine solutia generald a ecuatiei omogene:
X

y2

—2+1 -Cx’ o y2 +x’=Cx*e y2 =x? (C x? —1) (solutie sub forma implicitd).

X

2.5.3. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii omogene

Sunt ecuatii diferentiale de forma:

+byy+
y'=f XTI ,unde ay, ay, by, by, cy, ¢, sunt constante reale.  (2.13)
arx+byy+cy
Observatia 2.5.4. Dacd ¢} =c¢, =0, atunci ecuatia (2.13) este o ecuatie diferentiala
omogena:
Y
by 2
, ajx+byy , ato ,
Y =f(%j<:>y =fl— | y'=¢ Y
arx+0o0py an+ b2 y X

X

si se procedeaza ca in sectiunea 2.5.2.

Observatia 2.5.5. Daca clz + c% # 0, atunci sunt posibile doua cazuri:

a bl (d1)2a1x+b1y+cl =0

a by

sunt

Cazul I #0 Ei.e. ﬂiﬁ], deci dreptele {

a 0y

(dz):a2x+b2y+cz =0

concurente in punctul M (xg, ).

Se fac schimbarile de functie si de variabild y(x)— Y (X), date prin:

X =x-Xx

. 2.14
Y =y-y @19
Rezultd dX =dx, dY =dy siy'zﬂ:ﬂzY'.
dx dX

Inlocuind aceste relatii in ecuatia diferentiala (2.13) se obtine o ecuatie diferentiald

omogena cu functia necunoscutd Y (.X):
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dY_f,apY+MY oy _ (z} 515
dXx ar X +bY ax S\x) (2.15)

Se rezolva ecuatia diferentiala (2.15) facand schimbarea de functie Y(X)— Z(X),
datd prin Y = X Z si se obtine solutia generala a ecuatiei omogene (2.15). In aceasti solutie

generald se inlocuiesc X si Y, conform relatiilor (2.14), si se obtine solutia generald a

ecuatiei diferentiale reductibila la omogene (2.13).

ap b di):a;x +bjy+cy =0
Cazul II:; 1 1 =0 [1@ ﬂ:ﬁiﬁ]’ deci dreptele ( 1) 1 1Y 1
ay by ay by dy)iayx+byy+cy =0
sunt paralele.
Se noteaza <L = Z—l =k € R si ecuatia diferentiala (2.13) se transforma
aj 2
k(a2x+b2y)+c1
= S y'=glax+byy). 2.16
g f[ arx+byy+cy y'=g(a 27) (2.16)

Se face schimbarea de functie
y(x) > z(x), datd prin ayx+byy=z.

Atunci

., zZ'—a d 1 (dz
z'=ay+byy'siy sz<:>d—§=g(%—a2].

Inlocuind in ecuatia diferentiald (2.16) se obtine o ecuatie cu variabile separabile cu

functia necunoscutd z(x):
1(dz dz dz
— | == —as |= z)&s —=p zZ)+ay & ———=dx 2.17
R R O O R 1)
dacd by g(z)+a, #0.
Se rezolva ecuatia diferentiald cu variabile separabile (2.17), iar 1n solutia generala a
acesteia se inlocuieste z, conform relatiei z=a,x+b,y, si se obfine solutia generala a

ecuatiei diferentiale reductibila la omogene (2.13).
Observatia 2.5.6.

1) Daca by =b, =0, atunci ecuatia diferentiald (2.13) este de forma y'=¢(x), iar

aceastd ecuatie se integreaza imediat.
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2) Daca 2L :Z—l =L (adica dreptele (dy) si (d,) sunt confundate), atunci ecuatia
a by

diferentiala (2.13) este de forma y'= f(k), cu f (k) constantd si se integreaza foarte usor.

Exemplul 2.5.3. Sa se giseasca solutia generala a ecuatiei y'= x=y+l

, Xx+y-3#0.
X+y-—

aq b

ay by

-1 . . . e o
Deoarece o —# T rezulta ca ecuatia este reductibild la omogena, cazul 1.

Dreptele (d;):x—y+1=0si (dy):x+y—3=0 sunt concurente in punctul M (1, 2),
deci X0 =1, Yo =2.

Se fac schimbdrile de functie si de variabild y(x) — Y (X), date prin

X =x—x X=x-1
0 I 70 Awnci dX =dx, dY =dy si =2 - _y1.
Y=y-y (¥ =y-2 dx dX
Inlocuind in ecuatia diferentiald dati rezultd ecuatia diferentiald omogeni cu functia

necunoscuta ¥ (X):

ay _x-v _dv 'y
dX X+Y dX +Y'

Se face schimbarea de functie Y(X) - Z(X) ,datade Y=XZ,deci Y'=Z+XZ".

Ecuatia omogena de mai sus devine o ecuatie diferentiald cu variabile separabile cu

functia necunoscutd Z(X):

_ _ 72 _ 72
7oy 2 Ly 1222227 1 1222277
1+Z7 1+Z7 X 1+Z7

Prin integrare rezulta:

dz 1 1-27-277 1+7 dXx

Rl = d7Z ="

dX X 1+Z 1-27_72 X

1+7 dX 1 (1‘22‘22)1 dX

| N et P
1-22-Z X 2) 1-22-7 X

—% ln‘1—2Z—22‘=ln|X|—% InC & In[1-22-72|+In X2 =InC, deci

C=X2(1—2Z—22).
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5 . Y . . - .
Inlocuind Z = > rezulta solutia generala a ecuatiei omogene:

C=X>-2XY-Y2,
Revenind la functia initiald si variabila initiald prin relatiile X =x—-1s1 Y =py—-2 se
obtine solutia generala a ecuatiei diferentiale reductibile la ecuatie omogena:

Cz(x—l)z—2(x—1)(y—2)—(y—2)2 & C=x*—y? 2xy+2x+6y-7T <

x? —2xy—y2 +2x+6y+C; =0
(solutie este sub formad implicitd; reprezinta din punct de vedere geometric o familie de

hiperbole echilatere).

. .. 2x -4y +1
Exemplul 2.5.4. Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei y' X AyE
x—2y+3
Cll bl 2 —4 . o . [ -
Deoarece — =— < —=—, rezulta ca ecuatia este reductibild la omogena, cazul

an b2 1 -2
11, deci dreptele (d)):2x—4y+1=0 si (dy):x—-2y+3=0 sunt paralele.

Se face schimbarea de functie y(x)— z(x), datd prin x—2y =z, deci z'=1-2y".

1-z . e a e . .
Rezulta y'=T. Folosind aceste relatii in ecuatia initiala aceasta devine o ecuatie

diferentiala cu variabile separabile cu functia necunoscutd z(x):

1-z' 2z+41 , 4z+2 , —3z+1
= ol-z'= o z'=
2 z+3 z+3 z+3

dz -3z+1 z+3
- = =
dx z+3 -3z+1

dz=dx,pentru -3z+1#0.

Prin integrare, rezulta solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile

J- z+3 dz=J.dx<:> —l IMdZ:erC@
-3z+1 3 -3z+1

L j_3z+1dz—10'[ 92\ viceo-t-n|szs1=xec
3 -3z+1 -3z+1 3 9

Inlocuind z = x—2y se obtine solutia generali a ecuatiei reductibile la omogene:
—é(x—zy)—%1n|—3(x—2y)+1|—x=C@

12x-6y+10 ln|—3x+6y+1| =C; (solu‘;ie sub forma implicité).
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Pentru —3z+1=0<:>z=%, se obtine solutia x—2y—%=0<:>3x—6y—1=0 (solutie

singulara ce se obtine si pentru C; — —©).

2.5.4. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai

Sunt ecuatii diferentiale de forma:
y'=P(x)y+0(x),cu P, O:[a, b] > R continue. (2.18)

Observatia 2.5.7. Daci Q(x)=0,(V)xe[a, b], atunci ecuatia y'=P(x)y se
numeste ecuatie diferentiala liniarda omogena (cuvantul ,,omogen” are aici alt sens decat cel
intalnit la ecuatia diferentiala omogena); daca Q(x) # (0, atunci ecuatia se numeste liniara

neomogend.
Determinarea solutiei
Integrarea ecuatiei diferentiale (2.18) se poate face prin doua metode.
Metoda [: Metoda variatiei constantelor a lui Lagrange se desfasoara in doua etape:
Etapa 1: Se rezolva ecuatia diferentiald liniara omogena asociatd, ecuatie obtinuta

pentru Q(x) =0. Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile:

y’=P(x)y, xe[a, b] (2.19)

deci

Integrand, se deduce solutia generald a ecuatiei liniare omogene (2.19), notata cu ygo

J‘ﬂzj‘P(x)dx o 1n|y|=J‘P(x) dx+InC, C>0 sau
Yy

yop = C o) P, 2.20

Etapa 2: Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei neomogene (2.18) se
utilizeaza metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.
In solutia generali (2.20) a ecuatiei liniare omogene (2.19), se inlocuieste constanta de

integrare C cu functia C(x) si astfel se construieste functia:

y=C(x) el "I @21
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Functia C (x) se determina astfel incat functia (2.21) sa verifice ecuatia neomogena

(2.18) (adica sa fie o solutie a ecuatiei neomogene (2.18)). Se obtine:
() ed T e ()P () PN by () PO o ()

()l T () C1(x) = 0(x)e , deci
C(x)= J‘(Q(x) e—fP(x)de dx+K ,unde K este constantd de integrare. (2.22)

Folosind relatia (2.22) in solutia (2.20) a ecuatiei omogene si se obtine solutia generala

a ecuatiei diferentiale liniare neomogene (2.18), notata cu ygy :

YGN :e-[P(x)dx “’{Q(x) e_jp(x)dx] dx+K}. (2.23)

Observatia 2.5.8. Solutia generalad (2.23) a ecuatiei liniare neomogene (2.18) se scrie

si sub forma
— e A

si este egald cu integrala generald a ecuatiei omogene (2.19) plus o solutie particulard yp a

ecuatiei neomogene (care se obtine din solutia generald (2.23) daca ludm K =0).
Asadar ygy =yGo + Vp -
Observatia 2.5.9. Solutia generala (2.23) a ecuatiei liniare neomogene depinde liniar

de constanta de integrare K , deci este de forma
yon =@(x)+Ky(x),
adica este o familie de curbe ce depinde liniar de constanta K .
Observatia 2.5.10. Ecuatia
a(x)y+b(x)y+c(x)=0,cu a, b, c:[a, ] > R continue, a(x)#0

este o ecuatie diferentiald liniara. Prin impartirea cu a(x), dacd se fac notatiile P(x)=

=— M si O(x)=- Lx) , atunci se aduce ecuatia la forma (2.18).

a(x) a(x)

Metoda II: Se cauta solutia generala a ecuatiei neomogene (2.18) sub forma:

y(x)zu(x)v(x), xe[a, b], (2.24)
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adicd sub forma unui produs de doud functii dintre care o functie se alege convenabil, iar

cealaltd se alege astfel incat y(x) sa verifice ecuatia (2.18). Avem

y'(x)=u'(x)v(x)+u(x)v'(x), xe[a, b] (2.25)
si inlocuind (2.24) si (2.25) in ecuatia (2.18) se obtine
u '(x)v(x) +u(x)v'(x) = P(x)u(x)v(x) +Q(x) sau
u'(x)v(x) +u () (v'(x) = P(x)v(x)) = O(x). (2.26)

Se pune conditia v'— P(x) v =0 si se determind functia v(x):

v'—P(x)v=0<:>v'=P(x)v@%zP(x)v@ﬂzP(x)dx@
X %
Iﬂsz(x)dx o lnv=IP(x)dx, deci
v
v(x) _ P @.27)

Se foloseste relatia (2.27) in egalitatea (2.26) si se obtine
u'ejp(x)dx: Q(x) Su'= Q(x) e_jp(x)dx , deci
u(x)=J‘(Q(x) e_JP(x)dx) dx+K. (2.28)

Folosind relatiile (2.27) si (2.28) in (2.24) se obtine solutia generala a ecuatiei liniare

YN = RECE “[Q(x) e_IP(x)de dx+K] .

2
Exemplul 2.5.5. S se determine solutia generald a ecuatiei y'+2xy=¢ * ,xeR.

neomogene (2.18):

2 2
y+2xy=e ¥ < y'=-2xy+e " este o ecuatie diferentiald liniard neomogend, unde

2
P(x)="2xy si Q(x)=e"" .
Metoda I: Metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.
Etapa 1: Se rezolva ecuatia liniard omogena asociata (pentru Q(x) =0):

y'=-2xy (ecuatie diferentiald cu variabile separabile).
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y'=—2xy@?z—ny®ﬂ=—2xdx<:>lny=—x2+lnC
X y

deci solutia generald a ecuatiei omogene este
2
ygo=Ce™ ,cu C constanta reala arbitrard.
Etapa 2: Se variaza constanta C — C|(x).
2
Se construieste functia y =C (x) e si se pune conditia si verifice ecuatia liniard

neomogenad data. Rezulta

2 2
y'=C'(x)e™ —2xC(x)e™™ siinlocuind in ecuatia neomogend se gaseste:

2

C'(x) e -2xC(x) e =2 C(x) et o
C'(x) e_x2 = e_x2 & C'(x)z 1, deci

C(x)= J.dx < C(x)=x+K, K constanti reala.

Solutia generald a ecuatiei liniare neomogene este

2
yon =(x+K)e™ , xeR (solutie sub forma explicitd).

Metoda II: Se cauta solutia generala de forma

y(x)=u(x) v(x)

deci y'=u'v+uv'. Inlocuind aceste relatii in ecuatia liniard neomogena rezulta:

2 2
u'v+uv'=-"2xuv+e * <:>u'v+u(v'+ 2xv)=e_x .
Se pune conditia v' + 2x v =0, deci

dv dv
V=2xv o —=2xve—=2xdx &
X y
dv 2
J_: Dxdx o hv=—x*=v=¢" .
V
Rezulta
—x2 —x2 —x2 .
u'v=e Su'e =e <:>u'=1,d601u(x)=x+C.

Solutia generala a ecuatiei liniare neomogene este

2

y=(x+C)e_x .
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2.5.5. Ecuatii diferentiale Bernoulli
Sunt ecuatii diferentiale de forma:
y'=P(x) y+0(x) y*,cu P, 0:[a, b] > R continue, o € R. (2.29)

Observatia 2.5.11.

1) Daca a =0, ecuatia (2.29) devine y'=P(x)y+Q(x), adica o ecuatie diferentiala
liniard neomogena de ordinul Intai.

2) Dacd a =1, ecuafia (2.29) devine y'=(P(x)+ Q(x)) v, deci o ecuatie diferentiald
cu variabile separabile.

Determinarea solutiei

Se imparte ecuatia (2.29) prin y% si rezulti ecuatia
' l_
2 P(x) %+ 0(x).

a

¥

Se face schimbarea de functie

y(x) —>z(x) , datd prin yl_a =z.

Atunci (yl_a) =z'< (1-a) y™ y'=z', de unde rezulta

Inlocuind in ecuatia (2.29) se obtine o ecuatie diferentiala liniara neomogend cu
functia necunoscuta z(x) :

ZV

=P(x) z+0(x) = z'=(1-a) (P(x) z+0(x)). (2.30)

l-«a

Se determina solutia generala a ecuatiei liniare neomogene (2.30):
1- P(x)d —(1- P(x)d
g =t P {(1_(1) 'f (Q(X)e efrts) ] dHK} @31)

si tindnd cont de substitutia yl_a =z se va obtine si solutia generala a ecuatiei diferentiale

1
Bernoulli (2.29), si anume y =z 1-¢  unde functia z este dati in relatia (2.31).

Exemplul 2.5.6. Sa se determine solutia generala a ecuatiei xy'-2 x? y= x* \/; .
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1
" 2. 4 " 3 5 . . e .
xy'-2xy=x \/; < y'=2xy+x” y? este o ecuatie diferentiala Bernoulli, unde

P(x)=2x, Q(x)=x3, aZ%.
1

oz 2=z y=z2.

Se face schimbarea de functie y(x) - z(x) , data prin yl_
Atunci y'=2zz' si prin inlocuire ecuatia Bernoulli devine o ecuatie diferentiald

liniara neomogena cu functia necunoscutd z(x):

1
2zz'=2xz2+x3z<:>z'=xz+5x3.

Se cautd solutia generala a ecuatiei liniare sub forma z=uv, deci z'=u'v+uv'.
Ecuatia liniara devine
3 3

' " X ' ' _X
u'vt+uv —xuv+7<:>u V+M(V —XV)—T.

Se pune conditia

2

X
, dv dv dv X2 Y
v—xv=0& —=xvoo—=xdx=>|—=|xdxehv=—"-=v=e? .
X v v 2
Rezulta
2 2
X X
S e e T
u'v=—<ou'e? =—su'=e —=
2 2 2
x2 3 1 ( xzj' x2 xz
SEA _ _x _x
uzje 27dx©u=—5jx2 e 2 )dxeou=—— xze 2—I2xe 2 dx

Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare este

)CZ X2 x2 2
Z=uv<:>Z=£—%e 2 (X2+2)+K]€2 &z=Ke? _x2+2.

Revenind la substitutia y = 22 , rezulta solutia generala a ecuatiei Bernoulli
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2

2
= X242 . ..
y=|Ke? - 5 (solutie sub forma explicitd).

2.5.6. Ecuatii diferentiale Riccati

Sunt ecuatii diferentiale de forma:
y'= P(x)y2 +0(x)y+R(x),cu P,Q, R:[a, b] >R continue. (2.32)
Observatia 2.5.12.
1) Dacd P(x)=0, ecuatia (2.32) devine y'=Q(x) y+R(x), adici este o ecuatie
diferentiald liniara neomogena de ordinul intai.
2) Dacd R(x)=0, ecuatia (2.32) devine y'=P()c)y2 +0(x)y, adica o ecuatie

diferentiala Bernoullicu a =2.
Determinarea solutiei
In general, ecuatia Riccati nu se integreaza prin cuadraturi, asa cum s-a procedat in

cazurile anterioare. Dacd se cunoaste o solutie particulara y p A ecuatiei Riccati (2.32), atunci

se va ardta cd integrarea ecuatiei (2.32) se reduce la cuadraturi.

Se face schimbarea de functie

y(x) —>Z(X) , data prin y=y, +l
z

. - z' s . . . .
sirezultd y'= y}) - Inlocuind aceste relatii in ecuatia (2.32) aceasta devine
z

V-2~ P() [yp +1]2 + o) [yp +lj “R()

z

== P(x)3} +0(x)3, +R()+2P(x) 3y Z+P(¥) 5 +0(1) T (239

z z

Deoarece y,, este o solutie particulara a ecuatiei Riccati (2.32), rezulta

Vi =P(x)y12) +0(x)y, +R(x). (2.34)
Folosind relatia (2.34), identitatea (2.33) se mai scrie

—Z—Z’=2P(x) Yp lJrP()c) %+Q(x) §<:>

z z z

z'= —(2P(x) Ypt Q(x)) z —P(x) (ecuatie diferentiala liniara neomogena cu functia
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necunoscutd z(x)).

Se determina solutia generald a ecuatiei liniare de mai sus si folosind substitutia

1 . . e
y=y,+ - se obtine solutia generald a ecuatiei Riccati (2.32).

Observatia 2.5.13. Daca pentru rezolvarea ecuatiei Riccati (2.32) se face schimbarea
de functie y(x) - z(x) , data prin y= Yptz, atunci se obtine o ecuatie Bernoulli.

Exemplul 2.5.7. Sa se determine solutia generala a ecuatiei y'+ y2 =2xy+5 —x? , cu

solutia particulara y p =X+2.54se gaseasca curba integrala ce trece prin punctul M (0, —2) .

2

y'+y2 =2xy+5-x" < y'=—y2+2xy+5—x2 este o ecuatie Riccati, unde

P(x)=-1, O(x)=2x, R(x) =5-x.

. . . 1 1
Se face schimbarea de functie y(x)—>z(x), datd prin y=y,+—<y=x+2+—.
z z

1

. 9 z . N . . . . o A .
Atunci rezultd y'=1- —5 §1 prin inlocuire, ecuatia Riccati se transforma intr-o ecuatie
z

diferentiald cu variabile separabile cu functia necunoscuta Z(x) :

z 12 1 21 4
- =—|x+2+4—| +2x[x+2+= |+5-F o - =—-— - o '=1+4z.
2 z z z2 2z

Ecuatia cu variabile separabile devine

z'=1+4z<:>£=1+4z<:> =dx=

X 1+4z

1+4z C et 1
=4X<:>Z=T.

j dz =Idx<:> Lin(1+4z)=x+2 mCom
1+4z 4 4

. o 1 - : - C
Folosind substitutia y = x + 2 + —, rezulta solutia generala a ecuatiei Riccati
z

y=x+2+ (solutie sub forma explicita).

4
Ce* -1
In continuare se determini curba integrald ce trece prin punctul M (0,—2), adica
solutia ecuatiei Riccati care verifica conditia Cauchy y(O) =-2.

Din conditia y(0)=-2 rezulta
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—2:2+ilaci:—4@0—1=—1:>czo.

Curba integrala care trec prin punctul M (0, —2) are ecuatia explicitd y=x—-2, xe R,

2.5.7. Ecuatii diferentiale cu diferentiale totale exacte

Fie ecuatia diferentiala y'= f (x, y), (x, y) eDcR? (D este domeniu simplu conex),

P(x,
unde f'(x,y)=- (+2) ,cu P,0:D—R declasi C', O(x,y)#0 in D. Avem
O(x,»)
P(x, y)
y'=———" P(x,y)dx+Q(x,y) dy=0. 2.35
0(r,y) & Pley)dr0(xy) (2.35)
Ecuatia diferentiala (2.35) se numeste cu diferentiale totale exacte daca membrul stang
este o diferentiala totala exactd, adica daca si numai daca are loc Z—P = 2—Q pe Dc R?.
y X

Asadar, ecuatiile diferentiale cu diferentiale totale exacte sunt de forma:

P(x,y)dx+0Q(x,y)dy=0,cu P, 0:DcR? >R declasi C!,
(2.36)
unde D = R? domeniu simplu conex i or = 20 pe D.
oy Ox
Determinarea solutiei

Deoarece expresia diferentiald P(x,y) dx+Q(x,y) dy =0 este o diferential totald,
atunci din independenta de drum a integralei curbilinii, existd o functie diferentiabila

F:DcR?* 5 R astfel incat
dF(x,y)zP(x,y) dx+Q(x,y) dy. 2.37)

Pe de alta parte se stie ca
dF(x,y) =Z—I;(x,y) dx+g—1;(x,y) dy. (2.38)

Din relatiile (2.37) si (2.38) rezulta egalitatile:

oF

E(x,y)zP(x,y)

oF

o r)=0(x)

(2.39)
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Folosind relatiile (2.39), rezulta ca functia /' este data de egalitatea:

X y
F(x.y)= j P(t,y) di+ J O(x.t) dt, (x,)e D (2.40)
Xo Yo
punctul (xo, yo) e D fiind ales astfel incat drumul de integrare 4 BM sa fie in intregime in
D.

Pe de alta parte, folosind relatia (2.37), ecuatia
(2.36) devine

dF(x,y)zO, (‘v’) (x,y)eD ,

Y4 Fig. 22

de unde rezulta
F(x,y)=C (constantd), (x,y)e D (2.41)

Combinand relatiile (2.40) si (2.41), rezulta ca

0
solutia generala a ecuatiei diferentiale cu diferentiale \

totale exacte (2.36) este:

X Yy
IP(t,yO)dt+IQ(x,t) dt=C, (xo,yo)eD. (2.42)
X0 Yo

Exemplul 2.5.8. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale
(x+y+1) dx+(x—y2 +3) dy=0.
Se fac notatiile P(x,y)=x+y+1,0(x,y)= x—y?+3,cu P,0:R?> >R de clasi
1 oP . 00 . .. C . .
C" . Deoarece F™ =1 si . =1, atunci ecuatia diferentiala este cu diferentiale totale exacte.
y X
Rezulta ca exista functia F : R? >R diferentiabila astfel incat

dF(x,y)=P(x,y) dx+Q(x,y) dy=0.
Cum dF (x, y) = Z—F(x, y) dx +Z—F(x, y) dy si folosind relatia anterioara, rezulta
X y

oF
a(x,y)zP(x,y)=x+y+l

Sle)=0(xy)=x=r +3
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Integrand prima ecuatie din sistem se obtine

2
F(x,y)=j(x+y+1) dx<:>F(x,y)=x7+xy+x+C(y).

. . ) . F
Se deriveaza relatia de mai sus in raport cu y si rezulta Z—(x, y)=x+C'(y).
Y

Se egaleaza ecuatia a doua a sistemului cu egalitatea anterioara si rezulta:
x—y2 +3=x+C'(y) = C'(y)z—y2 +3, deci

3
C(y)=J'(_y2 +3)dy,adica C(y):_y?”y”{.

2 3
Avem F(x,y)=%+xy+x—y?+3y+K.
Pe de altd parte, dF (x,y)=0, (x,y)eR?, deci F(x,y)=C.

Atunci solutia generala a ecuatiei este

x2 3 2 3

y X y
—+xy+x———+3y+K=C=>—+xy+x——+3y=C
> y 3 y 1 > y 3 y

(solutie sub forma implicita; s-a notat C = C} — K = constantd arbitrard).

2.5.8. Factor integrant

Fie ecuatia diferentiala:

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0,cu P, 0:DcR? >R declasi C',
0 (2.43)

unde D c R? domeniu, a—P;ta— pe D.
oy 0Ox

Membrul stdng P(x,y) dx+Q(x,y) dy al ecuatiei (2.43) nu este o diferentiald totala

exactd in D, adica Z—f(x,y) # g—g(x,y).

Determinarea solutiei
Se cautd o functie diferentiabila u:D c R? - R, de clasa C ! pe D, numitd factor
integrant al ecuatiei (2.43) astfel incat inmul{ind ecuatia (2.43) cu y(x, y) ecuatia rezultata sa

devind o ecuatie diferentiala cu diferentiale totale exacte.
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Ecuatia
,u(x,y)-P(x,y) dx+,u(x,y)-Q(x,y) dy=0 (2.44)
este cu diferentiale totale exacte daca are loc relatia
0P _5. 01, , 990

0 a(,u-Q)sauP-a—/l+,u-—:Q-

-P .
ay(” ) 0x oy oy 6x+'u 0x

(2.45)

Observatia 2.5.14. Ecuatiile (2.45) sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai i,
de reguld, sunt mai greu de rezolvat decat rezolvarea ecuatiei (2.43). Se observa ca este
nevoie doar de o solutie particulard a ecuatiei (2.45) si cd, in anumite cazuri, determinarea
unei astfel de solutii este posibila.

In cazul particular cand se cautd un factor integrant functie numai de o singura
variabild (numai in functie de x sau de y), atunci ecuatia (2.45) se integreaza usor. Dupa

determinarea functiei x se integreaza ecuatia diferentiald cu diferentiale totale exacte (2.44)

si evident ca orice solutie a sa este si solutie a ecuatiei (2.43).

Observatia 2.5.15. De reguld, in cazuri concrete, se dau indicii asupra formei
factorului integrant (de exemplu: x(x), u(y), p(x £ y), y(xzi yz), u(xy), ,u(lj).
X
Cazul 1. Daca se cautd factorul integrant de forma ux = ,u(x) (o functie numai de

variabila x ), atunci Z—# =0 si ecuatia (2.45) devine:
Y

oP_00\_,du 1 du (0P _00) 1
y(@y 6xj © dxC)u dx [ ] ' (2.46)

Daca membrul drept al ecuatiei (2.46) depinde numai de x, atunci ecuatia (2.46) este

cu variabile separabile si determinarea functiei x este posibild. Rezulta:

dp (2P 003 1 jdﬂ j or _09 -—dx@
7, oy Ox oy Ox
M’_aQJ.ldx
| |j(ap—a—QJ-—dx+lnC:>y—CeJ‘[ay ox ) ©Q
ox ) Q

Luand C =1 se obtine un factor integrant suficient pentru a integra ecuatia (2.43).

Cazul II. Dacd se cautd factorul integrant de forma = u( y) (o functie numai de

variabila y ), atunci Z—# =0 si ecuatia (2.45) devine:
X
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y(&Q aP]:P.d_,u@i‘d_,u:[GQ anl

- —. 2.47
ox Oy dy u dy (2.47)

Daca membrul drept al ecuatiei (2.47) depinde numai de y, atunci ecuatia (2.47) este

cu variabile separabile si determinarea functiei x este posibila. Rezulta

d_ﬂ:(a_Q_a_Pjgdy@ E= I(a_Q_a_PJ.L dy o
7]

7 ox Oy ) P ox 0Oy ) P
I(@Q_apj.ld
ln|y|:I(z—Q—Z—PJ‘%dy+lnC:>/1=Ce ox oy) P
X y

Observatia 2.5.16. In mod aseminitor se procedeaza si in cazul in care cerem ca

ecuatia (2.43) si admita un factor integrant de forma p(x + y), ,u(x2 + yz), u(xy), ,u(lj.
x

Exemplul 2.5.9. Sa se determine solutia generala a ecuatiei (x y2 + y)d x—-xdy=0,

cu factor integrant de forma z = p(y).
Se fac notatiile:
P(x,y)= xy2 4y, O(x,y)=-x,cu P,Q: R? >R declasa C'.

00

Deoarece Z—P =2xy+1si By =—1, atunci ecuatia diferentiala nu este cu diferentiale
y X

totale exacte. Se cautd un factor integrant x : R? >R , U= u( y) astfel incat ecuatia

y-(xy2+y)dx—,u-xdy=0

sa fie cu diferentiale totale exacte. Trebuie sd avem:

0 20 )= s o _

5(#.()5); +y))_8x( [ x),cu ax—O.

Rezulta:

ou ou du

g-(xyz+y)+y-(2xy+1)=g-(—x)—,u<:>,u-(ny+2)=—d—y-(xy2+y)

du_ 20p+) o du

-2 dy (ecuatie diferentialad cu variabile separabile).
o y(xy+l) y

Prin integrare rezulta:
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: . 1
Ing=-2Iny+InC sau ,u:%. Seia C =1 sirezulta M=
y

Se inmulteste ecuatia data cu u = —5 sise obtine o ecuatie diferentiald cu diferentiale
y

totale exacte:

Lz(xy2 +y)afx—i2 xdy=0<:>[x+ljdx—i2 dy=0.
y y y y

X y
. . . 1
Se integreaza aceasta ecuatie si se obtine F'(x,y) = I [t +—j dt— jiz dt.
Yo t
Xo Yo

Se va lua (xo,yo) =(1,1) si rezulta:

x - > NF L (2 1 )
F(x,y)=J.(t+1) dt—J.—zdtz —+t| += = —=—+x——-1|+——x=
t 1 t 2 2 y
1 1
a2, x 3
2y 2

Pe de altd parte dF (x,y)=0< F(x,y)=C.

2 2
. ) .. 3
Atunci solutia generala a ecuatiei este X + X 2 Ce Sl + X G.
2y 2 2y

Exemplul 2.5.10. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale

(x+y)dx+(y—x)dy=0, cu factor integrant de forma = ,u(x2 + y2) :

Se fac urmatoarele notatii:

P(x,y)=x+y,0(x,y)=y—x,cu P, 0:R? 5 R declasa C' si u(x,y)=x2 +2.
. 00

oP . .. . . .
Deoarece rm =1 si ™ =—1, atunci ecuatia diferentiala nu este cu diferentiale totale exacte.
y b

Se cautd un factor integrant x:R?> >R, u= p(u)= /J(x2 + 2 ) astfel incat ecuatia

(- P)dx+(p-0)dy=0< u-(x+y)dx+pu-(y—x)dy=0

sa fie cu diferentiale totale exacte, adica sa aiba loc relatia:
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5(,u~P) (,u Q)QP ,u+1u.5_P= a—’u-i-,u a—QC>
dy ox oy T oy T ox T ox

(x+y)-‘2—‘y‘+ﬂ-1:(y-x)-g—/;+ﬂ- (—1)<:>(x+y)-(2—';l+2/1=(y—x)-g—/;.

Conform regulilor de derivare a functiilor compuse, rezulta relatiile:

2 2
ouw) _du ou_du 7)) au
oy du 0Oy du oy du =
2 2
ou(u) _du a_u_d_u.M:d_u.ZX

Folosind ultimele doua relatii, ecuatia factorului integrant devine o ecuatie cu variabile

separabile cu functia necunoscuta ,u(u) :

(x+y)-2—3-2y+2y:(y—x)-2—ﬂ-2x<:>Z—’u(2xy—2x2—2yx—2y2)=2,u<:>

u u
d,u( 2 du du du du
—2x" -2 ) dpe i (cu)=2ue—u oy L
du 4 a du ( ) a du a 7 u
Prin integrare se obtine o solutie particulara
1 1
J‘d’u J'——<:>ln,u——lnu deci u=—, adica y(x2+y ) 55
u x“+y

Inmultind ecuatia initial cu ,u(x2 + y2) = se obtine o ecuatie diferentiala cu

X2+ y2
diferentiale totale exacte. Se fac notatiile:
+ . - .
P*(x,y)=u-P= ; yz si 0" (x,y)=u-0= ;j xz.Atunm
X“+y xX“+y

oP* 80" x*-2xy-)*
oy o0x ( 2 2)2

X +y

si deci existd o functie diferentiabila £ : R? - R astfel incat
dF(x,y)zP* (x,y) dx+Q*(x,y) dy=0.

Cum dF(x,y)= Z—F(x, y)dx+ 2—F(x, y) dy si folosind relatia anterioara, rezulta:
X y
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oF * X+y

~ ) =P 3 =

0x (x y) (x y) X2 er2
oF * y—x

—A(x,y)=0 (x,y)= .
oy )= ()=

Se integreaza prima ecuatie din sistem in raport cu x si se gaseste:

X+y X v
F(x,y)zJ. 3 2dx=J‘ 7 2dx+'[ 3 2dx=
x“+y X“+y xX“+y

zéln(x2 +yz)+y-l arctg£+C(y):1n\/x2 +y? +arctg£+C(y) .
y Y y

Derivand ultima relatie obtinuta in raport cu y rezulta:

oF 2y 1 X y—x
—(x,y)= + J=—[+C'(y)= +C'(y).
8)/( ) 2(x2+y2) 1+xz( yzj ) x2+y2 ()
2
y

Egaland ecuatiei a doua din sistemul anterior cu ultima relatie determinata se obtine:

g_xz = g_xz +C'(y)e C'(y)=0,deci C(y)=K (constantd).
X 4+yT x4y

Expresia functiei F(x,y) devine F(x,y)= Iny/x? + 2 + arctgi +K.
y

Pe de alta parte, dF (x,y)=0, (x,y)e R?, deci F(x,y)=C.

Atunci solutia generala a ecuatiei diferentiale este
ln\/x2 +y2 + arctg£+ K=C=>= ln\/x2 + y2 + arctgi =C
y y

(solutie sub formd implicitd; s-a notat C = C; — K = constanta arbitrara).

2.6. Ecuatii diferentiale de ordinul intai nerezolvate
in raport cu y',integrabile prin metode elementare

Pana acum ne-am ocupat de ecuatii diferentiale de ordinul intai sub forma normala
(explicita)

y'=f(x,»),(x,y) e D, adica rezolvate in raport cu y'.

In continuare ne vom ocupa de ecuatii diferentiale de ordinul intdi de forma:

F (x, v, y') =0, nerezolvate in raport cu y', adica sub forma implicita.
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2.6.1. Ecuatii diferentiale Lagrange

Sunt ecuatii diferentiale de forma:

y=x¢(y)+w(y').cu e, w:[a b]>R declasi c'. (2.48)
Observatia 2.6.1. O ecuatie diferentiald de forma :

A(y") x+B(y') y+C(»')=0,cu 4, B, C:[a, b] >R de clasa c!

se poate aduce la forma (2.48) prin impartirea cu B(y')#0.

Observatia 2.6.2. Ecuatiile diferentiale Lagrange fac parte din clasa ecuatiilor
F (x, v, y') =0 care nu pot fi rezolvate in raport cu y', in care membrul drept este o functie
liniard de variabila x, cu coeficienti functie de y'.

Determinarea solutiei

In ecuatia (2.48) se inlocuieste y'(x) cu p(x) si ecuatia devine

y=xo(p)+v(p) (2.49)
si apoi se deriveaza 1n raport cu x, tinand seama cad p este functie de x si se ajunge la o

ecuatie liniard in x, din care se scoate x ca functiede p:
y'(x)=e(p)+xe'(p)p'(x)+y'(P)p'(x).

Cum y'(x)=p(x) si p'(x)= % , relatia precedenti se scrie

dp

dp dp
dx

S tv'(p)

p=¢(p)+x¢'(p) @%[xco’(p)w'(p)]w(p)—p:o.

Daca consideram p variabild independentd si x functie necunoscuta, atunci rezulta

ecuatia diferentiala liniara de ordinul intai cu functia necunoscuta x( p)

(qo(p)—p) ;Z_;fo(l"(l?)ﬂ//'(p):o sau

d_x_ ¢'(p) ¥ l//'(p) , daca (0(p)—p¢0. (2.50)

dp o(p)-p  e(p)-»

Prin integrarea ecuatiei (2.50) se gaseste solutia generala

xX=g ( p,C ) ,cu C constanta reald arbitrara, adica (2.51)
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J- ?'(p) 4

X o #p)-p dp+C|. (2.52)

NRAGN
—e J(/)(p)—p g j_ v'(p)
o(p)-r
Folosind (2.51) in relatia (2.49) se gaseste si y ca functie de p
y=g(p.C)p(p)+w(p). rela, b]. (2.53)

Sistemul format din relatiile (2.51) si (2.53) ne oferd solutia generald sub forma

parametrica a ecuatiei diferentiale Lagrange (2.48):

{x=g(p,C)

y=g(p.C)o(p)+v(p) pela.b]. (254

Observatia 2.6.3. Ramane sa consideram cazul go( p) —p=0.Daca p( este o solutie
a ecuatiei go( p) — p=0 (adica go( PO) = pp), atunci y = pyx + l//( PO) este o solutie singulara
a ecuatiei diferentiale Lagrange (2.48) si pot avea loc doua situatii

1) Dacd lim |x(p)|= lim |g(p,C)|=x0 (finit), atunci dreapta y = pyx -+ (pg)
P—=Po

P—Do

este o solutie singulara a ecuatiei Lagrange (2.48) (aceasta solutie nu este confinuta in solutia

generala (2.54) data parametric).
2)Dacd lim |x(p)| = lim |g(p,C)| =+ o0, atunci dreapta y = pgx+y/(pg) este o
PP PP
directie asimptotica a curbelor integrale date parametric de integrala generald (2.54).
Exemplul 2.6.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei y = x y' 2y y' 2
Se fac notatiile ¢(y")=y (y")=y" 2 deci ecuatia este ecuatie diferentiald Lagrange.
Se noteaza y'=p,cu p= p(x) si inlocuind in ecuatia Lagrange aceasta devine
2 2
y=xp~+p°.
Se deriveaza 1n raport cu x §i se tine cont ca p este functiede x sicad y'=p:

2 \ \ \ 2. . d 2
p=p +2xpp+2pp <:>p(2px+2p)=p—p <:>d—1;-(2px+2p)=p—p &

2 1
Z’_;.p(l—p)=2p(x+1)<:>j—;=§i—?, pentru p(1—p)=0.
dx 2

—= X+
dp 1-p l-p

ecuatie diferentiala liniara cu functia necunoscuta x( p) .
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Se rezolva aceasta ecuatie liniard prin metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.

Etapal: Se rezolva ecuatia omogend asociata:

ﬂzixcﬂzid @I J.—dp<:>lnx——2ln|l—p|+lnC
dp 1-p X
sau
o = C
GO~~~ -
(1-p)’
Etapa 2: Se variazi constanta C — C(p).
Se construieste functia x = (C(p;Z si se pune conditia sa fie o solutie particulard a
I=p
ecuatiei liniare neomogene. Rezulta:
C'(p)(1-p) +2(1-p)C(p) _ 2 C(p) 2 _ C(p) _ 2
(1-p)° I-p (1-p)* 1-p  (1-p)* 1-»p

C(p) _2p-p+K

AGN = 5 GN = 3
(1-p) (1-p)
Observatie. Ecuatia diferentiala liniara ﬂ = 2 X+L = ﬂ 2(x+1) ; poate fi
dp 1-p 1-p dp l-p

considerata ecuatie cu variabile separabile si rezolvarea ei se poate face mult mai rapid.

Inlocuind in ecuatia y = x p2 + p2 se obtine si y ca functie de p:

2
_2p-p*+K (P* +1)&
—_ p +p Sy=—T.
(1-p)° (1-p)
2p— p2 +K
2
(1-p)
Solutia generald sub forma parametrica a ecuatiei Lagrange este: 5
(p + I)K
y= )
(1-»)
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in cazul p— p2 =0 avem solutiile p=0 si p=1.
Pentru p=0,rezultdca y=x- 02+0° < y =0 este o solutie singulara, deoarece

2
tim [x(p)|= tim | 222K

5—| =| K| (finita).
p—0 p—0 (l—p)

Pentru p =1, rezultd cd y = x+1 este o solutie singulara si avem

2
lim | x(p)| = tim | 2222 K

5—| =+ , pentru K #—1, deci dreapta y =x+1 este o
p—l p—l (l—p)

directie asimptotica a curbelor integrale reprezentate de solutia generala care au K # —1.

2.6.2. Ecuatii diferentiale Clairaut
Sunt ecuatii diferentiale de forma:
y=xy+y(y'),cuy:[a, b]>R declasi c'. (2.55)
Observatia 2.6.4. Ecuatia diferentiala Clairaut (2.55) este un caz particular de ecuatie
diferentiala Lagrange pentru ¢(y')=y'.
Determinarea solutiei

Pentru integrarea ecuatiei diferentiale (2.55) se procedeaza la fel ca pentru ecuatia
Lagrange (2.48).

Se noteazd y'= p (cu p = p(x)) si inlocuind in ecuatia (2.55), aceasta devine

y=xp+y(p). (2.56)
Se deriveaza in raport cu x ecuatia (2.56), tindnd seama ca p este functie de x
V' =p+xp'+y'(p)p sau p=p+xp'+y'(p)p' < p'(x+y'(p))=0.
Sunt doua cazuri posibile:
1) p'=0,deci p=C (constanta arbitrard) si inlocuind in ecuatia (2.56) se obtine
y=Cx+y(C), CeR (2.57)

si reprezintd solufia generald a ecuatiei Clairaut (2.55).
Observatia 2.6.5. Solutia generala a ecuatiei diferentiale (2.55) reprezintd geometric o

familie de drepte ce se obtine inlocuind in ecuatia initiala (2.55) y’ cu o constanta C.
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2) x+y'(p)=0, deci x=—y'(p) siinlocuind in ecuaia (2.56) se va determina si
y ca functiede p:

y=-v'(p)p+v(p).

Sistemul

{Z—Z'Ei;ww(p)’ pele? @59
reprezintd solutia singulard sub forma parametrica a ecuatiei Clairaut (2.55).

Observatia 2.6.6. Solutia singulard a ecuatiei diferentiale (2.55) reprezintd geometric
infasuratoarea familiei de drepte ce reprezintd integrala generald (2.57) (adica tangenta in
orice punct al curbei (2.58) este o dreapta din familia (2.57)).

Observatia 2.6.7. Ecuatia diferentiala Clairaut (2.55) admite:

1) o solutie generala, ce se obtine inlocuind pe y' cu o constantd C si care reprezinta

geometric o familie de drepte:
y=Cx+y(C).
2) o solutie singulara, ce se obfine eliminand parametrul C intre ecuatia solutiei

generale si relatia obtinuta prin derivarea solutiei generale in raport cu C

{y=C X+ V/(C)j{y?C v'(C)+y (C)
0= x+y'(C) ~|x=-y'(C) '

Exemplul 2.6.2. Sa se determine solufia generala a ecuatiei y = xy'+ y 2

Solutia generala: se pune y'=C sise obtine y=Cx+C 2 (familie de drepte).

Solutia singulara este infasuratoarea familiei de drepte.

Se noteazd F(x,y,C)= y—Cx—C? =0 si se calculeaza Z—I;(x,y,C) =—x-2C.

Se elimina parametrul C din ecuatiile:

F(x,y,C) =0 —Cx—C2=0 x=-2C x==-2C
= Y =

oF =
—(62.C)=0" |-x-2¢ =0 " |y-cx-C?=0 |y=-C?

oC

(solutie sub forma parametric ce reprezintd infasuratoarea familiei de drepte).
Observatie. Se poate obtine solutia singulara si sub forma explicita astfel:

Se elimina parametrul C intre ecuatiile:
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(solutie sub forma explicita ce reprezinta din punct de vedere geometric o parabold).

2
. . g . x
Prin urmare, curbele integrale ale ecuatiei Clairaut sunt: parabola de ecuatia y = —T

si toate tangentele ce se pot duce la parabola.

2.7. Traiectorii izogonale. Traiectorii ortogonale

Definitia 2.7.1. Fie (') si (') doua familii de curbe plane definite intr-un domeniu

D c R? astfel incat prin fiecare punct (x, y) € D sa treaca cate o singura curba din fiecare
familie.

Spunem ca familiile de curbe (F) si (F') se numesc izogonale dacd in fiecare punct
din domeniul D cele doua curbe ale familiilor care trec prin acest punct se intersecteaza sub
un unghi constant 6.

A

Fig. 2.3
Se considerd un punct M (xq,yy) €D si fie

7, 7' cele doud curbe ale familiilor (') si (T'')

care trec prin punctul M . Unghiul 6 sub care se

taie curbele y si ¥' iIn M este unghiul format de
tangentele in M la curbele y si y'. Se noteazd cu
0, , respectiv 6, , unghiurile facute de tangentele la

y ,respectiv 7', cu semiaxa pozitivd Ox . Rezulta

v

0=6,-6,.
Conditia ca familiile de curbe (F) si (F') sa fie izogonale este ca unghiul @ al

tangentelor celor doud curbe y si y' sa fie constant pentru orice (xo, yo) e D, adica:

tg 6, —tg O
tg 0 =tg(6, —Hl)zﬁzconsmﬂt.

Problema care se pune, In general, este urmatoarea:
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Fiind datd o familie de curbe (F) intr-un domeniu D din R> , sa se gaseasca familia

de curbe (I'') izogonald familiei (T"), adica familia de curbe care intersecteaza familia (I")
sub un unghi constant.

Riaspuns: Daca familia (I') este definita de ecuatia diferentiald f(x,y,y')=0,
(x,y)e D, atunci ecuatia diferentiald a familiei (I'') care taie familia (I') dupd un unghi

constant &, cu tgé = k = constant , este

'

f[x, ) y—kaoa (x:y)ED' (2.59)

I+ky'
Demonstratie. Fie (x, y) eD. O curba y a familiei (F) are in punctul (x, y) eD
tangenta geometrica de coeficient unghiular y', definit de ecuatia diferentiala f (x, v, y') =0.
Curba y', izogonald familiei (I'), care trece prin punctul (x,y)e D are tangenta in

acest punct cu coeficientul unghiular y| definit prin"

yi—k

tg@z—yl_y .
1+ ky

——=koy-Y=k+ky y o y'=
L+yy

Inlocuind in ecuatia diferentiald a familiei (F ) pe V' cu ly — se obtine ecuatia
+ '

diferentiala a familiei de curbe (F') , 1zogonala familiei (F) :

y'—k
=0 D.
f(x, Y, I+ ky'} , (X,y)e

Observatia 2.7.1. Daci familia de curbe (I') este datd prin ecuatia F(x,y,C)=0

(depinzéand de un parametru C), atunci se determind mai intai ecuatia diferentiala a familiei

(F) (ecuatie ce se obtine eliminand parametrul C intre ecuatia F (x, y,C ) =0 si derivata ei
F (x, y,C ) =0

in raport cu x, adicd din ecuatiile sistemului: { gF oF
_+_.
ox Oy

'

O) si dupa aceea se scrie

ecuatia diferentiala a curbelor izogonale.
Definitia 2.7.2. Fie (I') si (I'') doud familii de curbe izogonale. Daca unghiul & sub

. g g - T . - .
care se taie doud curbe oarecare ale celor doud familii este egal cu EX atunci familiile (F) si

(T'') se numesc ortogonale.
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Daca (T') este o familie de curbe definita prin ecuatia diferentiala f(x,y,y')=0,

(x,y)e D, atunci familia de curbe (T''), ortogonald familiei (I') este definitd de ecuatia

diferentiala:
1
.f[x, y,__'}:()a (an’)eD- (2°60)
y

Observatia 2.7.2. Ecuatia diferentiala a traiectoriilor ortogonale a unei familii de

curbe (I') care depinde de un parametru, se obtine din ecuatia diferentiald a familiei (T'),

. 1
inlocuind pe y' cu ——.

1

Exemplul 2.7.1. Sa se afle traiectoriile ortogonale ale familiei de curbe y=Cx.

Folosind Observatia 2.7.2., se determina ecuatia diferentiald a familiei de drepte ce
trece prin origine.

Se face notatia F(x,y,C)=y—Cx =0 si se deriveaza in raport cu x:

Z—I;+Z—i y'=0-C+y'=0.

Se elimina C intre ecuatiile sistemului:

F(x,y,C)zO

y—Cx=0 y—Cx=0 ’
OoF OF <9, <90 =y—-y'x=0.
—+—»'=0 y'=-C=0 y'=C
ox Oy

Ecuatia diferentiala a familiei de drepte ce trec prin origine este y—y'x=0.

Ecuatia diferentiald a traiectoriilor ortogonale se obtine inlocuind y' cu — l' in
ecuatia diferentiald anterioara. Se obtine:

y+% x=0<:>yy’+x=0<:>y’=——<:>—=—l-x<:>ydy=—xdx

2 2
Iydsz—xdx@%z—%JrC@szryz=C.

Asadar, traiectoriile ortogonale formeaza familii de cercuri X2+ y2 =C cu centrul In

origine §i raza variabila.
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Exemplul 2.7.2. Sa se afle traiectoriile izogonale ale familiei de drepte y=Cx cu

0=".
4

Rezultd £ =tgf = tg% =1.

Conform Exemplului 2.7.1, ecuatia diferentiald a familiei de drepte este y—y'x=0.

y'-k y'-l1

Ecuatia diferentiald a traiectoriilor izogonale se obtine inlocuind y' cu
I+ky' 1+y'

in ecuatia diferentiald a familiei de drepte. Se obtine:

-1 +
y_y -X=0<:>y+yy'—y'X+X=0<:>y'=x y

(ecuatie diferentiald omogena).
1+y' xX—y

arctg 24

Integrand se obtine solutia \/xz + y2 =Ce ¥ (traiectoriile izogonale sunt spirale

logaritmice).

2.8. Teorema de existenta si unicitate pentru ecuatii

diferentiale de ordinul intai

Fie ecuatia diferentiala de ordinul intai:

y'=f(x,y), (x,y)eDc]Rz.

Problema Cauchy pentru aceastd ecuatie consta in a determina solutia y = y(x) care
satisface conditia initiald y(xo)=yq.

Obtinerea solutiei generale pentru ecuatia y'= f (x, y) printr-un numar finit de

cuadraturi este imposibild, exceptind cazurile ecuatiilor diferentiale pentru care functia

f (x, y) are forme particulare (cazuri studiate in subcapitolele anterioare).

In general, o ecuatie diferentiala de ordinul intai, luatd la intamplare, nu se clasifica in
nici unul din cazurile studiate si atunci se impune sd dam o metoda mai generald care sa
permitd determinarea unei solutii aproximative a ecuatiei. Pentru acest lucru este necesar sa se
precizeze conditiile in care problema Cauchy admite solutii, natura acestei solutii, precum si
unicitatea ei.

In teorema urmatoare se stabilesc conditiile in care aceasta solutie exista si este unica

si se va da un mod de constructie a ei.
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Teorema 2.8.1. (Teorema de existenta si unicitate pentru ecuatii de ordinul intai)
Fie ecuatia diferentiala de ordinul intai y'= f (x, y) care Indeplineste conditiile:
. . . . . . [x—2xo|<a
i) f este o functie reald continud in domeniul inchis (dreptunghiul) D: ,
[y =yo|<b
a, b>0 si (x,yq) este un punct din plan
ii) f satisface conditia Lipschitz:

|/ (xoy)=f (6 22)| < L|y2=n1]s (¥) (6. 1), (x.32) €D

unde L >0 este o constanta ce depinde de domeniu (fiind aceeasi pentru tot domeniul).

Atunci existd o unica functie y(x) derivabila pe intervalul [xo —h, x +h] (h<a)
solutie a ecuatiei diferentiale date, adicd y'(x)= f (x, y(x)), xelxg—h, xo+h] si care
indeplineste conditia Cauchy y(xo) =)0-

Observatia 2.8.1.

1) Din ipoteza i) a Teoremei 2.8.1 rezultd, deoarece f este continud pe un domeniu

inchis D, ca f este marginita pe D, adica exista M >0 astfel incat

|f(x,y)| <M, (‘v’) (x,y)eD.
Astfel se noteaza /s = min {a, i}
M

2) Relativ la ipoteza ii) din Teorema 2.8.1, dacad f admite derivata partiald de ordinul

intai In raport cu y continud pe D, atunci conditia Lipschitz este satisfacuta.

of

Demonstratie. 2) r™ fiind marginitd pe D, fie L >0 astfel incat <L,
y

0
é(w)

pentru orice (x, y) € D. Din teorema Lagrange rezulta:

f(x,yl)—f(x,yz)=%(x,§)(y1—yz),unde Ee(ynya)-

Rezulta

| f(xy1)=f (%02 )|=‘%(x,§) i =2 | <Ly =221, (V) (.1), (x,2) €D

oy

deci f satisface conditia Lipschitz pe D.
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Demonstratia Teoremei 2.8.1. Ecuatia y'= f (x, y) se mai scrie sub forma:

%zf(x,y)@dy:f(x,y)dx

si prin integrare se obtine

sz‘f(x,y) dx+C.

X0

Din conditia y(xg)= yg, rezultd yy =C siavem

y= If(x,y) dx+ g (2.61)

o
adica ecuatia diferentiald datd a fost scrisa sub forma unei ecuatii integrale (o ecuatie in care

necunoscuta y apare sub semnul integral).

Determinarea solutiei y = y(x) a ecuatiei diferentiale date se face prin metoda
aproximatiilor succesive a lui Picard, care constd in construirea unui sir de functii, numite
aproximatii succesive: yo, y1(x), y2(x),..., v, (x), uniform convergent catre functia y(x)
pe intervalul [xq — A, xq + A].

Aproximatiile succesive se definesc astfel:

Yo =)o

¥ (x) = yo+ j £ (x.30)dx

X0

vy (x)= y0+If(x,y1)dx , x&[xg—h, xog+h]. (2.62)

Sirul aproximatiilor succesive g, y;(x),..., ¥, (x),... are proprietatile:

1) vy (xo) =0, (V) ke {1,2,..., n,} (deoarece pentru x = x;) integralele sunt nule)
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2) functiile yy, (x), ke {1,2,...,7[,...} sunt continue pe intervalul [xo —h, xo + h] (pentru
cd f este continud pe D si atunci integralele nedefinite sunt functii continue pentru
(V) xe[xg—h, xg+h] si y, €[yo—b, yo+b]).

Se ardta cd sirul g, y1(x),..., ¥, (x),... este uniform convergent pe [x — &, xq + h]
citre o functie continud y(x), cdnd n—>+o si limita y(x) a acestui sir verificd ecuatia

diferentiald data, deci este solutia ecuatiei diferentiale.

Se considera urmatoarea serie de functii:

Yo+ (21 =v0)+ (2 =)+t (¥ = Yyt oo (2.63)
si se observa ca girul aproximatiilor succesive ( Yn )n reprezintd girul sumelor partiale al seriei
(2.63) (adica s, (x) =Y, (x), xXe [xo —h, xp + h] ), deci sirul (yn )n si seria de functii (2.63)
sunt convergente in acelasi timp. Ramane sa se demonstreze convergenta uniforma a seriei
(2.63) pe intervalul [xq —h, xo + h].

Pentru seria (2.63) avem

X
|y1(x)—y0|= J.f(X,yo)dx SM|x—x0|SMhSM-%=b

X0

deoarece /= min{a, i}
M

a(0)=m ()| =] [ e [ £} x| = [ (o) (o) <

0 0 0
X X

—xo 2
SIL|yl—yo|dx£jLM|x—xO|dx=ML- |x x0| < LMh .

2!
Xy Xy
Analog se demonstreaza
2 3
|y3 ( x)—yz ( x)| < L Zh §i se arata prin recurenta ca
n—1 n—1 n
|yn (%)= yuoi (x)| L 'M x—xo|" < ﬂ, (V) xe[xg—h, xo+h],neN.  (2.64)
n! n!



78 CAPITOLUL 2

Se considera seria numerica cu termeni pozitivi

MR MLK*> MI*H Mty
-  =Mh+ + + ...+ + ... . (2 65)
Z n! 21 31 (n+1)! -

n=1

Seria numerica pozitiva (2.65) este convergentd, conform criteriului raportului.

= lim =0<1].

n—>+oo Uy, n—»+00 (n+l)! MLn_l W noton+l

[ e MUt U L

Conform relatiei (2.64), rezultd ca seria de functii (2.63) are termenii in valoare
absolutd majorati de termenii seriei numerice convergente (2.65) pe intervalul [xo —h, xy + h]
(adica seria de functii (2.63) este majoratd de seria numerica cu termeni pozitivi convergenta
(2.65) pe intervalul [xq —h, xo + h]).

Conform criteriului Weierstrass pentru serii de functii, rezulta ca seria de functii (2.63)

este absolut si uniform convergentd pe intervalul [xo —h, x, +h], deci sirul aproximatiilor

succesive (y, (x))n este uniform convergent pe [xo — &, x + 4].

Se noteazi cu y(x) limita acestui sir. Cum y, ——>y pe [xq—%, xo +4] si », sunt
functii continue pe [xg — A, xo + h], rezultd ¢ y(x) este continud pe [xq —h, xo + h].

Rezulta (folosind relatiile (2.62) prin trecere la limita):

y(x)z lim yn( =yp+ lim jf xynl

n—>+00 n—>+00

x (2.66)
:y0+'[f(xn lim yn—lj dx:)«ﬁ-jf(&y(x)) dx

n—>+00

Se arata cé solutia y(x) =y +J. f (x, y(x)) dx verifica ecuatia diferentiala y'=f(x,y).

X0
Relatia (2.66) reprezintd ecuatia integrald (2.61), care este identica cu ecuatia diferentiala
V' =f(x,y), deci y(x) definita prin relatia (2.66) este solutia ecuatiei diferentiale y'=f/(x,y).
Din relatia (2.66), pentru x =x, rezultd y(xo) =Yyq, deci conditia Cauchy este

verificata.
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Se poate arata ca solutia y(x) data prin relatia (2.66) este unica si derivabild pe

intervalul [xg — &, xq + h]. Sa presupunem c mai exista o solutie z(x) astfel incat

z(x)=y0+J.f(x,z(x)) dx, (V) xe[xq—h, xo+h].

X0

Atunci pentru orice xe[xo—h, X0 +h], avem:
|y(x)—z(x)|= I‘f(x,y(x))—f(x,z(x))‘ dx| <L I|y(x)—z(x)|dx SL"y—Z"OOh.

i 1

< b s

Se deduce, folosind /4 < L ca
(x

ly==l,, =sup{|(x)==(x)]s x [ vg~hxo+h]} < 28L | p=z], <[ly—z],
de unde
|| y—z||OO =0, deci y=z si astfel unicitatea este stabilita.

Observatia 2.8.2. Sirul aproximatiilor succesive (2.62) se foloseste la integrarea cu

aproximatie a ecuatiei diferentiale y'=f(x,y). Se inlocuieste solutia exactd y(x) cu un

termen al sirului (2.62): y(x)=y,(x).

2.9. Metoda aproximatiilor succesive a lui Picard.

Integrarea aproximativa a unei ecuatii diferentiale
Metoda aproximatiilor succesive prezentata in Teorema 2.8.1 de existenta si unicitate

poate fi folosita la rezolvarea aproximativa a unei ecuatii diferentiale de ordinul intai.

Fie ecuatia diferentiala y'=f (x, y) care nu se incadreaza In niciun tip studiat anterior.

Atunci poate fi integratd in mod aproximativ, folosind metoda Picard, care ne da un procedeu
aproximativ de rezolvare a problemei Cauchy pentru ecuatia data.

Presupunem cd f indeplineste conditiile i) si ii) in domeniul D, din Teorema 2.8.1 de
existenta si unicitate.

Fie (x(,y9) € D un punct interior.

Intr-un dreptunghi [xo —h, xo +h] x [yg —b, yo +b] situat in totalitate in D, se poate
construi sirul de functii continue yg,»y,...,V,,... care converge uniform catre o functie

derivabila y(x), cand n — +o.
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Se aratid ci ;Z—yzf(x,y), xe[xg—h, xo+h], deci cd y(x) este solutia ecuatiei
x

diferentiale date care verifica si conditia initiala y(xo) =yo (adica y(x) trece prin punctul

(XO,yo) (S D)

Asadar avem sirul aproximatiilor succesive

vo =x(x0)
%
y(x)=yo+ | f(x.0)dx
%
%
yva2(x)=yo+ | f(xy)dx , pentru xe[xo—h, x0+h].
%
X
yn(x):y0+-"f(x,yn—l)dx
Xo

In general nu se poate calcula soluia exactd y(x), y(x)= lim y,(x), ci se
n—+oo

calculeazd o solutie aproximativa y » (x), care este cu atat mai apropiatd de solutia
aproximativa cu cat p este mai mare.

Asadar s-a gasit un procedeu de aproximare a solutiei ecuatiei diferentiale de ordinul I
y'=f (x, y) care trece printr-un punct dat (xo, yo), adicd un procedeu aproximativ de

rezolvare a problemei Cauchy pentru ecuatia diferentiala data.

Exemplul 2.9.1. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale de ordinul intai
y'= x? +y2, (x,y)eD=[-11]x[-11]c R?, cu conditia initiald y(0)=0.

24 y2 este continud §i marginitd In D (deoarece | f (x, y)| =

Functia f(x,y)=x
= ‘xz +y2‘ <2,(V)(x,y)e D). Rezulta deci M =2.

Avem xp=yy=0sia=b=1.

Deoarece = | 2 y| <2, (V) (x, y) eD, rezulta ca [f satisface conditia

0
éw

Lipschitz.
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Seia A =min a,i =min{1,l =l,deci [xo—h, x0+h]= —l,l .
M 2/ 2 22

Conform Teoremei 2.8.1, rezulta ca exista o unica solutie y(x) a ecuatiei diferentiale

care verifica conditia y(0)=0.

11 . D .
Pentru x e {—5, 5} , se defineste sirul aproximatiilor succesive astfel:

Yo =0
X X X 3
yl(x)=y0+J‘f(x,y0)dxzj.f(x,O)dx:J‘xzdx:x?
X 0 0
% p 3 p 6 37
(=30 [ 1o () dx= f(x,%] - | [g] PR
X 0 0
o 2 307 P 30 7)?
ys(x):yo+. f(x,yz(X))dxzjf[x,%+2—3}dxzj‘ x2+£%+)6c_3J dx=
X 0 0
NI B | B

—+ + :
3 63 2079 59535
Daca ne multumim cu aceastd aproximatie rezulta
> oxT 2yl X3 11
=t —+ + ,Xe|——, —
63 2079 59535

272
(deci se poate aproxima solutia problemei Cauchy cu yj (x) ).

Exemplul 2.9.2. S3 se integreze ecuatia diferentiald y' = y, cu conditia y(O) =1.

Solutia generald exacti a ecuatiei diferentiale este y = C e* obtinuti astfel

y'=y @?zy@ﬂ:dx<:>lny=x+lnC<:>y=Cex.
x y

Pentru y(0)=1, rezulta C =1, deci solutia exacta cautatd este y =e” .
Sa gasim aceasta solutie si prin metoda aproximatiilor succesive.
Notam

f(x,y)zy, xp=0, yo =1

(x,y)e[xo—a, x0+a] X [yo—b, Yo +b] <:>(x,y)e[—a, a] X [l—b, 1+b].
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Rezultd | f(xy )| =|y|<1+b,deci M =1+b siatunci f este continui si mrginita.

=|1]<1

Cum ‘%( x,y)
dy
deci L=1, (V) (x,y) siatunci f satisface conditia Lipschitz.
. . . b . b .
Din relatia A=min<{a, — y=min<a, ——,seia h=1.
M 1+b

Pentru xe [xo —h, xq +h] S xe [—1, 1] se poate aplica metoda aproximatiilor
succesive:

yo=1

X

yl(x)=y0+.”f(x,y0) dx=1+.[f(x,1) dx=1+j1 dx=1+x
0

X 0

X

X X )
yz(x):y0+Jf(x,y1(x)) dx=1+Jf(x,1+x) dx:l+J'(1+x) dx:l+x+%
X 0 0

X

. 2 . 2
y3(x)=y0+J‘f(x,y2(x)) dx=1+jf{x,l+x+x2—!J dx:1+'[£l+x+x2—!J dx=
0

X 0

2 x3

=l+x+—+—.
20 3!

In general avem

p T 2 n-1
yn(x):yoJrIf(x,yn—l(x)) dx:1+j{l+x+x2—!+...+(z_1)!] dx =
X 0
2 X x"
=l+x+—+—+..+—.
2t 3! n!

Rezulta ca solutia cautata este

2 n
y(x)= lim y,(x)= lim [l+x+%+...+x—J=ex,xe[—l,l].

n—+o0 n—>+0 n!

Observatie. Solutia obtinutd numai pentru x € [—1, 1] este, evident, valabila si pentru x e R .
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ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR

3.1. Introducere. Generalitati

In Capitolul 2, s-a aratat ci o ecuatie diferentiald de ordinul n este o relatie de forma
F(x,y,y',..-,y(”))=0, x€[a, b] (3.1

si functia y= y(x, q, G,..., Cn) care verifica ecuatia (3.1) si depinde de n constante arbitrare
independente C;,C»,...,C, este solufia generala a ecuatiei diferentiale (3.1).

Observatia 3.1.1. Solutia generala a ecuatiei diferentiale de ordinul »n poate fi data si

sub formele:

a) G(x,y,Cl,Cz,...,Cn) =0 (forma implicita numita si integrala generald)

b) {xz q)(t,Cl,Cz,...,Cn)’ tela, ] (forma parametrica).
y=y(t.C,Cs,...,C,)
O solufie particulard a ecuatiei diferentiale (3.1) este o functie y = y(x), x€[a, b]
care se obtine din solutia generald dand valori particulare constantelor Cy, Cs,..., C,,.
O solutie care nu se poate obtine din solutia generala prin particularizarea constantelor

Gy, Cy,..., C, se numeste solufie singulara a ecuatie diferentiale (3.1).

Exemplul 3.1.2. y"+2y'+ y =0 este o ecuatie diferentiala de ordinul 2.
Functia y(x)=Cje™ +Cyxe ™™, €}, C; €R este solutia generala a ecuatiei.
Functia y(x)=e " (x+1) este o solutie particulard a ecuatiei (pentru C; =C, =1).

Problema Cauchy pentru ecuatia diferentiald de ordinul n (3.1) se enunta astfel:

Sa se determine solutia yzy(x),xe[a, b] a ecuatiei diferentiale (3.1), care

impreuna cu derivatele pand la ordinul » —1 ia niste valori date Intr-un punct x; € [a, b] :

83
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conditii initiale sau conditii Cauchy. 3.2)

3.2. Ecuatii diferentiale de ordin superior integrabile
prin cuadraturi
3.2.1 Ecuatii diferentiale de forma
y(n) = f(x),cu f:[a, b] >R continua. 3.3)

Determinarea solutiei

Solutia generald a ecuatiei (3.3) se obtine prin #n cuadraturi succesive astfel:

y(n_l) zjf(x) dx+C;

y(n—2) zj(jf(x)derClj dx+Cy = '[(If(x) dxjdx+C1x+C2, etc. si se ajunge la
y(x)=g(x)+K; X +K, X2 +.+K,_1x+K, .
Exemplul 3.2.1. Si se determine solutia generald a ecuatiei y " =e * .

y™"=e ¥ este o ecuatie diferentiald de ordinul 3. Prin integrare succesivi se obtine
solutia generala sub forma explicita:

y"=J.e_x dx=-e"+(

y'zI(—e_x+C1)dx=e_x+C1x+C2

2
yzj.(e_x+C1x+C2) dxz—e_x+C1x7+C2x+C3.

Asadar, solutia generald este y(x)=—¢ * +%x2 +Crx+C5,cu Cy, Gy, C3 eR.
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3.2.2. Ecuatii diferentiale de forma

(k+1)

F(x, B ) ) 2o, k<,

(3.4
din care lipsesc y si derivatele sale pana la ordinul £ —1 inclusiv.

Determinarea solutiei
Se efectueaza schimbarea de functie y(x)— z(x), data prin relatia y(k) (x)=2z(x) si
astfel se reduce ordinul ecuatiei (3.4) cu £ unitati (ecuatia diferentiala (3.4) de ordinul n se

transforma intr-o ecuatie diferentiald de ordinul # — & ). Se pune y(k) =z gi se obtin relatiile:

S o 2 ) (k)

Prin folosirea acestor relatii in ecuatia diferentiala (3.4) se obtine ecuatia diferentiala

de ordinul n—k :

F(x, z,z',..., z(”"‘))zo, k<n. (3.5)
Se integreaza ecuatia (3.5) si se obtine solutia generald z = g(x,C},C;,....C,_t ).

Inlocuind z = y(k), rezultd ecuatia y(k) =g(x,C),C;,...,C, ), ecuatie diferentiala

de ordinul k£ de tipul 3.2.1. Aceastd ecuatie se integreaza succesiv de k ori si se obtine

solutia generala y.

Exemplul 3.2.2. Si se determine solutia generald a ecuatiei x y(4) - y'"=2x3,
conditiile cu y(l) =1, y’(l) =1, y"(l) =0, y’"(l) =0.

X y(4) —y"= 2x° este 0 ecuatie diferentiala de ordinul 4 din care lipsesc y, y', y",

deci se face schimbarea de functie y(x)— z(x), datd prin y"=z.
Rezulta y(4) = z' si ecuatia diferentiala de ordinul 4 devine:

xz'—z=2x & z'== z+2x7 (ecuatie diferentiala de ordinul I liniard cu functia
X

necunoscuta z(x)).

< e . . 1
Etapa 1: Se rezolva ecuatia liniard omogena asociatd: z'=—z.
X

1 dz 1 dz dx dz dx
=z —=—zo—=—"S | —=|—hz=lhx+InC=259=Cx.
X dx x z X z
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Etapa 2: Se variazd constanta C — C(x) si se construieste functia z = C(x)x, care

este o solutie particulard a ecuatiei liniare neomogene:

C'(x)x+C(x)=%C(x)x+2x2 = C'(x)x=2)c2 = C'(x)=2x

C(x)= jzxa’x & C(x)=x*+C, cu C constanti.

Solutia generala a ecuatiei liniare de ordinul I este
z=(x2+C1)x<:>z=x3+C1x.

Se revine la substitutia y" =z si se obtine ecuatia diferentiald de ordinul 3:

y"= e C; x (ecuatie diferentiala de tipul 3.2.1).

Prin integrare succesiva rezulta:

4 2
y"=J.(x3+C1x) dxsz-f—Cl%‘f‘Cz

4 2 5 3

X X X X
'=||—+C—+Cy |dx=—+C|—+(Cyx+C
y 1(4 15 2} 20 g TR2 3

5 3 6 4 2
X X X X X .
= —+C;—+Crx+C3 |dx=—+C;—+CH—+Cyx+Cy, deci
4 .[Lzo 6 "2 3} 120 g T2y TN

1 C C
xSyt =22

=— +C3x+Cy este solufia generald sub forma explicita a
120 24

¥

ecuatiei diferentiale de ordinul 4.
Pentru a rezolva problema Cauchy asociata se calculeaza:

y"(1)=0=1+C =0=C =1

1 1 11 1
")=0—-+C =+ =0——=+C, =0=C) =—
y () 4 1 ) 2 4 2 2 2 4
1 1 11 1 13
M=1lc—+C —+Cr+Cr=lo———+—+Cr=12Cy=—
»'(1) 20 g 727 20 6 4 3 3715
1 1 1 1 1 1 13 1
)=lco—+C, —+CH —+Cr+Cy=l&———+—+—+(Cy =1=Cy =—.
y(1) 120 Vg 2T 3TA 120 24 8 15 4 47

Solutia particulara care indeplineste conditiile initiale este:

y(x) Lo Ll B
120 24 8 15 24
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3.2.3. Ecuatii diferentiale de forma
Fly, y',y"..., y(n) =0, din care lipseste variabila independenta x . 3.6)
Determinarea solutiei
Se face schimbarea de functie y(x)— p(y), data prin y'(x)=p(y) si se considera
y ca variabila independenta si astfel se reduce ordinul ecuatiei diferentiale (3.6) cu o unitate.

Din relatia y'= p (explicit y'(x)=p ( y (x)) ), prin derivare in raport cu x , rezulta:

_d’y _dy'_dp_dp dy_dp ., dp
Y dx2 dx dx dy dx dy dy

2 2
ym: .;/: Yy — p_p - p_p ._y: —p +p—§ - D, etc.
dx dx dx dy ) dy dy ) dx dy dy

Se observa ca y"(x) se exprima cu ajutorul derivatei p'( y), y"’(x) se exprima cu
ajutorul derivatelor p'(y), p"(») si atunci derivata y(k)(x) se va exprima cu ajutorul

derivatei p(k_l)( y) si a altor derivate de ordin mai mic. Inlocuind derivatele functiei y in
ecuatia (3.6) se obtine o ecuatie diferentiald de ordinul n—1, cu functia necunoscuta p si

variabila independenta y de forma:

F(y, J p(”_l)) =0,
Integrand aceasta ecuatie de ordinul n —1 se obtine:
p=g(»,C,Cy,....,C,_y) si folosind schimbarea y'= p rezultd ecuatia diferentiald de

ordinul I"
y': g(ysCI’CZs---an—l) :

Prin integrarea ecuatiei diferentiale de ordinul I apare si constanta de integrarea C,, .

Exemplul 3.2.3. Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei 1+ y' 2=2 yy".

1+y' -2 yy" este o ecuatie diferentiald de ordinul 2 din care lipseste variabila
independentd x. Se face schimbarea de functie y(x)— p(y), datd prin y'(x)=p(y) si

rezulta:

1 . n d
y'=psiy'=pL
dy
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Inlocuind in ecuatia initiald aceasta devine:

2 2
d d 1+ d 1+ 1
_pQ_p:—pC}_p:—p_

1+p2=2yp
dy dy 2yp dy 2p 'y

(ecuatie diferentiald de ordinul I cu variabile separabile cu functia necunoscuta p( y) ).

2p dp <:>J' 2p dp Iﬂ<:>ln(l+p2)=lny+lnC1 sau
1+p 1+p Y

1+p2=C1yc>p2=C1y—l,deci p=xCy-1.

Revenind la y'= p se obtine ecuatia diferentiala de ordinul I cu variabile separabile"

dy dy
==+ C leo—=+,/Ciy-1 & ———=+dx
y 1y— dx 1y m
I%z ji dx < Cidcl y—1==% x+C, (solutia sub formd implicitd).
1y- 1

3.2.4. Ecuatii diferentiale de forma
F(x, Vo Vs y(n)) =0, omogena de grad « 1in raport cu y,y',...,y(n). 3.7

Determinarea solutiei

Se face schimbarea de functie y(x)— z(x), data prin relatia 4 ((x) =z(x) si astfel se
y(x

reduce ordinul ecuatiei (3.7) cu o unitate.

Functia F fiind omogena de grad « in y, y',..., y(n) (adica F(x,ty,ty',...,ty(n))z

= taF(x,y,y',...,y(n)), (V) teR")siluand ¢ _1 se obtine ecuatia:
y

' (n)
F[x, L2, y—]zo. (3.8)
y y

Folosind substitutia Y — 7 requlta relatiile:
y

y'=zy
" __ 1 " __ 1 2 — ( 1 2)
y —Zy+Zy—Zy+Z y—y zZ +z

y" zy'(z'+22)+y(z"+222')=Zy(z'+22)+y(z"+222')=y(z"+3zz'+z3), etc.
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Atunci 2 = z, RN 22, Y v 3z 23, etc.
y y y
) | . o .
Expresia — (1 <k< n) se exprima cu ajutorul functiei z si a primelor £ —1 derivate
y
. . y' o oy" y(n) . . . .
ale lui z. Daca se inlocuiesc —, —,..., in ecuatia (3.8) se obtine o ecuatie diferentiala
y oy y

de ordinul n —1 cu functia necunoscuta z(x) .

Exemplul 3.2.4. Sa se determine solutia generald a ecuatiei x2 yy"=(y-xy ') .

yyn= (y—xy ')2 este o ecuatie diferentiala de ordinul 2.

Se face notafia F (x,y, 1", »") =%y y'—(y—x ') = 0.

Deoarece

F(xiptyhty") =x2iyy'—(ty—xty')* =1 [xzyy"—(y—xy')z}z
= F(xp,,y"), (V) 1eR"

rezultd ca ecuatia diferentiala datd este omogena de grad & =2 inraportcu y, y', y".

1

Se face schimbarea de functie y(x)—>z(x), datd prin Yoz §iremulta y'=zy,

y'=z'y+zy'=z'y+z 2 y . Inlocuind aceste relatii in ecuatia diferentiali dat, aceasta devine
x2y (z'y+22y) :(y—xzy)2 & x2y2 (z'+ 22)—)/2 (1—xz)2 =0
y2 [xz (z' + zz)—(l—xz)z} =0 y2 (xzz'+ 2xz—l) =0.
Din ecuatia y2 =0, rezultd cd y =0 este o solutie singulara a ecuatiei.

Rezulta si ecuatia Xz 42xz-1=0z2'=— 2 z+ 1 (ecuatie diferentiala de

X xz
ordinul I liniard cu functia necunoscuta z(x)).
Etapa 1: Se rezolva ecuatia liniard omogena asociatd: z'=— —z.
X

2 @dz 2 @dZ——de<:>lnz=—2lnx+lnC:>zG0=£2.

b dx X z x X
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Etapa 2: Se variaza constanta C — C(x) si se construieste functia z = 5 care

X
este o solutie particulard a ecuatiei liniare neomogene:
2
c' -2xC C C' 2C 2C
()22 -2xC(x) 2 C(), 1 _C(x) 2C()_ 2C(x) 1 _
4 ) 2 2 3 3 2
X X X X X X X
C'(x)=1, deci C(x)= jdx < C(x)=x+Cy, cu Cjconstanta.
. o C e . X+ Cl 1 1
Solutia generala a ecuatiei liniare neomogene este z = S z=—t—.
X X x
Se revine la substitutia R si se obtine ecuatia diferentiala de ordinul I cu variabile

separabile cu functia necunoscuta y(x) :

y':y(lJr%j@ﬂ:y—szl Qﬂz—x+2q dx@jﬂz‘[ X+2C1 dx <
dx X Y X Yy X

G
lnyzlnx—ﬁJrlnCz anyzln(sz)—ﬂ,deci y=Cyxe *,x#0
X X

(solutia generalad sub forma explicita).
3.2.5. Ecuatii diferentiale de forma

n
F{x, v, ?,..., d—i} =0, omogena in raport cu x, y, dx, dy,...,d"y. 3.9
X dx

Determinarea solutiei
Se fac schimbarile de functie si de variabila y(x) —)Z(t), date prin y=zx, x=e' si
astfel se reduce ordinul ecuatiei (3.9) cu o unitate.

Exemplul 3.2.5. S se determine solutia generald a ecuatiei x° y" = (xy'- y)2 .

X y"= (x y'— y)2 este o ecuatie diferentiala de ordinul 2. Se aduce ecuatia la forma:

2 2

x3y"=(xy’—y)2<:>x3 ay Y _ xﬂ—y <:>x3d2y=(x dy—ydx)2
dxz dx

si se observa ca ecuatia este omogena de gradul patru in raport cu x, y, dx, dy, d 2 V.

Se fac schimbarile de functie si de variabila y(x) - Z(t) ,dateprin y=zx si x=e’.
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Conform regulilor de derivare pentru functii compuse, rezulta:

':d—yzﬁ-ﬁ'X'f‘ Z.l:Z'(t)' €
dx dt dx

! 2
)}"zd—yzi(z'+z)=i £+z ~£= ﬁ+£ 'e_tz(z"+ z') e !
dx dx dt\ dt dx | 4/ dt

Ecuatia devine

et z=2"4 2

2
e3t(z" + z')e_t =[et(z'+ z)—zetJ @ezt(z" + z')=62t(z' +z—z)2 =

2 2

zZ"+z2'=z""<z"-z'""+z'=0
(ecuatie diferentiala de ordinul 2 cu functia necunoscuta z(t) din care lipseste variabila
independenta ¢, deci o ecuatie de tipul 3.2.3).

Se fac schimbarile de functie si de variabild z(¢) — p(z) date prin z'= p . Rezulta:

o(ry=92_dp dz_dp ._, dp
dt dz dr dz - P az

Ecuatia devine:

d d . o .
p _dp —p2 +p=0& p(d—p—p +1J =0 si sunt posibile doua cazuri:
z z

a) p=0<z'=0,deci z=C.Cum y=zx,rezultd solutia y=C x.

b) %— p+l=0 Z—p = p—1 (ecuatie diferentiala de ordinul I cu variabile separabile
z z

cu functia necunoscuta p(z)).

d_p:p—1<:>d—p=d2©Jd—pzjdz©ln|p—l|=z+1nK<:>lnp—_1=z<:>
dz p-1 p-1 K

TZEZQp—IZKeZ©p2K62+1.

Dar p==z' si inlocuind in ecuatia de mai sus rezultd ecuatia diferentiald de ordinul I

cu variabile separabile cu functia necunoscuta z(t) :

dz =dt<:>J’ dz =Idt.
Ke?+1 Ke?+1

Pentru rezolvarea integralei din membrul stang al identititii anterioare se face

z'=KeZ+1<:>%=KeZ+1©
t

schimbarea de variabild K e’=u, deci:
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du
Ke®

du - : : :
Ke’dz=du=dz= —dz="" fnlocuind in integrala din membrul stang
u

aceasta devine:

u -
—‘ Rezulta:

[ R

z
I dz =Idt<:>1n Re =t+InK; <
Ke“+1 Ke®+1

z zZ
ln( Ke lenet+an1:> Ke =Klet.

Ke“+1 Ke®+1

Insd ¢’ = x, deci se obtine:
Ke® z z z
- 1=K1xc>Ke =KiKe’x+ Kjx= Ke”(1-Kjx)=K| x <
Ke“+

z Kl X Kl X
& =———=z=In| ————|.
K(1-K;x) K(1-K;x)
Dar y =z x, deci solutia generala a ecuatiei diferentiale de ordinul 2 data este

Kl X . - e
= xIn| ————— | (solutie sub forma explicita).
y ( X (- le)] (solut plicita)

3.3. Ecuatii diferentiale de ordin superior liniare si omogene
Definitia 3.3.1. O ecuatie diferentiala de ordin n liniard si omogend este o ecuatie de

forma

ap (x) " +a (x) YD kv a, (x)y+ay (x)y =0 (3.10)
unde ag(x), @ (x),.... a, (x) (coeficientii ccuatiei) sunt functii reale continue definite pe un
interval 1 =[a, b] si ag (x)# 0, (V) x< 1.

Observatia 3.3.1.

1) Ecuatia diferentiala (3.10) este liniara in necunoscuta y(x) si derivatele sale.
2) Daca coeficientii ay, ay,..., a,, sunt toti constanti (numere reale), atunci ecuatia

(3.10) se numeste ecuatie diferentiala de ordinul n liniara §i omogena cu coeficienti

constanti, altfel ecuatia este cu coeficienti variabili.
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3) Pentru prescurtarea scrierii se introduce operatorul diferential liniar

n n-1
d
L:C" (1) —C" (]), L=a (x) o +a (x) o] +..ta, (x)£+an (x)
si astfel ecuatia (3.10) se mai scrie si sub forma:
L(y)=0. 3.11)

Definitia 3.3.2. Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale omogene (3.10) orice functie

@€ C"(I) care verifica ecuatia (3.10), adica:

ay (x)(p(n) (x)+q (x)go(n_l) (x)+...+a, 1 (x)p'(x)+a,(x)p(x)=0,(V)xel.

Propozitia 3.3.1. Dacd se cunoaste o solutie particulard y; (x) a ecuatiei diferentiale
(3.10), atunci prin schimbarea de functie y(x) —>z(x), data prin y =y; z, se poate micsora
ordinul ecuatiei cu o unitate.

Demonstratie. Se calculeaza derivatele si se obtin relatiile

Yy=nhnz

y'=yziy 2

=2y y 2t

”_2)2"+...+C,'; " A,

W =z Dz 2
Inmultind prima relatie cu a,,(x), a doua cu a,_;(x),..., ultima cu ag(x) si adundnd

membru cu membru, rezulta ecuatia:

1 -1 1
ao ()" 4.4 a, (x) yl) Z+(Cn ao () "Vt v, () yl) o
(3.12)
+ay (x)ylz(n) =0.
Deoarece y; este o solutie particulara a ecuatiei (3.10), rezulta ca verifica ecuatia:
a (x)yl(n) +..+a, (x)yl =0.

Se face o noud schimbare de functie z(x) —>u(x), datd prin z'=u si ecuatia (3.12) se

transforma intr-o ecuatie diferentiala de ordinul » —1 liniara cu functia necunoscuta u (x) :

Ay (x) M A (x) ) N A, (x)u=0.
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Observatia 3.3.2. Dacéd se cunosc k <n solutii particulare ale ecuatiei diferentiale
(2.10), atunci se poate micsora cu k£ unitati ordinul acesteia.

Propozitia 3.3.2. Multimea solutiilor ecuatiei diferentiale omogene (3.10) este un
subspatiu vectorial al spatiului functiilor § (I ,R) = { fI->R; f func‘;ie} , adicd daca yj(x)
si 5 (x) sunt dou solutii ale ecuatiei diferentiale (3.10), atunci functia y =C;y+C, y, este
o solutie a ecuatiei diferentiale (3.10), unde C;, C, sunt constante reale arbitrare.

Functia y = Cyy1+C, y, se numeste combinatie liniard cu coeficienti constanti.

Demonstratie. Se arata ca operatorul diferential L este liniar, adica:

L(C1y1+C2y2) =C L(y1)+C2 L(yz), (‘v’) ¥, ypeC" (I), (V) C), Cy eR.

n

di’l—k

L(C1y1+C2y2):Zak(x)' —(C1y1+Cayy) =
dx
k=0
:Zak () G dx"k +& ax"* |
k=0
n n
dn—k d}’l—k

=Gy a(x)* 2 +C22ak(x) y 20 L)+ Gy L(7).

k=0 X k=0 x

Atunci se obtine
L(y)=L(C1y1+Cay3)=L(C1y1)+L(Cay2)=Ci L(y1)+Cy L(y2) =0,
deoarece L(y;)=0si L(y,)=0,pentrucd y; si y, suntsolutiile ecuatiei diferentiale (3.10)

(sau ale ecuatiei (3.11)). Rezultd deci ca functia y = Cyy;+C, y, este solutie a ecuatiei (3.10).

Propozitia 3.3.3. Dacd functiile y, y;,..., ¥, €C"(I) sunt n solutii ale ecuatiei
diferentiale omogene (3.10), atunci si combinatia liniarda cu coeficienti constanti
y=Ciy1+Cyyy+..+C, y,, unde Cj, C,,..., C, sunt constante arbitrare, este solutic a
ecuatiei diferentiale (3.10).

Demonstratie. Din ipotezd rezultd L(y;)=L(y,)=...=L(y,)=0. Deoarece L este
operator liniar, rezulta relatia

L(y) =L(C1 1+ Cyy+..+C, yn) = ClL(y1)+C2L(y2)+...+Cn L(yn) =0,

deci functia y este solutie a ecuatiei diferentiale (3.10).
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Definitia 3.3.3. Functiile y;(x), y(x),..., y,(x) definite pe un interval I=[a, b]
sunt liniar independente pe [a, b] daca o relatie liniara Intre ele de forma
Ciy(x)+Coyy(x)+..4C, v, (x)=0, x€[a, b]
are loc doar daca Cj, C,,..., C,, sunt toate nule.
In caz contrar, daci existd numerele A4, A,..., A, nu toate nule astfel incat sa avem
Ay (x)+ A vy (x)+..4 2, ¥, (x)=0, (V) x€[a, b],
spunem ci functiile y; (x), y2(x),..., ¥, (x) sunt liniar dependente pe [a, b].
Exemplul 3.3.1.
1) Functiile y; =e™" si y, =e” sunt liniar independente pe R .
2) Functiile y; = cos? X, Yy = sin’ X, y3 =1 sunt liniar dependente pe R .
Definitia 3.3.4. Fie y; (x), b2 (x),..., Y (x) functii de clasd n—1 pe I=[a, b] (functii
derivabile continuu pe / pana la ordinul #n —1 inclusiv). Determinantul:
() ) ()
W ()= (31 7200002)(3) =] ) ” " o )
A" ) ) ()
se numeste determinantul lui Wronski sau Wronskianul functiilor yy, y,,..., y,.
Teorema 3.3.1. Daca functiile reale y, (x), b2 (x),..., Y (x) ec™! (1), 1= [a, b] sunt
liniar dependente pe / , atunci W(yl,yz,...,yn ) =0, (V) xel.
Demonstratie. Functiile yq, y»,..., y,, fiind liniar dependente pe I, atunci existd

constantele Cj, C»,..., C,, € R astfel incat

Ciy1+Cy yy+.+Cpy,=0,cu CE+C3+..+C2 20, (3.13)

Se deriveaza succesiv de n—1 ori relatia (3.13) si se obtin relatiile:

Cyp  +Chyy +..+C,y, =0

Cyyl +Cy )5 +..+C,y =0
........................ (.14)

oY Lan GRS o) B
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Ecuatiile (3.13) si (3.14) formeazda un sistem liniar omogen de n ecuatii cu n

necunoscute Cj, C,,..., C,. Deoarece Cj, C,,..., C, nu sunt toate nule, atunci sistemul
format cu (3.13) si (3.14) admite si solutii diferite de solutia banala (Cl =Cy=..=C, = 0).
Conform Teoremei Rouché, determinantul sistemului, care este tocmai Wronskianul

W (31,25 ), trebuie sa fie nul pentru orice x €[a, b].

Observatia 3.3.3. Conditia W( Vs V2ses Vi ) =0 pe [/ apare ca o conditie necesara ca
functiile yy, y,,..., v, sd fie liniar dependente pe / , nu si ca o conditie suficienta.

Teorema 3.3.2. Fie functiile y, y;, y5,..., ¥, € C" (1) astfel incét

1) W(yl,yz,...,yn);t 0 pe / (adica yy, yy,..., y, sunt liniar independente pe /)

2) W(y,yl,yz,...,yn ) =0 pe /.

Atunci functia y este o combinatie liniard cu coeficienti constanti a functiilor yy,
Vses Vi

y=Ciy1+Cryr+..+C,y,,cu C, Cy,...,C, eR.

Propozitia 3.3.4. Dacd functiile y;(x), y2(x),... y,(x)eC" (1), I=[a, b] sunt n

solutii liniar independente ale ecuatiei (3.10), atunci Wronskianul W( V1sV2eens yn) este

diferit de zero pe 1 .

Demonstratie. Se presupune prin absurd ca existd x, € / astfel incat W( V> V2seens yn)

sa se anuleze In x(. Fie sistemul de ecuatii liniar si omogen:

Clyl(xo) +C2y2(x0) + ...+ Cnyn(xo) =0
Clyi(xo) +C2y'2(x0) + .+ Cny;,(xo) =0

(3.15)

n—1 n—1 -1
"D (x0) + oo (g) + o+ € T (39) = 0.
Determinantul sistemului liniar omogen (3.15) este W/(;(xg)32(%0)s-7n(%0)) =0.
Atunci sistemul admite si solutii diferite de solutia banald. Fie Cj, C,,..., C,, o solutie

nebanald a sistemului (3.15), deci numerele Cj, C5,..., C,, nu sunt toate nule si cu ajutorul lor

se formeaza functia:
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y=C] yl(x)+C2 Vo (x)+...+ C, v, (x) 3.16)

Din Propozitia 3.3.3, rezultd ca functia y este solutie a ecuatiei diferentiale omogene

(3.10). Folosind ecuatiile sistemului (3.15), rezulta ca functia (3.16) satisface conditiile:

) -1

¥(x9)=0, 3'(39) =0, y" D (x5)=0. 3.17)
Este evident ca functia y =0 este unica solutie a ecuatiei diferentiale (3.10) care

satisface conditiile (3.17) si deci rezulta:

& yl(x)+C2 yz(x)+...+Cn Y (x) =0. 3.18)

Numerele G, G,,..., C, nefiind toate nule, relatia (3.18) arata ca functiile y;, yo,..., ¥,
sunt liniar dependente pe / , ceea ce contrazice ipoteza.

Atunci rezulta ca W(yl,yz,...,yn);to pe Iz[a, b].

Observatia 3.3.5. Daca functiile yy, y,,..., ¥, €C" (1) sunt n solutii ale ecuatiei
diferentiale (3.10), atunci ele sunt liniar independente pe / daca si numai daca Wronskianul
W(yl,yz,...,yn ) =0 pe I.

Demonstratie. Implicatia "= " rezulta din Propozitia 3.3.4.

Sa demonstram implicatia " <". Sa presupunem ca W(yl,yz,...,yn ) #0.

Atunci solutiile yy, y5,..., ¥, sunt liniar independente pe 7, caci daca ar fi liniar
dependente pe 7, atunci din Teorema 3.3.1 ar rezulta ca W(yl,yz,...,yn ) =0 pe /.

Teorema 3.3.3. (Teorema Louville)
Daca Wronskianul a n solutii ale ecuatiei diferentiale omogene (3.10) este nenul intr-

un punct x( €/, atunci el este nenul pe tot intervalul /.

Mai mult, W(x)zW(xo)e "0 (V) xel.
Demonstratie. Se face demonstratia in cazul particular n=2.

Sa presupunem cd existd xo €/ astfel incat W(xq)=0. Fie yj(x) si y,(x) doud

solutii ale ecuatiei diferentiale ag (x)y"+ay(x)y'+ay(x)y=0, cu ap(x)#0. Rezulta:

0

{ao (x)y] + ap(x)y; + ax(x)»
(3.19)

ag(x)ys +a;(x)yy +ay(x)y, = 0.
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yi(x) »a(x)]
s1

=

—~
=

~

¥y (x)

yl(xo) yz(xo)
Yi(x0) ¥2(x0)

W (x0)=W(»1(x0).v2(x0))= #0.

Prin derivarea Wronskianului W(x) se obtine

yioyal |y ov2| | o

+

i val i vzl Ivo»2
Inlocuind V| si )5 cu valorile date de relatiile (3.19), se gaseste:

1 )

yroo 2

sau

dx ay (x)

X X
aw _ al(x).W(x)Qd_W__debj'dW: _al) dt+C.

(pentru x =x rezultd C=0)

X X jf_al(t)
X anlt
n|w| ZJ‘_a1(t) Jt o n W(x) ZJ‘_al(t) dt<:>‘ wW(x) _ o)
Xy a (1) W(xo) ao (1) W (xo)
X0 X,
de unde
j.—al(t) dt
ay (1)
W(x)zW(xO)eW’
I—a'(t) dt
t
Cum, prin ipotezd avem W (xo)#0 si e™ wl) #0, atunci W (x)=0, pentru

orice xe /.
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Definitia 3.3.5. Spunem ca n solutii y;, y5,..., y, ale ecuatiei diferentiale (3.10)
formeaza un sistem fundamental de solutii pe intervalul / daca ele sunt liniar independente
pe I (adica daca W(yl,yz,...,yn ) #0 pe I).

Observatia 3.3.6.

1) Daca y;, y,..., ¥, este un sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale
(3.10), atunci, conform Propozitiei 3.3.4, rezulta W(yl,yz,...,yn ) #0 pe [.

2) Daca yy, y5,..., ¥, sunt n solutii ale ecuatiei diferentiale (3.10), cu Wronskianul
diferit de zero intr-un punct x( € I, atunci, conform Teoremei 3.3.3, ele formeaza un sistem

fundamental de solutii pe intervalul 7 .

Propozitia 3.3.5. Dacd yy, y,,..., y, sunt n solutii ale ecuatiei diferentiale (3.10)

liniar independente pe / (adica ele formeaza un sistem fundamental de solutii pe /), atunci

orice solutie a ecuatiei diferentiale (3.10) pe intervalul / este de forma:

y=Ciyi+ Cyr+..+C, y,, xel =[a, b], unde Cj, C,,...,C, eR.

Functia y datd mai sus se numeste solufia generald a ecuatiei diferentiale omogene
(3.10) pe intervalul 7.

Demonstratie. Fie y;, y,,..., »,, solutii ale ecuatiei diferentiale (3.10) astfel incat

Wronskianul W (y1,y,,...,y, ) # 0. Rezulta:

()

ap(x)y '+ a (x)yl(n_l) +..+a,(x)y =0

ag (x)ygn) + a (x)ygn_l) +..+a,(x)y,=0 (3.20)

ag (x)y,({l) + a (x)y,(1 1) +..+a, (x)yn =0

si
a4 Y2 Yn
i Vi
Vo

yl(n—l) ygn—l) ;(1;1—1)

Fie y o solutie oarecare a ecuatiei diferentiale (3.10) (definitd pe /). Atunci y

verifica ecuatia (3.10), deci
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ap (x)y(n) +a (x)y(n_l) +..4a, 1 (x)y+a,(x)y=0. 3.21)
Ecuatiile (3.20) si (3.21) formeaza un sistem liniar omogen de n+1 ecuatii cu n+1
necunoscute ag(x),a;(x),....a, (x). Cum sistemul admite soluia nebanala aq(x)=0,

pentru orice x € [, rezulta ca determinantul sistemului trebuie si fie egal cu zero, adica:

_1 ,
oy
n n-1
yl()yl( ) M1 yliO, (V)xe[.
_1 ,
B O o A

Se cunoaste o proprietate a determinatilor: dacd determinantul este nul, atunci

elementele unei linii sunt combinatii liniare de elementele celorlalte linii, deci

A 7t R 0

-1 -1 -1 -1
y(n ) - ﬂlyl(n ) + ﬂzygn ) Tt Nny;(f ) (3.22)
y = MmN THYy et My Yy

Se va arata ca y, (y,..., i4,, sunt constante.

Se deriveaza relatiile 2,3,...,n din sistemul (3.22):

’ _1 ’ _1 ’ —1
A L) BT Y L
0
! - ' [; 1
= "y 8V w1 =0
-1 , (n-2 , (n=2 , -2 n—1 n—1 -1
y(n )=ﬂ1y§ )+#2yg )+“‘+/u}'lyl(1n )+ﬂ1y1( )+ﬂ2yg )+---+ﬂny;(1n )=
e
=y

(n-2)

' ' -2
=y iy +---+ﬂny;(1” J=0

V'SPVt My Yy V] MY e g, Y =

:yl
= MY Yy F et Yy =0,

Rezulta sistemul liniar omogen de n ecuatii cu n necunoscute i, t5,..., f,:
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! -1 ! -1 ’ —1
iy 8 ey <0
! n—2 ’ n-2 2 n-2
,Ulyl( )+ﬂ2yg )+--~+,Unyz(1 ):0 (3.23)
YLt H2Yy het lyy, o =0
Y1 Y2 Yn
oo Yn
Determinantul sistemului (3.23) este W (31, y2,..., ¥, )= #0
n-1 n-1 -1
(1) )y

(din ipoteza). Atunci sistemul (3.23) admite doar solutia banala
My =us=...=u,=0,deci
1 =Cy, tp =Cy,..., 4, =C, (constante).
Asadar, s-a aratat ca existd C|, C»,..., C,, constante reale astfel incat
y=Ciy1+ Cyyy+..+C, y,, (V) xel=[a,b].
Propozitia 3.3.6. n+1 solutii ale unei ecuatii diferentiale de ordinul »n definite pe

1= [a, b] sunt liniar dependente pe [ .

3.4. Constructia ecuatiei diferentiale liniare omogene
de ordinul » de sistem fundamental dat
Teorema 3.4.1. Un sistem fundamental de solutii yy, y5,..., y,, pe intervalul / = [a, b]

determind o ecuatie diferentiala liniard de ordinul » s$i numai una care admite sistemul

V1> Y255 ¥y, ca sistem fundamental de solutii pe / = [a, b] . Aceasta ecuatie este de forma:

vy
' " (n)

yroyr o yl =0. (324)
' " (I’l)

Demonstratie. Inlocuind pe ¥y cu y;, k=1,2,..,n iIn ecuatia (3.24), rezultd ca

determinantul este nul (avand doua linii egale), deci ecuatia (3.24) are solutiile y;, y7,..., ;.
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' -1
R
' (n—l)

Ecuatia diferentiala (3.24) are ordinul n, deoarece determinantul Y2 V2 e )
' -1
Vo Vp y,(qn )

este coeficientul lui y(n), iar acest determinant este nenul pe 7, fiind chiar Wronskianul

functiilor yy, y5,..., ¥,,, iar din ipoteza yy, y,,..., ¥, formeaza un sistem fundamental de

solutii (i.e. W (31,0200 V) # 0) .
Exemplul 3.4.1. Functiile y; =x, y =x+1, xe R formeaza un sistem fundamental

Y1 Yol |x x+1
de solutii pe R, deoarece W ( yy,y, )= = =-1#0, (V) xeR.

i oya| |11

Ecuatia diferentiald de ordinul 2 determinatd de y; si y, este:

y oy oy y y'y 1
X
i oy yi|l=0e| x 1 0|=0&y" =0 y"=0.
' " x+1 1
Y2 Y2 ¥2 x+1 1 O

Exemplul 3.4.2. Functiile y; =x, y, = xz, x € R formeaza un sistem fundamental de

xx2

= =x2#0, (V) x#0.
1 2x

yry
solutii pe R\ {0} , deoarece W( V1,2 ) |72

Vi V2
Ecuatia diferentiald de ordinul 2 determinatd de y; si y, este
yoyhoyt yoy oyt

vy ¥ v=0e|x 1 0|=0o x?y"—2xy'+2y=0.
¥y ¥y M5 X2 2x 2

Exemplul 3.4.3. Functille y;=xcosx, y, =xsinx, xe R formeazd un sistem
fundamental de solutii pe R\ {0}, pentru ca

Yy V2 X COS X X sinx

W(yp.yy)=
coSXx—xsinx sinx-+xcosx

M oyh

=x%cos? x+x2sin®x=x°#0, (V) x#0.
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Ecuatia diferentiald de ordinul 2 determinatd de y; si y, este

1 "

y y y
XCOSX cosx—xsinx —2sinx—xcosx =0c>x2y"—2xy'+(2+x2)y=0.

xsinx sSinx+xcosx 2cosx—xsinx

3.5. Solutia problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale de

ordinul » liniare si omogene

Teorema 3.5.1. Fie ecuatia diferentiala liniard omogena de ordinul »
L(y)=ag(x) 5" +a (x) "V s 4 a,y (x)y+a, (x)y=0. xe[a, b]  (3.10)
avand y|, y;,..., ¥, sistem fundamental de solutii pe 7 =[a, b].
Atunci existd o singura solutie y(x)=Cyy 1 (x)+Cryp(x)+...4C, ¥, (x), unde Cy,

C,,...,C, sunt constante reale, care in punctul x € / satisface conditiile initiale:

(x0) = y0: ¥ (x0) = oo ¥ (x0) = y(()n—l),

unde yg, Y- y(()n_l) sunt numere oarecare date.
Demonstratie. Solutia generala a ecuatiei diferentiale (3.10) pe [ = [a, b] este

y(x)zClyl(x)+C2y2 (x)+...+C, v, (x) (3.25)

(conform Propozitiei 3.3.5).

Conditiile initiale ne conduc la sistemul liniar cu necunoscutele Cj, Cj,..., C,;:

Cl N (XO) + C2 2 (Xo) + ...+ Cn Yn (Xo) =)o
Ciyi(xg)  +Cadh(x) +.+Cyuyu(xg) =0

(3.20)
n—l1 n-1 -1 n-1
Gt (o) + €l () o €l (x0)= o4
N Y2 Yn
N Yn
Determinantul sistemului (3.26) este W(yl,yz,...,yn)z £0,
n-1 n—1 -1
NSINCINC

deoarece y;, ¥7,..., ¥,, este sistem fundamental de solutii.
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Atunci sistemul (3.26) admite solutie unica Cj, C,,..., C, determinata prin regula lui
Cramer. Inlocuind (i, Cy,..., C,, determinate mai sus in relatia (3.25), se obtine solutia unica
y(x) cautata a ecuatiei diferentiale (3.10).

Exemplul 3.5.1. Ecuatia diferentiald y"—-6y"+11y'-6y =0 are solutiile particulare

yi =€, yy =e>*, y3 =e>* . Wronskianul este:

Y Y2 V3 e e

W(yl,yz,y3)= ¥ vh vi|=let 262 33| =265 20 pe R.
Aovs | et dett 96

Solutia generala este

y =C1y1+C2y2 +C3 y3 <= y=C1ex +C2€2x +C3 €3x, xeR.

Sa se gaseasca solutia particulara care verifica conditiile:

»(0)=0, y'(0)=0 si y"(0)=1. Se obtine sistemul:
Cl + C2 + C3 =0
Cl + 2C2 + 3C3 =0,deunde Cl =
Cp+4Cy, +9C5 =1

1 1 .
> Cy=-1,C3= 5 Rezulta solutia:

lx 2x 13x

3.6. Ecuatii diferentiale de ordin superior liniare si neomogene
Definitia 3.6.1. O ecuatie diferentiala de ordin n liniara si neomogend este o ecuatie

de forma:

L(y)=ag ()" 4 (x) "V vy (x)yHa, (x)y=f(x)  (B2D)
unde ag(x),a;(x),...,a,(x) sunt functii reale continue definite pe intervalul I=[a, b],
ag(x)#0, (V)xel si f(x) este o functie continud pe /.

Teorema 3.6.1. Solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene (3.27) se obtine
adaugand la solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene (3.10) o solutie particulara

oarecare a ecuatiei neomogene (3.27), adica:

YGN =YGo t Vp
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unde s-au notat cu

Yy solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene (3.27)
YGo solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene (3.10)

Yp O solutie particulard a ecuatiei diferentiale neomogene (3.27).
Demonstratie. Fie y P (x) o solutie particulard a ecuatiei diferentiale neomogene

(3.27) pe I =[a, b], deci verifica ecuatia:

ag (x)yj(nn) +a (x)yg,n_l) ot a1 (X)), +a,(x)y, = f(x). 3.28)

Prin scaderea ecuatiei (3.28) din ecuatia (3.27) se obtine ecuatia:

a0 () (v, "+ () (7=, )" ety (1) (7= 3) +aa (5) (7=, ) =0, 329)
Se face schimbarea de functie y(x)— Y(x), datd prin y—y ,=Y si ecuatia (3.29)
devine:
L(¥)=ay (x) Y 1oy ()" Vs v, (x)Y 4 a, (x)Y =0
deci functia Y (x) este solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene (3.10), solutie notata
cu ygo- Rezultd ca y=Yp =Y, deci y=yp,+Y, adica Y=Yp+Yco-
Prin urmare, daca yj, y;,..., y, este un sistem fundamental de solutii al ecuatiei

diferentiale omogene (3.10) pe intervalul /7, rezulta ca solutia generald a ecuatiei neomogene

(3.27) este
y=Cy1+ Gyt +C v+, xe]z[a, b].

Observatia 3.6.1. Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei diferentiale
neomogene (3.27) este suficient sd se cunoasca un sistem fundamental de solutii al ecuatiei
diferentiale omogene (3.10) si o solutie particulara a ecuatiei diferentiale neomogene (3.27).

Aflarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene (3.27) constituie o problema
dificila. Daca nu se poate determina aceastd solutie particulara, dar se cunoaste solutia
generala a ecuatiei diferentiale omogene (3.10), atunci se poate afla solutia generala a ecuatiei

diferentiale neomogene (3.27) prin metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.
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3.7. Metoda variatiei constantelor a lui Lagrange

Fie yy, y7,..., ¥, un sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale liniare
omogene (3.10), deci solutia generald a ecuatiei liniare omogene (3.10) este de forma:

y=Cy1(x) + Cayp(x)+..+C, y,(x), xel=[a, b].

Se cauta solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene (3.27) de aceeasi forma cu

solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene (3.10) inlocuind constantele Cj, Cs,..., C,
cu functiile derivabile ce depind de x, notate cu Cj(x), Cy (x),..., C, (x), x€[a, b].

Prin urmare, solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene (3.27) se cautd de

forma:
y=C(x) »1(x) + Co(x) 2 (x) +.ot Cy (x) 3 (x)

unde functiile C;(x),i=1,2,...,n sunt date prin relatiile
C; (x) szé (x) dx+K;,i=1,2,...,n

iar functiile C; (x), i=1, 2,..., n reprezinta solutia sistemului liniar si neomogen

Ci(x)y(x) + Cy(x)yp(x) + o + Cp(x)y,(x) =0
Ci(x)yi(x) + C'Z(x)y'z(x) + ..+ C;l(x)y;(x) =0

i)\ ") + ) x) o+ ) () = 0

AW () + B 4t () = L)
Demonstratie. Se face demonstratia in cazul n =3.
Fie ecuatia diferentiala liniara neomogena:
ag (x)y"+ay (x)y"+as (x)y'+a3(x)y = f(x) (3.30)
si ecuatia diferentiald omogena asociata
ag(x)y"+ay (x) y"+ay (x) y'+az(x)y=0. (3.31)
Fie y;, ¥, ¥3 un sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale omogene

(3.31), deci aceasta ecuatiei este verificata
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ag (x)yi+a(x)yi+ay(x)yi+az(x)y; =0, i=1,2,3. (3.32)
Solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene (3.31) este de forma:
y=Cyi+ Gy +Cyys, G, Gy, CG3eR.
Se construieste functia:
Y =Ci(x) 31+ Co (x) 32+ C5(x) 33 (3.33)
si se aratd cd este solutia ecuatiei diferentiale neomogene (3.30).
Solutia (3.33) depinde de trei functii Cj(x), C5(x), C3(x). Aceste functii se vor

determina din trei conditii, numai o conditie este obligatorie, aceea de a verifica ecuatia
(3.30), celelalte doud se impun in mod convenabil pentru a usura calculul.

Se deriveazi ecuatia diferentiala (3.33) si rezulta relatia:

y'=Ci(x) y1+Ca(x) yp +C3(x) y3+ C1 (x) 1] + C (x) ¥ + C3(x) 3

Se impune conditia Cj (x)y,+C (x)y; + C3(x) 3 =0 si rimane relatia
y'=Cp(x) ) +Cy(x)yh +C3(x) y5.

Se deriveaza in continuare si rezulta:

y"=Cl(x) v +Ca (x) ¥3 +C5(x) 3+ Cp (x) 1]+ Cy (%) ¥5 +C3(x) 5

Se impune conditia Cf (x) yf + C5 (x) 5 + C3(x) 4 = 0 si rimane relatia"
y"=Cy(x) ¥ +Ca(x)¥3+C3(x) »3

Se deriveaza mai departe

y"=Cl(x) ] +Ch(x) ¥ +C5(x)¥5+Cp(x) ]+ Cy (x) ¥5 +C3(x) )5

Prin introducerea derivatelor calculate In ecuatia diferentiald neomogena (3.30) si

finand cont de relafiile (3.32) rezulta:
ag (x)Cy (x) ]/ +ag (x) Ca (x) 5 +ag (x) C3 (x) 5 +ag (x) C (x) ¥ +
ag (x)C (x) ¥5 +ag(x)C5(x) 5 +ar (x) Cy (x) 1] +ay (x) Ca (x) 3 +
a1 (x)C3(x) 35 +ap (x) Cy (x) ] +aa (x) Co (x) ¥ ++aa (x) C5(x) y5 +
a3(x)C(x) 31 +a3(x)Ca (%) y2 +az (x)C3(x) 3 = f(x).
Rezulta ag(x)Cq(x) ] +ag(x)Ca(x) 5 +ag(x)C5(x)y3 = f(x).

Se obtine sistemul liniar neomogen:
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Cl(x)y + Ch(x)yy + C5(x) 3
Ci (x) 2] + Ch (%) ¥h + C5(x) 5 =

(3.39)

C{(x)yi’ +Ch (x)y% +Cj (x)yg = “0 (x)

Sistemul liniar neomogen (3.34) are trei ecuatii cu trei necunoscute Cj(x), C5(x),

a3 (x) Determinantul acestui sistem este W( V15V, y3) #0 pe I (deoarece y|, y;, y3 este

un sistem fundamental de solutii al ecuatiei (3.31)), deci sistemul (3.34) admite solutie unica

Ci(x),C3(x), C3(x), conform regulii lui Cramer. Rezulta:

Cv(x)z‘[le(x) dx+K;,cu K;,i=1, 2,3, constante reale.

1

Daca se inlocuiesc functiile C,-(x), i=1,2,3 1n solutia (3.33) se obtine solutia

generala a ecuatiei diferentiale neomogene (3.30):

y(XFi(J‘CI‘(X) dHKijyi =Z3:Kiyi+iinCE(X) dx . (3.35)
i1 i1

1=
Observatia 3.7.1. Functia (3.35) este solutia generald a ecuatiei diferentiale

neomogene (3.30). Se observa ca expresia:
3
ZKi Vi=Kiy+ Ky vy + K303
i=1
este solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene (3.31) si
n
ZyiJ‘le(x) dx = yle{ (x) dx+y2J-Cé (x) dx+y3IC§ (x)dx
i=1

este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale neomogene (3.30).

Exemplul 3.7.1. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare neomogene
y"+ y=tgx, stiind cd y; =cosx si y, =sinx sunt doud solutii ale ecuatiei diferentiale
liniare omogene asociate y"+ y=0.

Y V2 CoOsX sinx 5

=cos” x+ sin2

Deoarece W (yy,y; )= = x=1#0, rezultd ci

Y1 Y5| |-sinx cosx

V1, ¥, formeaza un sistem fundamental de solutii al ecuatiei omogene y"+ y=0.
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Solutia generald a ecuatiei omogene este

y=Cjcosx+Cysinx, cu C;,C, constante reale arbitrare.

Se variazd constantele Cj, C;, deci C; — Cj(x),Cy — C,(x) si solutia generald a
ecuatiei diferentiale neomogene este de forma

y=Cj(x)cosx+Cy(x)sinx
unde functiile Cj(x), C, (x) sunt date de sistemul liniar neomogen:

Ci(x)cosx + Ch(x)sinx =0

|
o

Ci(x)cosx + Cj(x)sinx =

Cj(x)(cosx) + Ch(x)(sinx) = == —Cj(x)sinx + Cj(x)cosx tgx

Se inmulteste prima ecuatie cu sinx, a doua ecuatie cu cosx §i se adund membru cu

membru ecuatiile obtinute si rezulta:

c ) c 2 :Sinx' c Cinx
5 (x)sin” x+Ch (x)cos” x el 5 (x)=sinx

Se Inlocuieste in prima ecuatie din sistem §i rezulta:

2

sin? x _cos“x—1

Ci(x)cosx+ sin?x=0< Ci(x)=-
cosx cosx
Atunci:

« 2
Ci(x)= L)Cla’x:j(cosx— ! dezj‘(cosx— coszx jdx:
J  cosx cos x cos” x

* coS X CoS X
= (cosx——zJ dxzj(costrz—j dx=
J 1-sin“ x sin“ x—1

= cosx +
o Sin

sinx ) . 1
(2—) dx=sinx+—In
x—1 2

sinx—1
—|+K]

sinx+1

Cy(x)=|sinxdx=—cosx+K,.

Prin inlocuirea functiilor Cl(x) st Cy (x) se va obtine solutia generald a ecuatiei
neomogene:

sinx—1

. 1
y:(smx+—ln
sinx+1

+K1]cosx+(—cosx+K2 )sinx.
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Observatia 3.7.2. Pentru a gasi solutia generalda a ecuatiei diferentiale liniare
neomogene (3.27) trebuie gasitd solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene
asociate (3.10), deci este suficient sa gdsim un sistem fundamental de solutii particulare ale
ecuatiei omogene (3.10). In general, determinarea unui sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia diferentiala omogena este dificild, daca ecuatia are coeficienti variabili. Acest lucru
este posibil destul de usor in cazul ecuatiilor cu coeficienti constanti, ecuatii de care ne vom

ocupa in continuare.

3.8. Ecuatii diferentiale de ordin superior liniare si omogene
cu coeficienti constanti

Definitia 3.8.1. O ecuatie diferentiala de ordin n liniara si omogena cu coeficienti

constanti este o ecuatie de forma:
L(y)=ay y(n) +a y(n_l) +.ta, 1 y+a,y=0 (3.36)
unde ay,ay,...,a, sunt constante reale date i ap #0 .

Este evident ca teoremele generale asupra ecuatiilor diferentiale de ordinul » liniare
cu coeficienti variabili se aplica si In cazul ecuatiilor diferentiale cu coeficienti constanti.

Conform Propozitiei 3.3.4, rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordinul » liniara si
omogena revine la determinarea unui sistem fundamental de solutii.

Pentru clasa ecuatiilor diferentiale liniare si omogene cu coeficienti constanti se poate
determina intotdeauna un sistem fundamental de solutii. in acest scop se foloseste metoda
Euler.

Se cauta pentru ecuatia diferentiala (3.36) solutii de forma
y=e"" (3.37)
unde 7 este o constanta (reala sau complexa) ce trebuie determinata.

X

. . . 2 n . L
Se obtin succesiv relatiile y'=re””, y"=r-e’”,.., y( ) pnerx si inlocuind in

(3.36) rezulta:
L(y) = L(erx) =aq rnerx+a1r”_lerx+...+an_1 rerx+an e’ *=0, deci

erx(ao " +a1rn_1 +...+an_1r+an)=0.

Deoarece e”* #0, (V) xeR rezultd ecuatia algebrica:
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K, (r)zaor"+a1rn_1+...+an_1r+an =0. (3.38)

Prin urmare numarul » (real sau complex) trebuie sa fie radacina a ecuatiei algebrice
(3.38) numita ecuatia caracteristica a ecuatiei diferentiale liniare omogene cu coeficienti
constanti (3.36).

Pentru integrarea ecuatiei diferentiale liniare omogene cu coeficienti constanti (3.36)
trebuie sa se tina seama de natura radacinilor ecuatiei caracteristice (3.38).

Se disting urmaétoarele cazuri:

Cazul I: Ecuatia caracteristica (3.38) are radacini reale si distincte
Fie r,ry,...r, € R, cu r; #r;, (V)i # j radicinile ecuatiei caracteristice (3.38).

7

Functiile y; =e1*,y, =e"2",...,y, =" sunt n solutii particulare ale ecuatiei (3.36)

(conform relatiei (3.37)) si formeaza un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia (3.36),

deoarece
e* " ..en¥ 1 1 1
nx X r, X 7 V4 7.
rne'! rme? . e HAry o, )x |1 2 Ty
W(yl,yz,_._,yn): ze(l 2 ) . 0 .
_ _ _ n-1 _n-1 n—1
"' len* s len* ry lemn* non Ty

Intr-adevar, W(y1,y2,..,7,)#0,(V)xeR, deoarece ittt )x 0,(V)xeR,
iar determinantul este determinant de tip Vandermonde al numerelor 7y,75,...,7,, si este diferit

de zero dacd r; # 7;,(V) i # j.

Atunci solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene (3.36) este:

X

y=Cie""+Cre?*+..+C, e""*, xeR, cu C|,C,,...,C, constante arbitrare.

Exemplul 3.8.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene

y"-6y"+11y'-6y=0.

Ecuatia caracteristicd asociata este K5 (r) =3 —6r2+11r-6=0 si are radacinile
reale si distincte 1} =1,7 = 2,73 =3 .Sistemul fundamental de solutii este:

r3x 3x‘

ylzerlx:ex’yz:er2x:ezx’y3:e =e

Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este de forma:
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Yy=Ciy +Cyyy +Cyy3 & y=Cie™+ Cre?+ C3 3%, cu €1,C5,C3 €R.
Cazul II: Ecuatia caracteristica (3.38) are radacini complexe si distincte
Sa presupunem ca ecuatia caracteristica (3.38) admite radacini complexe si distincte,
iar aceasta situatie este posibild numai daca gradul ecuatiei » =2m este numar par, deoarece
coeficientii ecuatiei sunt reali §i atunci radacinile complexe sunt conjugate doud cate doua.
Fie n=a;+ip), n=ay+ify, ..., ryp=0a,+if,
n=o1—if), =y —ifls, o, Iy =0y —if,, 2m=n

radacinile complexe distincte ale ecuatiei (3.38).

Functiile
y1=er1x=e(a1+i'81)x y2=er2x=e(“2+’ﬂ2)x ym=ermx=e(am+iﬂ'")x
B . B . B . (3.39)
Ti=eim @B 5 enrs lamiB)x s (i)

sunt solutii particulare ale ecuatiei diferentiale omogene (3.36) si formeazd un sistem

fundamental de solutii pentru ecuatia (3.36) (pentru ca r; #r;,i# j si se foloseste acelasi
procedeu ca in cazul I).
it

Folosind formulele lui Euler e =%/ = cost + isint, e R, relatiile (3.39) se pot scrie

yi =€ cos(Brx)+ie® ™ sin(fyx)

Vi =e% T cos(Brx)—ie“  sin(frx), 2m=n, k=1,2,...m.

(3.40)

In practici, ne intereseazi mai ales solutiile reale ale ecuatiei (3.36), de aceea nu se ia
(3.40) ca sistem fundamental de solutii, ci urmatoarele functii, obtinute prin combinatii liniare
cu coeficienti constanti (care dupa cum stim sunt de asemenea solutii ale ecuatiei (3.36)):

+_ __ .
e WL careos(pr) x = MM o o in(p)
l

S
I
<
[\S)
+
<
e}

e“ cos(Byx) Y5 = 22702 e sin(f,x)

Solutiile reale Yl,Yz,...,Ym,Yl*,Y; ,...,Y,: ale ecuatiei diferentiale (3.36) formeaza un

sistem fundamental de solutii al ecuatiei (3.36).

Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene (3.36) este de forma:
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y=e®Y Ay cos(Byx)+ Bysin(Byx) |+ e[ 4y cos(Box) + Bysin(fyx) |+ ..+

+e%n x[Am cos(B,x)+ By, sin(ﬂmx)],
unde A4;,45,...,4,,,B1,8B,,...,B,, sunt constante reale arbitrare, n=2m.
Exemplul 3.8.2. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene
y"+2y'+5y=0.
Ecuatia caracteristicd asociata este K, (r) =2 +2r+5=0 si are radacinile complexe
conjugate 1 =—1-2i,rp =-1+2ieC,deci a =-1 51 f=2.
Sistemul fundamental de solutii este :
y1=e%cos fx=e T cos2x, y, =e* sin fx=e sin2x.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:
y=Ciy1+Cryy < y=Cre " cos2x+Cye *sin2x, cu C;,C, eR.
Consecinta 3.8.1. Dacd ecuatia caracteristica (3.38) are radacinile reale simple r,
... € R sl radacinile complexe simple oy +ify,a +if3,....0, +iff .01 —if,0p —if;,
sy —if, €C, cu p+2m=n, atunci solutia generald pe R a ecuatiei diferentiale liniare

omogene (3.36) este de forma:

J2
% ZZAker"x +Zm:e“fx[Bjcos(ﬁjx)+stin(ﬁjx)],
k=1 j=1

cu Ak,Bj,Cj, k=12,..p,j=1,2,...,m constante reale.

Exemplul 3.8.3. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene

y(4) -3y"-4y=0.

Ecuatia caracteristica asociatd este K4 (r) =r*—3r2-4=0. Se noteaza > =1 si se
obtine ecuatia 2 -3t—4= 0, care admite solutiile reale ¢; =4 si t, =—1. Rezulta ecuatia
P2 = 4, cu solutiile reale distincte 7, =-2,7, =2 si ecuatia r?=-1 , cu radacinile complexe
conjugate ry3 =—i, 74 =1 (deci & =0 si f=-1). Sistemul fundamental de solutii este:

yi=e =™y, =e27= 2% y3 = e ¥ cos fx = cosx, y, = e sin fx = sinx.

Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:
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y=Cin+Cyy+Ciy3+Chys &
y=Cle 2 + Cye* + Cycosx + Cysinx, cu Cp,Cy,C3,CheR.
Cazul III: Ecuatia caracteristica (3.38) are radacini multiple (confundate)

Daca ecuatia caracteristicd (3.38) admite raddcina r =7y ca radacind multipla de

ordinul p<n, atunci functiile y; =e’%, y,=xe™", .y, =x" ¢’ sunt solutii liniar

independente ale ecuatiei diferentiale liniare omogene (3.36) si functia
y=Cie™+ Cyxe'+ C, xP71 e’ este o solutie a ecuatiei diferentiale (3.36).

Demonstratie. Se foloseste operatorul diferential liniar L :

X

L(e”) =qgr’e’ "+ alrn_lerx+ wta, jre’*+a,e’ =
= erx(aorn + alrn_l +..+a,r+a, ) =e"K,(r), deci
L(e”x):e”Kn(r). (3.41)
Se considera in relatia (3.41) x si » ca douad variabile independente si se deriveaza de

m ori in raport cu r:

;::n L(eVX):;lm[eern (r)} (3.42)

Operatorul L are coeficienti constanti si derivatele partiale de orice ordin ale lui e’
sunt functii continue pe R, deci se poate schimba ordinea de derivare (conform teoremei lui

Schwarz):

o L(erx):L( om erxJ=L(Xm€m)- (3.43)

or™ or"™
Se foloseste regula de derivare a lui Leibnitz pentru produse de functii:

(u v)(m) = C,% u(m)v+C,1nu(m_1)v’+...+ C,]; u(m_k)v(k) +...+C$ u v(m) .
Rezulta:

m
a_m[e”Kn (r)} =x"e""K, (r)+ cl xm ekt (r)+...+
or

+C,]qum_keer,gk)(r)+...+e”K,(1m)(r)= (344)

= erx[xmKn(r) +Ch XK ()t ck xm=k Kglk)(r)+...+K,(7m) (r)}
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Folosind relatiile (3.43) si (3.44) in relatia (3.42) rezulta identitatea
L(xmem) =e" [xm K, (r) + C,ln x™1 K, (r) +..+ K,gm) (r)} . (3.45)

Sunt posibile doua situatii:

1) Daca r =r, este radacind reald multipld de ordinul p <n a ecuatiei caracteristice

K, (r)=0 rezulta

K,(rg)=K)(r9)="..= K,(f"l)(ro) =0 si K,(,p)(ro) #0.

Din relatia (3.45), pentru m < p —1 avem
L(xmerox) = erox[xm K, ()+Cp, x" K}, (r0)+...+K,(1m)(r0)} =0,

deci functiile

yy=e*% y, zxerox,...,yp = xPle0x (3.46)

sunt solutii ale ecuatiei diferentiale liniare omogene (3.36).

Evident solutiile y; =e’*¥,y, =xe’*, ..,y  =x? ~1¢70* sunt liniar independente pe

P

2

R, deoarece functiile 1, x, x2,..,x?7!

sunt liniar independente. O consecintd imediatd a

acestui fapt este ca functia

y=Cie""+Cyxe0*+ Cpxp_lerox, xeR
este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare (3.36).

2)Dacd ry=a+if este radicind complexd multipla de ordinul p<n a ecuatiei
caracteristice K, (r) =0, atunci §i 7y =a —if este radacind multipld de ordinul p<n a

ecuatiei caracteristice.

Atunci solutiile (3.46) ale ecuatiei diferentiale (3.36) se scriu sub formele:

y1 = e“*cos(px) y; = e sin (f3x)
vy = xe% cos(Bx) yy = xe?" sin(fx)
Vp = xp_leaxcos(ﬂx) y; = xp_leaxsin(ﬂx)

si sunt evident liniar independente.

O consecintd imediatd a acestui fapt este ca functia:
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y=e%* cos(,Bx)(Cl +C2x+...+Cpxp_1)+eax sin(ﬂx)(CpH +Cp+2x+...+C2pxp_1), xeR

este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare (3.36).
Observatia 3.8.1. Daca ecuatia caracteristicd are si radacini reale multiple si radacini
complexe multiple, atunci se procedeaza ca in cazul radacinilor simple (Consecinta 3.8.1).
Exemplul 3.8.4. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene
ym_3yu+3yv_y =0.
. s . 3 2 3 :
Ecuatia caracteristicd asociatd este Kj3(r)=r’—-3r"+3r—-1=0<(r—-1)"=0 si
admite solutiile reale 1y =7, =r; =1€ R (rddacina multipla de ordinul 3).
Sistemul fundamental de solutii este de forma:
1 — e ¥o ex’y2 :xerlx:xex’y3 =x26r1x=x2ex‘
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:
y=C1y1+Cyryy +C3y3 & y=Cie* + Cyxe™ + C3xzex ,cu C,Cy,C3eR.

Exemplul 3.8.5. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene

y(4) +8y"+16y=0.
. C . 4 2 2 2 . .
Ecuatia caracteristica asociatd este K4 (r) =r +8r +16=0< (r + 4) =0 si admite

solutiile complexe 1, =%2ieC,r34=12ieC (rddicina multipla de ordinul 2), deci

a=0 si f=2. Sistemul fundamental de solutii este:

" e cosfx = cos2x, y, = e%sinfx = sin2x

y3 = xe* cos fx = xcos2x, y4 = xe%FsinBx = xsin2x.

Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:

y=C+Cyy+Cy3 +Cyyg <

¥ =Cjcos2x + Cysin2x + C3xcos2x + Cyxsin2x, cu C},C,,C5,Che R.

Cazul 1V: Ecuatia caracteristica (3.38) are si radacini reale si raddcini complexe,
simple sau multiple

Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene (3.36) se determina astfel:
pentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice se construiesc solutiile corespunzatoare
ecuatiei diferentiale (3.36) asa cum s-a aratat in cazurile I, II, III. Se obtin pentru ecuatia

diferentiald (3.36) n solutii y;,y,,...,», liniar independente pe R si atunci solutia generald a
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ecuatiei (3.36) va fi de forma:

y=Cy1+Cryy +..+C, y,, cu C,C,,...,C, constante reale arbitrare.
Exemplul 3.8.6. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale omogene
(5)

4) _ .
y —y( )—y+y=0-

Ecuatia caracteristicd asociata este:
K5(r) = —rt =41 =0c>r4(r—1)—(r—1) :0<:>(r—l)(r4 —1) =0
(r=1)(r=1)(r+1)(r? +1) =0 & (r=1)* (r+1)(r? +1) =0
si admite solutiile 7 =r, =1€R, 3 =—1€R, y5=+ieC (a=0,4=1).
Sistemul fundamental de solutii este:
yi=eF=e¥, yy=xe T =xet, yy=eit=e Y,
4 =e% cos Bx=cosx, y5=e% sin fx =sinx.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este

y=C1y1+Cyy +C3y3+Cuys +Csy5 <

y= Clex +C2x e’ +C3e_x +C4cosx+Cssinx, cu Cl,Cz,C3,C4,C5€R.

3.9. Ecuatii diferentiale de ordin superior liniare si neomogene
cu coeficienti constanti
Definitia 3.9.1. O ecuatie diferentiald de ordin n liniara §i neomogend si cu
coeficienti constanti este o ecuatie de forma:
L(y)=ag y(n) + aly(n_l) +ota, y'+a,y=[(x) 3.47)
unde ay,ay,...,a, (coeficientii ecuatiei) sunt constante reale date, a; #0 si f este o functie
reala continua definitd pe un interval 7 =[a,b].

Ecuatia diferentiala omogena corespunzitoare este (3.36) si ecuatia caracteristica
asociata este (3.38).

In Teorema 3.6.1, s-a aritat ci solutia generald a unei ecuatii diferentiale neomogene
este egald cu suma dintre solutia generala a ecuatiei omogene corespunzatoare si o solutie

particulard a sa, adica yGy = yGo +»,, unde s-a notat cu

Yy solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene (3.47)
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YGo solutia generala a ecuatiei diferentiale omogene (3.36)
Y 0 solutie particulara a ecuatiei diferentiale neomogene (3.47).
Metoda I: O solutie particulara y pa ecuatiei diferentiale neomogene (3.47) se poate

determina intotdeauna prin metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.

Exemplul 3.9.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene

1
y'4vy=—— x#kn, kel.
sin x

Etapa I: Rezolvarea ecuatiei diferentiale omogene asociata: y"+ y =0.

Ecuatia caracteristica este K, (r)= 2 +1=0, cu solutiile rp=tieC(a=0,4=1).
Sistemul fundamental de solutii al ecuatiei omogene este:

y1=e%*cos fx=cosx, yy =e% sin fx=sinx.

Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:

Y60 =C1y+Cryy & ygo = Cjcosx + Cysinx, cu C,Cp e R.

Etapa II: Pentru determinarea unei solutii particulare a ecuatiei diferentiale neomogene

se foloseste metoda variatiei constantelor a lui Lagrange, adicd se variaza constantele de
integrare C; — Cy(x), C, = C,(x) si se construieste functia

y =Cj(x)cosx+ Cy(x)sinx.

Functiile Cy(x), C,(x) verifica sistemul liniar neomogen

Ci(x)cosx + Ch(x)sinx =0 Ci(x)cosx + Ch(x)sinx =0

! ’ C>
C}(x)(cosx) + Ch (x)(sinx)’ = sirllx €} (x)sinx + Cy(x)cosx =

Se inmulteste prima ecuatie cu sinx, a doua ecuatie cu cosx §i se adund membru cu

membru relatiile obtinute. Se gaseste:

COSXx COoSXx

, respectiv

Ch (x)sin? x + Ch (x)cos? x = < Ch(x)=

sin x sin x
cosx

Ci(x)cosx +—
sin x

-sinx=0= Cj(x)=-1.
Rezulta functiile:

Cl(x)z'[Ci(x)dxzj—l dx=-x+K; si
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Sin x

cosx .
Cz(x)zj.C'z(x)dxz-" dx = In|sinx| + K 5.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare neomogene este
y=(—x+Kj)cosx+(In|sinx| + K, )sinx <
yon =Kjcosx+ Kysinx —x cosx + 1n|sinx| -sinx.
Metoda II: In anumite cazuri se poate gisi o solutie particulard y p @ ecuatiei

diferentiale (3.47) printr-un simplu calcul algebric si astfel se poate evita metoda variatiei
constantelor a lui Lagrange care conduce la calcule mai complicate.

Gasirea solutiei particulare y » depinde de forma functiei f (x) din membrul drept al
ecuatiei diferentiale (3.47).

Cazul I: Daci functia f'(x) este de forma speciald I:

f(x)=e“ Py (x)
unde R si P, (x) este un polinom de grad m cu coeficienti reali, atunci solutia
particulara este de forma:

Yp zxkeaxP,:(x),
unde &k €N este ordinul de multiplicitate al radacinii « ca radacind a ecuatiei caracteristice

(3.38) s1 P,Z (x) este un polinom de grad m cu coeficienti reali nedeterminati.

Determinarea coeficientilor polinomului P,Z (x) se face prin identificare, punand
conditia ca solutia y psa verifice ecuatia diferentiald neomogena (3.47).

Cazul II. Dacd functia f'(x) este de forma speciald II:

1 (x) =™ By, (x) cos(Bx)+ Oy, (x) sin(Bx) ],
unde a,f€R, P, (x) este un polinom de grad m; cu coeficienti reali si Q,, (x) este un
polinom de grad m, cu coeficienti reali, atunci solutia particulard este de forma:

yp =5 | Py () cos(Bx) + 0 (x) sin(fx) .
unde k€N este ordinul de multiplicitate al radacinii o +if ca radacind a ecuatiei
caracteristice (3.38) si P,;: (x), Q;; (x) sunt doud polinoame de grad m cu coeficienti reali

nedeterminati, m = max{ grad P, , grad 0, } =max {my,my} .
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Determinarea coeficientilor polinoamelor P, (x) si o (x) se face prin identificare,
punand conditia ca solutia y p sa verifice ecuatia diferentiala neomogena (3.47).
Exemplul 3.9.2. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene

y'—y=xe?".

Etapa I: Rezolvarea ecuatiei diferentiale omogene asociata: y"—y =0.

Ecuatia caracteristicd este K,(r)=r?—~1=0, cusolutiile reale r =1, 7, =1eR.
Sistemul fundamental de solutii al ecuatiei omogene este:

yi=etf=e, yy=et=e".

Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:

YGo = CIJ’I +C2y2 < YGo = Cl e +C2 €x, cu CI,C2 eR.

Etapa II: Determinarea unei solutii particulare y pa ecuatiei diferentiale neomogene.

Membrul drept f (x)zxezx este de forma speciala I, cu @ =2 si P(x)=x un

polinom de grad 1. Se cauta o solutie particulara y, de forma:
Yp zxkeaxP*(x) ,
unde k=0, deoarece o =2 nu este radicind a ecuatiei caracteristice si P*(x) =Ax+B,

deoarece grad P= grad P=1.
Atunci rezultd y , = xoezx(Ax+ B)=y, :e2x(Ax+B), cud,BeR.
Constantele reale 4 si B se determind prin identificare, din conditia ca y p sa fie o

solutie particulara a ecuatiei diferentiale liniare neomogene date, adica y'}j —yp=xe 2x

Se calculeaza derivatele functie construite:

Yp =e?* (Ax+B)

v, =2e>"(Ax+B)+e* - A= (24x+ A+2B)

v =2 (24x+ A+2B)+ > 24 =" (44x+44+4B).

Se introduc functii anterior calculate in ecuatia neomogena si rezulta

y'},—yp —xeX & e2x(4Ax+4A+4B)—e2x(Ax+B)=xe2x =
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e?* (34x+44+3B)=xe?* =34x+44+3B=x, deci (34  =1.
44+3B=0

1 . 4 . . . 1 4
Se gasesc A4 = 3 si B= i si solutia particulara este Yp =e?¥ (—x ——J .

Solutia generala a ecuatiei diferentiald neomogena este

- (14

Exemplul 3.9.3. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene

y"-2y'+2y=2e"cosx.

Etapa I: Rezolvarea ecuatiei diferentiale omogene asociata: y"-2y'+2y=0.

Ecuatia caracteristicd este K;(r)= ¥2—2r+2=0, cu solutiile complexe conjugate
na=1tieC (a1 =1, By =1). Sistemul fundamental de solutii al ecuatiei omogene este:

y1=e“" cos(fix)=e’ cosx, yp =e“ " sin(fix)=e" sinx.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este

Y60 =Ci1y1+Cryy < ygo =C e’ cosx+C, e*sinx, cu C|,C, e R.

Etapa II: Determinarea unei solutii particulare y, a ecuatiei diferentiale neomogene.

Membrul drept f(x)=2e*cosx=e”*(2-cosx+0-sinx) este de forma speciala II, cu
a=1,f=1si P(x)=2,0(x)=0 polinoame de grad 0. Se cautd o solutie particulard y, de
forma

yp =5 | P (x) cos(x)+ 0" (x) sin(Bx) |

unde k =1, deoarece o +ifi=1+i=r; este radicind simpld a ecuaiei caracteristice, P~ (x)=
L% % *
=A i O (x)=B, deoarece grad P~ =grad Q" =max {grad P, grad O} = max {0,0} =0.
Atunci y, = xe*(Acosx+Bsinx),cu 4,BeR.

Constantele reale 4 si B se determina din conditia ca y p sa fie o solutie particulara a

ecuatiei diferentiale liniare neomogene date, adica y'}, -2 y'p +2y, = 2e”cosx.

Se calculeaza derivatele functie construite:
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yp=xe'(Acosx+Bsinx)

* Acosx+Bsinx)+x ex(Acosx+Bsinx)+x ex(—Asinx+Bcosx)

Vp=e*(

y'p :ex(Acosx+Bsinx+Axcosx+Bxsinx—Axsinx+Bxcosx)

V', =e*(Acosx+ Bsinx+ Axcosx+ Bxsinx— Axsinx+ Bxcosx)+
+e” (—Asinx + Bcosx + Acosx — Axsinx + Bsinx + Bxcosx +

—Asinx — Axcosx + Bcosx — Bxsinx)
¥y =e*(24cosx+2Bsinx—2Asinx +2Bcosx —2A4xsinx+2Bcosx).
Se introduc functii anterior calculate in ecuatia neomogena si rezulta:
e’ (2A4cosx +2Bsinx —2A4sinx +2Bcosx —2Axsinx +2Bcosx) —
—2e¢" (Acosx + Bsinx + Axcosx + Bxsinx — Axsinx+ Bxcosx)+

+2xe” (Acosx+ Bsinx)=2e" cosx < e’ (-24sinx+2Bcosx)=2e” cosx =
-24=0

—2Asinx +2Bcosx = 2cosx, deci .
2B =2

Se gasesc A=0 si B =1 sisolutia particulara este yp=xe Ysinx.

Solutia generald a ecuatiei diferentiald neomogena este:

YGN =YGo+Yp < yon =Cpe’ cosx+Cy e’ sinx+xe’sinx.

Exemplul 3.9.4. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene

X

y"+2y'+y=xe “+e Fcosx.

Etapa I: Rezolvarea ecuatiei diferentiale omogene asociata: y"+2y'+y=0.
Ecuatia caracteristicd este K, (r) =2 +2r+1=0c (r + 1)2 =0, cu solutiile reale
confundate 7 =r, =-1€R. Sistemul fundamental de solutii al ecuatiel omogene este:
yy=e'"=e"" yy=xe M =xe .
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:
Y60 =C1y1+Cryy & ygo=Cre " +Cyxe ™, cu C,Co eR.

Etapa II. Determinarea unei solutii particulare y,, a ecuatiei diferentiale neomogene.

Membrul drept al ecuatiei este de forma:
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f(x)=xe “+e Fcosx=xe +e F(1-cosx+0-sinx) = fi(x)+ fo(x),
cu fi(x)=xe " de forma speciald I i f5(x)=e *(1-cosx+0-sinx) de forma speciala II.
Se cauta o solutie particulara y pa ecuatiei neomogene de forma y p=Vp, T Vp,-
Functia fj(x)=xe " este de forma speciald I, cu &y =—1 si Pj(x)=x un polinom
de grad 1. Se cauta solutia particulara y 7 de forma:
Yp, = w1 e P (x),
unde k; =2, deoarece o) =r =ry)=-1 este radicind dubld a ecuatiei caracteristice i
P (x)=Ax+ B, deoarece grad | = grad P, =1, deci
Yp, = xze_x(Ax+B) = e_x(Ax3 +Bx2).
Functia f,(x)=e " (1-cosx+0-sinx) este de forma speciald I, cu a, =-1,5, =1
si Py(x)=1,0,(x)=0 polinoame de grad 0. Se cauta solutia particulard y,, de forma:
¥ p, =352 €| P3 (x) cos(Byx) + 05 (x) sin( o) |
unde k, =0, deoarece @, +if8, =—1+i nu este ridicina a ecuatiei caracteristice, P, (x)=C
si 0, (x)=D, deoarece grad P} = gradQ, = max {grad Py, grad O, } = max {0,0} =0, deci
Yp, =e *(Ccosx+ Dsinx).
Atunci y, =y, +y, = e_x(Ax3 +Bx%+ Ccosx+Dsinx), cu 4,B,C,DeR.
Se calculeaza derivatele solutiei particulare:
Vp= e_x(Ax3 +Bx?+ Ccosx+Dsinx)
V== e_x(Ax3 +Bx’+ Ccosx+Dsinx)+ e ™ (3Ax2 + ZBx—Csinx+Dc0sx)
Vy=e " (—Ax3 +3A4x% - Bx?+2Bx—Ccosx+Dcosx — Csinx—Dsinx)
V= —e_x(—Ax3 +3A4x% -~ Bx? +2Bx—Ccosx+ Dcosx — Csinx —Dsinx)+
+¢7(-34x +64x~2Bx+2B+Csinx— Dsin x— Ccosx— Dcosz|

V= e_x(AxS —64x% + Bx> +6Ax—4Bx+2B+2Csinx—2Dcosx) .
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Se introduc functii anterior calculate in ecuatia neomogena si rezulta:
" ’ —X —X
Yp+2yp+ty=xe "+e Tcosx&
e_x(Ax3 —64x2+Bx> +6Ax—4Bx+2B+2Csinx—2Dcosx)+
+2e (—Ax3 +34x>—Bx? +2Bx—Ccosx+Dcosx—Csinx—Dsinx)+
+e_x(Ax3 +Bx? +Ccosx+Dsinx)=xe e Y cosx &

e " (64x+2B-Ccosx—Dsinx)=e *(x+cosx) =

64 =1

) |2B=0
6Ax+2B—Ccosx—Dsinx=x+cosx, deci c-1
-D=0

1 . . . .
Se gasesc A4 = P B=0,C=-1si D=0 sisolutia particulara este:

(1
=e x[—x3 —cosxj.
Yp 6

Solutia generald a ecuatiei diferentiald neomogena este:
—X —-Xx (1 3
YGN =YGo+YVp & Yoy =Cre " +Crxe " +e gx —Cosx |.

3.10. Ecuatii diferentiale de tip Euler

Definitia 3.10.1. O ecuatie diferentiala de tip Euler este o ecuatie diferentiala de

ordinul # liniara cu coeficienti variabili de forma:
ag x" y(n) +a x”_ly(n_l) +ota, (xy'+a,y=1(x) (3.48)

unde ay,ay,...,a, sunt constante reale date, ay#0 si f (x) este o functie reala continua

definita pe un interval [ = [a,b] , x#0.

Observatia 3.10.1. in punctul x =0, coeficientul agx”" se anuleaza si astfel vom
presupune ci intervalul 7 =[a,b] nu contine originea.

O metoda de rezolvare a ecuatiei diferentiale Euler (3.48) constd in a reduce aceasta

ecuatie cu coeficienti variabili la o ecuatie liniara cu coeficienti constanti.
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Teorema 3.10.1. Ecuatia diferentiala Euler (3.48) se transforma in ecuatie diferentiala

liniara cu coeficienti constanti daca se face schimbarea de variabila x — ¢, data prin |x| =e.
Demonstratie. Se pune |x| =el.

Cazul a). Pentru x >0, avem x = e si se fac urmatoarele calcule:

dy dy
\ dy dy dt dt dt dy _; —t
(=0~ dx o ar © y()-e
d1

2 2
()= i[ﬂji[ﬂjﬁ(uﬂ]

dx? dx\dx ) di\ dr dx | di2 di
2 not
[??] =(r(0-r (@) = (FO-F0) e deci

not

(4703970 20)- ¢ = (F(0)-35(1)+ 25 (0) - dee

23ym(x)=e¥ (3 (1) =35 (£)+ 25 (2))- e = (1) =35 (1) +25(7).
Se calculeaza si celelalte derivate in raport cu x si se observa cid toate produsele

k m
d e . : d
xk—i, 1<k<n se exprimd liniar in functie de derivatele Y

- zy(m)(t),lﬁmﬁk,
dx dt

inmultite cu factori numerici.

Dacid se inlocuiesc produsele xy', xzy", x> y" o, x" y(n) in ecuatia diferentiala

(3.48), ecuatia se transforma intr-o ecuatie diferentiald liniard cu coeficienti constanti de

forma:
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n n—1
dy+b1d y

by
de* d"!

d
+...+bn_1d—);+bn y :f(et) (3.49)

cu by,by,...,b, constante reale.

Folosind rezultatele demonstrate pentru ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti, se poate gisi solutia generald a ecuatiei diferentiale (3.49). In solutia generald a
ecuatiei diferentiale (3.49), se inlocuieste t=ln|x| si se obtine solutia generald a ecuatiei
diferentiale Euler (3.48).

Cazul b). Pentru x <0, avem x = —e' si se fac urmatoarele calcule:

dy dy
o dy dy dt _dt _dt _ _,dy o mot ,
PO T g T e el e
dt

xy'(x)= —e! ~(—e_t y(t)) = y(t), adica se obtine acelasi rezultat ca in cazul a).

In concluzie, in cazul x <0 se obtin aceleasi rezultate ca in cazul x > 0.

Observatia 3.10.2. Ecuatia diferentiald liniard omogena asociata ecuatiei neomogene

;
, deci yzerln‘x‘ =eln‘x‘ =|x|r, x#0.

(3.49) admite solutii de forma y =e . dar t = 1n|x
Asadar, ecuatia diferentiald Euler omogena (obtinutd din (3.48) pentru f (x)zO)

7 . .« . . . . - o .
, x# 0, cu r solutie a ecuatiei caracteristice asociata ecuatiei

admite solutii de forma y = |x

omogene.
Observatia 3.10.3. Ecuatia diferentiala de ordinul »
ag(ax+ b)n y(”) +ay(ax+ b)n_1 y(n_l) +..+a, (ax+b)y'+a,y=f(x) (3.50)
unde a,b,aqy,qa,...,a, sunt constante reale date si f (x) este o functie reala continua definita
pe un interval [, poate fi transformatd intr-o ecuatie diferentiald liniara cu coeficienti
constanti dacd se face schimbarea de variabila |ax + b| =el.
Exemplul 3.10.1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale neomogene

xzy"+5xy'+3y=sinx.

Se face schimbarea de variabild x = e’ si apoi se fac urmétoarele calcule:
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dy

(o) 4y _dy de _dr _y'(0) Loy o
dt
2 2
y"(x)=—d y:i ﬂ :i Q.e_t .ﬁ: u.e_t—d—y'e_t el =
dx? dx\dx) dt\ dt dx | ds2 dt

x2y"(x) = (5(0) =3 (1)) =3(0) =3 (1)
Inlocuind aceste expresii in ecuatia Euler dati, aceasta devine:
¥(t)=y(t)+55(¢)+3y(t) =sine’ < y(¢)+4y(¢t)+3y(t) =sine’.
y+4y+3y=sine’ este o ecuatie diferentiald de ordinul 2 liniard neomogeni cu
coeficienti constanti si functia necunoscuta y(z).
Etapa I: Rezolvarea ecuatiei diferentiale omogene asociatd: y +4y+3y=0.
Ecuatia caracteristicd este K, (r)= r+4r+3=0 si admite solutiile reale n =-1,
r, ==3 € R. Sistemul fundamental de solutii al ecuatiei omogene este:
” —elil = 3 _elat o3t
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene este:
Y60 =Ciy+Cayy © yGo =Cre™ +Cy e, cu C},C R,
Etapa II: Determinarea unei solutii particulare y , a ecuatiei diferentiale neomogene.

Membrul drept al ecuatiei este [ (t) =sine’, insd nu este de nicio forma speciali (nici

de forma speciald I, nici de forma speciala II).

Se foloseste metoda variatiei constantelor a lui Lagrange pentru gésirea solutiei

generale a ecuatiel liniare neomogene, deci se variaza constantele de integrare C; — C, (t),
C, — C,(t) si se construieste functia

y=0C (t)e_Z +C(1) e
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Functiile Cy(7), C»(¢) sunt solutiile sistemului liniar neomogen

Ci(t)e_t + C'z(t)e_3t
ci()(e™) +ca((e™)

Adunand membru cu membru cele doua ecuatii ale sistemului se gaseste

0 ’ -t ’ -3¢
Ci(t + ChH(t = 0
1( )e 2( )e

sine’ ~Ci(t)e™ -3¢ (t)e_3t sine

20 (1)e™ =sine’ & Ch (1) = _%eSt sine’ .

Folosind aceasta expresie in prima ecuatie a sistemului se obtine
Ci(t)e™ —%631 sine’ -e 3 =0= C} (1)= %e’ sine’ .

Prin integrare se obtin functiile:

C ()= jlet sine’ dt = —lj(coset) dt = —lcoset + K st
2 2 2
1 . 1 ' 1
Cy(t)= J.—Ee3t sine’ dt =5J.e2t(coset) dt = E{em cose’ —J-2e2t cosetdt} =
1 . ' 1 . .
=5e2t cose’ —jet(51net) dt =Ee21 cose’ —e'sine’ +Iets1netdt =

1 _ ' 1 .

=—e% cose’ —e'sine! - (cosel) dt =—e? cose! —e'sine’ —cose’ + K.
2 2

Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare neomogene este

1 - 1 . _
y(t)z(——cosetJrKlje t+(—e2tcoset—etsmet—coset+K2je 3
2 2

Se revine la variabila x, unde x =¢’, deci solutia generala a ecuatiei Euler este

y(x) :(_lcosﬁﬁrlﬁj'l+(lxzcosx—xsinx—cosx+sz.L3
2 x \2 .

sinx cosx K,

y(x): 1‘cosx+ﬁ+l‘cosx

2 X X 2 X xz x3 x3

K, K sinx cosx
(x)==t+=3 2 37

x#0,cu K{,K, €R (solutie sub forma explicitd).
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SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

4.1. Sisteme de ecuatii diferentiale. Proprietati generale
Definitia 4.1.1. Un sistem de n ecuatii diferentiale este definit de » relatii intre

variabila independentd x si functiile necunoscute yj(x),y;(x),...,y,(x) impreuna cu

derivatele lor de anumite ordine. Forma generala a unui sistem de ecuatii diferentiale este:

(m3) ()

(ml),yz,y’z,...,yz yeees Vs Vogseeos Vit ij

F (x,yl,y'l,...,yl

...... @.1)

(m2) ()

m ] ’
(1),yz,yz,---,y2 seees Vs Vigoeeos Vi j=0

£y (x,yl,Yi,---,yl

unde F; sunt functii definite pe [a, b]x D1 xDyx..xD,,, cu D; = R™* i=12,...n.
Definitia 4.1.2. Daca sistemul (4.1) poate fi rezolvat in raport cu derivatele de ordinul

cel mai mare al functiilor necunoscute y;,i=1,2,...,n, adica este de forma:

m [ m _1 ] m —l ' —1
yl( 1) = fl(xayl:yb"':yl( ! ):J/2,J’2,---ayg ? )a“-ayn:ynr”:y}('zmn )j
4.2)
[ m _l ' m _1 ' n—l
) =fn(x,y1,y1,---,y1( SO N A )j

atunci spunem ca sistemul este scris sub forma normald (formd canonica sau forma explicita).
Observatia 4.1.1.

1) Daca cel putin unul din numerele mj,m,,...,m, este mai mare decat 1, atunci

sistemul se numeste sistem de ecuatii diferentiale de ordin superior.

2) Daca my=m, =...=m, =1, adica derivatele de ordin maxim ale functiilor care
intervin in sistem sunt y},5,..., '}, , atunci sistemul se numeste sistem de ecuatii diferentiale

de ordinul intdi.

129
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Teorema 4.1.1. Un sistem de n ecuatii diferentiale de ordin superior (4.1) (sau (4.2))
este echivalent cu un sistem de m =m; + m, +...+m,, ecuatii diferentiale de ordinul intai.
Demonstratie. Pentru simplificarea demonstratiei se ia cazul n=2 si my=my=n=2,
deci se considera sistemul doua ecuatii diferentiale de ordinul 2:
Fl (xaylay'l:y'l':yZ :y'Zay’é) =0
! n ! n ’ (4.3)
F2 (X,ylabe/b)/z >J/2,J’2) =0

Prin introducerea de noi functii necunoscute, y3 (x), V4 (x) , sistemul (4.3) se reduce la
un sistem de patru ecuatii diferentiale de ordinul intai. Se definesc
Yi=y3 sty =yq,deci ¥ =15 51y =y, (4.4)
Atunci sistemul dat (4.3) se transforma in sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul
intai cu 4 ecuatii si 4 functii necunoscute y; (x), 5 (x),33(x),y4(x) (m=my+my =4):

F1(x,y1,yz,y3,y4 ,y'3,y'4) =0

FZ(x>ylay2ay3ay4 ay’3»y'4) =0
4.5)

Y1=Y3

Y2=V4
Observatia 4.1.2. Echivalenta din Teorema 4.1.1 trebuie inteleasa in sensul ca orice

solutie a sistemului (4.3), (1, ), defineste prin relatiile (4.4) o solutie a sistemului (4.5),

(¥1,¥2.73,¥4), si reciproc.

In baza teoremei anterioare, in continuare, vom studia doar sistemele diferentiale de
ordinul intai.

Definitia 4.1.3. Un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intdi este definit de n
relatii intre variabila independentd x, functiile necunoscute yj(x),...,y, (x) si derivatele lor
de ordinul intai. Forma generald a unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai este:

F (X, V15 Y s Vs V) = 0
...... 4.6)
Fy (X, 0100V s Vs V) = 0

unde F;,i=1,2,...,n sunt functii definite pe o mulfime deschisa D = R>"*!.
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Definitia 4.1.4. Un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intdi sub forma

normala este un sistem de forma:

d
% = fl(x’yl"“’yn)
. @.7)
d
% = fn (x,yl"“’yn)

unde fi,..., f,, sunt functii continue definite pe o multime deschisi D c R” il
Definitia 4.1.5. Se numeste solutie a sistemului de ecuatii diferentiale (4.7) orice set

de n functii reale y; =go1(x), e Vi = Op (x), x el definite pe un interval deschis /R,

p;eC ! (I ), i=1,2,...,n, care impreuna cu derivatele lor verifica identic sistemul (4.7) pe I :

4961 e

’ (V)xel‘
d;xn (x) = fa (x><01(x)>-""/’”(x))

(Se subintelege ca am presupus (x,(pl(x), s Py (x)) eD, (‘v’) xel).

In general, un sistem de ecuatii diferentiale admite o infinitate de solutii. Pentru a
selecta o anumitd solutie se impun anumite conditii suplimentare, cele mai utilizate fiind
conditiile initiale.

Definitia 4.1.6. Fie Mo(xo,ylo,...,yno) un punct oarecare din D fixat. Se numeste
problema Cauchy relativa la sistemul (4.7), problema determinarii unei solutii a acestui

sistem, y1 =@ (x), s Vi =0 (x), x €1, care verifica conditiile initiale (conditiile Cauchy):

?1(x0)= Y10, - @ (X0) = Y10 - 4.8)
Definitia 4.1.7. Sistemul de functii y; = ®(x,Cy,....,C,), ..., ¥, =®, (x,C},....C,,)

se numeste solutia generald a sistemului (4.7) daca sunt indeplinite conditiile:

1) Sistemul de functii ®,...,®, este solutie a sistemului (4.7), pentru constantele

n
reale C,...,C,

2) Problema Cauchy (4.8) are solutie unica.

O solutie a sistemului (4.7) care se obtine din solutia generald dand valori constantelor

arbitrare se numeste solutie particulara.



132 CAPITOLUL 4

Exemplul 4.1.1. Fie sistemul diferential
2y+ z—-y'=0 y'=2y+ z
=

'

y+2z-2z'=0 z'= y+22.
Functiile ¢;(x)=e” si @,(x)=—e” formeaza o solutic a sistemului dat (verifica
sistemul). Solutia generala a sistemului este
y(x)zd)l(x,Cl,Cz), z(x):CDZ(x,Cl,CZ) , unde
D (x,Cp,Cy)=Cre *+Cy e>* i @y (x,C,Co)=—Cre™+C;y ™
cu Cy,C, constante reale.
Observatia 4.1.3. Dacé adoptam scrierea vectoriald
Y=t ¥n)s L =(f1ss Sn)s @=(@1es®)s Y0 =(¥105-Yn0)
atunci sistemul (4.7) se scrie

y'=f(xy) 4.9)

iar problema Cauchy consti in determinarea unei functii vectoriale ¢:/ ->R", pe c! (1 ) , cu
proprietatile

(x, p(x))eD, ¢'(x)=f(x.0(x)), (V) xel, p(xg)=y0. (4.10)

Definitia 4.1.8. O functie f DR ge numeste lipschitziand pe D, in raport cu

V1, .-, ¥ dacd existd o constantd L >0 astfel incat

n
|f(xayla'--ayn)_f(xazla~--azn)|S Lz‘y]_zj‘
j=1

oricare ar fi punctele (x,yy,...,y,) si (X, z1,....z,) din D.

Observatia 4.1.4. Daci D este o multime deschisi si convexid, feC 1(D) si exista

M >0 astfel incat

<M, (Y)(xy10yn)eD, (V)i=12,..n

aof
ay . (X,J/la---aJ/n)

1
atunci f este lipschitziana pe D.
Demonstratie. Intr-adevir, din Teorema cresterilor finite a lui Lagrange rezulti ci

oricare ar fi P(x,yl,...,yn)eD si Q(x,zl,...,zn)eD existd un punct (x,(fl,...,fn) pe

segmentul de dreapta deschis, de capete P si Q, astfel incat
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0
f(X,yl,---,yn)—f(X,Zl,...,Zn)= %(x,fl,,fn)(yj—zj)
i—1 J

In continuare, avem:

n
\yj—Zj\SMZ\yJ—ZJ\

J=1

0
|f(xayla"-ayn)_f(xazl,--'azn)| < a_f.(xafla"-aé:n)
Y

n
j=1
deci f este lipschitziand pe D.

Urmatoarea teorema de existentd pentru sisteme de ecuatii diferentiale ne da conditii
suficiente pentru care solutia sistemului (4.7) cu problema Cauchy (4.8) exista si este unica,
iar metoda folosita pentru demonstrarea ei, metoda aproximatiilor succesive a lui Picard, ne
da si un procedeu de constructie efectiva a solutiei.

Teorema 4.1.2. (Teorema de existentd si unicitate pentru sisteme de ecuatii
diferentiale)

Fie sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul intai

2= A(yesyn)
...... 4.7)
Vi = Ju (621500 70)

care indeplineste conditiile:

1) f; D —> R,i=1,2,...,n, sunt functii reale continue pe B, unde

Dz(xo—a, x0+a)xA
n
A=H(yjo—bj, Y50 +bj)=(y10—bl, Y10 +bl)><---x(yn0_bna Yno +bn)
j=1

a, by,....b, >0 si (xo,ylo,...,yno) este un punct din R"*!

i) f; :D—> R,i=1,2,...,n, sunt lipschitziene pe B, in raport cu yi,...,¥,.
Atunci existd o solutie unica a sistemului diferential (4.7), si anume
V1=01(X)s s yn =0n(x), xel c(x9—a, xg+a)

care indeplineste conditiile initiale (conditiile Cauchy)
@1(x0)= 110, s @n(X0) = n0-

(Cu alte cuvinte, in conditiile precizate, problema Cauchy (4.7) + (4.8) are solutie unicd).



134 CAPITOLUL 4

Demonstratie. Pentru fiecare i=1,2,....,n, functia f; este continud pe mulfimea
compacta l_), deci este marginita pe D.Fie M ; >0 marginea superioard a functiei f; pe D
si fie M =max{M,,.,M,}. Fie, de asemenea, L=max{Li,..,L,}, unde L;>0 este

constanta Lipschitz a functiei f; pe 5, i=1,2,....,n. Fie, de asemenea, o e(O, 1) oarecare §i

fie

b
h:mln a,_l,.“,b_n,i .
M M nL

Notam cu [=(xg—h,xo+h). Evident, [c(xp—a,xp+a). Procedind ca in

demonstratia Teoremei 2.8.1, se aratd cd rezolvarea problemei Cauchy (4.7) + (4.8) este

echivalenta cu rezolvarea urmatorului sistem de ecuatii integrale:

(x) = yo + | Silty1()sva(t) de
» xel. (4.11)
yn(x)ZJ’nO + fn(f,yl(f),...,yn(t))d[

Rezultd ca daca aratam ca sistemul (4.11) are solutie unicd, atunci teorema este
demonstrata.

Pentru inceput, vom ardta ca exista o solutie a problemei Cauchy sau, echivalent, vom
arata ca exista o solutie a sistemului de ecuatii integrale (4.11) folosind metoda aproximatiilor
succesive, utilizata in demonstratia teoremei de existenta a solutiei pentru ecuatii diferentiale

de ordinul intai (Teorema 2.8.1). Vom construi din aproape in aproape »n siruri de functii

#1040, D (3), o A (),

uniform convergente cétre functiile ¢y (x),...,¢,(x) pe intervalul 7 .
Aproximatiile de ordinul zero pentru cele # siruri sunt numerele y1q, 320, V50 -
Definim prima aproximatie

yl(l) — (l)(x), ygl) :ygl)(x), y(l) :y’gl)(x), x €1, astfel:

1 n



SISTEME DE ECUATI DIFERENTIALE 135

(1) = ’
i (x)=y10 + | Si(ty105V00) dt
Xo

X
W(x) = 2o + J.xofz(f,ym,..-,yno)dt e

X
1
yl(1 )(x) = Yno t J. fn(tayl())-":yn())dt
X0
Deoarece functiile f;,i=1,2,....,n, sunt continue pe B, rezulta ca functiile yl(l),
i=1,2,....,n, sunt continue pe /.

Pe de alta parte, pentru orice i=1,2,....,n si pentru orice x € [ avem:

X X
W (x)-yio< j (310,20, n0) | d| <M Id’ =
i 5 (4.12)

=M |x—xo|<Mh < M%:b,-.

Asadar, yl(l) :I—)[yio =b;, yio +bl~], deci (t,yl(l)(t),...,y,(il)(t))eD, (V) tel.
Construim aproximatia a doua

yl(z) =y1(2)(x), ygz) :ygz)(x), y,(f) :yglz)(x), x €1, astfel:

X

yl(z)(X) = Yo + J

X0

ygz)(x) =y + J‘xfz(t,yl(l)(t),...,ygl)(t))df

Xo

fl(t,yl(l)(t),...,y,(f)(t)) dt

A =30+ [ a0l 0))

Din continuitatea functiilor f;,i=1,2,....,n, precum si din continuitatea functiilor

yl(l) , i=1,2,....,n, rezultd continuitatea functiilor yl(z) ,i=12,....n.

Pe de alta parte, se observa ca pentru orice i =1,2,....,n §i pentru orice x € [, avem:
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YA ()= yio|< I fl-(t,yl(l)(t),ygl)(t),...,y,(,,l)(t))‘dt <M j'dt -

=M|x—x0|s Mh<M %Zbi.

i

Asadar, y(z) :1—>[yi0 =b;, ¥io +bl~], deci (t,yfz)(t),...,y,(qz)(t))eD, (V)rel.
In general, definim aproximatia de ordinul & :

yl(k) =y1(k)(X), ygk) =y§k)(x), y,(qk) =y,(1k)(x), x e[, astfel:

yl(k)(x) = yi0 t+ J‘xfl(t’yl(k_l)(t)a---syglk_l)(t))dt

,xel

ygk)(x) = yyo + J.xfz(t’yl(k_l)(t)a'--ayglk_l)(t))dl‘

fn(t,yl(k_l)(t),...,yﬁ,k_l)(t)) dt

(k) 1 —>[yl-0 =b;, yio +bl~] sunt functii continue pe 7/, i=1,2,....,n, deci

$i constatdm ca y;

k k —
[t,yl( )(t),...,y,g )(t)jeD,(V)tel.
Procedeul continuad nedefinit si se obtin n siruri de functii (yl(k)) ,(ygk)) yeees
k k

( yﬁlk)) . Se demonstreaza, ca in teoreme de existenta §i unicitate pentru solutia unei ecuatii
k

diferentiale de ordinul intdi, ca aceste siruri sunt uniform convergente pe / cétre functiile

continue ¢ (x),(p2 (x),...,(pn (x) ,cand k — +oo si ca functiile ¢, ¢,,...,¢, formeaza o solutie
a sistemului (4.11), deci a problemei Cauchy (4.7) + (4.8).
Pentru fiecare i =1,2,....,n, se considera urmatoarea serie de functii pe / :

Yio +(yl(1)—yio)+---+(y,(k)—y,(k_l))+--. (4.13)

si observam ca sirul aproximatiilor succesive ( yl(k)) este sirul sumelor partiale al seriei
k

(4.13), adica
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k k
st ()= (). (v) xe
deci sirul aproximatiilor succesive ( yl(k)) si seria de functii (4.13) sunt convergente in
k

acelasi timp.

Dacd vom arata ca seria (4.13) este uniform convergenta pe [/, va rezulta ca sirul

( yl(k)) este uniform convergent pe / . Folosind ipoteza ca functia f; este lipschitziana pe
k
D in raport cu yiy,...,», Sitindnd seama de (4.12), avem:

I

X0

dt|<

fi(t’yl(l)(t)a"'ay}(’ll)(t))_fi(t,yl()r“’yn())

n X X 2
SLZ Hyg.l)(z)—yjo‘dz <LnM j\r—xo\dtanM|x_;°| sL’;!Mhz.
j_l X0

X0

Asadar, avem:

< 21 |x_x0|2,(V)XEI,i=1,2,....,n. 4.14)

Folosind din nou faptul ca f este lipschitziana si tinand seama de (4.14), rezulta:

X
y,(3)(X)—y,(2)(X) < Iﬁ(t,yl(z)(z),...,ygz)(t))—f,-(t,yfl)(t),...,y,gl)(t)) dt| <
Xo
n_| X 22 X
L n"M 2
SLZ H)’Sz)(t)—yy)(t)‘dt < Z! J‘t—xo‘ dt|=
J=1 X0 Xo
LM |x-xof L’
2! 3 3!
deci
3 2 L*n’M .
yl( )(x)—yl( )(x)_ Z! |x—x0 ,(V)xe],z=l,2, N7
In general, avem:
k-1 k-1 k-1 k-1
) )—y,(k_l)(x)‘_L o M|x—x0k3#hk,xe1. 4.15)
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i M k-1 rk-1
< < . . . e n" L
Observam cd seria numericd cu termeni pozitivi E — h" este
k=1 '
convergentd, asa cum rezultd din criteriul raportului:

. Uk . MnkLk k+1 k! . nLh

lim -—==1 . = lim =0<1.
k—>o Uy k—o (k-i—l)! Mnk_lLk_lhk k—o k+1

Conform (4.15), seria de functii (4.13) este majoratd pe intervalul / de o serie
numericd convergentd, deci seria (4.13) este uniform convergentd pe /, conform criteriului

lui Weierstrass pentru serii de functii.
Asadar, am demonstrat ca pentru fiecare i=1,2,....,n, sirul aproximatiilor ( yl(k))
k

. . . .. .. k
este uniform convergent pe intervalul /. Notam cu ¢; limita acestui sir. Cum yl( )—L[{> ®;

. k .. . . < .
si yl( ) sunt functii continue pe I, rezultd cd ¢; sunt, de asemenea, continue pe / .

Daca notam cu
(k) _ Sup{
o0

Yi '@
. o (k) u . <
atunci faptul ca y — > ¢; revine la a spune ca

yl(k)(f)—coz-(f)‘; fel}

i

(k)

lim |y —g;| =0.

k—©

0

Pe de alta parte, avem:

J'fi(t,yl(k_l)(t),...,yﬁ,k_l)(t))dt—Ifi(t,wl(t),...,¢n(t))dt <

dt| <

IA

f,-(z,yl(’H)(t),...,y,(f—l)(t))-f,.(t,q)l(t),...,(,)n(t))
(4.16)

‘ys_k—l)(t)_(/)j(t)‘dl sLZn:HyS_k—l)(z)—(pj(z)Hw jﬁd[ <

X0 ]:1 J:l X0
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Deoarece membrul drept tinde la 0 cand k£ — oo, deducem ca

Jlim If, (t ylk 1)(t),...,y,(1k_l) (t)) dt= jifi(t,gol (£)sery (1)) dt.

Xo X0

Tinand seama de acest fapt, cand trecem la limita in relatiile

W (2) =y + j I (t, WD (@)Y (z)) di, (V) xel, (V) i=12mun

rezulta ca:
o:(x)= lim y§k>(x)=yi0+J'f,.(t,gol(t),...,(pn(t)) dt, (V) xel, (V) i=12,n.

k—o0
X0

Asadar, functiile ¢,...,@, sunt solutii ale sistemului de ecuatii integrale (4.11), deci
sunt solutii ale problemei Cauchy pentru sistemul de ecuatii diferentiale considerat (4.7).

Pentru a demonstra unicitatea, s presupunem ca ar mai exista o solutie y,...,i,,, cu

proprietatile

vi(x)=yio + jf,.(wl ()i (1)) dt (V) xe . (¥) i=12,.0n.

X0

Pentru orice x € I, avem

|(0i(x J.fl tqol ), ,gon dt—J‘fl “//1 ), ,l/,n( ))dt <
X0 Xo
n n
SLhZ"(pf_‘”f” ‘L_Z"% vil, < Z”V’j“///‘"w'
Jj=1 j=1

In continuare, avem

o =will, =sup {lo; (x)-wi (x

x)); xel <_Z”‘/’J W]”

si mai departe

n 1 n n
Y loi=vil < os=vil, =D lei-vil.,
i=1 j=1 i=1
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ceea ce reprezinta o contradictie.

Asadar, ¢; =y;,i=12,...,n, si cu aceasta teorema este demonstrata.

Exemplul 4.1.2. Si se gaseasca o solutie aproximativa a sistemului diferential

4y _ X%+ 22
dx —_ 3

pe D=[-1,1], cu conditiile initiale y(0)=0, z(0)=0.
dx

Avem f|(x,y,z)= 2+ f (x,y,2)=x+ y? functii continue pe D = [-1, 1]3 si

x0=y0=ZO=O.Seob‘;in

2

Bz[_l’ 1]3 =X Y, ZE[—L 1] <:>|x y Z|£l, deci a=b;=by =1.

Atunci |f1(x,y,z)|:|x2+22|ﬁ2 si |f2(x,y,z)|:‘x+y2‘s2, (V) (x,y,z)eB, deci

functiile f] s1 f, sunt marginite pe D. Rezulti M =max {M{,M,} =max {2, 2} =2 si

9/ N

— =0 — =12z £ 2

Linyec) L1 2)| =|22] )
,(‘v’)(x,y,z)eD

%(x,y,z) =|2y| <2 %(x,y,z) =0

deci functiile f; si f, sunt lipschitziene pe l_), in raport cu y si z, iar constantele Lipschitz
sunt Ly =L, =2.Atunci L=max{Ly,L,}=2.

Luam /4 =min a,ﬁ,b—2 = min l,l,l =l, deci I=(x0—h,x0 +h)=(—l,lj.
M M 2°2) 2 22
Conform teoremei de existentd §i unicitate pentru sisteme de ecuatii diferentiale

rezultd ci existd o unicd solutie ( y(x),z(x)) a sistemului dat care verificd conditiile initiale
y(O) =0si Z(O) =0.

. 11 o o :
Pentru orice x (—E,EJ definim sirurile de aproximatii succesive astfel:

X X 3
yl(x)=yo+jf1(t,y1,zl)dt =It2dt =x?
Xo

Xo
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X X
2 4 X
yz(x)=yo+jf1(t,y1,zl)dt =I ¢ +T dt =2+

141

3 20

X0 Xo

2 63

X X 2
27 3.5 .10 15
y3(x):y0+'[fl(tay2522)dt :I t2+[t—+t—] dt X +x X X

Xq Xo

si

X X 2
Zl(x)=20+J.f2(t,yo,zo)dt = jtdt :%
X0

X0

X

o X t6 x2 x7
zp(x)=zo+ | f2(t.y1.21)d 1 =j |t =

=—4 —
J 2 63

0 Xo

X X
o

2
3 5 2 7 9 11
t t
Z3()C)=Zo+ fz(l,yz,Zz)dl Zj t+(—3 +—J dt al +x X i

— :
2 63 270 11.202

20 -

= e

0 Xo

Daca ne multumim cu aceste aproximari avem solutia sistemului de forma:

x3 xS xlO xlS
p(W)=r3(5) = o+ o=
2 7 9

2°2

Z(x)=z3(x)—x REA 1 ( | lj'

—+—+——7F, X€
2 63 270 11.202

Definitia 4.1.9. Prin ecuatie diferentiala de ordinul n sub forma normala (explicita)
intelegem o ecuatie diferentiald de forma:

= r x,y,y',---,y("_l)) 4.17)

unde f este o functie reald continua definitd pe o multime deschisa DcR"*!, y= y(x) este

functia necunoscuta, iar y(k) este derivata de ordinul £ alui y, k=12,...n—-1

Prin solufie a ecuatiei (4.17) se intelege orice functie y=g(x), xel, peC" (1), cu
proprietatile:

(x,w(x),go'(x),...,(p(n_l)(x)) eD, (V)xel
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s
Y ()= f(x,go(x),(p'(x),...,go(n_l)(x)), (V) xel.
Fie M (xo,yo,ylo,...,yn_l’o)eD un punct oarecare fixat. Problema Cauchy pentru

ecuatia diferentiald (4.17) si punctul M constd in determinarea unei solutii y = (p(x), xel,

a ecuatiei (4.17) care indeplineste conditiile initiale (conditiile Cauchy):

' -1
#(x0)= 0. 9'(x0)= 1101 2" (x0) = y-10. (.18)
Teorema 4.1.3. Solutia unui sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intai de forma

4.7), cu fi,..., f,, functii de clasa c! pe un domeniu DCRHH, depinde de n constante
reale arbitrare.

Demonstratie. Deoarece fi,..., f, sunt functii continue cu derivatele partiale de
ordinul intai continue, atunci, conform Observatiei 4.1.4, functiile fi,..., f,, sunt lipschitziene
pe D, deci sunt indeplinite conditiile Teoremei 4.1.2 in D . In enuntul Teoremei de existenta

4.1.2, v10, Y20, ---» Yo sunt fixe, dar arbitrare, deci solutia sistemului de ecuatii diferentiale

(4.7), construita in demonstratia Teoremei 4.1.2, depinde de n constante arbitrare.

Teorema 4.1.4. Rezolvarea unui sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intai scris
sub forma normala (4.7) se poate reduce la rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordinul n si
reciproc.

Demonstratie. "<=". Fie data o ecuatie diferentiald de ordinul » sub forma normala:
) -1
Y = plyytay ). 4.17)

Prin introducerea de noi functii necunoscute y(x), ...,y ,(x) prin relatiile:

_ . _ . (n1)
V1=V V2=YV5s Vn=DY

ecuatia diferentiala (4.17) se reduce la un sistem de » ecuatii diferentiale de ordinul Intai, cu

n functii necunoscute:

Moo= »2

V2 = )3

. (4.19)
Yl = Vn

Voo = S(xY1enyn)
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Din modul cum s-a obtinut sistemul (4.19) se observa imediat ca daca y este o solutie
a ecuatiei diferentiale (4.17), atunci yy,...,y, este o solutie a sistemului (4.19) si reciproc,
dacd yq,...,y, este o solutie a sistemului (4.19), atunci y; este o solutiei a ecuatiei (4.17).

"=". Consideram sistemul diferential (4.7) si aratdm ca este echivalent cu o ecuatie
diferentiala de ordinul 7.

Alegem una din ecuatiile sistemului (4.7), de exemplu )= fl(x, V1seres yn) si 0

derivim de n—1 ori in raport cu x. Dupa fiecare derivare, inlocuim y;,i=12,...n, cu

expresia corespunzatoare din sistemul (4.7):

, 01, 01 , df1 oft , 0f1 90N 0 /1 0 /1
= + Y1+ Yyt = + f1+ [t
sau
y'i =F2(xay1:y2a-“7yn)
s OFy 0Fy oF, , O0F, O0F, 0F>
= +—= Yt Y, = + e —=
sau
V1= F3(X%,Y1,52000Vn) -
Continuand, se gaseste
yl(n) :Fn (xaylayZ:'“:yn)' (4'20)
Consideram sistemul:
y'l = fl(xayl’yza"'ayn)
y,i = FZ(x7y17y2>-">yn)
“4.21)
-1
Y E (Y2 ya)

a(fl,Fz,...,Fn_l)
a(yz,J’Sa,J/n)

si in ipoteza cd Jacobianul #0 se pot afla functiile y,,vs,..., y,. Aceste

functii depind de x, y1, 1, ..., yfn_l) si inlocuind expresiile lor in ecuatia (4.20) se obtine o

ecuatie diferentiala de ordinul #» cu functia necunoscuta y; (x) de forma:

y =F(x, v V0L --~,y1("_1))- (4.22)



144 CAPITOLUL 4

Fie yl(x) o solutie a ecuatiei (4.22). Inlocuind functia y; si derivatele sale pani la
ordinul n—1 in sistemul (4.21) si rezolvand acest sistem obtinem solutiile y;(x),..., v, (x).

Se poate arata cda functia yp, solutie a ecuatiei (4.22), si functiile y»,..., v,, solutiile
sistemului (4.21), reprezinta o solutie a sistemului diferential (4.7).

Observatia 4.1.5.

1) Teorema 4.1.1 arata ca studiul sistemelor de ecuatii diferentiale de ordin superior se
reduce la studiul sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul intai.

2) Teorema 4.1.4 aratd ca studiul sistemelor de n ecuatii diferentiale de ordinul intai
se reduce la studiul ecuatiilor diferentiale de ordinul 7.

3) Din demonstratia Teoremei 4.1.4 se deduce cd dacd reusim sa gasim solutia
generald a ecuatiei diferentiale (4.22), atunci putem obtine solutia generala a sistemului
diferential (4.7) numai prin derivari si operatii algebrice.

Exemplul 4.1.3. Sa se determine solutia sistemului de ecuatii diferentiale:

y'+3y+z=0
Z'— y+z=0

Derivam (in raport cu x) a doua ecuatiei si obtinem y'=z"+z'. Din a doua ecuatie
rezultdi y=z+z' . Inlocuind aceste expresii in prima ecuatie a sistemului se giseste ecuatia

liniard omogena cu coeficienti constanti de ordinul 2:
z"4z'+4z=0.
Ecuatia caracteristica este
Kz(r)=r2+4 r+4=0, cusolutiile r{=ry=-2.
Solutia generald a ecuatiei liniare de ordinul 2 este de forma:
z=Cie > +Cyxe 2¥,Cy,CheR.
Inlocuind solutia z obtinutd in relatia y=z'+ z se determini solutia sistemului:

y=(C2—C1)e_2x—C2x e 2

z=Cie > +Cyxe 2¥,Cy,CheR.
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Teorema 4.1.5. (Teorema de existenta si unicitate pentru ecuatii diferentiale de ordin
superior)

Fie ecuatia diferentiala de ordinul » data sub forma normala
) -1
») :f(x,y,y G )) : @4.17)
care indeplineste conditiile:

i) f: D —R este functie continua pe D , unde

n—1

D=(xg—a,xg+a)x(yo—bo.yo +bO)XH(J’jO_bjaJ/j0+bj)

J=l
este un paralelipiped cu centrul in M (xo,yo,ylo,...,yn_ljo) €D, a, by,....,b,,_; >0

i) f ‘DR este lipschitziana pe D , inraportcu y,y',..., y(n_l) .

Atunci existd o unicd solutie a ecuatiei diferentiale (4.17), si anume y= (o(x) ,
xelc (xo —a, xo+ a) , care verifica conditiile initiale (conditiile Cauchy):

?(x0) =0, ¢'(x0) =10, ---» (p(n_l) (x0)=Yn-1,0-

Demonstratie. Daca introducem notatiile:

1 " _l
P=3 y2 =" ey g =y 4.23)

atunci ecuatia (4.17) se inlocuieste cu urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

o _

o Y1

dyi

dx B 2

(4.24)

dJ’n—Z _

Ix = Yn-1
dyn-1
d—’; = f(%2V1Yn1)

Cum sistemul (4.24) verificd conditiile din Teorema 4.1.2, rezultd ca existd o solutie

unica a sistemului (4.24)
y=0(x), y1=01(x), o0 Yp1 = @pi1(x), xl (4.25)

care verifica conditiile initiale
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?(x0)=20, 21(X0) = Y105 -» @u-1(X0) = Yn-1,0 - (4.26)

Daca tinem seama de notatiile (4.23) si de faptul ca (4.25) este solutie pentru sistemul

(4.24) obtinem:
(/)(n) (x)= f(x,(p(x),(p'(x),...,go(n_l)(x)), (V)xel
deci y=¢(x), xel este solutie pentru ecuatia (4.17). Pe de altd parte din (4.23) si (4.26)

rezultd ca @(x0)=y0, ¢'(x0)=¥10,---» (p(n_l)(xo) =yn-10- Asadar, y=¢(x),xel, este
solutie unica pentru problema Cauchy (4.17) + (4.18).

Exemplul 4.1.4. Sa se rezolve urmédtoarea problema Cauchy

y"+ y=x, y(O) =1, y'(O) =3.

Solutia generald a ecuatiei diferentiale y"+ y = x este y=Cjcosx+Cpsinx+x.
Din conditiile initiale y(0)=1, y'(0)=3, rezulta C;=1 si C,=2. Solutia problemei Cauchy

este

y=cosx+2sinx+x.

4.2. Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul intii liniare
Definitia 4.2.1. Un sistem de n ecuatii diferentiale liniare de ordinul intdi neomogen

este de forma urmatoare:

d

4.27)
dyn
dyx = an1(x) V14t ann(X)yn+ fn(x)

unde a; jobj=L2,.,n (coeficientii sistemului) si f;,i=12,...,n (termenii liberi) sunt
functii reale continue definite pe un interval /=(a,b)cR, iar yi,..,y, sunt functiile

necunoscute.

Sistemul liniar omogen asociat sistemului (4.27) este de forma:

d
% = all(x)y1+...+a1n(x)yn
(4.28)
d
S = a1 (x) 71+ (3) Vi
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Observatia 4.2.1. Pentru simplificarea scrierii, daca introducem notatiile vectoriale

Y1 all(X) alz(x) aln(x) Fl(x)
Yy = y.2 ,A(x): azl(x) azz(x) azn(x) F(x): Fz(x)

Vn anl(x) anz(x) ann(x) Fn(x)
sistemul (4.27) se transcrie matriceal:

dy

o= A(x) Y +F(x) 4.29)

iar sistemul omogen asociat (4.28) se poate pune sub forma:

dy

——=A(x)Y. (4.30)

Observatia 4.2.2. Daca notam cu gl-(x)=a,~1(x)y1 +...+a;, (x)yn +f,~(x), (V) xel,

. 0g; . . . .
(V)i=12,..,n, atunci izalj (x). Fie xge(a,b)=1 sifie J I un interval inchis care
Yj

contine punctul x(. Deoarece functiile a;; si f; sunt continue pe /, rezultd ca aceste functii
sunt marginite pe J .

Din Observatia 4.1.4, rezulta ca functiile g; sunt lipschitziene in raport cu yy, ..., ¥,
pe domeniul JxR". Rezulti ci pe o vecinitate suficient de mici a punctului

(xo, V105 -+ yno) eJxR" Teorema 4.1.2 de existentd si unicitate este valabild. De fapt, se

poate demonstra mai mult, ca oricare ar fi a <xg<b si oricare ar fi y :(yl(), wes yno) eR”,
existd o solufie unicd a sistemului liniar (4.27), y;=¢(x),..., ¥, =@,(x), xel, care
verificd conditia initiala ¢ (xo) = Y105 > Pn (xo) =y,0-

Definitia 4.2.2. Un set de n functii reale yj1(x), y21(x), ... vn1(x), xeI=(a,b),

continue §i derivabile pe intervalul [ care transforma sistemul (4.27) in identitate pe [

formeaza o solutie a sistemului (4.27).

Y1

< . . . . Yor| .
Aceastd solutie a sistemului o vom nota matriceal Y1=|" . |,iar yi1, ¥ 21,51 le

vom numi componentele solutiei Y7 .
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In continuare vom studia sistemul liniar omogen (4.28) (sau (4.30)).

Propozitia 4.2.1. Multimea solutiilor sistemului omogen (4.28) este un subspatiu
vectorial al spatiului functiilor vectoriale C ! (I ,]R”) = { f:1—>R"; f functie de clasi C 1} ,

adica dacd Y| si Y, sunt doud solutii ale sistemului omogen (4.30), atunci functia vectoriala
Y =CY |+ C,Y, este o solutie a sistemului omogen (4.30), unde C;, C, sunt constante reale

arbitrare.
Demonstratie. Deoarece operatia de derivare este liniara rezulta:

dY d dY dY
E:E(Clyl-i_ C2Y2)=C1d—xl+C2d—x2=C1A(x) Y1+C2A(x) Yy =

ZA(X) (C1Y1+C2Y2)=A(x) Y
deci Y este o solutie a sistemului omogen (4.30).

Remareci 4.2.1. Dacéd notdm cu & multimea solutiilor sistemului omogen (4.30), din

Propozitia 4.2.1 rezultd ca & este un spatiu vectorial real.

Y1 Y12 Yin
Definitia 4.2.3. Fie Y| = y:21 , Y= y:22 g V= y:2n n functii vectoriale
Ynl Yn2 Ynn

continue definite pe intervalul /. Spunem ca Yj, Y, ..., ¥,, sunt liniar independente pe I daca
o relatie liniara Intre ecle de forma

MY (x)+ 2, Y5 (x)+..44,Y,(x)=0 xel

Rna

are loc doar dacd 4;, 4,,..., 4,, sunt toate nule.

n
In caz contrar, dacd exista n numere Ay, 4,,..., 4,, nu toate nule astfel incat sa avem

MY (x)+ 2, Y5 (x)+..44,Y,(x)=0 (V)xel,

Rna

atunci spunem ca functiile Yq, Y, ..., Y¥;, sunt liniar dependente pe I .

Y11 Y12 Vin
Definitia 4.2.4. Fie Y| = y:21 , Vo= y:22 s ¥ = y?n n solutii particulare ale
Ynl Yn2 Yan

sistemului omogen (4.30). Se numeste Wronskianul solutiilor Yy, Y, ..., ¥,, determinantul
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yi(x) y2(x) o yia(x)

W () = (Yoo, ) () <21 ) 3205 e 20 (%)

Yn1(¥) ya2(x) o yun (%)
Propozitia 4.2.2. Dacd Yi,..., ¥, sunt n solutii particulare ale sistemului (4.30), liniar
dependente pe 7, atunci W (x)=W (¥},...Y, )(x)=0, (V) xel.
Demonstratie. Prin ipoteza, existd A,..., 4,, € R, nu toate nule, astfel incét

Y (x)+.4+4,Y,(x)=0 V)xel

oo
relatie echivalenta cu:
iyn(x) + o+ Ay yin(x) =0
......... ey (‘v’) xel. 4.31)
ﬂlynl(x) + ...+ ﬂnynn(x) =0
Deoarece (4.31) este un sistem algebric liniar omogen de n ecuatii cu n necunoscute
A15..., A, , care nu sunt toate nule, atunci (4.31) admite si solutie nebanald, deci rezulta ca
determinantul coeficientilor este zero. Dar, determinantul coeficientilor este chiar
Wronskianul solutiilor Y, ..., Y, . Asadar, W (Y1,...,Y, )(x)=0, (V) xel.
Propozitia 4.2.3. Daca functiile vectoriale Y1,Y,,...,Y, sunt n solutii particulare ale
sistemului omogen (4.30), atunci ele sunt liniar independente pe / dacd si numai daca

Wronskianul W (Y},Y5,....Y,, ) este diferit de zero pe /.

Demonstratie. "= " Presupunem ca solutiile ¥},Y,,...,Y,, sunt liniar independente pe
I . Mai mult, sa presupunem prin absurd ci existd x( € [ astfel incat W (Y},Y,,...,Y,,) si se
anuleze in x(. Consideram sistemul de ecuatii liniar si omogen:

Ciyin(x0) + Cayia(xg) + .+ Cpy1n(x9) =0

C xg)+C xg)+..+C xp)=0
1321(x0) + C2¥22(x0) n¥2n(%0) , (4.32)

Clynl(x0)+C2yn2(x0)+"'+Cnynn(XO):O'

Determinantul sistemului (4.32) este W(YI,YZ,...,Y

)(x0)=0. Atunci sistemul admite

s1 solutii diferite de solutia banala. Fie C,C,,..., C,, o solutie nebanala a sistemului (4.32),
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deci numerele Cj, C,,..., C, nu sunt toate nule si cu ajutorul lor se formeazd functia
vectoriala:
Y=Cin+C, nh+.+C,7%,
sau
v Ciyn+CoyipttCyyiy
V2 C1yn+Coryp+.+Cyyay

Yn Clynl+c2yn2+“'+cnynn

Din Propozitia 4.2.1, rezultd ca functia Y este o solutie a sistemului omogen (4.30).

Folosind ecuatiile sistemului (4.32), deducem ca functiile y;,y»,...,y,, , componentele functiei
Y, satisfac conditiile:
1(%0)=0, ¥2(%0)=0srees ¥ (¥0) =0. (4.33)

Este evident cad functia ¥ =0 este unica solutie a sistemului (4.30) care satisface
conditiile (4.33) si deci rezulta:

CNn+Cy Y +.+C,Y,=0. 4.34)

Numerele G, G,..., G, nefiind toate nule, relatia (4.34) aratd ca functiile Y,Y5,....Y,
sunt liniar dependente pe 7, ceea ce contrazice ipoteza.

Atunci rezultd ca W (Y,Y5,....Y, )(x)#0 pe I.

"<". Presupunem ca W (1,Y,,...Y,)#0 pe /. Atunci solutiile ¥},Y5,....Y, sunt
liniar independente pe / , caci daca ar fi liniar dependente pe 7, atunci din Propozitie 4.2.2 ar
rezulta cd W (x)=W (Y,...Y, )(x)=0 pe I.

Teorema 4.2.1. (Teorema Liouville)

Daca Wronskianul a n solutii particulare Yi,..., ¥}, ale sistemului omogen (4.30) este

diferit de zero intr-un punct x € /, atunci el este diferit de zero pe tot intervalul 7 .

Mai mult,

I(a“(t)+...+an () dt 435
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Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii, consideram cazul particular n=2. Sa

presupunem ca existd xy €/ astfel incat W(xo);tO. Fie 1 =(y11] si ¥p =[y12] doua

Y21 Y22

solutii particulare pentru sistemul omogen (4.30), deci rezulta:

d

dy

Y11 _
Ix =anyintany
X

21 _
I ai1yintazyo
X

si

dy
dx 22 - a1 yiptaxyn
X

Y12 _
I =anyintanyn
X

(4.36)

Wronskianul acestor solutii este:

yir yiz2

W(x)=W(Y,Yy)= ,xel.

Y21 ¥Y22

Tinand seama de modul de derivare al unui determinant, folosind identitatile (4.36) si

proprietatile determinantilor, rezulta:

dyi1 dyip yiro vz
p ailyirtany2r aplyiztanyn
_ X dx |4 _ +
dx dya1 dym Y21 22
Y21 vy dx dx
Y11 Y12 aryil a1yi2 Y11 Y12
+ = + =
artyiitazyzr a21yi2tayn Y1 Y2 anya1 any»
Y1 iz
:(a11+a22) =(a11+a22)W(x).
Y21 Y22
Asadar, avem
aw
——=(an(x)+an(x))W(x).(v)xel. (437)

Observam cé (4.37) este o ecuatie diferentiald de ordinul intai liniara si omogena.

Solutia sa generala este de forma:

X

I(all(t)+a22(t))dt

W(x):Ce"O , xel

unde C €R este o constantd arbitrard. Deoarece W(xo) =C, rezulta:

[(an(o)ran(e)) as

W(x)=W(xq)e , (V) xel.
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Definitia 4.2.5. Se numeste sistem fundamental de solutii pe I ale sistemului omogen
(4.30) orice set de n solutii particulare ale acestui sistem, Yj,..., ¥;,, cu proprietatea ca exista
xq € I, astfel Incét W(Yl,...,Yn)(xo) #0.

Teorema 4.2.2. Fie Yi,...,Y, n solutii particulare ale sistemului omogen (4.30).

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) 1,..., ¥, este un sistem fundamental de solutii pe / pentru sistemul (4.30)

2) 1j,..., ¥;, sunt liniar independente pe [

)Y W(x)=W(1,..Y,)(x)#0,(V)xel.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din Propozitia 4.2.3 si Teorema Liouville.

Teorema 4.2.3. Dacd Yj,..., Y, constituie un sistem fundamental de solutii pe [
pentru sistemul omogen (4.30), atunci oricare ar fi ¥ solutie a acestui sistem, exista
Cy,...,C, R astfel incat

Y(x)=C1Y(x)+..+Cp Yy(x), (V) xel.

Y11 Vin B!
Demonstratie. Fie Y;=| : |,..,Y,=| : [,Y=| : | si xoel oarecare, fixat.

Ynl Ynn Yn

Consideram urmatorul sistem:

y11(x0) + o + Auyin(x0) = y1(x0)
......... e (4.38)

Mya1(x0) + o + Ay ynn(x0) = ya(xo)

Deoarece determinantul coeficientilor sistemului (4.38) este chiar Wronskianul
solutiilor Yi,..., ¥;, si acesta este diferit de zero conform Teoremei 4.2.2, rezulta ca sistemul
(4.38) admite solutie unica. Fie Cy, ..., C, solutia unica a sistemului (4.38) si fie

Z=Cinh+..+C,Y,.

Din Propozitia 4.2.1, rezulta cd Z este solutie pentru sistemul omogen (4.30). Pe de
altd parte, observam ca Z(xo)=Y(x¢). Din Teorema de existentd 4.1.2, rezulti ca Z=Y,

deci

YyY=cin+..+C,7,.
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Remarca 4.2.2. Multimea tuturor solutiilor sistemului omogen (4.30) (definite pe

intregul interval /) este un spatiu vectorial real izomorf cu spatiul R” .
Demonstratie. Fie & spatiul vectorial real al solutiilor sistemului omogen (4.30)

(Remarca 4.2.1). Fie x(, € I un punct arbitrar fixat si asociem fiecarei solutii ¥ € 5", vectorul

Y(xg)eR". Astfel se poate considera transformarea liniara 7:8 ->R", T(Y)=Y(x().
Conform Teoremei 4.1.2, rezultd cad 7' este bijectiva, deci 7 este izomorfism.

Cum dimR"” =n, atunci dimS =n, deci orice multime de n solutii ale sistemului
(4.30) liniar independente pe I, notate Yj,...,Y,, formeazd o bazd a lui & . Atunci, orice
solutie ¥ a sistemului (4.30) se poate exprima unic de forma:

Y=C1Y|(x)+..+C,Y,(x),xel,cu Cy,.., C, constante reale.

Observatia 4.2.4. Din Teorema 4.2.3, rezultd ca daca cunoastem »n solutii particulare
ale sistemului omogen (4.30), Yj,..., ¥},, care sa formeze un sistem fundamental de solutii pe

I , atunci cunoastem solutia generald a sistemului omogen, si aceasta este data prin:
Y=C\1+..+C, Y, 4.39)

unde Cj, ..., C, € R sunt constante arbitrare.

Teorema 4.2.4. Solutia generald a sistemului liniar neomogen (4.29) se obtine
adaugand la solutia generala a sistemului liniar omogen asociat (4.30) o solutie particulara

oarecare a sistemului neomogen (4.29), adica
Yoy =Ygo +Y)p
unde s-au notat cu

Y5y solutia generald a sistemului neomogen (4.29)

Y50 solutia generala a sistemului omogen (4.30)

Y,, o solutie particulara a sistemului neomogen (4.29).

Demonstratie. Fie Y p O solutie particulara a sistemului neomogen (4.29) pe [/, deci

verifica ecuatia:

dy,
dx

zA(x) Yp+F(x), xel.

Fie Y50 solutia generald a sistemului omogen (4.30) pe /, deci rezulta:
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dYGO_
dx

A(x) Ygo-

Solutia generald Y, a sistemului omogen (4.30) depinde de n constante arbitrare

(conform Observatiei 4.2.4, (4.39)). Dacd notam Y=Y;5 + Y, atunci si ¥ va depinde de

aceleasi n constante arbitrare de care depinde Y.
Se calculeaza:

dY dYGO+Yp dYGO dY
dx: ( dx ): dx * dxp:A(x)YGO+A(x)Yp+F(x):

=A(x) (Yoo +Yp)+F(x)=A(x) ¥ + F(x)
ceea ce aratd ca functia Y=Y59 +7Y p este solutia generala a sistemului neomogen (4.29),

daca tinem seama de definitia solutiei generale pentru un sistem de ecuatii diferentiale.
Observatia 4.2.5. Pentru a afla solutia generala a sistemului neomogen (4.29) este
suficient sd se cunoascad un sistem fundamental de solutii al sistemului omogen asociat (4.30)
si o solutie particulara a sistemului neomogen (4.29).
Aflarea unei solutii particulare a sistemului neomogen (4.29) constituie o problema, in
general, dificila. Dacad nu se cunoaste o solutie particulard a sistemului (4.29), dar se cunoaste
solutia generala a sistemului omogen (4.30), atunci se poate afla solutia generala a sistemului

neomogen (4.29) prin metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.

4.3. Metoda variatiei constantelor a lui Lagrange

In continuare, prezentdm metoda variatiei constantelor a lui Lagrange pentru

rezolvarea sistemelor neomogene.

Y1 Y12 Yin
Fie Y= y:21 , Vo= y:22 yees Yy = y:2n un sistem fundamental de solutii al
Ynl Yn2 Ynn

sistemului liniar omogen (4.30), deci solutia generald a sistemului liniar omogen (4.30) este

de forma:
Y=C1Yi(x)+ CrYy(x)+..+C, Y, (x), xel=(a,b).
Se cauta solutia generald a sistemului neomogen (4.29) de aceeasi forma cu solutia

generald a sistemului omogen (4.30), inlocuind constantele arbitrare Cj, C5,..., C,, cu

n

functiile reale derivabile ce depind de x, notate cu Cy(x), Cp(x),..., C,(x), x 1.
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Prin urmare, solutia generala a sistemului neomogen (4.29) se cauta de forma:
Y =Cy(x) Y (x) + Cy(x) Yo (x)+...+ Cpp(x) Y, (x)
unde functiile C;(x),i=1,2,...,n sunt date prin:

c,.(x)=jc;.(x) dx+ K, i=1, 2 n K; € R

iar functiile derivate C; (x), i=1, 2,..., n reprezinta solutia sistemului liniar neomogen:

C'l(x)y“(x) + C'Z(x)ylz(x) + ..+ C'n(x)yln(x) = fl(x)
C'l(x)y21(x) + C'z(x)yzz(x) + ..+ C'n(x)yzn(x) = fz(x)

(4.40)
C] (x)ynl(x) + C'z(x)ynz(x) + ..+ C) (x)ynn(x) = f, (x)
Demonstratie. Se face demonstratia in cazul particular n=2.
Fie sistemul liniar neomogen:
d
S — gy +apyy + f
dx
(4.41)
dyy _
=ayyr+anyy+
dx
si sistemul liniar omogen asociat
dy
d—l =anyy tapny?
X
(4.42)
dyy _
.t tany,
X

Y11 Y12
Fie 1] :{ J si ¥p :£ J un sistem fundamental de solutii al sistemului omogen
Y21 Y22

(4.42). Atunci rezulta:

dyq dypp
———=ajyy tapny ——==dan1ypp tapnyy
dx | dx
i : (4.43)
dysy dyy»
— - =ajz 1y taxny — = =axyip taxnyn
dx dx

Solutia generala a sistemului omogen (4.42) este de forma:
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Y10 Ciyvi+Coyna
YGO: =C1Y1+C2Y2= ,CI,C2€R.

Y20 Ciy21+Caym

Construim functia vectoriala

Y:(yl } €y (2) 7 (x)+ Ca () Fa (2) :Lcl(x)hl +C2(x)y12] 4

V2 Ci(x)y21+Co(x) v

si ardtdm ca este solutia sistemului neomogene (4.41).
Din conditia ca functia (4.44) sa verifice sistemul (4.41) rezulta:

Cr(x) y11+C1(x) 11 +Ch(x) y12+Ca(x) iz =
=ay (C1(x)y11+Co(x)y12)+an(Cr(x)ya1+Ca(x)yaa)+ f1
Cl(x)y21 +C1(x) ¥ +Ch(x) o +Co(x) ¥ =
=a,(Ci(x)y11+Co(x)y12)+an (C1(x) a1 +Co(x)y22)+ f2 -
Tinem seama de relatiile (4.43) si rezulta:
Cr(x)y1n + Co(x¥)y12 = f1(x)
. xel. (4.45)
Ci(x)ya1 + Co(x)y2n = f2(x)

Sistemul liniar omogen (4.45) are 2 ecuatii cu 2 necunoscute C’l(x) si C'2(x).

Determinatul acestui sistem este chiar W (Y},Y, ) si W(Y],Y,)#0 pe I (deoarece Y1,Y

este un sistem fundamental de solutii), deci sistemul (4.45) are solutie unicd C{(x) si C%(x).

Rezulta
Cl(x):IC’l(x)dx+K1 . Cz(x):IC’z(x)dx+K2, Ky Ky <R.

Inlocuind Cj(x) si C,(x) in solutia (4.44) se obfine solutia generald a sistemului

neomogen (4.41), si anume:

x dx+y12jC§ (x)dx

" Kiyyii+Kyyi+yn
Y{ } (4.46)

Y2

K1y +Kyym+yo|C

Jeit
I 1(x) dx+y22jC§ (x) dx
Observatia 4.3.1. Functia (4.46) este solutia generald a sistemului neomogen (4.41).

Daca notam cu
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» y“J-C'l(x) dx+y1p | Ch(x)dx

J
yZIICi(x) dx+yzzjc'2 (x) dx

Y10 Kiyi1+Koy12
Y20 Kiyyn+Kyy»

atunci se observa cd Y este solutia generala a sistemului omogen (4.42), Y p este o solutie

sicu

particulard a sistemului neomogen (4.41) si solutia generald a sistemului neomogen (4.41)
este de forma
Y = YGO + Yp .
Exemplul 4.3.1. S se determine solutia generald a sistemului de ecuatii diferentiale
liniar neomogen

dy 4 4 1

dx xy 2 X
dz 1
— =2y - —z +x
dx 7 X

2
1 x
stiind cd Y :( ] s1 Y, :£ 3 ] sunt doua solutii particulare ale sistemului liniar omogen
X
X

asociat.

1 2x2

Calculdm W (Y,Y,)= =—x3 %0, (V) x>0, deci Y, Y, formeazd un sistem

X X

fundamental de solutii pentru sistemul liniar omogen asociat, pe intervalul (0, oo) .

Solutia generala a sistemului liniar omogen asociat este:
1 2x2) [ Cy+2C,x3
YGO=C1Y1+C2Y2=C1 +C2 = ,CI,CZGR.
X x3 Cix+Cyx’

Folosind metoda variatiei constantelor a lui Lagrange, se variazd constantele

Cy - Cy(x) si C5 = C;,(x) iar solutia generald a sistemului neomogen este de forma:

Cl(x)+2C2 (x)x2

YZCI X Y1+C2 X Yz &Y=
) ) Cl(x)x+C2(x)x3
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Se obtine sistemul:

Ci(x) +2C'2(x)x2:l
x
Ci(x)x+ C'z(x)x3 =X
cu soluiile Cf (¥) =2~ i C (¥) = ——5 -+
X X x3
Atunci
Cl(X)ZjC'l(x) dx:J-(Z—l) dx=2x-Inx+K,
x

cz(x):jc'z(x) dxzj(—%+%j dr=t-Lik.

X X

Inlocuind Cy(x) si C,(x) se va obtine soluia generald a sistemului neomogen:

Y= = deci

(y] 2x—1nx+K1+2x—1+2K2x2
3 9

x
z 2x2—xlnx+K1x+x2—3+K2x

y(x)=2K2x2+4x—lnx+K1—1
z(x)=K2x3+3x2+(K1—%)x—x Inx.

Observatia 4.3.2. In principiu, rezolvarea sistemului neomogen (4.29) este
intotdeauna posibila dacd se cunoaste un sistem fundamental de solutii pentru sistemul
omogen (4.30). In general, pentru sisteme liniare omogene cu coeficienti variabili este dificil
de aflat un sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen. Acest lucru este posibil in

cazul sistemelor cu coeficienti constanti. In continuare, vom studia astfel de sisteme.

4.4. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti
Definitia 4.4.1. Un sistem de n ecuatii diferentiale liniare de ordinul intdi neomogen

cu coeficienti constanti este un sistem de forma:

dy
Ty T Vit tdinyn + f1(x)
4.47)

dy
dxn = an1y1+-~-+annyn+f2(x)




SISTEME DE ECUATI DIFERENTIALE 159

unde a;;,i, j=1,2,..,n sunt constante reale, f;,i=1,2,...,n sunt functii continue definite pe

un interval 7 =(a, b)c R, iar yj, ..., y, sunt functiile necunoscute.

Sistemul (4.47) admite urmatoarea reprezentare matriceala:

% =AY+ F(x) (4.48)
Y1 aiy ap ... aip
unde Y = y,2 este vectorul functiilor necunoscute, 4= L este matricea
Vn Ayl Ap2 - Aup
N1(x)
coeficientilor sistemului si F (x) = fzz(x) este vectorul termenilor liberi.
fn()
Sistemul liniar omogen cu coeficienti constanti asociat sistemului (4.47) este de forma:
% =anyitetagmya
(4.49)
% =apl Y1t T appVn
sau
Ccil_fc/ =AY. (4.50)

Toate rezultatele stabilite anterior pentru sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu
coeficienti variabili, omogene sau neomogene, riman adevarate si pentru sistemele liniare cu
coeficienti constanti (4.47) si (4.49).

Conform Teoremei 4.1.4, rezolvarea sistemului omogen (4.49) este echivalentd cu

rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordinul # liniard omogena cu coeficienti constanti, care
admite solutii de forma e’” . Este deci firesc si cautim solutiile sistemului (4.49) de forma:
rx rx rx
y1=Cie’", yy=Cre ", ..,y =Cye 4.51)

sau echivalent
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C
Y=o C,unde C=|
o
cu C,Cy, ..., C, st r constante reale.

Daca derivam in raport cu x si introducem aceste functii in sistemul (4.49) obtinem,

in urma simplificirii cu e’ (erx ;tO), un sistem algebric omogen cu n ecuatii si n

necunoscute C,C», ..., C,:
(all—l”)cl + a12C2 + ...+ al,,,Cn =0
arCy + (azz—V)C2 + ...+ a»,C, =0
(4.52)
a,Cy + aynChr + ...+ (a,m—r)Cn =0

Daca sistemul (4.49) admite solutii de forma (4.51), atunci:

e r este valoare proprie a matricei 4 a sistemului;

e ( este vectorul propriu corespunzator.

Problema rezolvarii sistemului diferential omogen (4.49) se reduce astfel la
determinarea valorilor si vectorilor proprii pentru matricea asociata A .

Ne intereseaza solutiile sistemului (4.52) care sa nu fie identic nule, iar sistemul (4.52)

admite o solutie nebanala C{,C,, ..., C,, dacd si numai dacd determinantul sau este nul, adica
daca r verifica ecuatia:
det(A—rln )=O

unde /, este matricea unitate de ordinul 7, sau ecuatia echivalenta:

ayn—r ain aip
any ay»-—-r .. oy
K,(r)= =0 (4.53)
anl ayn e AApp—Vr

Ecuatia (4.53) este o ecuatie algebrici de gradul n si se numeste ecuatia
caracteristicd asociata sistemului liniar omogen cu coeficienti constanti (4.49).

Ca si in cazul ecuatiilor diferentiale de ordinul » liniare omogene cu coeficienti
constanti, determinarea solutiei sistemului omogen (4.49) s-a redus la rezolvarea ecuatiei

algebrice (4.53).
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In legatura cu radacinile ecuatiei caracteristice (4.53) consideram cazurile:

Cazul I: r=r( este o rddacina reald simpla a ecuatiei caracteristice (4.53)

Sistemul (4.49) admite o solutie de forma:

y1=C1e’**, yy=Cre’* .. y,=C,e"".

Prin inlocuirea lui » cu 7 In sistemul algebric (4.52) se determina C,,C3y, ..., C,, in
functie de C;.

Cazul Il: r=a+ip si r=a—i S sunt doud radacini complexe conjugate simple ale

ecuatiei caracteristice (4.53)

Solutia sistemului (4.49) relativa la aceste radacini este de forma:
y1=(4jcos(Bx)+Bysin(fx))e**
vy =(A4ycos(Bx)+Bysin(Bx))e*”
¥ =(4,cos(Bx)+B,sin(Bx))e*”
pe care daca o inlocuim 1n (4.49) se obtine, prin identificare, un sistem algebric din care se
determind 4,,...,4,,8B,,...,B, in functie de 4;, B.
Cazul IlI: r=r( este radacina reald multipld de ordinul p < a ecuatiei caracteristice

(4.53)

1 Z(AH +A12X+...+A1pxp_l)€rox

3 4) Z(A21+A22X+...+A2pxp_l)er0x

Yn =(An1+An2x+...+Anpxp_1)e
si toate constantele A;; se determina in functie de Ay, 43, ..., 41, prin inlocuire in

sistemul (4.49) si identificare.
Cazul IV: r=a+if si r=a—i f sunt doud radacini complexe conjugate ambele
multiple de ordinul p < n ale ecuatiei caracteristice (4.53)

Solutia sistemului (4.49) relativa la aceste radacini este de forma
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1 =(A11 +A12x+...+Alpxp_l)eaxcosﬂx+(311 +Blzx+...+Blpxp_l)eaxsinﬂx

Vs =(A21 + ApX +.t Ay xp_l)e“xcosﬂx+(321 +Byx+..+By ), xp_l)eaxsinﬂx

si toate constantele 4, ;, B;; se determind in functie de 4y, A1y, ..., 41.B11, Bio, -, By

prin inlocuire in sistemul (4.49) si identificare.

Exemplul 4.4.1. Sa se gaseasca solutia generala a sistemului liniar omogen

dy

<1 - _ +

dx ia Y2
d

dx

dys

—2 = -4
dx N Y3

Cautam solutia sistemului sub forma:

y1=Cie'™*, yy=Cre"™, y3=C3e"*,Cy,Cy, C3€R.

Ecuatia caracteristica asociata sistemului este:

—-1-r 1 0
Ki(r)=| 0 —1-r 4 |=0 & K3(r)=—r’-6r2-9r=0
1 0 —4-r

s1 admite raddcinile reale r; =0, r, =73 =-3.

Solutia generala a sistemului este de forma:

yi= A+ Adye ¥+ A3xe37, Ay, Ay, A3 €R

vy=Bj+Bye ¥ +Byxe > By, By, ByeR

y3=C+Cre ¥ +C3yxe 3%, Cy, Cy, C3 R,

Se vor determina constantele By, B,, B3, C|, C,, C3 in functie de 4y, 45, A3. Prin
derivarea ultimelor relatii si inlocuirea lor in sistemul omogen dat se gasesc egalitatile:

(A3-345)e 3" —3d3xe ¥ =B — A +(By— Ay Je ¥ +(B3—A3 )x e3*

(B3-3B,)e >*—3Byxe ¥ =4C|~ B, +(4C, — B, )e ** +(4C3-B3 )x e 7

(C3-3C; Je ¥ —3C3xe > =4 —4C, +( Ay —4C, Je >  +(A3-4C5 )x e 3",
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Identificand coeficientii ecuatiilor unu si trei se obtin:

Bl—AIZO Bl:Al
A3—2A2—32=O B22A3_2A2
2A3+B3:0 B3:_2A3
, deci 1

A1—4C1=0 Cl:ZAl
Ay—Cr—-C3=0

A2 C2 03 2
33T C3 =43

Observatie: Era suficient sd derivam doar doud dintre solutiile yq,y,,y3 si sd le

inlocuim in ecuatiile corespunzatoare ale sistemului dat.

Solutia generald a sistemului este de forma:
N =A1+A2€_3X+A3X€_3x
yo= A +(A3-245 )e ¥ 243573
1 _ -
y3 :ZA1+(A2—A3)6 3x+A3xe 3x, Al, A2, A3 eR.

Exemplul 4.4.2. Sa se gaseasca solutia generala a sistemului liniar omogen

dy

<1 - _ +

dx Y2 Y3
d

2,

dx

dy

=3 =y + 4y;
dx

Ecuatia caracteristica asociata sistemului este:

-r -1 1
K3(r)= 0 - 1 |=0< K3(r)=—r3+r2—r+1=0
-1 0 1-r

Solutia generald a sistemului este de forma:
1 =A1€X+A2005X+A3Sinx, Al’ Az, A3 eR
) =Ble x+Bz COSX+B3 sin x, Bl, Bz, B3 eR

3 =C16x+C2COSx+C3 sin x, Cl’ Cz, C3 eR.
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Derivam primele doua solutii, le inlocuim 1n sistemul omogen si gasim egalitatile:
Aye’ —Aysinx+Azcosx=(C;—By)e* +(Cy—By )cosx+(C3—Bj )sinx

Bye* —Bjsinx+Bzcosx=Cie* +Cycosx+Cysinx.

Rezulta:

A1+BI—C1:0 A1:0

AZ—B3+C3 =0 A2=C2—C3

A3+Bz—C2:0 A3:C2+C3
, deci .

B,-C; =0 B, =C,

32+C3=O 32:—C3

B3—Cy=0 B3 =C,

Solutia generald a sistemului este de forma:

V1 Z(CZ—C3 )COSX+(C2+C3 )sinx
y,=Cie*—C3cosx+C,sinx

y3 =Clex+CZCOSX+C3 sinx, Cl’ C2, C3 eR.

Observatia 4.4.1. In Teorema 4.2.4, s-a aritat ci solutia generala a unui sistem liniar
neomogen este egald cu suma dintre solutia generald a sistemului omogen asociat si o solutie

particulara a sa, adica Ygy = Y50 +7Y), , unde notam cu
YN solutia generald a sistemului liniar neomogen (4.47)
Y0 solutia generald a sistemului liniar omogen (4.49)

Y, o solutie particulara a sistemului liniar neomogen (4.47).
O solutie particulara Y pa sistemului liniar neomogen cu coeficienti constanti (4.47)

se poate determina intotdeauna prin metoda variatiei constantelor a lui Lagrange sau se cauta
ca si in cazul ecuatiilor diferentiale de ordin superior liniare cu coeficienti constanti cu
termenul liber de forma speciala.

In continuare vom exprima solutia generald a sistemului liniar omogen cu coeficienti
constanti (4.50) folosind exponentiala de matrice.

Remarca 4.4.2. Reamintim ca, prin definitie, derivata unei matrice ale carei elemente

sunt functii derivabile, este matricea formata cu derivatele acestor elemente. Asadar avem ca

) o ()} e (X)) Sn(x)

= , xel
fnl(x) fnn(x) f}lﬂ(x) filwt(x)

daca f; j I —>R sunt functii derivabile, oricare 7, j=1,2,...,n .

!
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In particular, (4 x)'=4.

Prin inductie matematica se demonstreaza imediat ca

((4%)%) =k 4(4x)* k21, keN.

® k
A
Cum eAx:Z( kx‘) , xe R si convergenta este uniforma (Vezi [14], 3.6.1),
k=0
rezultd ca
, k-1 o k-1
o A S e
k! (k—l)'
k=1 k=1
Asadar, avem
(eAx) =4el* xeR. (4.54)

Teorema 4.4.1. Solutia generala a sistemului liniar omogen (4.50) este de forma
Y=ed¥C (4.55)

C
unde C=| : | esteun vector constant oarecare, cu C; R, i=12,...,n.
Ch

. . . : dY . .
Demonstratie. Din (4.54), rezulta imediat ca E:A e4*C . Tnlocuind in (4.50),

obtinem identitatea 4 ¢1¥C=A4 e?* C, deci (4.55) este solutie pentru (4.50).

Exemplul 4.4.3. Sa se rezolve sistemul liniar neomogen

ﬂ=—2y+ z+2x+3
dx
(4.56)
dz
—=-4y+3z+4x -1
dx
Sistemul omogen asociat este:
dy
—=-2y+ z
dx 4
4.57
R -
dx 4
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Conform Teoremei 4.4.1, solutia generald a sistemului (4.57) este ¥ = ed¥C , unde

-2 1 C
A :[ j este matricea sistemului si C :[ ] este un vector oarecare constant.
-4 3 2

Matricea e * se calculeazi usor, daca matricea A se poate aduce la forma diagonala.
In cazul nostru acest lucru este posibil. Intr-adevir, valorile proprii ale matricei 4 sunt:
—2-r

=0,deci r1=2,rp=-1.
-4  3-r

solutiile ecuatiei caracteristice K, (r) =

Cum r| #r, existd o baza formatd din vectori proprii. O astfel de baza este:

()

Matricea de trecere de la baza canonica la aceastd noud baza formata din vectori

proprii este:

1 1 | B
T= ydar 77 =
4 1

n r 0 2 0
In raport cu noua baza, matricea A4 are forma diagonala D =( J =( ] .
0 r

WA W=

Din proprietatile functiei 4 — e (vezi [14], 3.6.2) rezultd ca

er— erlx 0 ~ e2x 0
0 e 0 e ¥

si deoarece D=T 4T , atunci

1 4 1 1
_562x+§€—x §€2x_§e—x
eAx:T erT_lz
4 4 4 1
_ . e2x+ Ee—x §er_ge—x
Solutia generala a sistemului omogen (4.57) este:
1 2y 4 1 2 1 _
—=Cre“+=Cie " +=Cre“*—=Cre™™*
[yoJ AX{CIJ 3016 TaTie Tyt Tmhac
YGo= =e =
20 C _ﬂ 2x i —-x i 2x_l —-x
3C1€ +3C1€ +3C2e 3C2e
. . Cr,-C 4C,-C
Daca introducem notatiile K| = 2 -l g =1—2, rezulta:

3 02T T3
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Yo = Klezx + K2 e ¥
. (4.58)
zZp = 4K, er + K> e "

Pentru a gasi solutia sistemului neomogen (4.56), folosim metoda variatiei
constantelor a lui Lagrange. Cautam solutia sistemului neomogen de forma:
y = Kl(x)ezx + Kz(x)e_x
4.59)

z

4K (x) 2 + Kp(x)e ™
Functiile K/ (x) si K’(x) verificd sistemul:
Ki(x)e?™ + Kh(x)e ™ =2x+3
4K} (x)e?® + Ky (x)e ™ = dx-1

Rezolvand acest sistem, obtinem:

o2 K,z(x):4x3+13 I

si mai departe, prin integrare:

4x+9
3

3 -2x+3
6

Ki(x) e 4+ K3, Ky(x)= e +Ky. (4.60)

Inlocuind (4.60) in (4.59), rezulta solutia generald a sistemului (4.56):
y= Kj ezx+K4 e "+ x+%
z=4K3e2x+K4e_x + 5
Observatia 4.4.2. La acelasi rezultat se ajunge si daca se foloseste metoda eliminarii,
pe care o vom descrie n continuare.
Se deriveaza una din ecuatiile sistemului (4.56), de exemplu, prima si se elimind z si

z' din ecuatiile sistemului i din ecuatia derivata, obtinandu-se in final o ecuatie diferentiald

liniard de ordinul doi cu coeficienti constanti in necunoscuta y .

Sa reluam, folosind metoda eliminarii, rezolvarea sistemului (4.56):

Q=—2y+ z+2x+3
dx
£=—4y+3z+4x—1
dx

Derivand prima ecuatie, obtinem:
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d? dy d
=222 5500, (4.61)
dx dx dx
Din prima ecuatie a sistemului, deducem ca
dy
=——+2y-2x-3. .
z dx+ y—2x 4.62)
Tinand seama de a doua ecuatie a sistemului, rezulta
d d
—Z:—4y+3 —y+2y—2x—3 +4x—1, si mai departe
dx dx
dz dy
—=3—+2y-2x-10. .
dx a’xJr yoex (4.63)

Inlocuind (4.63) in (4.61), obtinem urmitoarea ecuatie diferentiala de ordinul doi:
y'-y-2y=-2x-8. (4.64)
Ecuatia omogena asociatd este y"—y—2y=0, iar ecuatia sa caracteristica este
r%—r—2=0. Ridicinile ecuatiei caracteristice sunt r; =2, r, =—1, deci solutia generald a
ecuatiei omogene este y o =C| e+ C se . Cautim o solutie a ecuatiei neomogene (4.64)
de forma membrului drept (pentru ca nu avem rezonanta):

ypzAx+B. (4.65)

7
Punand conditia ca (4.65) sa verifice ecuatia (4.64), obtinem 4=1, B =5 Asadar,

solutia generald a ecuatiei (4.64) este

_ 7
y=Cie** +Cye Tx o (4.66)

Inlocuind (4.66) in (4.62) rezulta:
Z=4C1€2x+C26_x+5
In consecinta, solutia sistemului (4.56) este:

y = C1e2x+C2e_x+x+%

z=4Clezx+Cze_x + 35

aceeasi solutie ca si cea obtinutd cu metoda matriceala.
Observatia 4.4.3. Metoda matriceald pentru rezolvarea sistemelor liniare omogene cu

coeficienti constanti se aplica si in cazul cand matricea 4 nu se poate diagonaliza, folosindu-
se in acest caz pentru calculul matricei e forma canonic Jordan a lui 4. Pentru detalii

vezi [1].



CAPITOLUL S5
ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL INTAI

S.1. Integrale prime. Sisteme simetrice de ecuatii diferentiale
Definitia 5.1.1. Prin sistem autonom de ecuatii diferentiale se intelege un sistem de

forma

dyi

W = fl(yla“"yn)

(5.1)

d
dyxl’l = fn (yl:"-)yn)

unde f,..., f,, sunt functii continue pe o multime deschisi D R”. Se observa ci in cazul
sistemelor autonome, variabila independenta x nu apare printre argumentele functiilor f; .

Definitia 5.1.2 O functie w:DcR" > R se numeste integrala primd pentru sistemul
(5.1) daca:

) yeC! (D);

2) w nu este o functie constantd pe D ;

3) Pentru orice solutie y;=¢(x), ..., v, =@,(x), xel, a sistemului (5.1), existd o
constantd reali C eR, care depinde de aceastd solutie, astfel incat t//(gol(x), s Oy (x)) =C,

pentru orice xe /.

Definitia 5.1.3. Integralele prime distincte w1, o, ..., Wi, k <n, ale sistemului (5.1)

7
0

se numesc independente daca matricea jacobiana (
Vi

j ,1<i<k, 1< j<n,arerangul k.
i,j

Exemplul 5.1.1. Fie sistemul autonom de ecuatii diferentiale

dy
ax T
. (y1, y2)eR%. (5.2)
v _
dx !

169
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Folosind metoda eliminarii se obtine imediat solutia generald a sistemului (5.2), anume:

y1 = Cjcosx + Cpsinx
(5.3)

yy = —Cysinx + Czcosx'
Se observd ci functia y:R?> >R, definitd prin v (v1.v2) =y +y3, pentru orice
( V1» yz) eR? , este o integrald prima pentru sistemul (5.2). Intr-adevar:

l//(Cl cosx+Copsinx, —Cysinx+Cp cosx) = C12 + C22 =constant .
Teorema 5.1.1. Dacd f; sunt functii continue si lipschitziene pe D, atunci o functie

vel ! (D) este integrala prima pentru sistemul (5.1) daca si numai daca

0 0
N (y)a—;”l(y)+---+fn (y)ﬁ(y) =0, (V) y=(»1,-»yn)eD. (5.4)
Demonstratie.

Necesitatea: Fie xg € R si yg = ( Y105 - yno) € D oarecare fixat. Din Teorema de existenta
si unicitate pentru sisteme de ecuatii diferentiale, rezultd ca existd o solutie unica a sistemului (5.1),
1= 01(%)s s ¥u=@n(x), x €1, cuproprietatea ¢1(x0) =10, ---» @u(X0) =10 -

Dacd i : D — R este integrala prima pentru (5.1), atunci

W(gol(x),..., ?,, (x))zC, (V)xel. (5.5)

Derivand (5.5), rezulta:

2 ) 25 22 1

Tinand seama ca ¢y, ..., ¢, verifica sistemul (5.1), mai departe avem:

oy

a_yl((pl(x)’ > @Pn (x))fl (¢’1(X), ey Oy (x))+,__+
+§J§’”n ((Dl(x), s Opy (x))fn (¢1(x), ey Oy (x)):() , (V) xel.

In particular, pentru x = x , rezulti

S_Z(yo)fl(yoh ot aay'/; (v0) /2 (70)=0.

Cum yg e D a fost arbitrar, rezultd ca y verificd (5.4) pe D.

Suficienta. Fie y; = @ (x), ..., ¥, =@n(x), x €1, 0 solutie oarecare a sistemului (5.1).
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Atunci ((/)1(x),..., (pn(x))eD, (V)xel si

%=f1(§01(x),..., Pn (), .- aafﬁxn = fu(91(x), s 9u (%)), (V) xel.

Dacd yweC ! (D) verifica (5.4) pentru orice y € D, atunci avem:

oy do oy do
a—yl(gol(x),..., (p”(x))'ﬁ+"'+8yn (21(x), - @u (%)) dxn =0, (V)xel

relatie echivalenta cu

%((/’1(’5)’ s Pp (x)):O, (V)xel

de unde rezulta ca
l//(gol(x), e Oy (x)) =C, (V)xel.

Asadar, i este integrala prima pentru sistemul (5.1).

Teorema 5.1.2. Presupunem ci functiile f;: D cR” — R sunt continue, lipschitziene
n
si Zfiz (»)#0, (¥) y=(¥1, .., yn)€D. Atunci sistemul (5.1) admite (n—1) integrale
i=l

prime independente /|, o, ..., ¥,_1 §i orice altd integrald prima y se poate scrie sub forma

Y=0W 1, W2 V1)
® unde este o functie arbitrara, cu derivate partiale de ordinul intai continue.
Demonstratie. Fie w1, o, ..., ¥,_| integralele prime pentru sistemul (5.1) si fie y alta

integrala prima a sistemului. Din Teorema 5.1.1, rezulta:

dyy
Oyn

(»)faly) =0

%(y)fl(y) I a‘/’_n—l(y)fn(y) —0 (V) y=(r1. yn)eD.  (5.6)

o Oyn
oy oy 3
a_yl(y)fl(y) + ..+ E(J’)fn(y) =0

Am obtinut un sistem algebric liniar si omogen in necunoscutele fi(y), f2(»),.-.s

I ( y). Cum functiile f; nu pot fi simultan nule, sistemul admite solutii nebanale, de unde
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rezultd ca determinantul coeficientilor este zero. Dar determinantul sistemului este chiar

determinantul functional:

oy oy oy

) 500 e )

oY -1 OV -1 OV n-1 =0, (V)yeD
L) B0 S

oy oy oy

) 50 - )

deci rezultd ca w depinde functional de w1, ¥, ..., ¥,_1, adica are loc relatia din enunt.

Observatia 5.1.1. Tinand seama si de Teorema 5.1.2, rezulta ca sistemul (5.1) admite
(n —1) integrale prime independente si (n —1) este numarul maxim de integrale prime
independente ale sistemului (5.1).

Definitia 5.1.4. Daca functiile reale f{, f>,..., f;; sunt continue si lipschitziene pe

n
multimea deschisa D cR”, cu Zﬁz (1, yn) 20 pe D, atunci sistemul autonom (5.1)
i=1

se poate pune sub forma simetrica echivalenta:

!

L _ Y
fl(yla--':yn) fZ(yla---ayn) fn(yl:ayn)

In continuare, prin sistem simetric de ecuatii diferentiale de ordinul intdi se intelege

=1. (5.7)

un sistem scris sub forma:

dyi dy, dyp
fN(esvn) 2P0 vn) (5.8)

- fn (yla""yn)

unde functiile reale i, f>,..., f,, sunt continue si lipschitziene pe multimea deschisi D — R”
n
‘A 2
si in plus Zf,- (V1 s ¥0) 20, (V) (V1500 ¥n) €D
i=1

Exemplul 5.1.2. Fie V:DcR>>R? un camp vectorial definit pe o multime

deschisd D — R®. Daci M(x,y,z) eD si r=OM=xi+y j+zk este vectorul de pozitic al

punctului M 1in reperul cartezian (O, {;, }', 7(}) (unde O este originea reperului si {i, j, k}
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este 0 bazd ortonormati in R> ), atunci componentele caAmpului vectorial I7(M ) sunt trei

campuri scalare P, O, R: D — R si rezulta

V(M) = V(x,y,z) =P(x,y,2) i+ O(x,y,2) }'+R(x,y,z) k.

Se numeste linie de camp a campului vectorial V orice curbd in spatiu (C ) cD cu

proprietatea ca este tangenta in fiecare punct M al sdu la vectorul de camp 1% (M ) .
O curba (C) va fi linie de cadmp daca si numai

Fig. 5.1 g VM)

daci dr=dxi+d y } +dz k, versorul tangentei la linia M

de camp in punctul M , este coliniar cu vectorul ¥ (M).

N

Ecuatia diferentiala a liniilor de camp sub forma (C)
vectoriala este: 0
dr x V=0.
Sistemul simetric de ecuatii diferentiale al liniilor de camp este:
dx dy dz
P(x,y,z) B Q(x,y,z) B R(x,y,z) ' (-9

Integrala generald (solutia generald implicitd) a sistemului simetric (5.9) este formata

din doua integrale prime independente

lr//l (xayaz): C]
(5.10)
") (x,y,z)=C2
iar aceste integrale prime reprezinta din punct de vedere geometric doua familii de suprafete.

Un camp vectorial admite o infinitate de linii de cAmp forménd o familie de curbe
depinzand de doi parametrii de ecuatii (5.10).

O metodd comodd pentru rezolvarea sistemului simetric (5.8) este metoda
combinatiilor integrabile, care permite aflarea integralelor prime independente ale sistemului
prin mijloace directe.

Aplicand regulile obignuite ale proportiilor pentru sistemul (5.8), au loc egalitatile:

dyy _dyy _ _dy, _mdyr_pady;  _ ppdyn _pidyi+ppdyst.tupdyy,
VAR fo i m2/2 Hn [n HLf1+p2 2+t pin [

pentru (y1,y2,...¥,) €D, unde uy, 7, ..., 4, sunt n functii continue arbitrare pe D.
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Definitia 5.1.5. Un set de n functii reale y =u1(y1,...,yn), s Uy =un(y1,...,yn)
continue pe D se numeste combinatie integrabild a sistemului simetric (5.8) daca au loc
conditiile:

Lo fituafo+.tuyfn=0pe D

2. existd y/eCl(D) astfel incat g dy|+uy dysr+..+u,dy,=dy pe D.

Teorema 5.1.3. Daca y, yp, ..., 4, sunt n functii reale definite si continue pe D
care indeplinesc proprietatile din Definitia 5.1.5, atunci functia y:D —> R este o integrala
prima a sistemului simetric (5.8).

Demonstratie. Dacd y1=@1(yy), y2=02(Vn), - Yn-1 =@n-1(yy) este o solutic a
sistemului

dyi — fl(ylaayl’l)
dyn fl’l(yl,---ayn)’

i=12,.,n-1

(sistem echivalent cu (5.8)), atunci

1 —1
dor=Ldy,. . dpn, =2 .
n n

Inlocuind in relatia 2) din Definitia 5.15, se obtine:

dy,.

Ay (01(3n):02(Yn)s s @nt(¥0)s ) = 11d @1+t 1 APyt + piy dy y =

1
Zf—(ﬂlfl+ﬂ2f2+---+ﬂnfn)dyn =0
n

deci
v(21(7n):22(¥n)s s @t (¥n)> ) = C = const.
adica y este o integrald prima a sistemului (5.8).

Observatia 5.1.2. Gésirea a (n —1) combinatii integrabile este echivalentd cu gasirea

a (n —1) integrale prime ale sistemului (5.8), adica cu obtinerea solutiei generale a sistemului.

Daca sistemul nu este dat sub forma simetrica, se scrie sub aceasta forma si dupa aceea
se cautd combinatiile integrabile.
Exemplul 5.1.3. Sa se afle doua integrale prime independente ale sistemului simetric

dy1 _ dyy _ dy3
Y2=ry3 ¥Yi=y1r yi—J2

(5.11)

Din proprietatile unui sir de rapoarte egale deducem
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dyitdys _dy3
Y2=n Yi—r2

Dupa simplificare rezultd d(y;+y2+y3)=0, deci y;+yz+y3=C) si atunci functia

w1(¥1,¥2,¥3) =1+ y2 + y3 este integrald prima pentru (5.11).

Pentru a obtine o altd integrald primd facem urmatoarea combinatie integrabila:
amplificim succesiv primul raport cu y;, al doilea cu y,, al treilea cu y3 si folosind
proprietatile sirurilor de rapoarte egale, rezulta:

Vidyi+yadys  y3dys
Y2¥Y3—Jyiy3 Y1y3—Jya2Jy3

Dupa ce simplificam, obtinem d(y12 + y% + y32) =0, deci y12 + y% + y32 =C,. Functia

753 (yl,yz,y3) = y12 + y% + y% este o altd integrala prima pentru sistemul (5.11).

5.2. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai liniare si omogene
Definitia 5.2.1. Prin ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi liniard si omogend se
intelege o ecuatie de forma:

0 0 0
pl(xl,...,x”)a_;+pz(xl,...,x”)é+...+p”(xl,...,xn) ax” =0 (5.12)
n

unde P;,i=1,2,...,n, sunt functii continue si lipschitziene pe o multime deschisi D cR” si
n

ZPl-z (x) #0, (‘v’) X =(x1,...,xn) e D . Functia u =u(x1,...,xn) este functia necunoscutd.

i=1

Definitia 5.2.2. Se numeste solufie a ecuatiei cu derivate partiale (5.12) orice functie
@ definita pe o submultime deschisa Djc D, peC ! (Dl) , Cu proprietatea:

%
0xq

op

h (x) 0xy,

(x)+P2(x)aaT(p2(x)++...+Pn(x) ()20, (V) x=(x1osx) €Dy

Problema determindrii solutiilor ecuatiei cu derivate partiale (5.12) se reduce la
problema rezolvarii unui sistem simetric de ecuatii diferentiale, numit sistem caracteristic.
Ecuatiei cu derivate partiale (5.12) i se asociaza sistemul caracteristic urmator:
dxq dxy dx,

Pl(xl,...,xn) Pz(xl,...,xn) Pn(xl,...,xn) ( )
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Observatia 5.2.1. Din Teorema 5.1.1 rezultd cad orice integrala prima a sistemului
(5.13) este solutie pentru ecuatia cu derivate partiale (5.12), si reciproc.
Mai general, are loc urmatoarea teorema:

Teorema 5.2.1. Fie v, ..., , k integrale prime pentru sistemul (5.13) si fie ® o

functie reald de clasa ' I definita pe multimea deschisa Q c R, Atunci, functia compusa
u(x) = CI)(z//l (x),...,(//k (x)), xeDycD

este o integrald prima a sistemului simetric (5.13) si deci o solutie pentru ecuatia cu derivate

partiale (5.12). (Se subintelege cd se presupune (1//1 (%)W i (x)) eQ, (V)xeD)

Demonstratie. Pentru orice x € D 1, folosind derivarea functiilor compuse, avem:

ou 00 0y 0P Oy
axl_a (y)axl()+"‘+a ()axl()
(5.14)

ou _ oD 81//1 od al//k
ox,, - 5l//1( )axn(x)+"‘+ a!//k( )axn( )

(V) y =(l,//1 (%)seeWk (x)) eQ.

Tinand seama de (5.14) si de Teorema 5.1.1, deducem:

ZP SO A G0 ) G ) o

axz oy X1

+5_®(y).{p1(x) ‘Z’Cf( Voot Pa(x): ?‘;k( )}:0, (¥)xeDy.

Asadar, u(x)= (D(l/ll (%)W k (x)), xe Dy, este o integrald prima a sistemului (5.13)
si deci este o solutie a ecuatiei (5.12), (V) keN*.

Urmatoarea teorema ne arata ca orice solutie a ecuatiei (5.12) este de aceasta forma.

Teorema 5.2.2. Fie yq,..., v, (n—l) integrale prime independente ale sistemului

(5.13) si fie u=g(x, ..., x,), x=(x1,....x,) €D < D, o solutie oarecare a ecuatiei (5.12).

Atunci, exista o functie reald @ de clasa C ! pe o multime deschisi QcR” 1 astfel incat

(z//l (%)W i (x)) eQ, (V)xeDy si

(o(x)=d>(l//1(x),...,l//n_1(x)), (V)xeDy,ie. u=®(y1,...yy_1) peDj .
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Demonstratie. Deoarece ¢, i/, ..., 7,1 sunt solutii pentru (5.12), rezulta:
¢ Jp
A5 () P 5E() =0
AWIAE) + s P2 =0
0xq 0x,, R (‘v’)xz(xl,...,xn)eDl. (5.15)

n
Deoarece ZPl-2 (x)#0, (V) xe Dy, rezulta cd sistemul algebric liniar si omogen
i=1

(5.15) admite solutii nebanale iIn D, deci determinantul coeficientilor este zero:

4% 4%

L5 e 2

oy oy

a_xl(x) a)Cn(x) =O,(V)xeDl.
OV OV -1
“on ¥ = ()

Cum prin ipoteza, functiile y, ..., ,_; sunt independente functional, rezulta ca:

vt ovi
oy ) o, %)
rang| ... =n—-1, (V)xeDy.
oY 1 oY |
“on ¥ = ()

Din Teorema 4.11.2 din [14], rezultd ca ¢ depinde functional de w1, ..., v ,_1 pe Di,

deci ci existi ®eC! (Q), Qc R”7! astfel incat

o(x) =d>(l//1 (%), p1(x)), (V) xe Dy sau
u=CD(l//1,...,l//n_1) pe D1 .
Definitia 5.2.3. Functia u =CI)(1//1,...,1//n_1) , unde @ este o functie arbitrara, data in

Teorema 5.2.2, se numeste solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale omogena (5.12).
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Exemplul 5.2.1. Sa se afle solutia generald a ecuatiei cu derivate partiale omogena

8u+ 6u+\/x2+y2 ou
X — _— =

ox ya z oz

0.

Sistemul simetric asociat este:
dx dy  dz

x oy G2+y2'

z

Din dx_dy deducem 2 = Cy, deci yi(x,y,2) = este o integrald prima. Pentru a
X y x X

obtine o a doua integrald primd procedam astfel: amplificam primul raport cu x, al doilea
raport cu y si folosim proprietatile sirurilor de rapoarte egale. Rezulta:
xdx+ydy  zdz

si mai departe
2 2
Xty \/ xX“+y 2

xdx+yd
XXV _dz , egalitate echivalenta cu
2 2
X +y

d(m):d[ij.

2

2

2
Integrand relatia obtinem \/x2 +y2 . Cy, deci y) (x,y,z) =4 2 +y2 —% este

2

a doua integrala prima.

Solutia generald a ecuatiei va fi:

2
u(x:yaz):(b(%a sz +y2 _Z_J

2

unde ®eC! (Rz ) este o functie arbitrara, iar xyz#0.

In general, in aplicatii practice nu ne intereseaza solutia generald a ecuatiei (5.12), ci

Definitia 5.2.4. Fic acR si AcR"! o multime deschisi cu (X1, X1, @) €D,

(V) (x1,...x—1) € A. Fie, de asemenea, ¢: 4 — R o functie de clasiC'.
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Problema Cauchy pentru ecuatia cu derivate partiale liniard omogena (5.12) si functia

@ consta in determinarea acelei solutii u = u(xl,...,x ,,) a ecuatiei (5.12) care pentru x,=a

se reduce la functia datd ¢, adica satisface urmatoarea conditie pe multimea A :

u(xl,xz,...,xn_l, a) = go(xl,xz,...,xn_l), (‘v’) (xl,xz,...,xn_l) cA. (5.16)

Remarcid 5.2.1. In cazul n=2, problema Cauchy are o interpretare geometricd

. . .. 0 0
simpld: sa se gaseascd suprafata z=z(x,y), solutie a ecuatiei P(x,y) £+ O(x,y) a—Z =0,

care trece prin curba de ecuatii y=a, z=¢(x).
Teorema 5.2.3. Daca existd wy,..., v, (n - 1) integrale prime independente ale

sistemului simetric asociat (5.12), atunci problema Cauchy (5.12) + (5.16) are o solutie unica
u:Dy—>R, Dyc D, data de:

U(X1,%2,000) = P01 (W10 20 W et )seees @t (W1W 21 W1 ) -

Demonstratie. Fie aeR, peC 1(A) , Ac R"! multime deschisa cu proprietatea ca
(xl,..., X1, a) eD, (V) (xl,...,xn_l) €A.

Fie w1, ..., w1, (n - 1) integrale prime independente functional pe D . Rezulta ca:

O(W 15 1
W(ﬂ,...,xn_l, a) =0, (V) (xl,...,xn_l) €A.
Fie F:AcR"™ SR definita astfel:

F(XI,...,xn_l)Z(W](Xl,...,xn_l, a)a“'al//n—l(xl:'"axn—l: a))9 (Xl,...,xn_l)EA.

Din teorema de inversiune locala (Teorema 4.8.2, [14]), rezulta ca pentru orice punct

M (xl,...,xn_l) € A, existd o vecinatate deschisda 41 a punctului M, 41 4 si o vecindtate
deschisd B a punctului F (M) astfel incat F': 4] — B este difeomorfism.
Fie F ' =(@..... 0,1 ): By —> 4 inversa functiei F: 4| — By
Definim
u(x)= (/)(a)l (W 1(2)seeest 1 (X)) seees @t (w1 (X)seeest (x))) (5.17)

(V) x=(x1,.... xp_1, X ) € D, cu proprietatea ca (xy,...,x,_1) € 4.
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Din Teorema 5.2.1, rezulta ca functia definita in (5.17) este solutie pentru (5.12). Pe de

alta parte, observam ca u(xl,...,xn_l, a)=go((F -1 oF) (xl,...,xn_l))=(p(x1,...,xn_1), oricare

ar fi (xy,...,x,_1) € 41, deci functia definita in (5.17) este solutia problemei Cauchy (5.12) +
(5.16). Unicitatea rezulta din unicitatea functiilor wy,..., @,_j.

Exemplul 5.2.2. Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale omogena

oz oz
ya—x@—O, x>0

care pentru y =0 se reduce la functia gz)(x) =Xx.

. . . .. dx d .
Sistemul simetric atasat ecuatiei este gx_sy sau xdx+ydy=0, de unde rezulta
y  —x

integrala prima x4 y2 =C. Solutia generald a ecuatiei este z= <I)(x2 + yz) ,unde @ este o

functie arbitrara de clasa C ! pe R?.

2 2 _
Din relatiile {x +y©=C , deducem x=+/C .
y=0

Rezulta ¢)=x=\/5,deunde z=+C sau z:\/x2+y2 .

Asadar, solutia problemei Cauchy este z = \Ixz + y2 , x>0,

5.3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intii cvasiliniare
Definitia 5.3.1. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi cvasiliniara neomogend

este de forma:

0 0
P (xl,...,xn,u)a—;l+ et Py (xl,...,xn,u)% =P, (xl,...,xn,u) (5.18)
n

unde P;,i=12,...,n, sunt functii continue si lipschitziene pe o multime deschisd D c R si

n+1
E P? (X1esXpou) 0 pe D. Functia u =u(xy,...,x,) este funcfia necunoscutd.
i=1
Ecuatiei cu derivate partiale (5.18) i se asociaza sistemul caracteristic urmator:
dxq dxoy dx, du

Pl(xl,...,xn,u) Pz(xl,...,xn,u) Pn(xl,...,xn,u) Pn+1(x1,...,xn,u) ( )
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Teorema 5.3.1. Solutia generald a ecuatiei (5.18) este datd sub forma implicita prin

DY 1Y 2000 ) =0 (5.20)

unde @ este o functie arbitrara de clasa C Uin R” ,1ar y,wo, ..., ¥, sunt integrale prime
independente le sistemului simetric (5.19)
Demonstratie. Folosind procedeul lui Jacobi, se cauta pentru ecuatia cvasiliniara (5.18)

o solutie u =u(x1,x7,...,x,) datd implicit printr-o relatie de forma

V(xl,xz,...,xn, u(xl,xz,...,xn))zO
unde V' este o functie necunoscuta ce trebuie determinata, de clasa C ! pe multimea deschisa
DcR™ i Z—Z;ﬁO pe D.

Din Teorema functiilor implicite pentru functii reale de »n variabile reale, rezulta ca:

oV oV

ou _ 6_xl ou . 0xy

axl_ a_Va"-a ax”_ a_V . (5.21)
ou ou

Inlocuind (5.21) in (5.18), se giseste ecuatia:

oV
+Pn+1(x1,...,xn,u)—=0. (5.22)

oV
Pl(xl,...,xn,u)—+...+Pn(xl,...,xn,u) e

V
Ox) ox,
Am obtinut astfel o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai liniard omogena cu
functia necunoscutd ¥V =V (x1,x2,....X,, ).
Rezolvarea ecuatiei (5.22) revine la a determina » integrale prime independente ale

sistemului caracteristic atasat:

dxq dx, dx, du

Py(X 10 X pot) - P (X 15ees X o) T P (x e X ptt)  Pp(X 1, X pout)
care nu este altul decat cel definit de relatia (5.19).

Conform Teoremei 5.2.2, solutia ecuatiei omogene (5.22) este de forma:
V(xl,...,xn, u) = q)(wl(xl,...,xn, u),...,y/ n (xl,...,xn, u)), (xl,...,xn, u) eQ
unde @ este o functie arbitrard, @eCl(Q), QcR", iar wy,...,, sunt cele n integrale

prime independente ale sistemului (5.19).

Solutia ecuatiei (5.18) este ciutatd de forma implicita V(xl,...,x . u) =0, deci solutia
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generald a ecuatiei (5.18) este

<I)(l//1 (xl,...,xn, u),...,l//n (xl,...,xn, u)) =0.

Observatia 5.3.1. Scriind detaliat relatia (5.20), rezultd cé solutia ecuatiei (5.18) este
functia u =u(x},x7,...,x,) definitd in mod implicit prin

q)(l/ll (x],X2,...,xn,u),l//2 (xl,xz,...,xn,u)...,t//n (xl,xz,...,xn,u)) =0.

Exemplul 5.3.1. Fie V:D->R> un camp vectorial de clasa C ! pe o multime
deschisd D c R?, V(x,y,z) =P(x,y,z) ;+Q(x,y,z) }'+R(x,y,z) k.

Se numeste suprafafd de camp a cAmpului ¥ orice suprafatd (S)c D de clasa c!

generata de o linie de cdmp a campului.

Ecuatia unei suprafete de camp este de forma
d)(l//l (x,3.2).¥> (x,y,z)) =0 sau ®(C,C,)=0 (5.23)

unde Cj, C, sunt constantele din expresia integralelor prime (5.10), iar legatura @ este
stabilitd prin conditii suplimentare, de exemplu, suprafata de camp sa treaca printr-o curba
(I)= D care nu este linie de camp.

Suprafetele de camp ale campului vectorial V formeaza o familie de suprafete cu
proprietatea ca in fiecare punct M al lor sunt tangente la vectorul de camp I7(M ) (deci
vectorul V(M ) este continut in planul tangent in M la suprafata de camp care trece prin M ,

deoarece este tangent la linia de camp care trece prin M §i care genercaza suprafata
respectiva).
In aplicatii practice, de reguld, nu ne intereseaza solutia generald a ecuatiei (5.18), ci

acele solutii care verificd anumite conditii suplimentare.
.pe . . 0_0 0 n—l1
Definitia 5.3.2. Fie punctul arbitrar fixat Mo(x1 ,xz,...,xn,uo) eD, AcR 0

multime deschisa si fie, de asemenea, ¢: 4— R o functie de clasa C I

Problema Cauchy pentru ecuatia cu derivate partiale cvasiliniara (5.18) si functia ¢
consta in determinarea unei solutii u =u(x},x7,...,x,) a ecuatiei (5.18) care pentru x, =x 0

se reduce la functia datd ¢(xy,x2,...,X,_1 ) , adica:
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0
u(xl,xz,...,xn_l, X, ) = (o(xl,xz,...,xn_l) . (5.24)
Vom impune ca solutia u sa fie definita intr-o vecindtate a punctului (x 10 , X 8 yeees X 2) si

0 _0 0
u(xl ,xz,...,xn)zuo.

Problema Cauchy pentru ecuatia cvasiliniara (5.18) se rezolva analog cu problema
Cauchy relativa la o ecuatie cu derivate partiale liniara si omogena.

Remarci 5.3.1. In cazul n=2, problema Cauchy are o interpretare geometrica

simpla: sd se gaseasca suprafata integrala z = z(x, y) , solutie a ecuatiei cu derivate partiale

0 0
P(522) 5+ 0(602) 5= R(x,0:2) (5.25)
care trece prin curba definitd de ecuatiile
y=y0,z2=¢(x). (5.26)

Daca y(x,»,z)=C] si w(x,y,z)=C, sunt doud integrale prime independente ale

sistemului caracteristic atasat ecuatiei (5.25):
dx dy dz

P(x,y,z) Q(x,y,z) R(x,y,z)

atunci problema Cauchy se reduce la gasirea legaturii intre Cy si C, din sistemul algebric

format cu integralele prime si cu ecuatiile (5.26):

wi(xy,z)=C)

wa(xy,2)=C
Y=o '
z=p(x)

Eliminand x, y,z intre ecuatiile sistemului, rezultatul eliminarii este o relatie de forma
®(C1,C5)=0
numitd relatie de compatibilitate, in care daca se inlocuiesc C; si C, cu expresiile date de
integralele prime se obtine solutia problemei Cauchy, adica ecuatia suprafetei integrale:
d)(l//l(x,y,z),t//z(x,y,z))zo.
Observatia 5.3.2. Curba y=yg,z= (o(x) din enuntul problemei Cauchy se poate
inlocui cu orice curba: F (x, y,z)=0, G(x, y,z)=0 situatd in D (ecuatiile curbei sd nu fie

solutii ale sistemului caracteristic atasat ecuatiei (5.25)).
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Exemplul 5.3.2. Sa se afle solutia generala a ecuatiei cvasiliniare

0 0
2y—Z+3x2—Z+6x2y=0

Ox oy

si sa se determine ecuatia suprafetei integrale care trece prin curba de ecuatii: x=0, y 222z,

Sistemul simetric atasat este:
dx dy dz
2y 3x? —6x? y .

Din 3x2dx= 2ydy, se afla prima integrala prima X3 —y2 =(}, iar din 3x2dx=— dz,
se obtine a doua integrald prima x Syz=C 2.

Solutia generala a ecuatiei este functia z = z(x, y) , definitd implicit de ecuatia

d)(x3 —y2, P Z) =0, unde ® e c! (Rz) este o functie arbitrara.

Pentru a rezolva problema Cauchy eliminam variabilele x, y, z intre relatiile:

x —y2=C1
x3+z=C2
x=0
y2=2z

si obtinem C1+2C,=0.

Inlocuind C; si C, cu expresiile din integrale prime, se gaseste:
x3—y2+2x3+2z=0.

1 . . . . .
Rezultd cd z ZE( y2 —3x3 ) este solutia problemei Cauchy, adica ecuatia suprafetei

integrale cautate.



CAPITOLUL 6

ELEMENTE DE TEORIA FUNCTIILOR COMPLEXE

6.1. Numere complexe

Numerele complexe au fost introduse 1n matematicd in legitura cu rezolvarea
ecuatiilor algebrice. Imposibilitatea rezolvarii in corpul numerelor reale a ecuatiei

x2+1=0
i-a determinat pe matematicieni sd introducd un numadr conventional, anume unitatea
imaginara i, definita prin egalitatea:

i?=-1.

Numerele de forma x+iy, unde x §i y sunt numere reale se numesc numere
complexe. Multimea numerelor complexe se noteazd cu C. Asadar,

C:{Z:x+iy; x,yeR}.

Pe C se definesc operatiile de adunare si inmultire, astfel:

Fie Z] le+iy1, X1,V1 ER, Zyp =Xy +iy2, X2,)2 e R . Atunci
Zl+22 =(x1+x2)+i(y1+y2)

zp 2y =(xpxp =y ) +i( Xy + 2001 ).

Multimea C inzestrata cu aceste doud operatii are o structurd de corp comutativ.

Elementul neutru la adunare este 0=0+0-7, iar elementul neutru la Tnmultire este
1=1+0-i. Un numar complex z=x+iy =0 daca si numai dacd x =0 si y =0. Orice numar

complex z=x+iy#0 este inversabil, inversul sau fiind:

1 x
2 xliyp?r x24)2

Deoarece functia ¢:R — C, definitd prin go(x):x+0-i , este injectiva, rezultd ca

RcC.

Pentru orice numar complex z=x+iy,notamcu x=Rez §i y=Imz.

185
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Conjugatul numdarului complex z este, prin definitie, numarul complex z =x—iy.

Au loc urmatoarele proprietati:

z+z z—z
1) x= s V= ;
) 2 Y 2i

2) Z1+2zy 221-1-22, (V) Z1, 29 EC;

3) 21'22221'22, (V) Z1, 29 E(C,

4) (ijzé, (V) Z1, 29 eC, Zn #0.
Z2 2

Z|=\/x2+y2 .

Modulul numarului complex z =x+iy este, prin definitie,

Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

1) |Zl+Zz|S|Zl|+|Zz

, (V) Z1, Zp GC;

2) |Zl'22|=|Zl|'|Z2 . (V) Zl,Z2 E(C,

3) 21 =m, (‘v’) z1,z29€C, 2z, #0;
Zy |22
4)||Zl|—|22||S|Zl—22|S|Zl|+|Z2 , (‘v’) z1, 25 €C;
5)Z-E=|22,(V)Ze(h
6)|Z|=|E,(V)Z€(C.

Din proprietatile modulului rezulta ca functia

|-l:C—>R.[z]=|z], (V) zeC (6.1)
este 0 norma.
A Multimea numerelor complexe C, inzestratd cu norma
Z=x+iy (6.1), se identifica, din punct de vedere topologic, cu multimea
yE------ . . Cqe e . .. ce e o
. I R?, inzestratd cu norma euclidiand, prin aplicatia bijectiva
1
0 . o . 2
)Ic > Z—x+ly—>(x,y).(C—>]R .
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Definitia 6.1.1. Fie z; € C si > 0. Se numeste bila deschisa cu centrul in z( si de
raza r multimea:

B(zo,r):{ze(c;

z—z| <r}. v 4 Fig. 6.2

Observatia 6.1.1. Din punct de vedere geometric B(z(,r)

este interiorul cercului cu centrul in z si deraza r (Fig. 6.2).

»
»

X

Reamintim urmatoarele definitii: 0]

Multimea 4 c C se numeste deschisa dacd oricare ar fi ae€ 4, exista r >0 astfel

incit B(a,r)c A. Multimea A < C se numeste inchisa dacd C\ A este deschisd. Multimea

A c C este marginita daca exista M >0 astfel incat

z|<M, (V) zeA. Multimea K = C

se numeste compacta daca este inchisa si marginitd. Un punct z € C se numeste punct de

acumulare al multimii A daca pentru orice r >0, existd u € ANB(z,r), u#z.

Vom nota cu 4' multimea punctelor de acumulare ale multimii 4.

Forma trigonometrica a unui numar complex

Fie Z=x+iyeC*=(C\{O},x,yeR si r=|z|=\/x2+y2 .

x = rcosd

Relatiile { definesc un unghi 6 (-7, |, numit argumentul redus al lui

y = rsinf
z sisenoteazd @ =argz (Fig. 6.1).
Forma trigonometrica a numarului complex z=x+iy e C* este
z=|z|(cos@+isin®).
In general, argumentul unui numar complex nenul este
Argz={argz+2kr; kel}.

Exemplul 6.1.1.

1)Dacéz=1+i,atunci|z|:r=\/§,cos¢9=—,sin9=—,9:%,deci
T .. T
z:\/z cos—+isin— |.
[eosFrisn

2) Pentru z=1-1, argZ:—%,deci z:ﬁ(cos%—isin%].
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3) Daca z=3, atunci argz =0, deci z=3 (cosO+isin0).

4)Cand z=-3, argz=m,deci z=3 (cos7z+isin7z).

6.2. Siruri si serii de numere complexe

Definitia 6.2.1. Fie (zn)n un sir de numere complexe. Sirul (zn)n converge citre

zeC daca si numai daca lim |zn—z|=0.
n— 0

.. . C
Se folosesc notatiile lim z, =z sau z,, ——>z.
n—» 0

Exemplu 6.2.1. Sirul (zn)n ,unde z, =z" converge la 0 daci si numai daci |z|<1.

Teorema 6.2.1. Sirul (z,) <C,z,=x,+iy,,neN converge la zeC, z=x+iy
dacd si numai daca x,, LN st y, i>y.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din inegalitatile:

max{|xn —x|, |yn —y|} < |zn —z| < |xn —x|+|yn —y|, (V) neN.

Definitia 6.2.2. Un sir de numere complexe (zn)n este fundamental daca (V) >0,
(3) n, e N™ astfel incat |Zn —Zm|< e, (V)n,m=n,.

Conditia este echivalenta cu <e,(V)n=ng si(V) peN.

Zn+p " Zn
Teorema 6.2.2. Sirul (z,) <C,z,=x,+iy,,neN este fundamental dacd si
numai dacd sirurile de numere reale (x,, )n s ( Vn )n sunt fundamentale.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din inegalitatile:

max{|xn—xm|, |yn—ym|} < |Zn—Zm| S|xn—xm|+|yn—ym , (V) n,meN".
Teorema 6.2.3. Un sir de numere complexe (Zn)n este convergent daca si numai

daca este fundamental.

Cu alte cuvinte, spatiul normat ((C ,

. ||) este complet (spatiu Banach).
Demonstratie. Necesitatea. Dacd z,, ~C 52, atunci (V) e>0,(3) n, eN" astfel

A A & & = =
incat |Zn —z|<5, (‘v’) n=n,.Pentru m>n, avem, de asemenea, |Zm —Z|<5. Rezulta ca
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|Zn —Zm|S|Zn —Z|+|Zm -z <§+§=8, (V) n,mzn,
deci sirul (z,, )n este fundamental.

Suficienta. Daca sirul (zn)n este fundamental in C, atunci sirurile (xn)n si ( yn)n
sunt fundamentale in R (Teorema 6.2.2). Din criteriul general de convergenta al lui Cauchy

pentru siruri de numere reale rezulta ca sirurile (xn )n si ( Y )n sunt convergente in R .

Asadar, exista x, ye R astfel incat x, Ry st y, i>y. Din Teorema 6.2.1

rezulta ca
. C .
Z,=X,+iy,——>z=x+iy.
Definitia 6.2.3. Sirul (z,,) are limita infinitd si se noteazi z,, £ % daca

lim |zn|=+oo.
n—> 00

Exemplu 6.2.2. Sirul ((—5 )n ) are limita infinita.
n
Multimea numerelor complexe se extinde introducand punctul de la infinit, . Se
noteazi cu @:CU{oo}.
Definitia 6.2.4. Se numeste vecindtate a lui o orice multime V' cu
z| > r} U {oo}

(Fig. 6.3). Fig. 6.3

0

proprietatea ca exista » >0 astfel incat ' o {z eC;

Definitia 6.2.5. Seria de numere complexe Zzn este convergentd daca sirul
n=0

sumelor partiale (sn)n ,unde s, =zy+ z; + ... + z,,, este convergent in C.

e}
Teorema 6.2.4. Conditia necesara si suficientd ca seria de numere complexe E Z,
n=0

sé fie convergentd in C este ca (V) £ >0, (3) n, € N” astfel incat

Zu+l T Zp42 +...+Zn+p‘<£, (V)nan $1 (V)peN*
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0

Demonstratie. Daca notdm s, =z + z; + ... + z,,, atunci avem ca seria E z, este
n=0

convergentd dacd si numai daca sirul (sn)n este convergent in C, deci daca si numai daca

sirul (sn)n este fundamental in C. Sirul sumelor partiale este fundamental daca si numai

dacd pentru (V) £ >0, (3) n, e N” astfel incét
|z —zm|<e, (Y)n,m=n,
deci daca gi numai daci
‘znﬂ + Zpi0 +...+zn+p‘<g, (V)nzn, si (V) peN".

0

Definitia 6.2.6. Seria E z, este absolut convergenta In C daca seria de numere

n=0
o0
reale pozitive E |zn| este convergenta in R .
n=0
Teorema 6.2.5. Orice serie absolut convergenta este convergenta.

Demonstratie. Afirmatia rezulta din Teorema 6.2.4 si din inegalitatea generalizatd a

modulului:
Zpel+ Zpan oot zn+p‘s|zn+1| +zppn |+t ‘Zn+p"
o0
Exemplu 6.2.3. in cazul seriei geometrice E z", sirul sumelor partiale este (S ”)n ,
n=0
unde
1_Zl’l+1
sp=l+z+.. +z"=
1-z

In consecinta, seria este convergenta daca si numai daca |Z| <1 si suma ei este "
—Z
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6.3. Functii elementare
Functiile care asociaza unui numar z € C o singurd valoare din C se numesc functii
uniforme, iar cele care asociaza unui numar z € C mai multe valori din C se numesc functii

multiforme.

Functia exponentiali ¢

Fie z e C. Functia e” se defineste astfel:
z z  z? z"
e"=l+—+—+ .. +—+...
I 2! n!
Definitia are sens, deoarece, conform criteriului raportului, seria din dreapta este
absolut convergenta pe C. Cum C este spatiu Banach, rezultd ca seria este convergenta

pentru orice z € C. Aceasta functie are urmatoarele proprietati:

a) e’ e"2 =¢"1"%2 (V) z|, 2, eC.
b) V=1.

- 1
c)e?#0,(V)zeCsie Z:e—z.

d) Pentru orice & € R are loc formula lui Euler
' =cosO+isind.

e) Functia exponentiala este periodica, cu perioada 27 . In particular,
KT =1, (V) ke,

X

Tinand seama de dezvoltarea in seric Mac Laurin a functiei reale g(x) =e",xeR,

se constatd ca functia de variabild complexa f (z) =e”, ze C, este generalizarea functiei g,
in sensul ca restrictia f |R =g.

Observatia 6.3.1. Din proprietatea a) de mai sus si din formula lui Euler rezulta ca
daca z=x+iy eC, atunci

e’=e"- eV =ecosy+ie’siny.
Observatia 6.3.2. Tinand seama de forma trigonometricd a numarului complex

zeC” si de formula lui Euler, rezulta:

z=|z|ei€
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. - . - - . %
relatie cunoscuta sub numele de forma exponentiala a numarului complex ze C".

v/

1 — .
Exemplul 6.3.1. 1+i=+2 e 4; -2=2.¢'",

Functiile trigonometrice

Pentru orice z € C, definim:

iz =iz ZZ Z4 Z6
cosz = =1-—+ — -
2 2! 4! 6!
. iz _ iz Z3 ZS 7
sinz=——=z——+— - —+
20 3! 5! 7!

Cu argumentele din cazul functiei

2n

+(-1)" Z

(2n)!

22n+1

+(_l)n(zn+1)!+

exponentiale, se contatda ca functiile

z¢c0sz:C—>C si z>sinz:C— C au sens pentru orice z € C si cd aceste functii sunt

generalizari ale functiilor de variabila reald x — cosx:R — R, respectiv x > sinx: R > R.

Se poate arita cd au loc formulele:

1) e'” =cosz+isinz;

2

2) sin? z +cos z=1;

3) sin(zy £ zp )=sinzjcosz, * coszsinz,

4) cos(z) £ zp )=coszjcoszy Fsinzysinzy;

5) sin2z=2sinzcosz, etc.

2
e +1
Exemplul 6.3.2. cosi = ;
2e
iﬁ _l'ﬂ' T .. 7T T .. T
D 7 €OS—+iSIn—+COoS——isin—
T e “+e 2 ) 2 )
Ccos— = =
2 2

Functiile hiperbolice

Cu argumente similare celor de mai sus, pentru orice z € C, definim:

chz=———,
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Functia logaritmica

Logaritmul unui numir complex z € C* este, prin definitie, multimea:
an={1n|z|+i(argz+2k7z); keZ}.

Atunci

olnz _ izl giargz  i2kz =|z|(cos@+isin@)(cos2kw+isin2kr), deci
etz =|z|(cos@+isin@)=z.

Prin urmare, an:{we(C; e” :Z}.

Asadar, functia z — Ln z este o functie multiforma.

Exemplul 6.3.3.
. 1 (7
1) Ln(1+z)={§1n2+z(z+2k7zj; keZ}.
2) Ln(—i)z{i(—%Jer/zj; keZ}.
3) Ln(=5)={InS+i(z+2kr); keZ}.

4) Lnl={2kzi; keZ}.

y
Fie acum T:{ZGC; Imz=0, RezSO}(Fig. 6.4). T I

Definim functia Fig. 6.4 ‘ *
In:C\T —>C, lnz=ln|z|+iargz.

Functia z > Inz:C\T — C este uniforma (univocd) si se numeste ramura principala

a functiei Ln.
: N T . T,
Exemplul 6.3.4. Evident ln(1+z):51n2+zz , ln(—z):—Ez, dar In(—5) nu are
sens, deoarece —5¢e7T.

Functia putere
Fie a € C. Functia putere este o functie multiforma care se defineste astfel:

zazeaLnZ, z#0

L {mm(;ﬂzmﬂ T ok
Exemplul 6.3.5. i' =¢ =e =e 2 ,keZ.
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Asadar i ! este un numdr real (Euler).

Functia radical

Fie neN, n>2. Functia radical este o functie multiforma, care se defineste in

modul urmator. Fie z € C*. Definim:

cargz+2kxm

Wz=14z] e 7 L k=0l..n-1lsi

4o ={0}.

Exemplul 6.3.6.

2km

T

Z+2k7z .

i — i — +i
N+i=|IV2-e¢ 3 k=012 ={%-e 23 ;k:O,l,Z} . Asadar
\3/1+i:{§/5-(cos%+isinlj, %-(—gﬂ'%} %-(coslf—zﬁﬂ'sin”—”j}

12

6.4. Functii olomorfe

Fie f:4cC— C o functie complexd de variabild complexa. Daca z=x+iye 4,

atunci
F(2)=f (r+i) =u(rp)+iv(x.),
unde
u(x,y)=Ref(x+iy), v(x,y)=Im f(x+iy).

Functiile # si v sunt functii reale definite pe multimea
Dz{(x,y)eRz; z=x+iyeA} si f=u+iv.
Exemplul 6.4.1.

1) Fie f:(C—)C,f(z)zzz.Dacé z=Xx+iy, atunci
f(z)z(x+iy)2=x2—y2+2ixy.

Rezulta ca u(x,y)zxz—yz, v(x,y)=2xy.

2)Fie [:C—C, f(z)=¢”, z=x+iy. Atunci, deoarece
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e“=e*cosy+ie’siny,
rezultd cd u(x,y)=e cosy, v(x,y)=e"siny.

3)Fie f:C* > C, f(z):l, z=x+iy. Deoarece
z

1: xX—iy
z xliy?’
- X -y
rezultd u(x,y)=———, v(x,y)= .
(%) 21y (%) %21 y2

Definitia 6.4.1.Fie f: AcC—>Csizg=xg+iyged'.

Functia f are limita I=a+ib si vom scrie lim f(z)=/ dacd si numai daca
Z—)Zo

xli>n)1€0 u(x,y)=a si xli>n)1€0 v(x,y)=b.

Y=o Y—=>Yo

Functia f este continua in z( daca existd lim f(z) =f(zo).
Z—)ZO

Asadar, functia f este continud in z(; dacd si numai daca functiile u si v sunt
continue in (x¢, ().
Definitia 6.4.2. Fie 4 < C o multime deschisd, f: 4—>C si zp € 4. Spunem cd f

este olomorfa (monogenad, analiticd) in z daca exista si este finitd limita

tim /(=7 (z0) (62)

z—>z, zZ—2z
Limita (6.2) se numeste derivata complexd alui f in z( si se noteaza cu f'(zg).
Functia f se numeste olomorfd pe A daca este olomorfa in orice punct z € 4 .
Exemplul 6.4.2.
1) Functia /:C—C, f(z)= z3 este olomorfa pe C . intr-adevir, dacd zyeC,
atunci
23 - 28 _ 2

lim = lim (ZZ+ZZO+Z(%)=3ZO,
z>zy Z—Z zZ—z

deci f'(z)=322, (V) zeC.
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2) In general, functia f:C—C, f(z)=z", neN" este olomorfd pe C si
f'(z)znzn_l, (V) zeC.
Observatia 6.4.1. Se demonstreazd usor cd dacd f este olomorfd in z, atunci f

este continud in z).
Teorema 6.4.1. Fie 4 — C o mulfime deschisa si f: 4 > C. Daca functia f =u+iv

este olomorfd In zy =xy+iyy € 4, atunci functiile u si v au derivate partiale de ordinul

intai n punctul (xo, yo) si acestea verifica conditiile Cauchy-Riemann:

0 0
a—:[(xo,yo) = a—;(xo,yo)
0 0
é(xo,yo) = —a—:(xo,yo)
Demonstratie. Deoarece existd lim M:f '(ZO) , aceastd limitd nu
Z—>Z zZ—Zy

depinde de directia dupa care z — z, in planul complex.

Astfel, dacd z — zy pe dreapta y =y (Fig. 6.5), deci dacd z = x+iy, avem:

f(x+iyo)—f(xg+iyp)

4 Y=y f'(z0)= lim : : =
XX, X+1yg=X9=1Yg
\ X=Xy i u(x,y0)+iV(x,yo)—“(xoayo)_i"(xO’yO):
(xo,yo) XX, X=Xo
0 .0
. > =a—Z(xo,yo)+la—;(x0ay0)-
Fig. 6.5

ou ov
"(zo)=—Ixq, +i—(xq, . .
f(z0) 8x( 0-¥0) 6x( 0-Y0) (6.3)
Pe de altd parte, dacd z — z( pe dreapta x = xy, deci daca z=xy +iy, avem

, L f(xo+iy)—f(xo+iyo)_1 ou . Ov
f(ZO)_ng;o i(y-vo) =7 (ool i gy (ror0) )

Asadar
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d ¥
f'(Zo)=a—;(xO,yo)—l é(m,yo)- (6.4)

Din (6.3) si (6.4) rezulta conditiile Cauchy-Riemann:

0 0
8—Z(XOJ’0) = a—;(xo»yo)
0 0
é(xoayo) == a—;(xoayo)

Corolarul 6.4.1. Daca o functie f =u+iv nu satisface conditiile Cauchy—Riemann
intr-un punct, atunci aceasta functie nu este olomorfa in acel punct.
Exemplul 6.4.3. Fie f:C—C, f(z)=z=x—iy. Atunci u(x,y)=x, v(x,y)=-y,

. 0 0 N
deci X122 -1, Asadar, f nu este olomorfa in niciun punct.

ox oy

Observatia 6.4.2. Afirmatia reciproca Teoremei 6.4.1 nu este in general adevarata.

Existd functii care satisfac conditiile Cauchy—Riemann intr-un punct, dar nu sunt
olomorfe in acel punct.

z 9
) ———, daca z#0

Exemplul 6.4.4. Fie /:C—C, f(z) =< z-z .

0, daca z=0

Atunci f=u+iv,unde

4xy . 2.2

————, daca x“+y~ #0
u(x,y)zO si v(x,y)z )c2+y2

0, dacd x=0 s y=0
Este clar ca
ou ou ov . V(X,O)—V(O,O) oAY
—(0,0)=—(0,0)=0, —(0,0)=1 =0si —(0,0)=0
ax(’)ay(’) 5 (0:0)= lim == i 5, (00)

y—0
Rezulta ca f satisface conditiile Cauchy-Riemann in (0,0).
Cum v nu este continud in (0,0), rezultd ca / nu este continua in (0,0), deci / nu

este olomorfd in (0,0).
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Teorema 6.4.2. Fie A C o multime deschisd, f =u+iv:4—>C si zy=x¢+iy
din 4. Daca u, v sunt de clasa C ! pe o vecinatate a punctului (xo, yo) si u si v satisfac
relatiile Cauchy-Riemann in (xo, yo) ,atunci f este olomorfd in z.

Demonstratie. Deoarece u si v sunt diferentiabile in (xo, yo), atunci

0 0
u(xo+h,yo +k)—u(x0,y0)=£(x0,y0) . h+£(x0,y0) -k+o(hk),

0 0
v(xg+h,yg +k)—v(x0,y0):a—;(xo,y0) . h+£(x0,y0) - k+y (h,k), unde

lim M: lim Mzo_
h—0 2 2 h—0 2 2
£ 0 Vi +k P VhS +k

Fie w=h+ik . Atunci

f(zo+w)—f(zo)=u(x0 +h,yg +k)—u(x0,y0)+i (v(x0+h,y0 +k)—v(x0,y0))=

ox
+ (/)(h,k)+i l//(h,k) .

Tinand seama de conditiile Cauchy-Riemann, rezulta ca

0 .0 0 .0
:(_u(xo,yo)ﬂ a—:(xo,yo)]. h+[£(x0,yo)+l a_;(xO’J’O)}‘ k+

0 .0 0 .0
f(ZO +W)—f(20)={a—Z(xO,y0)+l a—;(xo,yo)} h+[—a—;(x0,y0)+z a—Z(xO,yo)J'k-f-

+ p(hk)+iy (1) =(Z—Z(x0,y0)+i %(xo,yo)j.(mk)+¢(h,k)+i v (k).

In consecinta

fzo+w)-f(z0) ou . Ov p+iy |w
B0t )+ S
0 .0 +i i

:a—I;(xO,yo)+la—;(xO,yo)+%-el€.

Atunci

o flzp+w)—f(z 0 .0

Ml}lino ( 0 M)} ( O)Za_Z(xO’y0)+za—:(x0,y())

deci f este olomorfain z.
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Exemplul 6.4.5. Functia exponentiald f:C—>C, f (z)zez este olomorfa pe C si
f'(z)zez, (V) zeC.

Intr-adevir, daci z=x+iy si f=u+iv, atunci

u(x,y)=e*cosy, v(x,y)=e"siny.

Avem:

a—uzexcosy, a—uz—exsiny, ﬂzexsiny, Q=excosy, (V) zeC.
X ox oy

Aceste derivate sunt continue in orice punct si satisfac conditiile Cauchy-Riemann,

deci functia exponentiald este olomorfa pe C. Tinand seama de (6.3), rezulta ca
f'(z)=—+i ézex (cosy+isiny)=e”.
Observatia 6.4.3. Fie 4 c C o multime deschisa, f=u+iv:4—>C si zg=x9+iy
din 4. Se poate arata ca f este olomorfd in z( daca si numai dacd u si v sunt diferentiabile
in (xg,y) si derivatele lor partiale de ordinul intai satisfac conditiile Cauchy-Riemann in

acest punct.

Fie AcR? o mulfime deschisd. Reamintim cd o functie u: 4 —> R de clasd C 2 se
numeste armonicd pe A daca in orice punct din A4 are loc
0%u  0%u
ox“ Oy
sau

Au=0.

Fie D C o multime deschisi si Az{(x,y)eRz; x+iyeD}.

Teorema 6.4.3. Dacd f=u-+iv este o functie olomorfa pe D si u, veCz(A) ,

atunci functiile u si v sunt armonice pe 4.

Demonstratie. Tinand seama de conditiile Cauchy-Riemann, obtinem

% 0% _ofou) ofou)_o(ov) of av)_ o ot _,
ox> ay? ox\ox) oy\oy) ox\oy) oy\ ox) oxéy oyox

conform teoremei lui Schwarz. Similar se arata ca functia v este armonicd pe 4.
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Ne punem acum problema inversa si anv 1e: dacd se di o functie u: 4 c R?Z >R ,
armonicd pe multimea deschisd A4, existd o functie olomorfd pe D = {x+i v; (x, y) € A} ,

f:D— C astfel incat f =u+iv? Raspunsul depinde de multimea D, fiind afirmativ in

cazul domeniilor simplu conexe.
Definitia 6.4.3. O multime deschisa si conexa D c C se numeste domeniu. Un
domeniu D c C se numeste simplu conex daca oricare ar fi curba simpla si inchisa ' D,
domeniul marginit A a carui frontiera este curba I' este inclus in D (Fig.
@ r 6.6). Un domeniu care nu este simplu conex se numeste multiplu conex.
D Exemplul 6.4.6.

Fio. 6.6 1) Bila deschisa de centru z( si de raza r, B(zo, r) , este un domeniu
ig. 6.

simplu conex.

2) Semiplanul superior {z eC; Imz> O} este de asemenea un domeniu simplu conex.

3) B(zg, r)\{zo} este un domeniu dublu conex.

4) Daca 0<r <R, atunci coroana circulara {Z eC;r <|Z| < R} este un domeniu
dublu conex.

Fie D < C un domeniu simplu conex si 4 ={(x,y) € RZ; xX+iy eD} .

Teorema 6.4.4. Fie functia u: 4 —> R, ueC? (4) armonicd pe A. Atunci existd o

functie f olomorfd pe D astfel incat u =Re f'.

Demonstratie. Considerdam forma diferentialda de ordinul intai pe 4 :

w=— (2—; dx+g_z dy:P(xay) dX+Q(x’y)dy
unde
ou ou
p __ou el
(X,y) ay’ Q(x’ ) Ox
Atunci

0P 9w 00 d%u

oy 6y2’ ox _8x2.

. . orP 0 . . -
Deoarece functia u este armonica, vom avea . = 6_Q , deci forma diferentialda w
y X
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este inchisd. Domeniul 4 fiind simplu conex, rezultd cd @ este exactd, deci ca exista o
functie v:4A—> R, ve c! (A), astfel Incat

a)=dv=ﬂ alx+ﬂ dy . In plus, avem

ox oy

ov ou 0v Ou

ox oy oy ox
adica tocmai conditiile Cauchy-Riemann. Conform Teoremei 6.4.2, functia f =u+iv este
olomorfape D.

Definitia 6.4.4. Daca functia f =u+iv este olomorfd pe D, atunci functiile u si v
se numesc armonic conjugate pe D .

Observatia 6.4.4. Functia v din Teorema 6.4.4, pentru care @ =d v, este unica pana
la addugarea unei constante reale, deci functia olomorfa f datd de teorema este unica pana la
addugarea unei constante pur imaginare. In mod asemanitor, se poate arita ci o functie
olomorfa este determinatd de partea sa imaginard in mod unic pand la adaugarea unei
constante reale.

Exemplul 6.4.7.

1) Sa se gaseasca o functie olomorfa f:C —> C, f=u+iv stiind ca
u(x,y)=x2 —y2 -Xx.

Evident, functia u este armonica pe R?. Din conditiile Cauchy-Riemann obtinem ca

ov Ou ov ou
—=—=2x-1, —=——=
oy Ox ox oy

2y.

Integrand prima relatie, avem

v(x,y) =2xy—-y+ go(x) .

Functia ¢ se determind folosind cea de a doua conditie de mai sus. Rezultd ca
(p'(x) =0, deci go(x) = C = const. Prin urmare, v(x,y) =2xy—-y+C.

Dacd z=x+iy, atunci

f(z):x2 —y?—x+i (2xy—-y+C).

2

Facand y =0, obtinem f(x)zx —x+iC,deci

f(z)zzz—z+iC.
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2) Sa se gaseasca o functie olomorfa f:C—>C, f=u+iv stiind ca
u(x,y) =e” cosy si satisficand f(O) =1.

Se constatd usor cad functia u# este armonica pe R?2. Din conditiile Cauchy-Riemann

obtinem ca
ov ou ov ou .
—=——=€eC0sy,—=——=e¢e smpy.
0y 0x X Jy

Integrand prima relatie, avem

v(x,y)=e"siny+o(x).

Derivand aceastd relatie in raport cu x si folosind cea de a doua conditie Cauchy-
Riemann, rezultd ¢ ¢'(x)=0, deci ¢(x)=C =const. Prin urmare, v(x,y)=e*siny+C.
Daca z=x+iy, atunci

f(z)=e"cosy+i (exsiny+C).

Ficand y =0, obtinem f(x)=e"+iC, deci

f(z)=e*+iC.

Cum f(0)=1, rezulti ca C =0, deci

f(z)=¢€".

Observatia 6.4.5. Forma diferentiald o =- ou d x+8_u dy fiind exactd, putem

1} ox
obtine functia v a carei diferentiald este @ , integrand forma diferentialda pe un drum

poligonal de la un punct convenabil (xo, yo) la (x, y) si addugand o constanta arbitrara.
Alegand ca drum linia poligonald formatd din segmentul care uneste (xo, yo) cu
(x, yo) si din segmentul care uneste (x, yo) cu (x, y) , obtinem:

v(x.y)= I(—g—;(r,yo)] di+ Jy'g_”(x,t)dt iC.

X
Xo Yo

Exemplul 6.4.8. Sa se gaseasca o functie olomorfa f:C — C, f =u+iv, stiind ca

v(x,y)=3x2y—y3+2x.
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Din conditiile Cauchy-Riemann obtinem ca

0u_Ov_3,2 32 4__ OV _6yy-2.
ox 8y 8y ox
2y 8%y 2
Totodata —2+—2=6y—6y:0 , deci functia v este armonicd pe R“. Vom
ox“ Oy

determina functia u procedand ca in observatia anterioara, deci

u(x,y)z (t,O) de+ |- (x,t) dt+k.

O Ly
Q)|Q)
< <
Q)|Q)
= | =

=

Asadar
X y

u(x,y =j3t2dt+j —-6xt— 2dt+k X - 3xy -2y+k,
0 0

deci
f(z):x3—3xy2—2y+k+i(3x2y—y3+2x).
Facand y =0 si x =z, obtinem

f(z)=23+22i+k.

6.5. Integrala functiilor de o variabila complexa
x=x(r)
y=x(1)

pe portiuni, orientatd pozitiv (in sensul cresterii parametrului), astfel incat y < 4.

Fie A c C o multime deschisa si y :{ te [a, b] , 0 curba neteda sau neteda

Consideram o functie continua f: 4 — C, f=u+iv. Prin definitie

jf(z)dz= Iu(x,y)dx—v(x,y)dy+iJ‘v(x,y)dx+u(x,y)dy=

Y+

b
z'ﬂu(x(t),y(t)) () =v(x(1).p(1)) - (1) ] de+

" ij[v(x(t),y(t)) () ru(x(e), v(0)) - v'(r)] d.
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Daca notdm cu z(¢)=x(¢)+iy(¢), atunci

b
[rraz=[r((0)) -0y ar. ©3)

Urmatorul exercitiu va fi util in cele ce urmeaza.

Exemplul 6.5.1. Fie a e C, >0 si yz{ze(C; z—a|=r}. Sa se arate ca

0, dacan=-1
I(z—a)ndz={ aca .

2ri, daca n=-1

e
Curba y se scrie parametric sub forma z = a+re'! ,te [0, 27:] . Daca n # -1 atunci,

folosind (6.5), rezulta

2r
. n+l . 2
J-(Z—a)nd2=ir”+1- J-el(n+l)tdt=r . el(nH)t ”=0.
n+1 0
Ve 0

Similar, pentru n =—1 obtinem

2r
J ! dz=i-jdt=27zi.
zZ—a
/4 0

Se poate demonstra ca integrala complexa are urmatoarele proprietati:

1) f(z)dz=—J-f(z)dz;

V- Y+

2) (af+ﬂg)(z) dz:ajf(z)dz+ﬂjg(z)dz, a, peC;
e e

e

3) Daca y =y; Uy, este juxtapunerea curbelor 7, si y, , atunci

Jf(z)dzz'[f(z)dz+jf(z)dz;

4) If(z)dz sj|f(z)|dz;

e v
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5) If(z)dz <ML, unde M:sup|f(z)

zey

Teorema 6.5.1. (Teorema fundamentald a lui Cauchy)

Fie D < C un domeniu simplu conex si f: D — C o functie olomorfa pe D . Atunci,

pentru orice curba simpld, inchisa, neteda pe portiuni y < D avem

If(z)dz=0.

Demonstratie. Fie f=u+iv. Vom demonstra teorema in cazul

4
particular cand u, ve C ! (D) Fie A domeniul marginit a carui frontiera @
D

este curba y (Fig. 6.7). Tinand seama de formula Green-Riemann si de

conditiile Cauchy-Riemann are loc Fig. 6.7

J'_f(z) dZ:J'u(x,y) dx—v(x.y)dy+i J'v(x,y) dxtu(xy)dy=

| .U(_Q__]dXdyﬂ_U(_u——jdxdy 0.

Corolarul 6.5.1. Fie D — C un domeniu simplu conex, f: D — C o functie olomorfa

pe D si y1, o € D drumuri simple, netede pe portiuni, care au aceleasi capete. Atunci

jf(z)dz=jf(z)dz
N V2

Demonstratie. Consideram drumul inchis y = y; U 7, (Fig. 6.8).

72
Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy avem

’
7(z)dz=0, deci 7

f(z) dz—J‘f(z) dz =0, de unde rezulta corolarul.
N V2

Observatia 6.5.1. Conform Corolarului 6.5.1, integrala unei functii f olomorfa pe un

domeniu simplu conex este independentd de drum, ceea ce ne permite sd notim cu
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jf(u) du

integrala pe un drum arbitrar de la z la z, continut in acest domeniu.

Se poate demonstra urmatoarea teorema:

Teorema 6.5.2. Fie Dc C un domeniu simplu conex si f:D—C o functie

olomorfd pe D si z; € D fixat. Atunci functia
z
F()= [ 1) dn 69
Zo

este olomorfd pe D si F'(z)=f(z).
Definitia 6.5.1. In conditiile Teoremei 6.5.2, functia F dati de (6.6) se numeste
primitiva a functiei f pe domeniul D.

Cu alte cuvinte, Teorema 6.5.2 asigurd existenta unei primitive pentru o functie
olomorfa pe un domeniu simplu conex, datd de formula (6.6).

In continuare, prezentim fard demonstratic Teorema lui Cauchy pentru domenii
multiplu conexe.

Teorema 6.5.3. Fie D — C un domeniu, I'c D o curba simpla, inchisa, neteda pe

portiuni, orientatd pozitiv si A domeniul marginit care are frontiera I'. Fie y{, 75,..., ¥, €A
curbe simple, inchise, netede pe portiuni, orientate pozitiv si Ay, A,,..., A, domeniile
marginite care au frontierele yy, y5,..., 7, . Fie DcD cu proprietatea D>

DZ\(AIUAZU .. UA,) sifie f:D—C o functie olomorfa. Atunci

J'f(z)dzzzn:_[f(z)dz.

r i=1 Vi
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Teorema 6.5.4. (Formula integrala a lui Cauchy)

Fie D C un domeniu si f: D — C o functie olomorfd pe D. Fie y © D o curba
simpla, inchisd, netedd pe portiuni, orientatd pozitiv si fie A domeniul simplu conex si
marginit a carui frontiera este y . Atunci, pentru orice z; € A avem

L (/)
zp)=——" dz.
f( 0) 2ri J z—2zg (6.7)
e

Demonstratie. Fie zy € A. Mulfimea A fiind deschisa, existd » >0, suficient de mic,

astfel incat B (zo, r) c A. Notam cu C frontiera orientata pozitiv a acestei bile (Fig. 6.10).

Functia z—> &
zZ—Zg

este olomorfa pe domeniul dublu

conex A\B(zo,r) . Conform Teoremei lui Cauchy pentru

domenii dublu conexe, rezulta ca

16 . (16,

Z—ZO Z—ZO
/4 C
Dar
d —.[f a’z+f ZO J-
Z ZO —ZO

C

Vom arita ci prima integrald este egald cu 0. Intr-adevir, deoarece functia f este

continud pe D, pentru orice £ >0, existd o (5) >0 astfel incat, pentru orice z care satisface

|z—zg|<5(&), avem |f(z)—f(zo)|<g.Alegem r<6(¢). Atunci

J‘f ZO dz <J‘|f 0)| ds<£'J‘dS=£‘2””=2”‘9'
|z ZO| r r

Cum ¢ este arbitrar, rezulta ca

jf Vaz=o.

Deoarece J- dz=2rxi,obtinem

C

zZ—Zy
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z
L dz=2rmi- f(zo),
zZ—2Zy
C
de unde rezulta (6.7).
Pentru domenii multiplu conexe formula lui Cauchy se enunta in modul urmator:

Teorema 6.5.5. Fie AcC un domeniu marginit, multiplu conex, cu frontiera

r=ro ur;u.. Ul"p ,unde T', I'y,..., ', sunt curbe simple, inchise, netede pe portiuni,
orientate pozitiv §s1 Ay, 1<k < p, sunt domeniile marginite de
curbele I'; , 1<k<p (Fig. 6.11). Fie Dc C un domeniu,

4
D>oAN U Ay si f:D—>C o functie olomorfd. Atunci,
k=1

pentru orice zp € A, avem:

RN AC I W S N )
f(ZO)_Zm' zZ—2z dz 2ri Z dz.
Iy k=lT,

Fig. 6.11

Derivatele unei functii olomorfe

Fie Dc C un domeniu, f:D — C o functie olomorfa si zy € D. Vom determina
expresia derivatei f '(zo).

Fie r>0 astfel inct B(zg,r)cD . Notam cu C frontiera

orientata pozitiv a acestei bile (Fig. 6.12).
C
e D Fie heC astfel incat zy+h e B(zq,r). Din formula lui Cauchy,

obtinem:
Fig. 6.12
f(zo +h)—f(20): eri ) J‘Z_fZ(OZZh dz—'[;_(j()) dz =
C C

_ .J'( /(z) dz=

2ri Z—Zo—h)(Z—Zo)
C
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:h.J‘ f(z)2d2+h-J-( /(2) dz|.

27mi (z—zp) v Z—Zo—h)(Z—ZO)2

C

Atunci

f(20+h]3_f(20) L '[ f(Z)2 dz+h-j( f(z) dz|.

= N 2
27i C(z—zo) v Z—Zo—h)(z—zo)

b

Pe de alta parte, functia f, fiind continud, este marginitd pe C. Dacd M = sup | f(2)
zeC

avem

’ Z_Zo_h)(z_zo)2 _rz(r—|h|) ﬁr_r(r—|h|)'

J’( f(z) Sl M _ 2zM

In consecinta

h,_[ /(2) 5 dz—0,cind h—0,
27i C(z—zo—h)(z—zo)

deci
tim LG tM)=S(z0) _ 1 [_S(2) S dz.
h—0 h 27i C(Z—Zo)
Asadar
f(z0)=5—- E)_ .

27i C(Z—Zo)2

In general, se poate demonstra teorema:

Teorema 6.5.6. Fie D — C un domeniu si f: D — C o functie olomorfa. Atunci f
admite derivate de orice ordin.

Mai precis, dacd zy € D, iar I' = D este o curbd simpla, Inchisa, netedd pe portiuni,

astfel incat domeniul A marginit de curba I" este inclus in D si contine z), atunci

f(n)(zo)_ . &) dz.

27Z'l J (Z_Zo)n+l
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6.6. Siruri si serii de functii complexe

Definitia 6.6.1. Fie f,,, f:DcC—C, neN. Sirul de functii (fn)n se numeste

>0

uniform convergent pe D la functia f daca si numai daca

| /u=Fl=sup{| fu(2)-1(2)

0

;zeD}—)O,cénd n— .

Fie acum seria de functii Zu n-unde u, : DcC—C, neN. Putem considera sirul
n=0
n
sumelor partiale (s, ) . unde s,:D—C, s,(z)= Zui (2).
i=0
o0
Definitia 6.6.2. Seria de functii Zu , S€ numeste convergentd intr-un punct ze€ D,
n=0

daca sirul (s . (Z)) - ©ste convergent. Multimea A a punctelor z € D in care seria de functii

n=>0

0

o0
E u, este convergentd se numeste mulfimea de convergenta a seriei de functii E u, .

n=0 n=0
Functia s: 4 — C, definitd prin s(z)= lim 5,(z), (V) ze D, se numeste suma seriei de
n—
e 0] 0]
functii. Vom scrie s = Zun sau s(z)= E u,(z),ze 4.
n=0 n=0
o0

Definitia 6.6.3. Seria de functii ZM , S€ numeste uniform convergenta pe D daca
n=0

sirul sumelor partiale (s, )n este uniform convergent.

Se poate demonstra urmatoarea teorema:
o0
Teorema 6.6.1. Fie DcC un domeniu, Zun o serie de functii uniform
n=0
convergentd pe D si s suma sa. Atunci:

1) Daca functiile u,, sunt continue pe D, atunci §i suma s este continud. in plus,

pentru orice curba simpld y — D, neteda sau netedd pe portiuni avem
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2) Daca functiile u,, sunt olomorfe pe D, atunci si suma s este olomorfd pe D si

s'(z)ziuh (z),(V)zeD.

n=0

6.7. Serii de puteri

Definitia 6.7.1. O serie de functii de forma

o0
E CnZnZCO-I-CIZ+0222+...+CnZn+...,ZE(C, (6.8)
n=0

unde (¢ este un sir de numere complexe, se numeste serie de puteri.
nJn

Daca notam cu 4 multimea de convergenta a seriei de puteri (6.8), atunci se observa

ci 0e A,deci A= . Are loc teorema:
Teorema 6.7.1. (Teorema Abel)

Pentru orice serie de puteri existd un numar real p, 0 < p <oo, cu proprietatile:

1) Pentru orice ze C, cu |z| < p, seria de puteri (6.8) este absolut convergenta;

2) Pentru orice ze C, cu |z| > p, seria de puteri (6.8) este divergenta;

3) Pentru orice r satisficand 0 <r» < p, seria de puteri (6.8) este uniform convergenta
pe domeniul B(0, r);

4) Daca p =0, atunci A:{O};

5)Daca p=o, atunci 4=C.

Definitia 6.7.2. Numarul p se numeste raza de convergenta a seriei de puteri, iar bila
B(0, p) se numeste mulfimea de convergend a seriei de puteri.

Pentru calculul razei de convergenta se utilizeaza urmatoarele teoreme.

Teorema 6.7.2. (Teorema Cauchy-Hadamard)

Daca p este raza de convergenta a seriei de puteri (6.8) si @ =limsup ¥/ |c . | » atunci:
n—
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. 1
1) Daca 0 <@w< o, atunci p=—;
w

2)Daca w=0, atunci p=o;

3)Dacd w=o0, atunci p=0.

. . .1 .

In continuare facem conventia 0 =0 g1 —=0.
o0

In practica se foloseste urmitorul rezultat mai putin general, dar satisficitor pentru
seriile de puteri intalnite in aplicatii.
Teorema 6.7.3. Fie p raza de convergenta a seriei de puteri (6.8).

. . . . 1
1) Daca exista /= lim 1”/|cn| in R, atunci pzf;

n—»

2) Dacd exista /; = lim in R, atunci p=1.

n—>0

Cn+l

Exemplul 6.7.1. Fie seria de puteri

0

E M =ltz4zi 44z

n=0

Folosind Teorema 6.7.3, 2), raza de convergentd este p=1. Conform Teoremei lui
Abel, seria este absolut convergentd pentru |Z| <1 si divergentd daca |Z| >1. Pentru |z| =1

seria de puteri este, evident, divergenta.

In acest caz,

sn(z)=1+z+22+ ...+Z"=1_Z ,

deci lim s,(z)= L, dacd |z| <1. Asadar, pentru |z| <1 putem scrie
n— o 1-z

ZOO |
Zn: .
1-z

n=0

6.8. Serii Taylor

Teorema 6.8.1. Fie D < C un domeniu, f:D — C o functie olomorfd pe D, zy € D

si p>0 astfel incit B(zg,p)< D . Atunci
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=ch (z—zo)n, (‘v’) zeB(zO,p)

n=0

unde

Cl’l:

%f(n)(zo)-

Demonstratie. Fie zgeD si p>0 astfel incat B(zj,p)c D

(Fig. 6.13). Notim C = {

=p|}.Fie ze B(zp,p). Atunci C

D
f(z)= 1 f(u)du= ! I /() du =
2ri u-—z 27i ) (u—z¢)—(z-2z¢)
¢ ¢ Fig. 6.13
:21 . I f(u) du.
i -
C (”—Zo)(l_z_igj
Dar |Z_ZO|:|Z_ZO| <1, deci
[u=z0|  p
o n
1 :Z[z—zoj
1_Z—ZO pry uU—2zg
u—zg

In consecinta

>2#Zj ) au] (===

=0 u ZO

Daca notam

= 1' j f(u)n+1 du,
2ri C(”_ZO)

atunci

c

Ms

nZZO

Pe de alta parte, conform Teoremei 6.5.6, avem

f(n)(Zo)Z n! f(u)

27Z'i C(I/l—Z() )n+l
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deci

! () o f(0)

"2 C(“_Zo)n+l n!

Definitia 6.8.1. Fie D — C un domeniu, fie f/: D — C o functie olomorfa pe D si

zg € D . Seria

D eu(z-z)" (6.9)

n=0
unde coeficientii ¢, sunt dati de
(n)
¢ = S (z0) (6.10)
n!
se numeste seria Taylor a functiei f in jurul punctului z .
Din Teorema 6.8.1 rezulta ca
o0
1(2)= en (z-20)". (%) 22 B(z0.0).
n=0

Propozitia 6.8.1. Fie f o functie olomorfd pe domeniul D, zoe D si p>0 astfel

incat B(zg,p )< D . Dacd C:{zeC;

z—zO|:p}, atunci

f(Z):f(Zo)+(Z—Zo)f'(Zo)+(Z—Zo)2 1 J( f(zu) du .

270 (u=z9)" (u-z)

Demonstragie. Conform formulei integrale Cauchy, (V) z € B(z(, p) avem:

f(z)= 1 f(u) du= ! j /() du.

27ri Cu—z 2ri C(u_zo)[l_z—zoJ
Uu—=zg
z—z 1 q2
Alegand g = 0 in egalitatea evidenta —— =1+ ¢ +—— obtinem
u—2z 1-¢q 1-¢g
2
f(z)z 1. f(u) 1+2750 4 (Z_ZO) du=
27wi Ju—z u—2z (u—zo)(u—zo—(z—zo))
C

1 f(u) du+2-20 () du+(Z_ZO)2 J' S (u) du.
: (

C27i u—2z 2ri C(”_ZO) 2ri

! u—z0)* (u-z)
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In sfarsit, din Teorema 6.5.6 deducem:

_f(z)zf(zo)+(z—zo)f'(zo)+(z—20)2 2izi,[(u_zf)(;()u—z) -

Teorema 6.8.2. (Inegalitatile lui Cauchy)

Fie f o functie olomorfa pe D, zy €D si p>0 astfel incat B(zo,p)cD. Daca

Cz{ze(C;

z—zo|=p} si M:sup{|f(z);zeC},atunci

|cn|S£n,(V)neN.
Y2,

Se obtin imediat urmatoarele consecinte.
Teorema 6.8.3. (Teorema Liouville)

Orice functie f:C — C olomorfa si marginita este constanta.

Demonstratie. Fie z; € C si C :{z eC;|z-z | = p} , cu p >0 arbitrar. Functia f

fiind marginita pe C, exista M >0 finit astfel incat M :sup{| f(2)

; ZE(C} . Facand
p —> o in inegalitdtile lui Cauchy, obtinem ca ¢, =0, (V) n >1. Din Teorema 6.8.1 rezulta
ca f(z)zco, (V) zeB(zO,p),deci f(z)zco, (V) zeC.

Teorema 6.8.4. (Teorema fundamentala a algebrei)

Orice polinom P e C[X ] de grad mai mare sau egal cu 1 are cel putin o radacind in C.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca P(z) =0, (‘v’) zeC . Atunci functia

/(z)=

( ) este olomorfa pe C si lim f (z) =0. In consecintd, existd p >0 astfel incat
z Z—> 0

pentru orice ze C, cu |z| >p, f (z)| <1. Pe de alta parte, functia f fiind olomorfa este

continud pe mulfimea compactd B(0,0), deci f este marginiti pe B(0,p).

Fie M=sup{|f(z);zeB(0,p)}. Atunci | £(z)|< M +1,(¥) zeC, deci functia

f este marginitd pe C. Conform teoremei lui Liouville, rezulta ca f(z)=c, (V) zeC,

< . 1 o
unde ¢ este o constanta nenuld. Atunci P(z) =—, deci polinomul P are gradul zero, ceea ce
c

contrazice ipoteza.
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6.9. Serii Laurent
Definitia 6.9.1. Se numeste serie Laurent centrata in punctul z, € C orice serie de

functii de forma

+ o0

Z cn(z-29)", ¢, eC. (6.11)

n=—oo

+00
. Cc_ . o .. . .
Seria E —"n se numeste partea principala a seriei Laurent (6.11), iar seria

n:l(Z_ZO)

+00
ch (z -2z )n se numeste partea Taylor a seriei Laurent (6.11).
n=0

Evident

+ 00 + 00 + 00

D ealz=z0)" =Y i D e (2-20)"
n=—oo nzl(Z_Z0 )” n=0

Definitia 6.9.2. Seria Laurent (6.11) se numeste convergenta intr-un punct daca cele

doua serii sunt simultan convergente in acel punct.

Teorema 6.9.1. Fie zgeC, 0<r<R, A={zeC;r<|z-zy|<R} si f:A>C o

functie olomorfa. Atunci, pentru orice z € A avem

+00
f(z)= E Cn(Z_ZO)n
unde
1 f(u)
c, = du
n ; " 6.12
27i C(“_ZO) +1 (6.12)

iar C este un cerc cu centrul in z sicuraza p, continut in A. Mai mult, dezvoltarea in serie

Laurent este unica.
Demonstratie. Fie z € A un punct oarecare fixat si C;} si C, cercurile de centru z,
de raze r', respectiv R', orientate pozitiv, cu ¥ <r'<R'< R, punctul z aflandu-se in

coroana circulard determinata de cercurile C; si C, (Fig. 6.14).
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Fie C un cerc cu centrul z( si de razd p continut

in aceasta coroana circulara. Din formula lui Cauchy pentru

domenii multiplu conexe, rezulta ca:

f(z)= ! /() du— ! f(u)du.

27 Uu—=z 27ri Uu—z
CZ Cl
Dar
L [,
i Uu—=z i u—zo)—(z—-z
c, c, 0 0

U—2z

|2=z0| - " (2=70)"
Deoarece <1, obtinem = Z Atunci

|u—2z 12750 n:O(u_ZO

uUu—=zg
o0
! jf(u) duzz ! () du (z—z )n
2ri : u—z o 2;zic (u_ZO)nH 0) -
2 2

Folosind formula lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe, rezultd cd pentru n >0
avem

_ 1 Sw) 1 f(u)
cn_27z'i J. (u—z )n+1 du_Zﬂij(u_Z )n+1 du.
c, 0 C 0

In ceea ce priveste integrala pe C;, obtinem succesiv:

du =

), ), /()
2ri u—zdu_27ri z—ud 2ﬂij(z—zo)—(u—zo)

C C, |

:21”_! f(u) ]di L (1) | 1

— 1.
CI(Z—ZO)EI—M_ZO n=0 2 Cl(”_ZO) ! (Z_ZO)HJr
Z—2y

Schimband indicele de sumare, rezulta ca
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1 f(w) _oo 1 f(u) 1
cporl o du—zzm. J(u—zo)_nﬂdu e

c n=1 C

|M—Zo|<1

deoarece .
| zZ— ZO |

Folosind din nou formula lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe, rezulta ca

pentru n>1 avem

1 u
27 (M_Zf))znﬂ du.
C
in final
+o0
f(z)z Z Cp (z—zo)n,
n=—o

cu coeficientii ¢,, din enuntul teoremei.

Vom arata acum ci dezvoltarea unei functii in serie Laurent este unica.

Sa presupunem ca

+00 +00
f(z)z Z (" (z—zo) = Z cn(z—zo)
Atunci

+o0

Z (en—cu)(z=29)" =0. (6.13)

Fie k e Z . inmultind (6.13) cu (z—z¢ ) ™', obtinem

+ 00

Z (cp—ch)(z-2z9 )n_k_l =0.

n=-o0

Integrand pe C, rezulta ca

+o0
Z (cn—c;1)J.(z—zo)n_k_1 dz=0. (6.14)
C

n=—o0

Dar
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J‘(Z_Z )n—k—l Joe 0, daca n—k-1+#-1
0 2 zi, dacd n—k—1=—1"

C
adica

J‘ n—k—1 0, dacda n#k
(Z—ZO) dz = .

2rxi, daca n=k
c

Atunci din (6.14) avem

+ 00

0= 3 (eymei) [(-20)"* dz=2mi (e )

n=—co C
deci
cp=ck,(V)keZ.
Prin urmare, dezvoltarea unei functii in serie Laurent este unica.
Calculul coeficientilor din dezvoltarea in serie Laurent a unei functii, folosind (6.12),
este dificil, motiv pentru care formulele (6.12) sunt putin folosite. De obicei, in practica, se
folosesc dezvoltari elementare in serie Taylor. Datorita unicitatii coeficientilor seriei Laurent,

orice procedeu de dezvoltare este bun.

Exemplul 6.9.1. Fie f: C\{—2, 1} ->C, f(z) :222—+1. Sa se dezvolte in serie
z7+z-2
dupa puterile lui z, in urmatoarele domenii:
a) interiorul cercului C = { zeC; z| = 1} ;
b) coroana circulara {z eC; 1 <|z| < 2} ;
¢) exteriorul cercului C = {z eC; z| = 2} .
C 1
Vom folosi dezvoltarea Zzn = 1— , valabila daca |Z| <1.
-z
n=0

a) Functia f este olomorfd in interiorul cercului C ={z eC; z| =l} , deci se poate

dezvolta in serie Taylor in jurul punctului zy = 0. Deoarece, in domeniul considerat, z| <1,

vom avea
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EDYCHH DD R

n=0

b) Conform Teoremei 6.9.1, f se poate dezvolta in serie Laurent in coroana circulara

data. In acest caz vom aveaﬁ<1 si%<l,deci
zZ
+2_ n+l i _1_ 1 n n+l n
z P ‘ R e n=l -

N . : 2 .1 :
¢) In domeniul considerat vom avea — <1, deci $i — < 1. Prin urmare

K 2|
111 2V < 2" PN
. T2, Z( 1)”(;) =Z(—1)n n+1:Z(—1)n P
1+— n=0 n=0 z n=1 z
Pe de alta parte, conform b) are loc —=Z—,dem
Z-= z

Exemplul 6.9.2. Aceeasi problema pentru domeniul {z eC;0< | z— 1| < 3} .

]

Dezvoltdm dupa puterile lui z—1. Deoarece <1, putem scrie

o1 111 i( l)n(z_l)n
=— . —== _ ,
z+2 (z-1)+3 3 n 3 — 3"
deci
© n
1 z—1
1@
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Partea principald a seriei Laurent contine un singur termen, iar partea Taylor contine o

infinitate de termeni.
z

(z-2)(z+1)*

Exemplul 6.9.3. Fie f:C\{-1,2} >C, f(z)= . S se dezvolte in

serie dupa puterile lui z +1, in urmatoarele domenii:

a) coroana circulara {ze(C; 0<|z+1|<1};

b) exteriorul cercului C:{ZG(C; Z+l|:3}_
a) Deoarece
® n
Z oy 2 g2 2 :l_g‘z(ﬁl) ,
z=2 z=2 (z+1)—3 3 1_z+1 3 3n
3 n=0
rezultd ca
1 1 2 1 2 1 2 1
£(2)=7 - - -2 -
)73 (z+1)* 3% (z+1) 3 (z+1)? 3* (2+41)
2 2 2 2 2
_3_5_3—6-(2+1)—3—7-(2+1) —. _3n+5 '(Z+1)n_

Partea principala contine 4 termeni, iar partea Taylor contine o infinitate de termeni.

b) In acest caz vom avea
| z+1 |

Prin urmare

z 2 2 1 2 3"
=1+ =1+ . =1+ : E m——
z=2 (Z+1)—3 z+1 1— 3 z+1 (Z+1)”
z+1 "

In consecinta

LN
o= Z(z+1)"+5'

n=0

1
Exemplul 6.9.4. Fie f:C" > C, f(z)=e 2. Si se dezvolte in serie dupa puterile lui

z pe C*.
0 1 o0

n _
u -
Deoarece e = E —, (V)ueC, rezultd ci e?= E

n!

1

,(V)zeC". Partea

n!-z"

principala a seriei Laurent contine o infinitate de termeni, iar partea Taylor se reduce la un

singur termen.
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6.10. Puncte singulare. Reziduuri

6.10.1. Puncte singulare

Definitia 6.10.1. Fie Dc C o multime deschisd nevida si f:D— C o functie
olomorfa. Un punct z, € C se numeste punct singular izolat al functiei f daca exista » >0
astfel incat B(zy,r)\{zo} < D (adica functia /" este olomorfa pe B(zy,r)\{zg}).

Functia f* poate sd nu fie definitd in z.

Exemplul 6.10.1.

1) Punctul zy =1 este punct singular izolat pentru urmatoarele functii:

f:C\{l}*C,f(Z)=L1, g:C—>C, g(z)=z3, h:C\{l} > C, h(z):sm”lz

z— .

2) Fie f:C\{—2i, 0,2i}—>(C,f(z)= 31 . In acest caz, punctele z1=-2i,
z"+4z

z5 =0, z3 =2i sunt puncte singulare izolate.

Fie DcC o multime deschisd, f:D — C o functie olomorfd si z; € C un punct
singular izolat al lui f. Atunci functia f se dezvoltda in serie Laurent in coroana circulara
B(zo,r)\{zo} ={ze(C; 0<|z—zo|<r}:

0

©
E +EanZO

mi(z-20) 0
Definitia 6.10.2. Punctul z =z, se numeste punct singular aparent dacd c_, =0,
(V) n=1. Punctul z =z, se numeste pol de ordinul m daci c_,, #0 si c_, =0, (V) n>m.
Punctul z =z, se numeste punct singular esenfial daca c_, #0, (V) n

Prin urmare, partea principald a seriei Laurent este nula in cazul unui punct singular
aparent, are un numar finit de termeni nenuli in cazul unui pol §i are o infinitate de termeni
nenuli in cazul unui punct singular esential.

Se poate demonstra urmatoarea teorema:

Teorema 6.10.1. Fie f: B(zy,r)\{zo} — C o funcie olomorfa. Atunci:
1) Punctul z =z, este punct singular aparent pentru f dacd si numai dacd existd

lim f(z) sieste finita.
Z—)ZO
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2) Punctul z =z, este pol pentru f daca si numai daca lim f(z)=oo.
Z—)ZO

3) Punctul z =z, este punct singular esential pentru f daca si numai daca nu exista

lim f(z).

z—>z,

6.10.2. Reziduuri. Teorema reziduurilor

Fie D < C o multime deschisa, fie f/: D — C o functie olomorfa, z; € C un punct

o0
singular izolat al lui f si f(z)= Z ¢, (z—2p)" seria Laurent a functiei f pe coroana

n=—co
circulard B(zo,r)\{zo} .

Definitia 6.10.3. Coeficientul c_; din dezvoltarea in serie Laurent a functiei f pe
coroana circulard B( zo,r)\{zo} se numeste reziduul functiei f in punctul singular z( $i se
noteaza Rez( f,z ).

Pentru calculul reziduului unei functii intr-un punct singular sunt utile urmatoarele
consideratii.

Fie un cerc C:{ZEC;

Z—Zo|=p} de razd p<r, orientat pozitiv. Atunci, din
formula de calcul a coeficientilor seriei Laurent a functiei f pe coroana circulard

B(zg,r)\ { Z0 } (Teorema 6.9.1), rezulta ca

c_1 = 1 () du= ! jf(z)dz.

- . —1+1 - .
27i C(“_ZO) + 2mi ’
Deci
1
Rez(f,zo)zz—m jf(z)dz. (6.15)
C

Observatia 6.10.1. Daca z =z, este punct singular aparent, atunci c_; =0, deci

Rez( f,z5)=0.

Propozitia 6.10.1. Daca z =z, este pol de ordinul m , atunci

RCZ(f,Zo) =

}(m_l) . (6.16)

- lim [(z—zo)mf(z)

(m—l)! z—Z)
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Demonstratie. Dacd z = z este pol de ordinul m , atunci dezvoltarea in serie Laurent

a functiei f* pe coroana circulard B( zg,r )\ { Zp } este

f(z):ﬁ+ et zc—_io +co+ CI(Z—Z())+ .. tcy, (Z—ZO)’Z+
Z—2

deci

(Z—Zo)mf(Z):C_m+ C_m+1(Z—Zo)+ .t C_I(Z—Zo)m_l'l‘ Co(Z—Zo)m + ...

Derivand de m —1 ori obtinem:

[(z—zo)mf(z)}(m_l) =c_1-(m=1)! +(z—-zp) - [2:3-..-m- o+ ..].

Rezulta imediat ca

si propozitia este demonstrata.
Putem enunta acum urmatoarea teorema:

Teorema 6.10.2. (Teorema reziduurilor) (Cauchy)
Fie D cC un domeniu, f:D\{zl, Z25e Zp } — C o functie olomorfa si ' D o

curba simpla, inchisa, netedd pe portiuni, astfel incat domeniul marginit de curba I contine

punctele zj, 1S j<p. Atunci

V4
jf(z)dz=2ﬁi-ZRez(f,zj). (6.17)
r J=1

Demonstratie. Fie y It 1<j<p, cercurile cu centrele z i si raze suficient de mici,
astfel incat bilele inchise determinate de aceste cercuri sa fie incluse in domeniul marginit de
curba I' si sd nu aiba puncte comune. Functia f* fiind olomorfd, din Teorema lui Cauchy

pentru domenii multiplu conexe rezulta ca

[rera=3 [ r(e)az 6.18)

j=l 7]

Pe de alta parte, din (6.15) avem
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jf(z)dz:27ri.Rez(f,zj),ISjSp. 6.19)
7j
Tinand seama de (6.18) si (6.19), obtinem (6.17) si teorema este demonstrata.

iz

Exemplu 6.10.2. Sa se calculeze / =I ¢ 5 dz,unde I" este cercul de ecuatie
T 2(22 + 1)
| Z| =2.
eiz
Fie functia f:(C\{O, i, — i} —-»C, f(z) = 5 Punctul z; =0 este pol simplu
z (22 + l)
al acestei functii, iar punctele z, =i, z3 =—i sunt poli dubli ai functiei /. Tindnd seama de
Propozitia 6.10.1, obtinem succesiv
eiz
Rez(f,O)z lim z- —2:1
z—0 2
z( zo+1 )
iz '
Rez( f,i)=lim |(z—i)- = . -3
i z(z+i) (z—i) de
Rez(f,—i):— %.

Folosind teorema reziduurilor, rezulta ca

I1=2ri 1—1—E =ﬂ(—e2 +4e—3).
2e
6.10.3. Aplicatii ale teoremei reziduurilor
Prezentam acum aplicatii ale teoremei reziduurilor la calculul unor integrale reale.
Vom folosi urmatorul rezultat:

Lema 6.10.1. (Lema lui Jordan)

Fie sectorul Dz{ze(C; 0<|z|< o, argz e[ 4, 92]} , f:D—C o functie continui

z|=R, argze[ @, 92]} .Daca lim zf(z)=0,atunci

| z| >0

si CRz{ze(C;

lim | f(z)dz=0.
R—
Cp
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Demonstratie. Fie M (R )= sup{ |f( z)

;zeCR}.Atunci

If(z)dz <M(R)-R-(6,-6).
Cr

Deoarece lim z f(z)=0,rezulticd lim M(R)- R=0, deci
z‘—)oo R—w

R—w

lim f(z) dz=0.
)

R

P
Corolarul 6.10.1. Fie f(z)= (2) o functie rationald, deci P si Q sunt polinoame.

0(z)

Presupunem ca Q(x) #0, (‘v’) xeR sica gradQ > grad P+ 2. Atunci

_J;O %dx=2m' -;Rez(f,zj)

unde z j>» 1< j<p,sunt polii functiei f* situati in semiplanul superior.

Demonstratie. Conditiile din corolar asigura convergenta integralei, deci

+ 0 R
P(x) - P(x)
dx= lim dx.
Q( X ) R—w Q( X )
—00 _R
v A Fie I" curba inchisa formata din semicercul cu centrul in
Cr origine, de razd R, situat in semiplanul superior, notat Cp,
\ completat cu segmentul [—R, R ], ca in Fig. 6.15.

(_ R, 0) ol ( R, 0) Raza R se alege suficient de mare astfel incit domeniul

=

marginit de ' sa contind toti polii functiei f situati In

Fig. 6.15 semiplanul superior. Conform Teoremei reziduurilor

_L ggi; dx+é'. 222 dz=2ri ~;Rez(f,zj), (6.20)

_ P(z) . . . [ P(2)
Deoarece lim z- =0, din Lema lui Jordan rezultd cd lim dz=0.
CR

> O(2) R J O(z)

Facand R — o 1n egalitatea (6.20), se obtine corolarul.
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+ 00

2
Exemplul 6.10.2. Sa se calculeze integrala [ = j x—2 dx.
e (x2+4)
Z2
Functia f:(C\{—2i, 21'}—)@, f(z):—z, are polii dubli z; =2i, zp =-2i.
2
(z +4)

Dintre acestia numai z; se afld in semiplanul superior. Folosind formula (6.16), rezulta ca

Rez(f,Zi) = L Conform Corolarului 6.10.1, obtinem / =2 i - L :%.
i i
2
Integrale de forma / = J- R(cost,sint) dt
0

P(x
unde R (x,y) este o functie rationala. Mai precis, R(x, y):Ty) , unde P si O sunt
X,y

polinoame, cu Q(x,y)#0 pe cercul cu centrul in O si de razi 1, Cz{(x,y) eR%; x* +)% = 1} .

Notim z =e'!. Atunci

dtzLdz,costze = = , sinz = .
iz 2 2 2z 2iz

Cand r€[0, 27|, punctul z parcurge cercul C. Atunci

2 2
2 R z +1’ z7 -1 ‘dz.
(6.21)

2z 2iz iz
|z|=1

2r
Exemplul 6.10.3. Sa se calculeze / = j ; dt.
5 + sint
0

Folosind (6.21), obtinem

dz
1=2I —
‘ 1zz+2i\/§z—1
Z|=

Functia de sub integrald are polii simpli z; = i(2—x/§ ) , Zp = —i(2+\/§ ) . Dintre

acestia numai z; se afla in interiorul cercului unitate.
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Deoarece Rez(f,zl):%,rezulté cal=4ri- %:ﬂ.
l l

Lema 6.10.2. (Lema a doua a lui Jordan)

Fie D :{Z eC;Imz> O} si f:D— C o functie olomorfa cu exceptia unui numar

finit de puncte singulare izolate. Daca | l‘im f (z)zO, uniform in raport cu argz
z|>w

(O <argz< 72') , atunci pentru orice a >0 avem:

lim J- ¢ f(z)dz=0

R—x
Cr
unde CR:{ZGC; Z|:R,Imz>0}.
y A Demonstratie. Fie MR:sup{|f(z);zeCR}.
/\ Daca z € Cy, atunci
> —Re'% =R(cosO+isind) si
. 0 = z=Re (cos@+isind) si
Fig. 6.16

V4
J-eiazf(z)dzzj‘e—aRsinH eiaRcosé’f(Reié’)Rieine
Cpr 0

de unde rezulta ca

w
J.eiazf(z)dz <RMp J’e_aRSingdH. (6.22)
Cr 0
T
Observam ca daca facem schimbarea de variabila € = 7 — ¢ in integrala j obtinem:
z
2
z
T 0 2
je—aRsingdezj_e—aRsingodq):J'e—aRsin(pd¢ (6.23)
z z 0
2 2
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Din (6.22) si (6.23) rezulta ca

z

2
Ieiazf(z)dz §2RMRJe_aRSin9d9. (6.24)
Cp 0

Pe de alta parte, pentru orice 6 € (O, %j avem:

sin@) cos@
[ ; ]: 0 (0-120)<0

de unde deducem ca

sin ¢ > 2 sau sinezﬁ. (6.25)
o V4 Vs
Tinand seama de (6.25) in (6.24) rezulta
VA
v -
2 _2aR0 _ZaHRQ 2 M
iaz < T _ e _Z R( _ —aR)
J.e f(z)dz| <2RMp Ie dO@=2RMp 4R » l1-e .
Cp 0 o 0

Cum lim %(l—e_aR)zo,deducem ca
R—>wo a

R—
Cr

lim Ie"“f(z)dz=o.

Observatia 6.10.1. Lema a doua a Iui Jordan raméne valabila si daca domeniul D se

inlocuieste cu domeniul D'={ze C; Imz >0} si Cjy ={ze(C;

z—iy0|=R, ImzZyO}.

Demonstratia este asemanatoare cu demonstratia precedentd, alegdnd z =iy, +Re”9,

0|0, x].
Y4 Fig. 6.17
Cr
—-R Yo R
= Y
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Observatia 6.10.2. Lema a doua a lui Jordan ramane adevarata si daca domeniul D se

inlocuieste cu sectorul D" = {z eC;0<|z| <o, Imz > 0} .

o0
Exemplul 6.10.4. Sa se calculeze integrala j x;mx dx
x“+1
0
Zel'z
Consideram conturul din Fig. 6.15 si functia f (z) = Prin calcul, obtinem ca
z7+1
Rez( f,i)= ZL Pe de alti parte
e
R ix iz
Zﬂi-Rez(f,i):j xze an+JA zze dz. (6.26)
x“+1 z7+1
R Cr

Dar

lim | f(z)|= lim I ﬂ:o,deci ‘Zl‘i_r)noof(z):o.

| z| >0 | z| >0 22_,_1‘ _‘z‘%oo|z|2_1

Conform Lemei a doua a lui Jordan

iz
lim I Z; dz=0.
R—w J z7+1]

R

Din (6.26) prin trecere la limitd cu R — oo, avem

o0 o0 o0

. ix .
i xe XCOSX } xsinx
_:J 3 dxz'[ 3 dx+1-j 5 dx.
e x“+1 x“+1 x“+1
— 00 — 00 — 00
In consecinta
o0 o0 o0
XCOSX . xsinx xsinx T
j 3 dx=0 si J 3 dszj 5 dx=—
x“+1 x“+1 x“+1 e
— 00 — 0
deci
o0
xsinx T
j 5 dx=—.
x“+1 2e
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SERII FOURIER

7.1. Serii trigonometrice

Definitia 7.1.1. O functie f/:R — R se numeste periodica de perioada 7 >0 daca
f(x+T)=f(x), (V) xeR.

Exemplul 7.1.1.

1) Functia f (x) =sinx, x € R este periodica de perioadd 7 =27, pentru ca
sin(x+27r) =sinx, (V) xeR.

De asemenea, functia f (x) =cosx, x € R este periodica de perioadd T =27
2) Functia f(x) =tgx, x# %+ 2nr, neN este periodica de perioada 7' =7 .

Analog f(x)=ctgx, x# nx, neN este periodica de perioadd T =7 .
3) Functiile constante 1 (x) =c, (‘v’) x € R sunt periodice, pentru orice perioada 7 > 0.
Evident, f(x+T)=c=f(x), (V) xeR, (V)T >0.

Lema 7.1.1. Fie f:R — R o functie integrabila, periodica de perioada 7' > 0. Atunci

a+T

]Cf(x)dxz I f(x)dx, (V) aeR.

Demonstratie. Tinand seama de proprietatile integralei avem:

a+T 0 a+T

jf(x)dx:jf(x)dx+]'f(x)dx+ j 7(x)dx. .1)
a a 0 T

Pe de alta parte, daca facem schimbarea de variabila x =¢+ 7T , rezulta:

a]Tf(x)dx=jf(t+T)dt=jf(l)dt=—j‘f(l)dt. (7.2)
T 0 0 a

231
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Tinand seama de (7.2) n (7.1) obtinem:
a+T T

J- f(x)dsz.f(x)dx.
a 0
Definitia 7.1.2. Fie (a,), .o, (b, ), doud siruri de numere reale. Seria de functii:

o0
a70+2(an cosnx+b, sinnx), xeR (7.3)
n=l1

se numeste serie trigonometrica de coeficienti a,, ,n=0 si b, , n>1.

Sumele partiale ale unei astfel de serii:

n

s, (x)=a70+2(ak coskx+by sinkx),neN
k=1

se numesc polinoame trigonometrice.
Deoarece polinomul trigonometric s, este o combinatie liniard a functiilor:

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., COSnX, Sinnx
rezultd ca s, este o functie periodica de perioadd 2, adica
Sp(x+27m)=s,(x), (V) xeR.

Pe de alta parte, dacd presupunem ca seria (7.3) este convergentd in fiecare punct

x € R, atunci suma sa s va fi, la randul séu, o functie periodica de perioada 2z , deci
s(x+27z) =s(x), (‘v’) xelR.
Definitia 7.1.3. Spunem ca o functie f:R — R periodica de perioada 27 se dezvolta
intr-o serie trigonometricd pe R daca f(x)=s(x), (V) xeR, adica

f(x)=a70+2(an cosnx+b, sinnx), (V) xeR.

n=l1

Definitie 7.1.4. Doua functii integrabile f, g:[a, b] >R se numesc orfogonale pe

intervalul [a, b] daca

b

Jf(x)g(x) dx=0.

a
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Un sir de functii integrabile ¢y, ¢@,, ..., @,, ... se numeste ortogonal pe intervalul

[a, b] daca

(pm(x)(z)n(x) dsz,(V) m,neN*,m;tn.

Qe >

Propozitia 7.1.1. Sistemul trigonometric de forma:

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., COSnX, Sinnx, ...

este ortogonal pe intervalul [—7[, 7[]

Demonstratie. Avem succesiv:

A . z
coSnx dx:smnx =0
L 4 n _71'
-
A T
sinnx dx =— cosnx =0
L 4 n _71'
-7
72; T
coskx cosnx dx :% I [cos(k—n)x+cos(k+n)x} dx=0,daci n#k
—.72' 7T
72; T
sinkx sinnx dx :% J [cos(k—n)x—cos(k+n)x} dx=0,daca n#k
—.72' 7T
72; T
sinkx cosnx dx =% j [sin(k+n)x+sin(k—n)x} dx=0,dacan=k.
- -

Observatia 7.1.1. Au loc evaluarile:

va

ldx=2rx
“x

T
~

T
cosznx dx =% J. (1+cos2nx) dx=r
-

-7
v V4

sin? nx dx =% j (I-cos2nx)dx=r.

- -



234 CAPITOLUL 7

Fie f:R —> R o functie continua, periodica de perioadd 2z . Sa presupunem cd f se

dezvolta intr-o serie trigonometrica, adica

o0
f(x):azo +Z(an cosnx+b, sinnx), xeR.
n=l1

Presupunem, in plus, cd seria din membrul drept este uniform convergentd pe R.

Atunci aceasta se poate integra termen cu termen, de unde deducem ca:

V4 V4 . T Vg
J‘f(x)dx=070J.dx+z a, Icosnx dx+b, Isinnx dx |.
- - n=1 - -

Tinand seama de Propozitia 7.1.1, rezulta:

I f - 2 7 i mai departe ca:

ag =% j f(x)dx

In mod analog, amplificand ambii termeni cu cosk x si integrand termen cu termen,

obtinem:
T . T V4
jf(x)coskxdxza j oskxdx+ a, Icoskx cosnxdx+an‘coskx sinnxdx |.
2
- n=1 - -

Tinand din nou seama de Propozitia 7.1.1 si de Observatia 7.1.1 deducem ca:

T
J f(x) coskx dx =ay, I cos? kx dx =ay, - 7 sidecica:
-7

=T

VA
ay =% I f(x) coskx dx .
-

In sfarsit, amplificand cu sink x si integrand termen cu termen obtinem:

T
by 1L j f(x)sinkx dx.
T

-7
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In concluzie, daca functia f se dezvolta in serie trigonometrica, atunci coeficientii

acestei serii sunt dati de formulele urmatoare:

1 L
a = f(x)dx
T
A
a, 1 f(x) cosnx dx (7.4)
T J
-
A
b, _1 f(x)sinnx dx.
T J
-

Evident, formulele (7.4) au sens si daca functia f nu este continud, ci doar

integrabila.

7.2. Serii Fourier

Definitia 7.2.1. Fie f :[—7[, ﬁ]—)]R o functie integrabild. Coeficientii dati de

formulele (7.4) se numesc coeficientii Fourier ai functiei f, iar seria trigonometrica

o0
a .
70+ E (an cosnx+b, s1nnx)
n=1

in care {an} si {bn} sunt coeficientii Fourier ai functiei f se numeste seria Fourier atagata
functiei f .
Asadar, oricdrei functii f integrabila pe [—7[, 7[] ii corespunde o serie Fourier:

0

a .
f(x)z70+ E (a, cosnx+b, sinnx).
n=1
Evident, daca f este doar integrabila pe intervalul [—77, 77] , nu putem inlocui semnul
»=~" cu cel de egalitate ,,=”, deoarece suma seriei din dreapta, daca aceasta este uniform

convergentd, este o functie continua.

In continuare vom analiza cand o functie f se dezvolta in serie Fourier.

Definitia 7.2.2. O functie f: [a, b] — R se numeste monotonda pe portiuni daca exista

o partitie a intervalului [a, ], anume:
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Ata=xy<x)<..<x;_1<x;<..<x,=b

astfel incat f este monotona pe fiecare subinterval (xi_l, x,-), i=12,..,n (Fig. 7.1).

e Fig. 7.1

N

)
;

v

S
[N S

=

Of «  x x

=
L

2

De exemplu, functia f (x) =x“, xR este monotona pe portiuni pe intervalul [—1, 1] ,

deoarece este descrescatoare pe [—1, O] $i crescatoare pe [O, 1] . Analog, functia f (x) =cosx,

. . : T T T
xR este monotond pe portiuni pe intervalul [_E’E} deoarece pe [—5, 0} este

crescatoare, iar pe | 0, %} este descrescatoare (Fig. 7.2).
y 4 Fig. 7.2 r
_ 2
f(x)=x f(x)=cosx
] |
' |
' |
] |
' |
] |
L L—> >
-1 ) 1 T ) T X
2 2

Observam ca daca f este monotond pe portiuni pe intervalul [a, b] si este si

marginitd pe acest interval, ea nu poate avea puncte de discontinuitate decat de speta intai.

Intr-adevar, dacd x = ¢ este un punct de discontinuitate pentru f , atunci exista limitele

f(c=0)=lim f(x) si f(c+0)=lim f(x) sisunt finite.

x<c x>c
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Precizam de asemenea ca o functie monotond pe portiuni si marginitd pe intervalul

[a, b] este integrabild pe acest interval.

Teorema 7.2.1. (Teorema Dirichlet)

Fie f:R—>R o functie periodicd de perioadda 7 =27, monotond pe portiuni $i
marginitd pe intervalul [—7[, 7r]. Atunci seria Fourier atasata functiei f este convergentd in
fiecare punct al intervalului [—7[, 7[].

Daca notam cu s suma seriei Fourier, adica

0

s(x):GTOnLZ(an cosnx+b, sinnx)

n=l1
atunci:

i) s(x¢)=/(xg),dacd -7 <xo <7 si [ estecontinudin x
ii) s(xo)zé[f(xo -0)+ f(xg +0)], dacd —7 <x( <7 si f este discontinud in x
i) s(-ﬁ)=s(ﬂ):%[f(-ﬁ+o)+f(ﬁ-o)].

Pentru demonstratie recomandam [2], pagina 275.

Exemplul 7.2.1. Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul (—7z, 7z) functia

f(x)zﬁ—x.
Avem succesiv:
T 2 T
1f (ﬂ—x)
ag=— T—-x)dx=—~—| =2,
0= ] (7=x) .
-z -
A 7 . '
anzl (m—x)cosnx dlej(ﬁ—x)(SIanj dx =
T b3 n
7T 7T
T VA T
1 sinnx|” 1 . 1 . 1
=—|(7-x) +— | sinnx dx |=— | sinnx dx =———cosnx| =0,
s no|_, n niw nr
-z -z -

V n

Va T ,
b, 1 j (r—x)sinnx dx _1 j (r—x) (_cosnxj dx =
-7 -7
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Cum functia f* este continud pe (-7, 7) rezultd ca

n

o0 _1 n
7r—x=7z+2z( ) sinnx,(V)xe(—;r, 7[).
n=1

Pe de alta parte:

S(-/Z')ZS(ﬂ')Zﬂ

f(7=0)=0si f(-7+0)=27x, deci

s(_ﬂ):s(”):%[f(_ﬁo)ﬁ(ﬂ_o)].

Observatia 7.2.1. Daca functia f* este para, atunci

v
b,=0,n>1si anzzj‘f(x)cosnxdx,nzo.
T
0

Daca functia f este impard, atunci

T
a,=0,n>0 si b"Z%J‘f(x) sinnx dx,n>1.
0

Afirmatia rezulta din faptul cd dacd g:R —> R si />0, atunci:

g(x) dx, daca g este pard

'—.\
oQ
=
N
ISH
=
Il
[\
o'—.N

0, daca g este impara

Exemplul 7.2.2. Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [—7[, 7z] functia

Fie f " R>R functia periodica de perioadd 7 =2, obtinutd prin prelungirea

2

functiei f(x)=x", xe[-z, 7].
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Y T Fig. 7.3

L L L L
"+
.t

*
3 T
v

o
S
|
[\
)
|
N
.
N
[\
N
(98]

Graficul functiei /™ este prezentat mai sus (Fig. 7.3):
f*(x)=(x-2kx)*, dacd xe[(2k-1)z, (2k+1)7], keZ.
Daci k=0, atunci f*(x)=f(x)=x%, xe[-7, 7].

Daca k=1, atunci f*(x)=(x—-27)%, xe[r, 37].

Daca k =1, atunci f*(x)=(x+27)%, xe[-37, -], ctc.

Evident, functia /™~ este continui pe R si monotona pe portiuni. In plus,
f(=x)=f(x), dacd x e[-7, 7|, deci [ este pard pe [-7, 7].

T

Din Observatia 7.2.1 rezultd ca b, =0 si a,, =£J‘x2 cosnx dx,n>0.Avem:
T

0

2
agp = g'[xz dx = 2% . Integrand prin parti, pentru #n >1 obtinem:

0
v P v
2 2 sinnx 2 .
anz—j 2cosnx dx == | x? ——Ixsmnx dx |=
7 7 nolp n
0 0
T A n
2| 2 cosnx 1 47 cosnm  4(-1)
=—|—|—x +—|cosnxdx ||= = ,n=>1.
T n n 0 n 7[;12 n2

Prin urmare coeficientii Fourier sunt:
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2 4(-1)"
aozzi;an:(—);anO,I’ZZl,SideCi
3 n?
2 2 (_1\"
x2:%+4z( 12) cosnx,(V)xe[—ﬁ,ﬂ].
n
n=l1

In particular, pentru x = 77, obtinem:

2 © 1
7 :%+4Z—2 si mai departe
n

n=1
72 c 1
T 73

n=1
Relatia (7.5) poartd numele de identitatea lui Euler.

Exemplul 7.2.3. Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [—77, 7r] functia

f(x) =X.
Deoarece functia f este impara, rezultd cd a,, =0, n>0 si
VA v
1
20 . 2 7 2(-1)""
b, =—Ix sinnx dx == | —x 212 +—I cosnx dx =(—), nx1
V4 V4 n |y n n
0 0
si mai departe
© (_1)I’l+1
x=22 sinnx, —mT<x<r.
n
n=l
Graficul functiei /™ este prezentat mai jos (Fig. 7.4):
yﬂ
0 X
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f*(x)zx—2k7r, daca xe((2k—1)7r, (2k+1)7r), kelZ.
Observam ci /™~ nu este continud in k7, ke Z™:
f(r=0)=xsi f*(-7+0)=—r.Rezulta ci

_ 7+ (-7)

s(iz) =0¢f(7r)=7z.

7.3. Serii Fourier pentru functii de perioada arbitrara (T =2 I)
Fie f:R — R o functie periodica de perioada 7 =2/, [ > 0. Pentru a dezvolta functia

f in serie Fourier pe intervalul [—Z , 1 ] , facem schimbarea de variabila

h:R—)R,h(t)zit,
T

si constatam ca functia compusa g = f o/ este periodica de perioada 2 .

Intr-adevar,

g(z+27z)=f(h(z+2;z))=f&r+2lj=f(l

Lo (b))
V4

Daca f este monotona pe portiuni $i marginita pe intervalul [—Z, / ] ,atunci g = foh
este monotond pe portiuni $i marginitd pe intervalul [—7[, 7[] , deci se poate dezvolta in serie

Fourier pe acest interval. In punctele de continuitate ale lui f avem:

o0
g(t)=a70+Z(an cosnt+b, sinnt), unde
n=1
T v
a, 1L g(t) cosnt dt,neN si b, _1L J. g(t)sinnt dt, neN".
Vs T
- /2

o . N T .
Daca facem schimbarea de variabila ¢ = 7 x , atunci avem:

[

a =% f(x)cos%xdx,nzo si

b :% f(x) sin%x dx,n>1.
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Exemplul 7.3.1. Si se dezvolte in serie Fourier functia f(x)=|x
[-1,1].

Functia f : periodica de perioadda 7 =2/, care prelungeste functia f pe R, este

, pe intervalul

reprezentatd in Fig. 7.5. Evident f* (x)=f(x), xe [—l, Z].

v

=31 =21 -l (O 21 3

Deoarece functia f este para rezultd b, =0, ne N* si

/
a, =%jx cos%x dx,neN . Avem:
0
l
ag =%J’xdx =1 si integrand prin parti obtinem
0
/ [

2 nr 2 1 . nxw ! . nxw
an=7 xcosTxdxz— — xsin—x| — | sin—xdx |=

[\ nrx 0 N7
0
l
2 . 2
2 | sinxdx= ! cos? x| = ! [(—1)"—1}
0

Asadar, avem:
0, daca n=2k

a, =1 —4i

— = dacad n=2k+1
n272'2

In final obtinem
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7.4. Forma complexa a seriilor Fourier

Sa presupunem cd [ se poate dezvolta in serie Fourier pe intervalul [—l, / ] . Atunci

avem:

0

f(x)=a70+2(an cos%xﬂan sin%x}, xe[-1,1].

n=1
. V4 o . .
Daca notam cu w = 7 atunci din formulele lui Euler rezulta:

inwx —inwx
e

CoSnwx =

inwx —inwx
— e

2i

sinn@wx =

In continuare avem:
inwx —-inox inwx _e—ina)x

2i

K.\
—_
)
N—"
|
t\.>|§
+
2

S
®
o | T
®
+
>~
S
®
I

inwx —inwx inwx —inwx
e . e 4

. . a a,+ib a,—ib .
Daca notam cu ¢ =70, ¢, =%, c_p =% rezulta:

0

0] 0
_ —inwx inox _ —inwx
—c0+Ecne +EC_”6 = E c, e

n=1 n=l1 n=—oo

Tinand seama de expresiile coeficientilor Fourier, obtinem:
l
cp = jf J(cosnwx+isinnwx) d If e 0% dx .

-1

In concluzie, forma complexa a seriilor Fourier este:

T
f(x)chne I unde
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) .hr
—ij "1 dxnez
=27 f(x)e X, n .

Exemplul 7.4.1. Sa se dezvolte in serie Fourier complexa functia

f( ) 0, daca —7r<x<0
x)= .
1, daca O<x<nrx

Avem /=7 si

1T 1 1 T
¢, :_J’f(x) einx dx:_jeinx dx = .einx _ .(einir 1)
2z 2z 2nrwi 0 2nrwi
-7 0
Dar ¢!"* =cosnz+isinnz =(-1)". Asadar, avem:
0, daca n este par
Cn = 1 .(einﬂ_l): - .
2nrwi —, dacd n este impar
nr
Rl |
1 —i(2n+l)x .
x)=— e ,xel—m,7), x#0 s1 0)=—.
f()ﬂ'ZZnJrl ( ) Sf()2
n=—0oo

7.5. Serii Fourier generalizate

Fie ([a, b]) spatiul vectorial al functiilor integrabile Riemann pe intervalul

[a, b]. Pentru orice pereche f, ge It ([a, b]) vom defini produsul scalar dintre f si g

prin formula:

b
(. g) =jf (x)g(x) dx. (7.6)

a

Propozitia 7.5.1. Produsul scalar definit de (7.6) are urmétoarele proprietati:

D (/. g)=(g ). (¥) f, g€ 9t ([a b])

2) (1. 8)=2 (/. 8).(¥) /. g R ([a.b]). (V) 2eR
3) (fi+ /2, g> (fi- &) +(f2. &) (V) /1. f2. g € 92 ([a, b))
4 (f, £)20,(V) f €9 ([a, b]).
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Demonstratia rezulta imediat din proprietatile integralei definite.

Propozitia 7.5.2. (Inegalitatea lui Schwartz)

(£, )" <(f., £){g 2). (V) £, g€ % ([a, b]). (7.7)
Demonstratie. Fie 4 € R arbitrar. Din Propozitia 7.5.1 deducem:
0<(Af+g Af+g)=A> ([, [)+22(f g)+(g. g). (7.8)
Daca < f, f > # (0, atunci membrul drept al inegalitatii (7.8) este o functie de gradul al

doilea in A, care pastreaza semn constant pe R numai daca:
A=4(f, ) ~4(f, f) (g g)<0, deci.
(f.2)<(f. ) (2 g).
Daca <f, f> =0, atunci membrul drept al inegalitatii (7.8) devine 2/1<f, g> + <g, g> ,

adica o functie de gradul intai in A, care nu poate avea semn constant pe R decat daca se

reduce la o constantd, adicd daca (f, g)=0.

Asadar, avem:
O:<f: g>2 §<f’ f> <ga g>:0 ' <g> g>:O
in continuare, pentru orice functie f integrabila pe [a, b] vom nota cu
[71=(75 1) (7.9)
Formula (7.9) defineste o seminorma pe spatiul functiilor integrabile pe [a, b] .

Propozitia 7.5.3.
W[ 7]20. 1 e2([a 6])

Q2 1=121171- (V) f e P ([a. 2]). () 2R
O f+el=ls1+lel. 1- g€ 7 ([a b]).

Demonstratie. Primele doud afirmatii rezultd imediat din Propozitia 7.5.1. Pentru a

dovedi (3) folosim inegalitatea lui Schwartz. Avem:
|f+el=(f+e f+g)=(f /)+2(f g)+(s. g)<
<(f. 1221, 1) g g) (e 2)=
=717 +21 71 2+ 02l =(1 1+ 2l)*
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si mai departe

|/ +el=<lrl+lel-

Definitia 7.5.1. Doua functii f si g integrabile pe [a, b] se numesc orfogonale pe
[a,b] daca

b

(f, g>=If(x)g(x) dx=0.

a

Observatia 7.5.1. Din proprietatile produsului scalar (Propozitia 7.5.1) rezulta ca daca

J este ortogonald pe g;,i=1, p, atunci f este ortogonald pe orice combinatie liniara a

functiilor gy, g2, ..., gp-

P P
Intr-adevir, ( f, Zai g :Zai<f’ gl.>:(),

i=l i=l
Definitia 7.5.2. Un sistem de functii integrabile pe [a, b], @y, 0;, ..., @, ... se

numeste ortogonal pe [a, b] daci (¢, ¢,,) =0, (V) n=m.

Daci in plus, ||@, ||=1, (V) n, sistemul {¢, } se numeste ortonormal pe [a, b].

Observatia 7.5.2. Din Propozitia 7.1.1 deducem ca sistemul trigonometric

1, cos x, sin x, cos2x, sin2x, ...
este ortogonal pe [-7, 7].

Pe de alta parte, avem:
r
117 = [ dx =27, deci 1] = 27
-7
T
||cosnx||2 = J cosZnx dx =, deci ||cosnx||:\/;
-z
r
||sinnx||2 = I sin? nx dx =, deci ||sinnx||=\/;.
-z

Rezulta ca sistemul de functii:
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1 cosx sinx cosnx sinmnx

TR AN A i

este ortonormal pe intervalul [—7[, 7z].

Definitia 7.5.3. Fie ¢y, ¢,, ..., ¢,,, ... un sistem ortonormal de functii integrabile pe

[a, b] sifie f o functie oarecare integrabild pe [a, b]. Pentru orice n e N”, notdm cu

b

cn=(f, ¢n>=jf(x)¢n(x) dx. (7.10)

Numerele c,, definite de (7.10) poarta numele de coeficientii Fourier (generalizati) ai

functiei f in raport cu sistemul ortonormal {(pn } , iar seria

0

ch 0 .11

n=l
se numeste seria Fourier atasata functie f in raport cu sistemul ortonormal {(/)n } .
Teorema 7.5.1. Pentru orice numere reale oy, a5y, ..., @, € R avem:

n n

f—zci ;|| = f—zai ?i |-
i=1 i=1
Demonstratie.
2
n n n
f_zai Pl = f_zai i, f—) a;0;
i=1 i=1 j=1
n n n
=<f7 f>—2 Zai<f, ¢i>+zzaiaj<(pia (/’j>-
i=1 i=l j=1

0, daca i=j
Cum <¢i> P > = 5ij = / , mai departe avem:
1, daca i=j

n 2 n n
=Y ao| =l -2 e+ Y al -
i=1 i=1

i=l (7.12)

n n

=||f||2 +Z(Ci —Q; )2 _Zciz'

i=1 i=1
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Este evident cd membrul drept al acestei egalitafi este minim dacd «; =¢;,i=1,n,
adica atunci cand «; sunt coeficientii Fourier ai functiei f in raport cu sistemul ortonormal
{@, }. Rezulta ca:

n

f_zci Q; < Za ?i |l» 0!1,..., aneR.
=1

i=1
Teorema 7.5.2. (Inegalitatea lui Bessel)
Daca ¢y, ¢y, ..., ¢, ... sunt coeficientii Fourier ai functiei f In raport cu sistemul
ortonormal ¢, ¢,, ..., @,, ..., atunci are loc inegalitatea lui Bessel:

0

D <Is (7.13)

i=1
Demonstratie. Daca in relatia (7.12) din demonstratia precedentda alegem o; =c;
obtinem:

2
n n

0< f_zcl. oill =|s] Z—Zciz si mai departe

i=1 i=1

n

D E<lr]? (v)nen.

i=1
00

o0
Rezulta ca seria E ‘712 este convergenta §i suma sa E c; || f || 2
i=1 i=1

Definitia 7.5.4. Un sistem ortonormal {(pn} se numeste inchis daca spatiul vectorial
real generat de acest sistem este dens in %([a, b]), adica daca (V) fe,’}?([a, b]) si

(V) e>0,(3)ay, ..., a, €R astfel incat

n
f_zai Pi||<€-
i=1

Teorema 7.5.2. (Identitatea lui Parseval)
Daca sistemul de functii {(pn} ortonormal pe [a, b] este inchis, atunci are loc

identitatea lui Parseval:
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0

|/1 = Zciz : (7.14)

i=l1
Demonstratie. Tinand cont de inegalitatea lui Bessel este suficient sa ardtim ca

0

[P e

i=l1
Fie &£>0. Deoarece sistemul {¢, | este inchis, rezultd ca existd o combinatie liniara

n

Z a; @; astfel incét

i=1

n

f_zai Pij|<e-

i=l1
Folosind din nou relatia (7.12) deducem:

2

n n n n n
2> Y11= e =17 Y (@imer)* =Y P |- e
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
si mai departe
" o
|72 cPre? <D s,
i=l1 i=l1
o

1

Cum ¢ >0 este arbitrar, rezulta ca || f || 2< E c?.
i=l1
In cazul particular al sistemului trigonometric, coeficientii Fourier generalizati sunt:

cp, €1, dy, ¢y, dy, ..y ¢y, dyy, ..., unde

1 1 f
co = faﬁ —Ejf(x)dx—ao

T

cy = f,ﬁcosnx =%J‘f(x) cosnx dx =7 a,,
-
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d, =<f,ﬁsinnx>=%"‘f(x) sinnx dx =7z b,

unde a,,, b, sunt coeficientii Fourier definiti de (7.4). Cu aceste precizdri, inegalitatea Bessel

devine:
00 4
% Z a, +b < Ifz dx sau
n=1 r
0 Vs
%Cl(%‘i‘ (a,21+b,%)sij‘f2(x) dx. (7.15)
n=1 g

In sfarsit, se poate arita ca sistemul trigonometric este inchis, deci are loc egalitatea lui
Parseval:

o0 T
1 1
_ag+2(a,%+b,§) =—jf2(x) dx. (7.16)
2 Vd
n=1 -
Exemplul 7.5.1. Sa se scrie egalitatea lui Parseval pentru functia
f(x)=

Coeficientii Fourier sunt:

x —
YT e ,xe[ 7r,7r].

v v

1 ( 1 X e —e” shr
ag=— x)dx= = = =1
0 an f( ) 2sh7zJ‘ 2sh shr
—7T 7T
T T
1 .
a, =— x)cosnx dx = e*cosnx dx.
"o f( ) ZShﬁj
—7T -7
Integrand de doua ori prin parti obtinem:
T T T
1 . 1 .
J‘excosnx dx =— e sinnx ——Iexs1nnx dx =
n gz N
/4 7T
P T
1 1 IJ' X
=——|——e cosnx] +— | e cosnxdx|=
n| n N
—T
T

:—2(—1)n (e” - e_”)—i2 j e cosnx dx
-
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si mai departe

1) f 1)"
[1+—2jj-excosnxdx=( ) 2sh 7.

n

-

Rezulta ca

f (-1)’ (-1)"
Iexcosnx dx = 2sh 7 si a, =~—"=
-

1+n? 1+n? '
In mod asemanitor deducem ci b, :(—1)"Jrl L 5 -
1+n
Pe de alta parte avem:
T VA T
2 2 2x
jfz(x)dxz 7[2 Iezxdx: ”2 £ =
4sh” 7 4sh” 7z 2 r
7T 7T
2 2 2
= 7[2 -sh27z= 7[2 -2sh7zch7z=” Ch”.
4sh* x 4sh” x 2shz

Asadar, identitatea lui Parseval este:

x 2
1 1 n wchr

2 2|
2 n=1 (1+n2) (1+n2) 2sh 7

sau

0

1 Z 1 wchr
—+ = .
2 1 1+n? 2shrz

Din aceasta ultima relatie deducem:

0
Z 1 nchz-shxzx
1+ n? 2shz

n=1

7.6. Polinoame Legendre
Polinoamele Legendre au fost introduse in anul 1782 de catre Adrien-Marie Legendre

in legdtura cu dezvoltarea in serie a potentialului newtonian. Fie P, si P, doud puncte de

T

vectori de pozitie 71 s 5 Daca notam cu r; =

,i=1,2 si cu y unghiul P OP,, atunci

din teorema cosinusului rezulta:
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- 2 2
Fig76 A [ri=ra| =t -2nrycosy 413
- Pe de alta parte, se stie ca potentialul in punctul A
" n-rn
datorat unitafii de masa situatd in punctul P, este dat de:
C <
0 — 5 ¢ =——, unde este C o constanta.
’”2 Hl"l —1”2

In continuare avem:

,_C. !

I"l - ’ 2 ’
1-2°2 cosy+(2j
n n

. oo .
Notand cu r =—2 sicu x=cosy, obtinem:

n
C 1
O
noJ1-2rx+r
< < . . 1 .
Daca presupunem cd r, <7y, deci ca r<I1, functia f (x)z— admite

\/1—2rx+r2

urmatoarea dezvoltare in serie de puteri:

1
2
! =[1—(2rx—r2)} 2:1+L(2rx—r2)+ (2rx—r2) +
2°.2!

1-3
[ 2 2-1! 2
1-2rx+r (7.17)

3. 3 1:3-5-...-(2n-1 n
+1 3 5(2rx—r2) +..+ ( " )(er—rz) +....
23.31 2" .t

Seria din membrul drept se poate ordona dupa puterile lui 7", adica:

0

1 = P (x)rn=P0(x)+Pl(x)r+P2(x)r2+...+Pn(x)rn+... .

T
1-2rx+r2 =0

Polinoamele P, (x), care sunt coeficientii lui »" in seria din membrul drept, se
numesc polinoame Legendre. Pentru a obtine expresia polinomului P, (x) sd observam ca

ultimul termen din dezvoltarea (7.17) care contine r" este

_ 1-3-5-...-(2n—1)(2rx_r2 )n
2" n!

Up
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iar primul termen din (7.17) care contine " este

dacid n este par

n
55
n+1l . .
, dacd n este impar

u {n},unde B}:

2
Asadar, termenii din dezvoltarea (7.17) care contin »" sunt termenii
n

Pe de alta parte, din binomul Iui Newton deducem:

) 1.3~5~...~(2n—2k—1)(2rx_r2)”_k _

u _ =
"k 2"k (n-k)!
—k
1-3-5-..-(2n-2k~1) nek-p( 2\P
- 2n—k_(n_k), ZCf_k(2rx) (—I’ ) =
L
—k
_1:3:5e(2n-2k—1) (—1)PCP (20 )P pmken
27K (n—k)! "k
p=0

Observam ci in aceastd sumi, termenul care contine 7" se obtine pentru p =k .

Asadar, coeficientul lui " din termenul u,_; este
1~3~5~...~(2n—2k—1) k ok n_2k k ok 1'3~5‘...‘(2n—2k—1) n—2k
-1)" C,_i (27 =(-1 _ X .
2" (n—k)! (=) Cos (2r) (=) Cos 2"k (n—k)!

In sfarsit, coeficientul lui »" din intreaga serie (7.17), care prin definitie este

polinomul Legendre, are expresia:
ko 1:3:5-..(2n-2k-1 2k 7.18
P,(x)=) (1) Cyhy n_k( ‘ )x" : (7.18)
P 2 -(n—k).
In continuare vom prelucra formula (7.18) in scopul obtinerii formulei Olinde-

_{ } (n—k)!
Pn(X)_kZO(_l)k kl-(n—2k)! ' 2k-(n—k)! ' 2:4-6-...-(2n-2k)

Rodrigues.

(SR

1 (2n—2k)! 2k _
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:Z(_l)k (2n-2k)! 2k

2" k) (n—k)! . (n—2k)!

k=0

H

= (‘l)k : (2n-2k)! L(2n=2k)-n
— 2" k1 (n—k) [(2n-2k)-n]!

Tinand seama de faptul ca:

n !
d p (xp)zL xP™" p>n, deducem ca:
dx

1 d" k n! 7 \"—k
i 2 ()
2"t dx"| k- (n—k)!

IR : _ . _|n . .
Se observa ca in suma din dreapta, limita superioara {5} poate fin Inlocuita cu 7.

n
Intr-adevar, daca k > {g} ,atunci 2n—2k<n si d—

p (xz"_zk ) =0. Asadar, avem:
dx

n

1 d" k ok 2\ k
Pn(X):2n-n!.dx” Z(_l) Cn '(x )

k=0

In sfarsit, tindnd seama din nou de binomul lui Newton, obtinem formula Olinde-

Rodrigues pentru polinomul Legendre de ordinul 7 :

py(x)=——. 4 [(xz—l)"] (7.19)

2" nl dx"

In cele ce urmeaza vom prezenta proprietitile de baza ale polinoamelor Legendre.

Pentru inceput reamintim formula de derivare a lui Leibniz:
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(fg)(”)=ZC,’§ 7 (nE) (k) (1.20)
k=0

cu precizarea ca f(o) =fsi g(o) =g.
Propozitia 7.6.1. P, (1)=1.

Demonstratie. Din formulele (7.19) si (7.20) deducem:

A 3y [ENV 0 R [
T k=0

2" .n! 2"

Deoarece [(x—l)n J(k) =n(n—l)-...-(n—k+l)-(x—1)n_k, rezultd ci

[(x—l)n }(k)(l):{o, pentru k<n

n!, pentru k=n

Cum P,(1)= ! -iC,’;[(x+l)n}(n_k)(l)[(x—l)nJ(k)(l),deducemcé:
T k=0

1

2" n!

2".nl=1.

W (1) == Ch [ (1) (1) -m1=
Propozitia 7.6.2. Polinomul Legendre P, este solutie a ecuatiei diferentiale:
(l—x2 )y"—2xy'+n(n+1)y=0.

Demonstratie. Pentru orice n € N avem:

(2=1)| (52-1) ] =2m( ) a2

Derivand de n+1 ori relatia (7.21) cu regula de derivare a lui Leibniz obtinem:

(] e (e e [y ]

:an[(xz—l)n }(nH)JrC,IHI 21{(}62—1)” }(”)
si mai departe
(xz—l) P,:(x)+2(n+l)x P,;(x)+n(n+1)Pn(x)=

=2nxP,(x)+2n(n+1)P,(x).
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Asadar, avem:
(x2=1) Py (x)+2x Py (x)=n(n+1)P, (x)=0

ceea ce trebuia dovedit.

Propozitia 7.6.3. Polinoamele lui Legendre satisfac relatia de recurenta:
(n+1) Py (x)=(2n+1)x P, (x)+n P, (x)=0,neN". (7.22)

Demonstratie. Conform definitiei polinoamelor Legendre avem:

1 o0

(1-2xr+s2) 2 =ZPn(x)r”. (7.23)

(1—2xr+r2)_;(x—r)=iPn(x)nrn_l. (7.24)
n=1

1 o0

(1—2xr+r2)_5(x—r)=(x—r)ZPn(x)rn. (7.25)

Din (7.24) si (7.25) deducem:

(x—r) iPn(x) r" =(1—2xr+r2)ZPn(x)nrn_l.

Identificand coeficientul lui »" din membrul stang cu coeficientul lui " din membrul
drept rezulta:

xP, (x)—Pn_l (x) z(n+1) Pn+1(x)—2nx P, (x)+(n—1)Pn_1(x)
si mai departe

(n+1) P,

i1 (x)=(2n+1)x B, (x)+nP,_;(x)=0,neN", (7.26)
Observatia 7.6.1. Relatia (7.26) ne permite sd explicitdm primele polinoame
Legendre.
Intra-adevir, din (7.19) deducem:

Py(x)=1; P(x)=x,iar din (7.26) pentru n =1, avem:

2P2(x)—3x2 +1=0, de unde rezulta cd
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1 2
Pz(x):5(3 -1).

In mod analog, inlocuind in (7.26) pe n cu 2,3,... obtinem:

P3(x)=%(5 3—3»x); P4(x)=%(35x4—30x2+3); etc.

Propozitia 7.6.4. Polinomul Legendre P, (x) este un polinom de gradul »n care are
toate radacinile reale si distincte cuprinse in intervalul (—1, 1) .
Demonstratie. Prima afirmatie este evidentd din formula Olinde-Rodrigues (7.19).

Celelalte afirmatii rezulta din teorema lui Rolle.

A n
Intr-adevar, ecuatia (x2 —1) =0 are radacinile —1 si 1 multiple de ordinul 7 .
. ) . . ) d 2 n . A
Din teorema lui Rolle rezultd cid ecuatia Ir (x —1) =0 admite pe langa
X
radacinile —1 si 1 multiple de ordinul n—1 i o radacina reala ¢ e(—l, 1).

2

In mod analog, ecuatia

n
3 [(xz —1) } =0 admite pe de o parte radacinile —1 si 1

dx
cu ordinul de multiplicitate n—2, iar pe de alta parte, din teorema lui Rolle, admite o rddacina

reala in intervalul (-1, ¢) si o radacind reald in intervalul (c, 1) si asa mai departe.

In final rezultd ca ecuatia P, (x)=——r: {(xz —1) }zO admite n radicini reale
dx

distincte in intervalul (-1, 1).

Propozitia 7.6.5. Polinomul Legendre P, este ortogonal pe orice polinom de grad

mai mic ca n.
Demonstratie. Vom arata ca:
1
j P,(x)O(x)dx=0, pentru orice polinom QO cu grad Q=m<n. Intr-adevir,
-1

integrand prin parti obtinem:

jljx”n{(le)”} Q(x)dx:ddx”jl[(xz_l)"} 0(x)
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m

n
[()c2 - 1) } se anuleaza in —1 si 1 pentru orice m < n , rezulta ca:

1 1

ijnn {(xz_l)n}Q(x)dx:_J‘jx"n—_ll[(xz_l)g,(x)}dx'

-1 -1

Continuand sa integram prin parti, in final obtinem:

j Zx"n{(xz—l)”}w)dx:(—l)”j(xZ-l)”wa)dx.

Cum grad O < n, rezulti ci Q(")(x) =0, deci ca
1
J'Pn(x) 0(x) dx=0.
-1
Propozitia 7.6.6. Polinoamele Legendre satisfac conditia:

1 0, daca m#n
IPn(x)Pm(x)dxz > (7.27)

, daca m=n

-1 2n+1
1
Demonstratie. Afirmatia IP,,, (x) P, (x)dx=0, dacd m#n, rezulta din Propozitia
-1
7.6.5. In particular, acest lucru ne arati ci polinoamele Legendre formeazi un sistem
ortogonal de functii pe intervalul [-1, 1].
Pentru a verifica afirmatia in cazul m =n, scriem relatia de recurenta (7.26) pentru n
si n—1 si obtinem:

(n+l) Pn+1(x)—(2n+l)xPn(x)+nPn_1(x)=0, n=12,... (7.28)

nP,

n

(x)-(2n—=1)xP,_y(x)+(n-1)P, 5 (x)=0,n=2,3,.... (7.29)

Inmultind relatia (7.28) cu P,_; siintegrand rezulta:
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1 1 1
(n+l)J.Pn+1(x) Py (x) dx—(2n+1)J.xPn(x) Py y(x) dx+an”2_1(x)dx=0.
-1 -1 -1
Cum prima integrala este 0, rezulta:
1 1
nJ.Pnz_l(x)dxz(2n+1)J‘xPn(x)Pn_l(x)dx. (7.30)
-1 -1
in mod analog, inmultind relatia (7.29) cu P, siintegrand rezulta:
1 1
annz(x)dx=(2n—l)J.xPn(x)Pn_l(x) dx. (7.31)
-1 -1
Din (7.30) si (7.31) deducem:

2n-1
Jfﬁ(x)dx= - Izﬁ{ﬂx)dx,nzzﬁ,“. (7.32)

Pe de alta parte, avem:
l. 1
Poz(x)a’x= dx=2

Din (7.32) rezulta succesiv:

2n-1 2n-3 5 3 IJ'

2
P (x)dx= : et — = —
I n (%) 2n+1 2n-1 7 53
-1 -1

B 2n+l "

Observatia 7.6.2. Dacd functia continud f se dezvoltd in serie dupa polinoamele

Legendre si convergenta seriei este uniforma, atunci coeficientii Fourier sunt dati de:

C,=

1
2n2+1 J.f(x)Pn(x)dx, n=0,1,2,....
-1

P,(x) si tindnd seama

o0
Intr-adevir, integrand termen cu termen seria f (x) = E C,
n=0

de relatia de ortogonalitate (7.27) rezulta:
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2 .
jf(x)Pn(x) dszannz(x) dx=C, 2 deci
-1 -1

e J'f(x)Pn(x)dx.

C,=



CAPITOLUL 8

TRANSFORMATA FOURIER

8.1. Formula integrala Fourier
Fie f:R — R o functie periodica de perioada T =2/. Daca f satisface conditiile lui

Dirichlet si in plus indeplineste conditia:
1
f(x)ZE [f(x—0)+f(x+0)], (V) xeR

atunci f admite reprezentarea:

0

f(x)= Z cp e " @.1)
n=—oo
unde
l
T 1 i
co:7 si ¢, =Ej-f(t)e””‘” dt . 8.2)
-1

Inlocuind (8.2) in (8.1) obtinem:

" !
f(x)= Z %If(t)einw(t_x) dt . 8.3)
%

n=—oo
Sa presupunem acum cd f nu mai este periodicad. Fie g restrictia functiei f la
intervalul [—l, [ ) si fie /":R— R functia periodica de perioada T =2/, care prelungeste

functia g . Asadar, avem:
f7(x)=g(x)=f(x), (V) xe[-L.1).

Cum /" admite reprezentarea (8.3), atunci

o0 Z

f=> %jf(t)ei"w(t_x) dt, (V) xe(-1,1).

261
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Daca notdm cu ®,, = n®, atunci

© l © l
f(x):i Z co'[f(t)eiw”(t_x) dt :i Z jf(;)eiwn(t—x) dt |(wp—wp_y) -

n=—0o0 -/ n=—o { _J

J.B. Fourier a asimilat seria din membrul drept cu o suma Riemann pentru intervalul

( —00, 00 ) si trecand la limita cand / — oo, a dedus ca:

f(x):ij.da)".em(t_x) dt, (V) xeR. (8.4)

Formula (8.4) poartd numele de formula de reprezentare integrala Fourier. Asadar,
functiile periodice pe R se dezvoltd in serie Fourier, in timp ce functiile care nu sunt
periodice se pot reprezenta (in anumite conditii) ca o integrala dubld improprie (formula
(8.4)). Atragem atentia cd prima integrald din formula (8.4) este in sensul valorii principale a

lui Cauchy, adica:

u o0
F(x)=== lim Ieiw("x) dt |do.
T u—>
! w—u — 00

Definitia 8.1.1. O functie f:R —>R se numeste local integrabild dacd este

integrabild pe orice interval compact [a, b]c R, respectiv se numeste absolut integrabila

0]
daca I | f (x)| dx este convergenti.

—©
Vom nota cu LI(R) spatiul vectorial al functiilor local integrabile si absolut

integrabile pe R .

Definitia 8.1.2. O functie f: [a, b] — R se numeste continuu diferentiabila pe
portiuni pe [a, b] daca exista o diviziune a intervalului [a, b ] , anume
Ata=xy<x)<..<x;_1<Xx;<..<x,=b

astfel incat f este derivabild pe orice subinterval (xi_l, xl-), izl,_n si f si f' au limite

laterale finite la dreapta in x;_; si la stdnga in x;,(V)i=1n. Cu alte cuvinte exista

f(x,-_1+0), f'(xi_1+0),f(xl-—0) sif'(xi—O),(V)izl,n.
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Se poate demonstra urmédtoarea teorema:
Teorema 8.1.1. (Formula integrala Fourier)

Fie f:R — R o functie cu proprietatile:
() feLi(R)

(i1) f este continuu diferentiabild pe orice interval compact [ a, b ] cR

(iii)f(x):% [ /£ (x=0)+f(x+0)],(V) xeR.

Atunci:
f(16)=2L J. do J. fo(x1) g
s

Observatia 8.1.1. Dacd f este continud pe R, atunci conditia (iii) este automat

satisfacuta.

8.2. Transformata Fourier

Definitia 8.2.1. Fie /e L|(R ). Functia F:R — C definitd prin

1 0 —-iwx
F(w):ﬁ J.f(ﬂe dx (8.5)

se numeste transformata Fourier a functiei f .
Lema 8.2.1. (Riemann-Lebesque)
Transformata Fourier F definitd de (8.5) este o functie continud pe R si

lim |F(w)|=0.

o>

Demonstratie. Pentru orice 4 >0 siorice 7€ R avem:

A A
jf(x)e_ix(w+h) dx—jf(x)e_ixw dx|<
-1 -1
A A
< j|f(x)| e_iwae_iXh—l‘dxzj|f(x)| e_iXh—l‘dx.
-1 -1

Pe de alta parte avem:
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‘e_ixh—1‘=|cosxh—isinxh—l|=‘—2sin2ﬁ—2isinﬁcosﬁ =
2 2 2
= 2isinx—h cosﬁ—isinﬂ‘:2 sinﬁ S|xh|s/1|h|
2 2 2 2
daca xe[—/l,ﬁ].
Asadar, avem:
A A A
I_f(x)e‘fx(w+h)dx—If(x)e—ixw dx £x1|h|j|f(x)|dx
) -1 -4
A

- . . 1 —i RN
de unde rezulta ci pentru orice A >0, integrala \/2_ J‘ f(x)e " dx este continua in
r
-1

raport cu parametrul @ .

n
1 L . .
Daca notdm cu ]n(a)):F J-f(x)e 'Y dx,neN", atunci {1, } este un sir
V3
—n
de functii continue pe R.

Pe de alta parte

n

I|f(x)|dx,(V)a)e]R.

—n

1

ox

AQIE

0

Cum I | f (x)| dx este convergentd, rezultd ca sirul {1, } este uniform convergent

— 00
pe R, deci
u
I”TF'

Rezulta ca F este continua pe R.

0

Pentru a demonstra partea a doua a afirmatiei folosim din nou faptul ca j | f ( X )| dx

—0o0

este convergenta. Rezulta ca pentru (V) e>0, (EI) u >0 astfel incat
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_f|f(X)| dx+]o|f(x)| dx <3

Pe de alta parte, folosind faptul cd f este integrabila pe [—u, u], rezultd ca exista o
diviziune a intervalului [—u, u],
Ar—u=x)<x)<..<x;_| <X;<..<X, =U

astfel incat

O<SA—J.f(x)dx<§

—u
unde cu S, am notat suma Darboux superioard atasata lui f* si diviziunii A. Daca notdm cu

M ; marginea superioara a functiei / pe intervalul (x;_y, x; ), atunci

SAziMi(xi—xi_l)Z ]if(x)dx.
i=1 S

Fie gp :[-u, u] >R definita astfel:

M, daca xe[xi_l,xi) T
,i=1,n.

gA(x):{

0, dacd x=ux;

Evident, g, este integrabila pe [—u, u] si

u

JgA(x) dx=S,.

—u

In continuare avem:

u u u
J.|gA(x)—f(x)|dx = I[gA(x)—f(x)]dx =Sx-— j f(x)dx <§
—u ~u ~u

si mai departe:

u u

]l‘f(x)e—ia)x dx|< je_iwx[f(x)—gA(X)]dx + ng(x)e—ia)x dxl<

—u —u
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u n X n
< j|f(x)—gA(x)|dx+ ZM,- j e 1O dx <§+Z|Ml|i
6 n
Cum |a)|—>oo,putem alege o astfel incat |a)|>—ZM ; » de unde rezulta ca
g i=1
u
ox gy £ 8 28

J'f(x)e dx <3+3 3

—Uu
In definitiv, am aratat ci pentru @ suficient de mare avem:

0] —Uu 0 u

J.f(x)e_iwx dx|< J‘|f(x)|dx+J.|f(x)|dx+ jf(x)e_iwx dx|<
—o0 —0 u —u

e 2¢

<—+—=¢

3 3

deci
lim |F(a))|=0.
|| >

Corolarul 8.2.1. Daca f € L;(R ), atunci:

0

o0
lim | f(x)cosAxdx= lim J.f(x)sinxlx dx =0.
A—0 A—o

—w —©

Demonstratie. Intr-adevir, din formula lui Euler avem:

J.f(x)e_i/lx dx|= J.f(x)cositxdx—i.[f(x)sin/txdx =
2 2

_ J.f(x)cosﬂxdx " J‘f(x)sinxixdx

de unde, conform Lemei 8.2.1, deducem ca:

o0 o0

jf(x)cosﬂxdx < J‘f(x)e_i/lx dx|—>0,cand 1 > .
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o0 o0
Rezultica lim | f(x)cosAx dx =0 sianalog lim | f(x)sindxdx=0.
A—0

A—0
— 00 — Q0

Fie f ca in Teorema 8.1.1. Atunci are loc formula de reprezentare integrald a lui

Fourier:
o0 0 o0 0
1 iw(x—t) 1 j 1 I —iwt iox
=—\|d dt = t dt dx .
f(x) 27[.[ a)je \/ﬁ \/ﬁ f()e e X
— —® — —o0

Tinand seama de definitia transformatei Fourier rezulta:

0

f(x)=ﬁ [O

F(a))eia’x do. (8.6)

Formula (8.6) poarta numele de transformata Fourier inversa.

O functie feL, ( ]R) poate fi interpretatd ca un semnal in timp, iar transformata sa
Fourier F = S( f ) ca spectrul in frecventa al lui f . Prin transformata Fourier inversa se
recupereaza semnalul f .

Exemplul 8.2.1. Sa se afle transformata Fourier a functiei

f(x)ze_axz, a>0,xeR.

Transformata Fourier va fi

2 .
—ax —1wX
e e dx .

%‘H
S
g —38
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o0
o0 2 .
. —ax —1l1wX
+lj(0€ e dx
— 0

si mai departe

F’(a))z 2a

o0
2 .
@ je_ax e 1OX dxz—ﬁF(a)).
2 2a
-

S-a obtinut o ecuatie diferentiala a carei solutie generala este

6()2

(2 4w o’

F(w)=Ce 2a —Ce %9,

Dar

0

=F<o>=ﬁ_jw

2
C e " dx. 8.7)

Daci facem schimbarea de variabild va x =1 si tinem seama de integrala Poisson
0]
j e_t2 dt = \/;, deducem ca
—©

0

C:ﬁ_{o

2
ot 1

e dt =
Te t e (8.8)

602

1 44

N

Exemplul 8.2.2. Sa se afle transformata Fourier a functiei

In final avem F (w)=

f(x)ze_a‘x‘, a>0,xeR.

Avem

o0
1 —al|x| -iwx
F = dx.
(@)= je e x
-

Tinand seama de relatiile lui Euler, deducem:
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o0 o0

Flo)=— e_axcosa)xdx—ije_ax sinwx dx
( ) 27 j

— 0 — 0

. —alx| . . . . . —alx]|
Deoarece functia x — e sin@x este impard si functia x > e coswx este

para, rezulta:

Flo)=—=

e 4" coswx dx.

S =y 8

Integrand de doua ori prin parti obfinem:

2 a
Flo)= 3 2t

Transforma Fourier inversa este:

% % iwx
el L IF(a))eiwx do== J-e—da)z
N2 7 J a?+0?
— 0 —®

S-a obtinut astfel urmatoarea egalitate interesanta:

o0
e_a‘x‘ :2_aj—coswx do,xeR.

T aera)2

Observatia 8.2.1. Pentru existenta transformatei Fourier este esential ca functia [ sa

fie absolut integrabila pe R. Functiile elementare ca f (x) =1, f (x) = x2, f (x) =sinx,

A 2
f(x)=e", etc., nu au transformate Fourier. In cazul Exemplului 8.2.1, f(x)=¢" 9" , a>0
este absolut integrabila. Intr-adevar, din (8.7) si (8.8) rezulti ca

o0

2
j e dx= \/z :
a

-0
In cazul functiei din Exemplul 8.2.2 avem:

e v 0 v

j eI dx = tim je‘” dx= lim |e®" dx+ lim je‘” dx =

U—>—00 U—>—o0 V—>0

—o0 V>0 oy u 0
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. 1 .
= lim —e%*| + lim —e =—+4—=
u—>—o d y Voo a o a a

° TN L T )
=
Observatia 8.2.2. Transformata Fourier F (a)) este un numar complex pentru orice
w € R. Modulul sau |F (a))| se numeste amplitudinea in frecventa a semnalului f (t) si se
masoard in decibeli, iar argumentul sdu redus se numeste faza in frecventa a lui f (t) si se
masoard In radiani.

e 9! dacd t>0 5 .
, a>0 (aceastd functie

Exemplul 8.2.3. Fie functia f(7)=
0, daca t<0

exprima modul in care se descarca un condensator electric printr-o rezistenta).

Sa se afle amplitudinea n frecventa si faza in frecventa a semnalului f (t) .

Transformata Fourier a functie f este

1 f (a+za))t dt = 1 . 1
27 \/ﬁ a+iw
—0
| | 1 a ; (4] _ 1 ) 1
\/_ a2+a) a2+a)2 \/ﬁ a2+a)2

arg F (w) = arctg (—2)
a

8.3. Transformatele Fourier prin cos si sin
Fie f:R — R o functie care indeplineste conditiile din Teorema 8.1.1 si care, in plus,
este pard. Din formula integrald Fourier si din formulele lui Euler rezulta:

0

f(x)= 21ﬂjdt J.f )cosw(x—1) dw+z'[f )sinw(x—t)dw

Tinand seama cd functia @ — f(¢) sinw (x—¢)este impara in raport cu @, rezulta ca

a doua integrala este 0. Asadar, avem:

o0 o0

f(x):L J. dtj f(t)cos(wx—wt)do =

— 00 — 00
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o0 o0

2 a’a)JA [f(t) coswx cos wt+ f (1) sinwx sina)tJ dt.

2r
— 00 — 00

Deoarece f este pard rezultd cd functia t — f(¢) sinw¢ este impara si deci cd doua

integrala este 0. In continuare avem:

f(x)=2L I dow I f (1) coswx cos wt dt L I coswx dwjf(t) cos wt dt .
VA T
—0 —00 — 00 0

Transformata Fourier prin cosinus se defineste astfel:

Fc(w)z\/% jf(t) cos wt dt . 8.9)
0

in mod analog, daca functia f este impara se poate defini transformata Fourier prin

Sinus:

Fs(a)):\/% If(t) sin wt dt . (8.10)
0

Transformatele Fourier inverse vor fi:

f(x)= 2 F.(®)coswx dw,dacd f este pard si
r

2 8

f(x)= 2 Fy(w)sinox dw,daca f este impara.
r

Exemplul 8.3.1. Sa se afle transformata Fourier prin cosinus a functiei:

f( 1, daca |t|<a 0
t)= ,a>0.
) 0, daca |t|>a “

Evident functia f este pard. Conform (8.9) avem:

a ‘ 3 |
Fc(a)):\/z J.COSa)Z‘ dt = 3 sin w? :\/z Slna)a.
i T @ o T @
0
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Graficul functiei F,. este reprezentat mai jos (Fig. 8.1):

y A
Fig. 8.1
20 —"x |0 2 "2z o
o (24 a a

Transformata Fourier inversa prin cosinus este

[e 0] 0]
=\/z JFc(a)) cos wt dw=£I51nwa coswtdw .
T T w
0 0

Pentru # =0 obtinem:

o0
_2 J‘ sinwa
pia
0

in sfarsit, daca facem schimbarea de variabila @ a =t, rezulta

o0

sint sint V4

=—.[— dt simai departe J— dt =—
t

Am obtinut astfel rezultatul lui Dirichlet.
Reamintim ca primitiva functiei:

sin x

, daca x#0

1, daca x=0

nu se poate calcula, desi stim ca exista, fiind o functie continua. Se obignuieste sd se noteze

cu:

J‘ﬂ dt (sinusul integral).

Integrala lui Dirichlet se mai noteaza cu:
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Fie functia 1 : [O, oo) — R. Atunci f se poate prelungi pe R fie la o functie para fie

la o functie impara. Rezulta ca, in acest caz, putem vorbi atat de transformata sa Fourier prin

cosinus, cat si de transformata sa Fourier prin sinus.

Exemplul 8.3.2. Sa se afle transformatele Fourier prin cosinus, respectiv prin sinus ale
functiei:
f(x)=e"",xe[0,0).

Avem:

o0
2 [ - 2 1
F.(o)=/]— |e tcosa)tdt=\/:~ 5
T 7T 1+
0

o0
Fy(w)= 2 e !sinwt dt = 2. o )
3 T J T 1+0)2
0

Transformatele Fourier inverse sunt:

o8}
_xzzj‘cosa)x o, xe[0, )
7 J 1+0?
0
*® .
e_xzzjm do, xe[0, ).
T ) I+w

8.4. Proprietitile transformatei Fourier

1) Liniaritatea

Fie f,geL|(R), F =3(f) transformata Fourier a lui f, respectiv G = F(g)

transformata Fourier a lui g . Atunci:
S(af+pg)=aF(f)+B F(g) (V)a BeR.

Intr-adevar,
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ﬁ J.(af(x)+ﬂg(x))e_iwx dx =
:% J.f(x)e_iwx dx+\/’287 J.g(x)e_iwx dx .
2) Marginirea

1

|F(a))|£\/ﬁ I|f(x)|dx=%,unde M = j|f(x)|dx.

3) Teorema deplasarii

Fie h>0 sifie f;(x)=f(x—h). Atunci

F(f)(@) =" 5 (1) o).

Intr-adevar,

0

_; _ —-iwt
S(fh)(a))—\/ﬁ If(t h) e dt .
Daca notam cu u =¢—h obtinem:
J‘f(t—h)e_iwt dt = jf(u) e iouth) gy _pmiwh j f(u)e_iw” du .

4) Transformata Fourier a derivatei

Fie feL{(R) cuproprietatea ca ‘ l‘im f(x)=0.Presupunem ca f este derivabila
X|—> 0

si f'eL{(R). Atunci:
S(/f')Ne)=ioF(f)(o).
Intr-adevar, fie:

F)=5()(@)= = [ 107 ars

f(t)e " ar.

<
£
I
=
=
S
I
ﬁ‘H
B
é'—;S
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Integrand prin parti obtinem:

1

N

G(0)= feye ™|

- +iwa(t)e_iwt dt =ia)F(a)).

Daca £, ', f", ..., f(m) sunt absolut integrabile i lim |f(x)| =0, atunci:

x|

C>0.

k < k’
@] ||
5) Transformata Fourier a convolutiei

Convolutia a doua functii se defineste astfel:

0

(f*g)(t)= I f(x)g(t—x)dx,teR.

— o0

Fie f, ge L{(R) continue. Atunci:

§(f+g)=27 §(f)5(g).

Intr-adevar,

SN el = o [ e e o [atent ans
:i f(x)g(») e io () dy |dx.

Daca facem schimbarea de variabile x + y =¢, atunci obtinem:
o0

1

Ey. f(x) g(t—x)e_imdt dx=

—00 \ —00

3(/)(@) 3(g)(@)=
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CAPITOLUL 9

TRANSFORMATA LAPLACE

9.1. Definitiile de baza

Transformata Laplace este o functie de variabild complexa F ( p), care se asociazd
unei functii de variabila reala f (t), numitd si functie original. In anumite conditii, aceasta
asociere f — F' este inversabild. Transformata Laplace este utila In rezolvarea ecuatiilor

diferentiale si a ecuatiilor cu derivate partiale. Intr-adevar, prin corespondenta f — F o
ecuatie diferentiala liniard se transforma intr-o ecuatie algebricd, iar o ecuatie cu derivate
partiale intr-o ecuatie diferentiald. Rezolvarea ecuatiei transformate este mai simpla decat
rezolvarea ecuatiei initiale. Odatd gasitd solutia in transformata Laplace, prin inversarea
F — f se obtine solutia ecuatiei initiale.

Definitia 9.1.1. O functie f:R — C se numeste functie original daca are urmatoarele
proprietati:

1) f(¢)=0, pentru <0

2) f are pe orice interval finit din [0, o) un numar finit de puncte de discontinuitate

de speta intai, i.e. puncte in care limitele laterale exista, sunt finite, dar diferite

3)exista M >0 si s >0 astfel incat
|f(t)|sMe, (V) t>0. ©.1)
Cea mai mica valoare sg >0 pentru care inegalitatea (9.1) are loc se numeste indicele

de crestere al functiei f . Notim cu (O multimea functiilor original.
Exemplul 9.1.1.

) 0, dacd <0 o o
1) Functia treapta u (t) = Ld 0 este o functie original cu indicele de crestere
, daca 2>

s0=0.

277
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0, daca r<0
2) Functia f(7)= este o functie original cu indicele de crestere
el daca t>0
so=1.

0, daca <0
3) Functiile f (t) = 5 nu este o functie original, pentru ci nu satisface
el , daca t>0

conditia 3) din Definitia 9.1.1.

Observatia 9.1.1. Fie f:R — R o functie elementard. Daca existd a >0 astfel incat

lim f(t) e~ =0, atunci functia fu este o functie original, unde u este functia treapta din
t—0

Exemplul 9.1.1, 1) (functia unitate).
Evident, functia produs fu indeplineste conditiile 1) si 2) din Definitia 9.1.1. Daca

existd a >0 astfel incat lim f(¢) e *' =0, atunci pentru & =1, existd & >0 astfel incat
=

|f(t)] e <1, (V)t>5 sau|f (1) <e?, (V)1>5.

Pe de alta parte, f este marginitd pe intervalul compact [0, & ], deci exista M '>0
astfel incat:

|£(t)] <M, (V)telo, 5],

Daci notam cu M =max {1, M '}, atunci

£ (e)u(e)]=] £ (1) < M e, (¥)t>0.
deci fu indeplineste si conditia 3) din Definitia 9.1.1.

in particular, dacd P este o functie polinomiald, rezulti cd Pu e, deoarece

lim¢" e'=0,(V)neN.

t—o0

De asemenea, functiile ¢t —>u()sinws si t—u(t)coswt sunt functii original cu
indicele de crestere sg =0.

In continuare, pentru simplificare, vom nota cu f produsul fu . De exemplu, prin
functia f(7)=sin ¢ intelegem functia

f(t):{o, dacd <0

sinwt, daca >0 '
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Propozitia 9.1.1. Dacd f, g € O, atunci:
iy f-ge0O
i) af+pge0,(V)a, peC.

Demonstratie. i) Fie M1 >0, M7 >0, s1 >0, s7 >0 astfel incat

£(0)] <My e,

g(t) sMa e, (V)t>0.
Evident avem
|f(f)g(t)| SMlee(s‘”z)t, (V)t>0

de unde deducem ca f-geO.

i) [ f(t)+Bg(t)] < |a| Mie®" +| | Mae®!, (V) 1>0.
Daca s3 =max{s, s2} si M3=|a|M+|B|M3, atunci
laf(t)+Bg(t)|< M3 e™', (V)t>0,deci af+BgeO .
In particular, rezultd ca O este un spatiu vectorial complex.

Definitia 9.1.2. Fie f €O si s indicele sau de crestere. Transformata Laplace a

functiei f este functia de variabild complexd F(p) definitd astfel:

0

F(p)zjf(t)e‘Pfdt,pec. 9.2)
0

Exemplul 9.1.2. Sa se afle transformata Laplace a functiei treapta

0, daca r<0
u(t) = .
1, daca >0

Conform Definitiei 9.1.2 avem F(p)= |1-e 7' dt.

© ey 8

Daca p=s+io, atunci

o0
F(p)zJ.e_” ce Tl gy si |F(p)|£ e Stdr.
0

o t—38
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Observam ca integrala din membrul drept este convergentd pentru s=Rep>0.

Rezulta ca F( p) este convergentd pentru Re p>0.

0

=L tim (e -1).
0 P t—>o

e Pt

Pe de alta parte, F(p)= —
p

Cum p=s+ioc, s, ceR, rezulti e Pl =51 . 710! =e ! (cosot—isinot).
Atunci
|e_i0t|:|cosat—isin0t =1

de unde

lim |e=?!| = lim ¢ =0, fiinded s =Re p>0.
t—o0 t—0

Asadar, transformata Laplace a functiei treaptd u este

F(p):%, Rep>0.

Exemplul 9.1.3. Si se afle transformata Laplace a functiei f(#)=e“’,unde weC.

Avem
F(p)zJ.ewe_pt dtzje_(p_w)t dt=———— | =—r,
0 0

daca Rep >Rew.

Asadar, transformata Laplace a functiei f ( t) =e® teR este
1
F(p)=—— Rep>Rew.
p—o

Teorema 9.1.1. Integrala (9.2) este convergenta in domeniul Dy ={ peC; Rep >s0} ,
unde sq este indicele de crestere al functiei f, iar functia F' definitd de (9.2) este olomorfa

in Dg.
Demonstratie. Prima afirmatie rezultd din inegalitatile:
®© o ©
If(t) e Pl dt Sj|f(t)| e ttdt<M '[ e (57s0)t 4y = p—
0

0 0
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(s=Rep>sg).
Pentru a demonstra a doua afirmatie, fie Dy = { peC; Rep>so +a} .

Vom ardta cd F este olomorfa in D, (V) a>0.Fie peD, si p>0 astfel incét

B(p,p)< D, .Notam cu C:{

=p| (Fig.9.1).

Pentru orice z € B( D, p) avem:

F(z

~
|
X
—_
S
~
Il
)
~
—_
~
~
—_—
Q
N
|
AN
—
W
~

9.3)

Pe de altd parte, din Propozitia 6.8.1, pentru f(z)=e "' si zg = p deducem ci:

e e P (- p)(-t)e Pz p) S j du.
C
Din (9.3) si (9.4) rezulta:
F(z)-F(r) I[ (F()] e Pt de (2 p)jf(z)R(p,t,z)dz ©.5)
z—p
0
unde oA

-ut
R(p,t,z)z ! j( ¢ du .

271 4 (1)’ (u=2)

C
Tinand seama de proprietatile integralei

complexe, avem urmatoarele majorari:

“y

S0

Fig. 9.1

unde s; =inf {xeR, x+iyeC}.



282 CAPITOLUL 9

Daca notam cu r:|z—p , atunci:
e} o0
r —
z=p) F(t) R(p,t,z)dt s—th e 1l dr <
(=p) [ R(pt2) | < s [l (1)
0 0
o0 o0
< J.M eSole ™St dtz—Mr Ie_(s‘_s‘))t dt = Mr .
plp-r)d plp-r)d p(p=r)(si=s9)

Dacéd z — p, atunci membrul drept tinde la 0.

Din (9.5) deducem ca exista

Z—>p z—p

o0
F'(p)= lim Fz)=F(p) I[—zf(t)] e Pldt.
0
Cum «a >0 afost ales arbitrar, rezultd cd /' este olomorfa in Dy, si

F'(p)= I[—tf(t)] =Pl dr.
0

Observatia 9.1.2. Daci f €O si F este transformata sa Laplace, atunci:

lim F(p)=0.
Re p—

Intr-adevar, daca s este indicele de crestere al functiei f* atunci:

( —-s f —(s-s M
F(o)l= lr(ofestarsarf et ot
0 0

unde s =Re p >s(. Dacd s =Re p - o0, atunci lim =0, de unde deducem ca

p—o>o S8

lim F(p)=0.

§—> 00
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9.2. Proprietaitile transformatei Laplace
In continuare, pentru orice functie original f, vom nota cu £ ( f ) transformata sa

Laplace. Asadar,

z(f)zjf(t)e—w dt, Rep>0.

0

Teorema 9.2.1. (liniaritatea)

Daca f si g sunt doud functii original , atunci (V) , S € C avem:

[(af+ﬂg)=a[(f)+ﬂ[(g).

Demonstratie.

Llas+pe)p)=[[ar@)+pe] e ai=
0

0

—a If(t)e_p’ dt+ﬂ_[g(z)e-pf di=a 2(f)(p)+BL(g)(p).
0

0

Exemplul 9.2.1. Sa se afle transformatele Laplace ale functiilor f (t):sin ot si
g(t)=coswt,teR, weC.

Conform formulelor Euler avem:
. iwt _ —iot . ia)t+e—iwt
sinwt=———— §i coswt =
2i 2
Pe de alta parte, folosind Teorema 9.2.1 si Exemplul 9.1.3, avem:

z(smm)(p)zzii(pl 1 }_ o

—-io pt+io _p2+a)

Cleoson)(p) -4 L]

—iw ptiow _p2+a)
Exemplul 9.2.2. Sa se afle transformatele Laplace ale functiilor hiperbolice sht si

cht.

e’ —e . e" +e
Deoarece shtzT si cht :T’ avem:
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R e

“1 p+l) p2o

£(ann)(p)=5 (St -2

p-1 p+1) p2-1’
Teorema 9.2.2. (de asemanarea)

Fie feO, a>0si g(t)=f(at), (V) reR. Atunci

Demonstratie. Daca facem schimbarea de variabild « ¢ = x, atunci

Z(g)(p)zoff(at)e_pt dtzoof(x)e_sx L=l L’(f)(gj.

Exemplul 9.2.3. Sa se afle transformatele Laplace ale functiilor hiperbolice shw? si
chwt, ®>0.

Din Teorema 9.2.2 si Exemplul 9.2.2, deducem:

1 1 w
L(shwt)(p)=— =
(hon)(p) = o
@
P
1 14
L(chwt)(p)=— @ _
(ehor)(p) = DG
@

Teorema 9.2.3. (de intarziere)

Fie /€O, a>05i g(t)=f(t—a), (V) reR. Atunci

£L(g)(p)=e"P L(f)(p)-

Demonstratie. Deoarece g (t) =0, dacad t < a, rezulta

0

z(g)(p)=J'f(t_a)e—pf dr

a

Daca facem schimbarea de variabild x =f—« obtinem:
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o0 o0
z(g)(p)=jf(x)e—P(“+x) dx=e P4 _[f(x) e P¥ dx=ePUL(f)(p).
0 0
Exemplul 9.2.4. Sa se afle transformata Laplace a functiei
0, daca t<0
Af(t
1, daca r€[0,1) /(1) )
f(t): . Fig. 9.2
—1, daca te[l, 2]
0, daca r>2

1

Se observa, prin calcul direct ca
F(&)=u(t)-2u(t-1)+u(t-2)

unde u =u(r) este functia treapta.

ey o oY
v

Din Teorema 9.2.3 si Exemplul 9.1.2 rezulta ca

1 2 _ 1 o
L - _ L, P, r
(F)p)=r-2 e e

Teorema 9.2.4. (de deplasare)

Fie €O, weCsig(t)=e® f(t), (V) teR. Atunci

£(g)(p)=£(f)(p-w).

Demonstratie.
o0 o0
L'(g)(p)zj.emf(t)e_pt dz:_[f(z)e—(l’—“’>’ di=2(f)(p-o).
0 0
Exemplul 9.2.5. Sa se afle transformatele Laplace ale functiilor f (t) e Hsinwt si
_ At
g(t)=e""cosar.
Din Teorema 9.2.4 si Exemplul 9.2.1 rezulta ca
L'(e_’“ sina)t)(p)zL2 si L'(e’“ cosa)t)(p)zp—_z/l.
(p+2) +o? (p-2)"+0°

Teorema 9.2.5. (derivarea originalului)
Daca f, f', f", ..., f(n) e si §=max{s0, STy oo sn}, unde s este indicele de

crestere al functiei f (k) , atunci
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Demonstratie. Integrand prin parti obtinem

[(f')(p)zjf'(t)e_pt di=f(1)e "] :+pJ.f(t)e_pt .
0 0

Deoarece

‘f(l‘)e_pf‘:|f(t)|e—st < M, esote—st:Mle—(s—so)t

rezultd cd dacd s =Re p > sy, atunci

lim f(t)e™”" =0 si mai departe ca
t—> o0

L) p)=p£(f)(P)-1(0).
Formula generala (9.6) se demonstreaza cu usurinta prin inductie matematica.
Exemplul 9.2.6. Sa se afle transformata Laplace a functiei f (t) =sin? t,teR.

Din Teorema 9.2.5 rezulta ca
L1 ) p)=pL(f)p)-71(0)=pL(S)(P) ©.7)

Pe de alta parte, f'(t) =2sintcost =sin2¢ si din Exemplul 9.2.1, deducem ca

£ )=

In sfarsit, din (9.7) rezulta ca

5(f)(p):m-

Teorema 9.2.6. (derivarea imaginii)

Daca /€O sinotimcu g, (¢)=¢" f(¢), atunci g, €O si

£(8)()=(-1)"[£()]" (p). () nen”.
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Demonstratie. Intr-adevar, din Teorema 9.1.1 rezulti ci transformata Laplace

F=ZL(f) a functiei f este olomorfa in domeniul Rep>s,, unde s este indicele de

crestere al functiei original f si
L2 ()= F (o) [[=es (] 7" dr==[n(0) e 77" dt ==L (1)),
0 0

Cum functia ¢" este o functie original, avand indicele de crestere sy =1, deducem ca

functia produs g, (#)=t" f(¢) este functie original, cu indicele de crestere s;=1+s.

Procedand ca in demonstratia Teoremei 9.1.1 vom avea:

Arietar = [£(e2)]()

1
a
\.\
=
S
I
i
S
I
ot—3

Exemplul 9.2.7. Sa se afle transformata Laplace a functiei g, (#)=1¢".

Conform Exemplului 9.1.2, transformata Laplace a functiei treapta f (t)zl este

F(p)= % Mai departe avem:

0
F'(p)z—%=j—te_pt dt
Py

. 1 UGN
de unde deducem ci transformata Laplace a functiei gi(¢)=¢ este — - Derivand in

p

continuare obtinem

12 e Pl gy

™
S
|
#
Il
S =8

de unde rezulta ca transformata Laplace a functiei g, (t) =12 este —.
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n!

In final, rezulta cd transformata Laplace a functiei g, (t)=¢" este —T

p

Teorema 9.2.7. (integrarea originalului)

Fie feO sifie g(t)=| f(u) du . Atunci

o'—'w

Demonstratie. Observam ca g'(7)= /() (g este o primitiva pentru ).

Din Teorema 9.2.5 rezulta:
L(f)r)=£(g")(r)=r£(g)(pr)-2(0).

Cum g(0)=0, deducem ca:

£(g)(r)=

t
Exemplul 9.2.7. Sa se calculeze transformata Laplace a functiei g(¢)= I sin3u du .
0

Din Teorema 9.2.7 deducem ca

z(g)(p)%z(f)(p),unde £(6)=sin3t.

Cum £( f)(p)= 23 (conform Exemplului 9.2.1) rezulti ci
p~+9

Teorema 9.2.8. (integrarea imaginii)

Fie f o functie original cu indicele de crestere s¢, fie FF =2 ( f ) transformata sa

/(1)

Laplace si fie G o primitivd a functiei F, cu G()=0. Dacd g(¢) == t>0 este de

asemenea o functie original si | F (q) dq este convergenta, atunci:

T — 8
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F(q)dg=£L(g)(p).

N —y 8

Demonstragie. Fie domeniul simplu conex Dy ={zeC;Rep>sy}. Din Teorema

9.1.1 rezulta ca transformata Laplace F este olomorfa in Dy, deci admite primitive in acest

domeniu. Fie G o primitiva a sa, cu G(»)=0 si fie H(p)=|F(q)dq. Deoarece

N — 8

F(q) dq este convergentd, rezultd ca

T C—y 8

r

H(p)= lim | F(q)dg = lim G(r)-G(p)=—-G(p), deci

r—> 0 r—» 0

H'(p)=-G'(p)=-F(p). 9.8)

Pe de alta parte, din Teorema 9.2.6 avem:

0

F(p)=[ @y er ar=feg() et ar=—[2(2)] (n). 09
0 0

Din (9.8) si (9.9) deducem ca
H'(p)= [[( g )] (p) si mai departe ca
H(p)=£(g)(p)+C.

Cum lim H(p)=0si lim Z£(g)(p)=0, conform Observatiei 9.1.2 rezulta
Re p—x Re p—>

ca C=0,deci
H(p)=[F(a) da=£(2)(p)

Exemplul 9.2.8. Sa se afle transformata Laplace a functiei g(t) = s1Tnt, t>0.
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0

Din Teoremei 9.2.8, transformata Laplace a functiei g () este egald cu '[F (q)dq,
p

unde F este transformata Laplace a functiei f (t) =sint¢. Conform Exemplul 9.2.1 stim ca

1
F(q)= .
(q) q2+1

Asadar, transformata Laplace a functiei g este

o0

J-; dqzz—arctgp.
g +1 2

p

Teorema 9.2.9. (transformata convolutiei)

Dacd f,geQ si h=f * g,atunci he O si
L(h)=L(f*g)=L(1)L(g).
Demonstratie. Fie M, M, s; si s, cu proprietatile:
|£(t)] <Mye®’, |g(t)] <My e®!, (V) t>0.

t
Dacid h= f * g, atunci h(t)zjf(z')g(t—r)dr si

0
t 1
|h(t)| < Mlejeslresz([_T)dr =M1Mzesztj e(sl_sz)rdr =
0 0
=M M,e2' . ! [e(sl_sz)t—l}z—MlMZ(eslt—eszt).
S1—S82 §1—=S2

Fie § =max {s1, 55} . Atunci

()| < M(eit_eszt) < MiM2 5t
|s1—52| |s1—s2|

Rezultd cd h e O si are indicele de crestere § = max {sy, s} . In continuare avem:

Z(h)(p)zj e—Pfjf(f)g(t—T)df .
0 0

Folosind faptul ca
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If(z’)g(t—z’)dr:If(r)g(t—r)dr

deoarece g(7—7)=0, pentru 7 > ¢, rezulta
z(h)(p):fe—pf If(r)g(t—r)dr .
0 0

Schimband ordinea de integrare, operatie permisa daca Re p > « > § = max { 51, 82 } ,

obtinem:

o8] o0

K(h)(P)=I f(7) Je_p’g(t—r)dt dr.
0 0

Pe de alta parte, din Teorema 9.2.3 rezulta ca

o0
J’e_plg(l—f)dt =e P L(g)(p) si mai departe
0

L(0)(p)= [ ()7 £()p)dr=£ (2 )p) | S ()P dr =
0 0
= £(1)(p) £(2)(p)

Exemplul 9.2.9. Sa se afle transformata Laplace a functiei h(t) = z’sin(t — r) dr.

OQ-'N

Fie f(t)=t si g(¢)=sinz. Atunci h=f * g si

£<h>=£(f>z<g>=p—2-p;+l.

9.3. Determinarea functiei original pornind de la

transformata Laplace
Se pune problema urmatoare: datd fiind o functie F ( p) sd se gaseascd o functie

original f(¢), a carei transformatd Laplace s fie F(p). Este clar ¢ nu orice functie
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F ( p) este transformata Laplace a unei functii original f . Intr-adevar, din Teorema 9.1.1
rezulta ca o asemenea functie trebuie sa fie olomorfa in domeniul D¢ = { peC;Rep>so } .

De asemenea, din Observatia 9.1.2, rezulta ca trebuie sa satisfaca conditia lim F ( p ) =0.
Rep—w

Se pot preciza un set de conditii suficiente pe care trebuie sa le indeplineasca o functie F ( p)

pentru a fi transformata Laplace a unei functii original.

in continuare, vom presupune ci F ( p) este transformata Laplace a functiei original

f,adica
F(p)zjf(t)e_pt dt
0

si ne Intrebam cum putem rezolva aceastd ecuatie integrald, pentru a gasi functia necunoscuta

/(). Raspunsul este dat de urmatoarea teorema:

Teorema 9.3.1. (Formula de inversare Mellin-Fourier)

Fie F=L ( f ) transformata Laplace a functiei original f°, avand indicele de crestere
s0. Presupunem de asemenea cd f este derivabild pe portiuni pe orice interval compact
[0, a], a>0. Atunci, in orice punct de continuitate al lui f avem:

a+iow

f(t)=— I F(p)eP'dp (9.10)

a—io
cua>sgsite(0,0).

—at

Demonstratie. Consideram functia qz)(t)z f (t)e , cu a>so. Observam ca ¢

indeplineste conditiile din formula integrald Fourier . Intr-adevir, ¢ este derivabild pe

portiuni, are aceleasi puncte de discontinuitate ca si f* si este absolut integrabild pentru ca:
|¢(t)| <e UM MeSt=Me _(a_so)t, (V) 1e(0, ), a>so

si

a—=sy '

[ :°° < we—(a—so)t _ M
_J;O|(p(t)|dt !|qo(t)|dt<M_[o dt
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Din formula integrald Fourier rezulta:

o0
1 1 . ot
o(t)= j¢(x)e PO dx ' dw=
27 2
-0 g -0
° °
:i | eia)t | f(x)e—axe—ia)x dx | dw=
- 0
o0 o0
=i | el ! | f(x) olario)x 4 do.
— o0 0

Amplificand ambii membrii cu e ¢’ obtinem:

o0 o0

f(t):_ -e(a+ia))t J‘f(x)e—(aﬂ'a))x dx | deo=
00 0

o0
~

= e(a+iw)t F(a+io)do.

—
Dacd facem schimbarea de variabila p=a+iw, atunci dp=idw si integrala din
membrul drept devine:
a+io
7)== _[ F(p)e?! dp.
a—io©
Observatia 9.3.1. Integrala din membrul drept al formulei (9.10) este inteleasad in

sensul valorii principale, adica

a+io a+iR
J. F(p)eptdpzlim F(p)eptdp.
R—o0
a—iw a—iR
Corolarul 9.3.1. Daca f si g sunt functii continue, indeplinesc conditiile din
Teorema 9.3.15i £(f)=£(g),atunci f=g.
Demonstratie. Afirmatia rezulta imediat din formula Mellin-Fourier (9.10).

Integrala din membrul drept al formulei (9.10) se poate calcula folosind teorema

reziduurilor.



294 CAPITOLUL 9

Teorema 9.3.2. Fie /€O continua si F(p) transformata sa Laplace. Presupunem
y : o P . .
cd F(p) este o functie rationald, adica F(p)=—-—, unde P si Q sunt functii

polinomiale. Atunci
n
f(t):z Rez(F(p) ept,l?k)
k=1

unde py, pj, ..., p,, sunt polii functiei F(p).

Demonstratie. Cum  lim F ( p) =0, rezultd ca grad P<grad Q. Fie a >0 astfel
Re p—o

incit a >Repy , (V) k=1,n si fie

D={zeC;|z|<R,Rez<a;.
1 Fig o3 { | }
Cr Alegem R >0 suficient de mare astfel incat p; €D,
2
o 131 V) k=1, n.Fie
L G
R o lalr Cr={zeC;|z|=R,Rez<a} (Fig.9.3).
\ pn. Din teorema reziduurilor avem:
_/A
n
J‘F(p) eptdp+jF(p) eptdp=2ﬂ'iZRez(F(p) ept,pk). 9.11)
AB Cq k=1

Prima integrald se mai scrie:
IF(p)eP’dpz I F(p)ePtdp. (9.12)
4B a-ilR?-a®

Pentru a doua integrald aplicim Lema a II-a a lui Jordan cu iz in loc de p si obtinem:

lim | F(p)ePldp=0.
A | Fp)e?idp (9.13)
CR

(Lema se poate aplica deoarece grad P < grad Q sideci lim F ( p ) =0).

| p|>oo
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Trecand la limita in (9.11) si tindnd seama de (9.12) si (9.13) deducem ca:

a+iR a+i o

n

] 1
ER(F pt )=1‘ IF Plgp= IF Ptgn.
P c2(F(p) e )= Jim 5 (p)eltdp =" (p)e™dp

Tl
a—iR a—i oo

In sfarsit, din formula Mellin-Fourier (9.10) rezulta:
n
f(t)zz ReZ(F(p) ept,pk).
k=1

Exemplul 9.3.1. Sa se afle functia original f (t) a carei transformatd Laplace este

4
F(p)= .
(p)=—

Polii functiei F( p) sunt p; =—-2i si pp =2i. Atunci:

1 s
R (F pt’_2~): li P4 p _1 -2t
e Fp)el.m2i)= lim (p2i) et 2 2 ¢
1 .
R (F P’,z')z I ~2i) eP! P = 2t
2 Flp)et.2i)= lim (p=2i) et =2 2 ¢
Rezulta ca f(t)z%(ezn+e_2” )=0052t.

Observatia 9.3.2. Reamintim ca dacd z =2z este pol de ordinul m pentru functia

P(z) . .
f(z)= o(=)’ atunci din Propozitia 6.10.1 avem:
1 ) m (m—l)
Rez(f.20) = =5y i [(-20)"7(2)]

Daca z =z, este pol simplu, adicd m =1, atunci:

Rez(f,zo):ZEI;O%J(ZO)ZEO%:p(zo)

b
0'(z9)

Corolarul 9.3.2. Dacd F(p)= ggp;
p

este o functie rationala cu proprietatile:

(i) grad P<gradQ

(1) Q are radacinile simple py, p,, ..., p,, care nu se afla pe axa Ox

atunci
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Demonstratie. Afirmatia rezulta din Teorema 9.3.2 si Observatia 9.3.2.

Exemplul 9.3.2. Sa se afle functia original f ( t) a carei transformata Laplace este

p2+5
(p—l)(p2+4)‘

Avem P(p)=p2+5, Q(p)z(p—l)(p2+4),Q'(p)=3p2—2p+4. Radacinile

F(p)=

numitorului sunt simple, anume:
P1 =1, P2 =-2i, pP3 =2i.
Din Corolarul 9.3.2 rezulta:
£(t)= P'(l) ol 4 P'(—2z.) o 20ty P'(zl.) o 2t
o) 0'(-2i) 0'(2i)
PR SRS T S
—8+41i —-8—-4i

ﬁe_Z”—ﬁ ezjt:l 6et—cos2t—lsin2t .
20 20 2

—e
5
6,0
5
9.4. Rezolvarea problemei Cauchy pentru ecuatii diferentiale

liniare cu coeficienti constanti cu ajutorul transformatei Laplace
Consideram urmatoarea problema Cauchy:

Sa se afle solutia x(7), #>0 a ecuatiei diferentiale

agx"(t)+ayx'(t)+arx(t)=f (1) 9.14)

cu conditiile initiale:
x(0)=xq si x'(0)=x.

Presupunem cd f(¢) admite transformata Laplace F(p). Fie de asemenea X (p)

9.15)

transformata Laplace a functiei x(¢).

Din Teorema 9.2.5 rezulta ca

L’(x'(t))sz(p)—xO si ,C(x"(t))zsz(p)—pxo—xl. (9.16)
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Aplicand transformata Laplace ecuatiei (9.14), folosind proprietatea sa de liniaritate si
tinand cont de (9.16) obtinem:

ao(PZX(p)—Pxo—xl )+a1(PX(p)—xo)+02X(P)=F(p)
si mai departe:
(a0p2+a1p+a2 )X(p)zF(p)+a0x0p+a0x1 +ayxg. 9.17)
Observam ca (9.17) este o ecuatie algebrica a carei solutie este:

)_F(p)+a0x0p+a0x1+a1xo

X(p 3
app t+taiptajp

(9.18)

In sfarsit, inversand transformata X (p) obtinem solutia problemei Cauchy x = x(t).

x"(#)+x(t)=2cost
Exemplul 9.4.1. Sa se rezolve problema Cauchy:
x(O) =0, x'(O) =1

Avem f(t)=2cost.Cum £ (cost)= > rezulta ca F(p)= Zp

p-+1 p2+1.
Fie X (p)= ,C(x(t)). Atunci

L(x'(e))=pX(p) si £(x"(1))=p* X (p)-1.

Aplicand transformata Laplace ecuatiei diferentiale obtinem:

sz(p)—1+X(p)= $i mai departe:

p2+1

2
p+1
(22+1)
Functia din membrul drept are polii dublii: py =i si pp, =—i.
Din Teorema 9.3.2 deducem ca:

x(7) =ReZ(X(p) ept,i)+Rez(X(p) ept,—i) =

— ' '

2 2
= lim (p—i)z—(p+1) e?! | + lim (p+i)2—(p+l) ePl| =

. 2 . 2
p i (p2+1) p—>—i (p2+1)

_ ' '

+1 2 +1 2
= lim || 2= P |+ lim || 25| P!
poi |\ PpTI p—o>—i|\ p—1!




298 CAPITOLUL 9

Calculand prima limita obtinem:

2 . 2 .
lim r+l ePt| = lim |2 r+l Le’”+ r+l teP! :—i(e”+te”).
p—oi|\ p+i p i p+i (p+i)2 p+i 2

in mod analog,

+1 2 - j ;
lim P | eP! zi(e_” +te_”).
po>—i|\ Pl 2

in final rezulta:

i/( ; _; it( ; _ i . it L. . .
x(t):—E(e”—e ”‘)—E(e”‘—e ’t):—E-2ismt—5-2151nt:s1nt+ts1nt.

Asadar, solutia problemei Cauchy cautata este:
x(t)=sint+zsint.
Calculul este destul de greoi, de aceea inversarea functiei X ( p) se poate face mai

simplu, folosind descompunerea in fractii simple si utilizand tabloul transformatelor Laplace.

Intr-adevar, X (p)= 2p + !

2 2 ’
(p2+1) p-+1

1 L . d 1
Deoarece este transformata Laplace a functiei sint si ——( ]:

p?+1 dp\ p?+1

2 D .
- P este transformata Laplace a functiei ¢ sin¢, conform Teoremei 9.2.6, deducem

]

ca

x(t)=sint+1 sint.

ax __
) a7 x(0) =1
Exemplul 9.4.2. Sa se rezolve problema Cauchy: P ,cu .
—y:2x+2y »(0)=1
dt

Fie X(p) transformata Laplace a functiei x(z) si Y(p) transformata Laplace a

functiei y(¢). Avem:



TRANSFORMATA LAPLACE

299

Rezolvand acest sistem algebric gasim:

p-3 p-1 2
X(p)=— = 2 . 2
p--2p+2 (p—l) +1 (p—l) +1
Y(p B p+2 p—1 N 3

CpP-2p+2 (p-1)241 (p-1)P+l

Din tabloul transformatelor Laplace avem:

L’(et cost)z# , [(et sint)zm .

Solutia problemei Cauchy este:

x(1) = el (cost—2sin¢)

y(t) = e’ (cost +3sint)

Tabloul transformatelor Laplace

Functia original Transformata Laplace
1
1 —_—
p
n!
t" pn+1
e At ;
p—A
] w
sin wt
p2 +a)2
p
cos wt 3 3
p o
" w
sh ot
g
ch ot > P >
p -
At @
e Sinwt (p_l)z +0)2
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Functia original Transformata Laplace
p—A
At T ——
e”" coswt (p—/I)2+a)2
e 4P
sin(1—a), a>0
2
p-+l1
—ap
cos(t—a), a>0 %
p-+1
2pw
tsin wt 2
(p?+07)
p?—0?
t coswt 5 2\2
(p?+07)
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ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL DOI

10.1. Introducere. Generalitati

O multitudine de fenomene fizice, de vibratie, de difuzie, hidrodinamice, ondulatorii,
electromagnetice, etc., conduc prin modelare matematica la relatii intre o functie de mai multe
variabile si derivatele sale partiale de ordinele intai si doi. O astfel de relatie se numeste
ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi.

Vom exemplifica cele de mai sus analizand micile vibratii transversale ale unei coarde

elastice (Fig. 10.1). Consideram in planul xOu o coarda AB, fixata in capetele 4 si B, care
in pozitia de echilibru este situatd pe axa Ox. Ne propunem sd studiem oscilatiile
transversale ale coardei in jurul

4 u ﬁ(x,t)
pozitiei de echilibru.

Notadm cu u(x,t) deplasarea

(abaterea) punctului de abscisa x fata

de pozitia de echilibru, la momentul o Fig. 10.1

t. Vom presupune cid deplasarile

punctelor coardei fatd de pozitia de

v

Rl .

echilibru sunt mici, astfel incat 0O 4

puterile mai mari ca 1 ale lui u(x,7)

si ale derivatelor sale partiale pot fi neglijate. De asemenea, presupunem ca analizam o coarda

elastica, ceea ce implica faptul ca tensiunea in fiecare punct este dirijata dupa tangenta.
Fie M N pozitia deformata, la momentul ¢, a portiunii de coardd cuprinsd intre

punctele M (x u X, t N xX+Ax u(x+Ax t)) . Lungimea acestei portiuni de coarda este:

x+Ax
{ 6u dx

301

>
=
o
=
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2
L N . [Ou .
Conform primei ipoteze simplificatoare, putem presupune ca B =0, deci
X

AL =Ax. Asadar, coarda este inextensibild. Cum coarda este inextensibila in timp, din legea
lui Hooke rezulta ca tensiunile nu depind de timp, deci T = T(x) . Mai mult, deplasdrile fiind
mici, putem presupune ca marimea tensiunii este constanta, deci ca

‘T(x)‘:To,pentru orice x.

Forta perturbatoare F(x,t) , care actioneaza asupra fiecarui punct al arcului MN este
presupusa dirijata perpendicular pe axa Ox :
ﬁ(x,t) = F(x,1) u , unde cu u am notat versorul axei Ou .
Asupra portiunii de coardd deformatd actioneaza fortele de tensiune in extremitatile
M si N, precum si forta perturbatoare in fiecare punct ale arcului MN .
Proiectia pe axa O u a rezultantei acestor forte este egala cu :
x+Ax
R, =Ty sin f—Tysina+ I F(z,t)dz.
X
Tinand seama ca A x este mic, putem presupune ca
x+Ax
J- F(Z,t) dz ~ F(x,t)Ax.
X

De asemenea, deoarece o si f sunt mici, rezultd
. ou . ou
sina =tga=—-»{(x,t) sisinf =tgff=—I(x+Ax,t).
7. (%0) 7\ )

In continuare, avem:

2
R, :TO[%(x+Ax,t)—%(x,t)J+F(x,t) Ax = To.z_;‘(x,t)AHF(x,t)Ax.
X

Conform legii a doua a lui Newton, aceasta fortd este egala cu produsul dintre masa si

acceleratie. Asadar avem:

0%u 0%u
To-—=(x,t ) Ax+ F(x,t)Ax=p(x) Ax - ——(x,t).
0 ﬁxz( ) ( ) ,0( ) 81‘2( )
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Daca presupunem coarda omogend ( p(x) = p) , atunci obtinem ecuatia:
2 2
T, F(x,t
O ) =To 2Ty Fxt)
ot P Ox

A . To . 1
fn sfarsit, notand cu @ =~ sicu f(x,t)=—-F(x,t), rezulta:

0%u 0%u
——=at =+ f(x1). 10.1)
ot ox
Aceasta este ecuatia micilor vibratii transversale ale unei coarde elastice.
In cazul particular cand asupra coardei nu actioneaza forte perturbatoare (F ( x,t) = O),
ecuatia (10.1) devine
0%u 5 O 2y
2 4 T
ot ox

(10.2)

Ecuatia (10.2) se numeste ecuatia coardei vibrante omogene, iar ecuatia (6.1) este
ecuatia coardei vibrante neomogene.
Procedeul descris aici se poate aplica si la studiul micilor vibratii transversale ale unei

membrane elastice. Sa presupunem ca avem o membrana elastica, care in pozitia de echilibru

se afld in planul xOy. Dacd notdim cu u( x,y,) deplasarea punctului (x,y ), fata de pozitia

de echilibru, la momentul ¢, atunci se obtine ecuatia cu derivate partiale:

+
ar?

0%u > o0%u  8%u
-2 4\ 72 2
ox~ 0Oy

J+f (x,3,1). (10.3)

In sfarsit, studiul propagérii sunetului sau a luminii n spatiu conduce la ecuatia:

52_“—0,2 a2”+82”+82” +f (%, 9,2,1) (10.4)
o> x> 8y% 022 A '

In concluzie, coardele vibrante, membranele vibrate, oscilatiile electromagnetice sunt

descrise de ecuatii cu derivate partiale de tipul (10.1), (10.3) si (10.4).
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10.2. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea cvasiliniare

Clasificare

Fie QcR? un domeniu (o multime deschisa si conexd). O ecuatie cu derivate

partiale de ordinul al doilea cvasiliniara este o ecuatie de forma:

qu a2 o%u ou Ou
A 5 A5 ZB 5 C 5 A D s Vo Uy Ty T :0 .
(x,») = +2B(x,y) 6x6y+ (x,») o) + (x you, = ay} (10.5)

unde (x,y)eQ, 4, B, C sunt functii continue pe Q, A2 +B%+C?#0 pe Q,iar D este o
functie continud in argumentele sale, pentru (x, y) € Q). Functia necunoscuta este functia
2
ueC(Q).
Prin solutie a ecuatiei (10.5) se intelege orice functie ¢ = (0( X, y) de clasa C? pe Q,

care verificd ecuatia (10.5):

020 02 %p op Op
A(x,y)§+23(x,y) ax6y+C(x,u)ay—2+D X, ¥, qo,a,g =0, (‘v’) (x,y)eQ.

In vederea clasificrii ecuatiilor (10.5), analizim cum se transformi coeficientii partii
liniare a ecuatiei (4, B si C) la o schimbare de variabile.

Fie Q' R? un domeniu sifie F:Q—>Q', F(x,y)z(f(x,y),n(x,y)), (x,y) eQ,
o schimbare de variabile, adica o functie cu proprietatile:

1) FeC?(Q)

2) F:Q— Q' este bijectiva

¢ 9
D(¢&m) |0x Oy
NdetJp(x,y)=—== 0, (V)(x,y)eQ.
o= Bl 7 o () ()
ox Oy
Daci notim cu it =uo F 1 :Q'— R?, atunci O <

u(x,y)=ﬁ(F(x,y))=b7(§(xay)377(x»y))

(V)(x,y)eQ.
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In urma acestei schimbari de variabile, ecuatia (10.5) se va transforma tot intr-o

ecuatie cu derivate partiale, cu functia necunoscuta u .

Tinand seama de formulele de calcul ale derivatelor partiale de ordinele intéi si doi ale
functiilor compuse de doua variabile rezulta:

ou_oi of oi oy
ox 0& Ox oOn Ox
ou_oii 0¢  0i on

oy 9f oy on oy

% 8? u[%j L, 0% .6_5‘8_77+62L7.(6_77J2+6u o2 ; L 2i %y

ox?  o£? ocon ox ox op? \ox ) 05 ox? Ton ox?

o%u 0% o& o | 0% (85 oy, o¢ an]+azﬁ on on (10.6)

6772 ox Oy

ox 0Oy 8y 0x

Ox0y 652 ox 0Oy 65077
~ A2
L ou. ¢ L ou o7n
0¢ O0x0y On 0x0y
azu_azﬂ.[ﬁ]ﬁz 0% .6_5.6_n+62ﬁ.[6_nj2+au ¢ on o
oy?  a&? okon oy oy on? \0y ) 9& ay? n oy?

Inlocuind formulele (10.6) in ecuatia (10.5) obtinem:

~ azﬁ %~ 0% ~ _ ou oi
A(&.m) 2B(&.1) C(é‘,n)m+0(§,n,u,%,%]—0 (10.7)

0&? dgon
unde

N 0\ 8 & AN
Ox Ox 0Oy oy

Bog.06.0n 506 On 0 On|, -~ 05 On (10.8)
Ox Ox Ox 0y 0Jy Ox o0y Oy

2

C= 4. an) 10p.9n 00 [0

ox ox 8y ay

Un calcul direct arata ca

Ez—ﬂ-éz(Bz—A-C){D T. (10.9)
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Din (10.9) rezulta ca expresiile B%-4.C , respectiv B 2 A4-C au acelasi semn sau
sunt simultan nule.

Definitia 10.2.1. Ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea cvasiliniara (10.5)
este:

a) de tip hiperbolic in Q, daca B%2-4-C>0 pe Q.

b) de tip parabolic in Q, dacd B>-4-C=0 pe Q.

c) de tip eliptic in Q, daca B>-4-C<0 pe Q.

Observatia 10.2.1. Ecuatia (10.5) poate sa nu aiba acelasi tip pe intreg domeniul Q.
De exemplu, ecuatia lui Tricomi: y 22_154_2% =0, este de tip hiperbolic daca y <0, de tip

X y

parabolic daca y =0 si de tip eliptic daca y >0.

Definitia 10.2.2. Se numeste curbd caracteristica a ecuatiei (10.5) orice curba plana

I'c Q, de ecuatie implicita (p( X, y) =0, nesingulara, de clasd C ! , care verifica ecuatia:

2 2
A- o¢ +23.6_¢.6_¢+Cn 9 =0. (10.10)
X ox ay 8y

Fie M O(xo, yo)eF. Deoarece curba este nesingularid, putem presupune ca

0 . o < s . o
8—(p(x0,y0);t0. Din teorema functiilor implicite rezultd cd local, intr-o vecindtate a
y

punctului My, curba I este graficul functiei explicite y = y(x) . Din identitatea

(p(x,y(x))z 0, rezulta ci:

o9
oy Ox .. .
y (x)—— % si mai departe ca:
oy
dp __0p
ox 2y Y. (10.11)

Inlocuind (10.11) in (10.10) obtinem

Ay?-2By'+C=0. (10.12)
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Ecuatia (10.12) poartd numele de ecuatia diferentiald a curbelor caracteristice

asociata ecuatiei (10.5).
Asadar, daca ¢(x,y)=0 este o curba caracteristic a ecuatiei (10.5) si y=y(x) este
functia implicita definitd de ecuatia acestei curbe, atunci y' verifica ecuatia (10.12).

Observatia 10.2.2. Fie
y'=2(x,y) (10.13)
o solutie a ecuatiei (10.12).
Evident (10.13) este o ecuatie diferentiala. Daca gp(x, y) =( este solutia sa generala

sub forma implicitd, atunci ¢ verifica ecuatia (10.10).

R 0 .
Intr-adevar, daca 8_(0 # 0, atunci
y

yl=— =—=2(xy). (10.14)

Tinand seama ca A verifica ecuatia (10.12), din (10.14) deducem ca

2 2
A- a_¢ +2Ba_¢a_¢+c ﬁ_go =0,
ox Oox Oy oy

deci ca (/)( X, y) = C este o curba caracteristica a ecuatiei (10.5).

Observatie 10.2.3. Coeficientul 4 din ecuatia (10.5) poate fi presupus intotdeauna
nenul.

Intr-adevar, daci 4=0 si C#0, ficand schimbarea de variabile x'=y si y'=x,
obtinem o ecuatie echivalenta cu A4'#0.

Dacd 4=C=0, atunci B # 0, deoarece, prin ipoteza, cel putin unul dintre coeficientii
A, B si C este nenul. Facand schimbarea de variabile x'=x+y si y'=x—y, obtinem o

ecuatie echivalenticu 4'#0.
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10.3. Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip hiperbolic

vvvvv

distincte:

_ B+VB*-4-C | B-VB*-4-C (10.15)

1 =
4 o 4

Y

Fie ¢ (x,y)=C}, respectiv ¢, (x,y)=C, solutiile generale sub forma implicitd ale
ecuatiilor diferentiale (10.15). Din Observatia 10.2.2 rezultd ca ¢; si ¢, verifica ecuatia

(10.10).

Daca in ecuatia (10.5) facem schimbarea de variabile:

= x,
§=oi(xy) (10.16)
n=g¢y(xy)
rezultdi A=C =0 si ecuatia (10.5) devine
~ 2~ o~ ” ”
2B(én) 2 i B e, n i, 2L 21 | 2o
o&on o0& on
care se mai scrie sub forma:
0%« . 0u ou
YD e L o, (10.17)
ogon 0§ On

Ecuatia (10.17) este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de ordinul doi de
tip hiperbolic.

Exemplul 10.3.1. Sa se reduca la forma canonica ecuatia:

82u 82u 8214
o Poxay o2 1019

si s se gaseasca solutia care satisface conditiile:

u(x,O)=3x2 si Z—j‘}(x,O):O.

Avem A=1, B=1, C=-3si B2 4.-C=4>0 , deci ecuatia este de tip hiperbolic.
Ecuatia diferentiald a curbelor caracteristice este:
y R) y'-3=0

si are solutiile y'=3, respectiv y'=—1. Integrand aceste ecuatii diferentiale obtinem solutiile

lor generale:
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3x—y=Cj,respectiv y+x=Cj.

- : e =3x—y
Facand schimbarea de variabile: obtinem

n= x+y

du . ou Ou
_23._+_
ox  0F on
ou i dil
- = —
oy o0& on
a2u a2 % 8%u

> =90. > . + >
ox o& oson  on
a2u 0% % o%i

= —3 2 +2. + 2
0x0y o o5on  on

o%u 0% 0% %
=2 PR
oy~ O ogon  on

Inlocuind expresiile acestor derivate partiale in ecuatia (10.18) obtinem forma

2~ ~
6_u:0 saui ou -0
dg on 95\ 0n

Din ultima ecuatie deducem ca 2—” nu depinde de &, deci este o functie de 77.
n

canonica:

Asadar S—M =y (n). Integrand in raport cu 7 obtinem:
n

ﬁ(&n)=Jﬁq(n)dn+¢(§)=¢(§)+w(n)dmdemlw(n)mﬂnowtjvq(n)dn-
Revenind la variabilele initiale x §i y, obtinem solutia generala a ecuatiei date:
u(x,y)=p(3x—y)+y(x+y)
unde ¢ si y sunt functii arbitrare.

Conditia u(x,0)= 3x2 conduce la egalitatea
(/)(3x)+1,y(x)=3x2,

iar conditia 2—”( x,0) =0, conduce la egalitatea

-¢'(3x)+y'(x)=0
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si mai departe, prin integrare, obtinem

—%¢(3x)+1//(x)=c.

Se obtine astfel sistemul: 1

In sfarsit, rezolvand acest sistem, rezulta:

1 3 . 3 3
(o(x):sz _ZC si t//(x)zzszrZC.

Prin urmare, solutia ecuatiei cu derivate partiale date, cu conditiile specificate este:

u(x,y)=(0(3x—y)+l//(x+y):3x2+y2.

Exemplul 10.3.2. Sa se reducd la forma canonica ecuatia:

2 2 2
e Lzl_(x2+ 2) Ot 20, x>0, (10.19)
o0x

0x0y ayz

Avem: A=x2, 23=—(x2+y2), Cc=y2si

2 2
! 2 (+*-2?)
Bz—Aosz(x2+y2) —x2y2=f>0.

Ecuatia caracteristica este:

x? "y S (x 24 y2 ) y'+ y2 = 0. Rezolvand aceasta ecuatie obtinem

2
() (22 002) —ary?

2x2

1

y:

si mai departe

Prima ecuatie este o ecuatie diferentiala cu variabile separabile. Separand variabilele si

integrand rezulta:

' 1 1 1 o
LZ:_—Z, ——=——Cj si mai departe:
y X y X
—+—=C1.
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Integrand a doua ecuatie diferentiala rezulta

y=—x+C,,deci x+y=0C,.

1 1
Facem schimbarea de variabile: x y.In continuare avem:
X+ y

77:

Inlocuind in ecuatia cu derivate partiale (10.19) obtinem

2 oo\ 1 1) | % 1, 1)ou_
[(x +y )[x2+y2] 4] 85677+2[x+yj ag_o' (10.20)

Pe de alta parte, din schimbarea de variabile rezulta:

n
xXy=—
S
xX“+y z(x+y) —2xy:772—2-g
2
%+%=(l+lj _2L_§2_2é
x°y Xy Xy n

Inlocuind in (10.20) obtinem

2~ ~
Ou +2& a—”zo si mai departe
o&on o0&

En(én—4)

]
ocon n(4-¢én) o&

(10.21) este forma canonica a ecuatiei (10.19).

(10.21)
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10.4. Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip parabolic
in cazul ecuatiilor de tip parabolic avem B 2_4.Cc=0 , de unde rezulta cad ecuatia

curbelor caracteristice (10.12) are o singura solutie:

_B (10.22)
y e .
< . - . . Op .
Daca ga( X, y) = () este solutia generald a ecuatiei (10.22) si E # (0, atunci

o9
ox B . )
'=— — =—, de unde deducem ca ¢ satisface ecuatia:
y 30 4 Q {
Oy
Op Op
A—+B-——=0.
ox By (10.23)

Putem presupune cd B # 0, pentru cd dacd B=0, atunci 4=0 sau C=0 si ecuatia

(10.5) are deja forma canonica.

In continuare, inmultind ecuatia (10.23) cu C, tinand seama ci A-C = B? si

impartind cu B, obtinem ecuatia echivalenta:

op op
B~ +C-—2=0.
P Py (10.24)

Facem schimbarea de variabile:
& =op(xy)
n=nh(xy)
D(¢,
(¢ 77) #0. De regula, s se alege

unde 7 este o functie arbitrara, de clasa C 2 , astfel incat ———~
D ( X,y )

cat mai simplu, de exemplu /(x,y)=x sau h(x,y)=y.

Din Observatia 10.2.2 deducem ca A=0.
Pe de alta parte, din (10.23), (10.24) si din faptul ca

g: A%.FB% .6_77+ B%.FC% .8_77’
ox oy ) Ox Oox oy ) Oy

rezulta ca si B=0.
Asadar, In urma schimbarii de variabile, ecuatia (10.5) devine:
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~ 2~ o~ 7 ”
C(éﬂ)g—%+l{é,m'”au auJ=OSau

U, —, —
n o8 on
935+Lf(§;7ﬁ ou Qéj—o (10.25)
6772 b b 7667877 . .

Ecuatia (10.25) reprezinta forma canonica a ecuatiei (10.5) in cazul parabolic.

Exemplul 10.4.1. Sa se aduca la forma canonica ecuatia:

2 2 2
5 0“u 0°u 7 0°u ou
X —2x + +2x —=0. 10.26
O0x?2 d Ox0y 4 ayz 0x ( )

Avem A4 :xz, B=-xy, C :y2 si rezulta ca B?-4.C= 0, deci ca ecuatia este de
tip parabolic. Ecuatia caracteristica este:

x? y 242x yy'+ y2 =0. Rezolvand ecuatia obtinem
yl=—=. 10.27)

X

Observam ca (10.27) este o ecuatie diferentiald cu variabile separabile. Separand
variabilele rezulta:
dy X ..
——=———simaideparte Iny=—-Inx+InC; sau Inxy=InC;.
y X

Asadar, solutia generala este

xy=Cj.
: | E=xy 5 . _
Vom face schimbarea de variabile: . In continuare avem:
n=y,y#0
Ou_., ou
ox ok
ou ou oOu
oy o on
0%u 5 0%
2 7Y T2
Ox o0&
0%u 0% 0% ou
Ox 0y 552 oton o0&
0%u 5 0% o d%a
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Inlocuind in ecuatia cu derivate partiale (10.26) obtinem forma canonica:

2..,
2 8—2[:0 sau
on

=0. (10.28)

Din forma canonica (10.28) se obtine cu usurinta si solutia generala a ecuatiei (10.26).

Intr-adevar, din (10.28) deducem ci Z—u nu depinde de 77, deci Z—u = ga(f )
n n

Integrand in raport cu 77, rezulta:

i(&n)=p(&)n+y(&)

unde functiile ¢ si  sunt de clasa C 2 , altfel arbitrare. Revenind la variabilele initiale x si

v, obtinem solutia generald a ecuatiei (10.26):

u(x,y)zgo(xy)-yﬂ//(xy). (10.29)

Un exercitiu simplu de derivare ne permite sa verificam ca intr-adevar (10.29) este

solutia ecuatiei (10.26). Avem succesiv:

pentru

a_u:
ox
ou
Oy
Ou_ 3, 2.
5=y 0" (xy)+y"y"(xy)
ox
0%u
Ox0y
azu 1 2 A 2 n
F:2x'¢ (xy)+x V- (xy)+x Y (xy).
Y

y2 ' (xy)+y-p'(xy)

=o(xy)+xy-@'(xy)+x-w'(xy)

=2y-9'(xy)+xp2-9"(xp)+y'(xp)+xy-w"(xy)

Inlocuind in (10.26) constatam imediat ci (10.29) verificd aceasta ecuatie.

Diverse solutii particulare se obtin particularizdnd functiile ¢ si . De exemplu,

2

(p( t) =2t siy ( t) =t“, rezultd solutia particulara

u(x,y)=2xy2+x2y2.
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10.5. Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip eliptic

In cazul eliptic avem B? - 4-C <0.Rezolvand ecuatia caracteristica (10.12) rezulta:

_B l,\/A-C—Bz
YU A
si mai departe, prin integrare:

{q)l(x,y)+i¢)2(x,y) = (C
p1(xy)=igy(x,y) = Cy

Consideram schimbarea de variabile

a =g (xy)+ipy(x.y)
(x,y)eQ. .
{ﬂ = p(x,y)-ipy(x.y) (x.y)e (10.30)

Notim cu F(x,y)z(a(x,y),ﬂ(x,y)),(x,y)eQ sicui=uoF L.

Atunci avem F G
) Q—» Q'— O,
u(x,y):u(a(x:y)aﬁ(x’y))

si exact ca si in cazul hiperbolic, in urma schimbarii de u v

variabile (10.30) obtinem ecuatia:

%4
da o

~ . Ou Ou
+D|a, B, u,—,—|=0. 10.31
( poit = ﬂ] (10.31)
Consideram acum o noua schimbare de variabile:

£=Lasp)
o, B)eq. (10.32)

Fie G:Q'—> Q, G(a,ﬁ):(f(a,ﬁ),n(a,ﬂ)) siv=aoG~'. Cum

i(a,f)=v(&(a.f)n(a.p))

in continuare avem:
ou 1 ov 1 0Ov

da 2 0 2i on
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o’ 1 a* o%
= — +
dadf 4| o£% on?

Inlocuind in (10.31) obtinem forma canonici in cazul eliptic:

o%v 9%y *( ov ﬁvj
—+—F=+D | &, v, —, — |=0. (10.33)
o&?  on? os on
Pe de alta parte din (10.30) si (10.32) rezulta ca
‘.;Z = ¢)l(xﬂy)
,(x,y)eQd. 10.34
{,7 _ o (x.y) (%) (10.34)

Prin urmare, in cazul eliptic, forma canonica se obtine in urma schimbarii de variabile

(10.34).

Exemplul 10.5.1. Sa se aduca la forma canonica ecuatia:

a2u a2u a2u
ox? oy o (1039

Avem A=1, B=2,C=5si B>—4-C=-1<0.
Rezolvand ecuatia caracteristica (10.12), obtinem
y'=2=ti

si mai departe, prin integrare:

y=(2+i)x—Cysau 2x—y+ix=C. Asadar, ¢ (x,y)=2x-y si o5 (x,y)=x.

2x—y

X

Suntem condusi la schimbarea de variabile: {
n

In continuare, avem

Ou _, 0v_ Ov

Ox o0& oy

u__0ov

oy 0n

2 2 2 2
6u:4‘6 v+4 6v+8v

ox2 0&? okon  on

82u ) 82\/ 62\/

oxdy  ofon o’

82u B 62v
oy?  on?
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Inlocuind in (10.35) obtinem forma canonica

82v 621/
+

-0.
0% on?

10.6. Problema Cauchy pentru coarda infinita.

Solutia lui D’Alembert
Ne propunem si studiem micile vibratii ale unei ,,coarde infinite”, cunoscandu-se
pozitia initiala a punctelor coardei si viteza initiald a acestora. Prin ,,coarda infinita” se
intelege o coardd suficient de lungda astfel incat vibratiile la capete nu influenteaza
semnificativ comportarea punctelor coardei aflate la o distantd mare de capete.

Problema Cauchy pentru ecuatia coardei vibrante omogene constd in determinarea
unei functii u =u(x,7) de clasa C 2 care verifica ecuatia:

o%u 2 O 2u
? =a - ax—z (10.36)
si conditiile initiale:

u(x,O) = f(x)

E(X,O)zg(x), xeR.

(10.37)

Vom presupune cd f este de clasa c? si g de clasa c! pe R. Pentru a rezolva

aceastd problema, aducem ecuatia (10.36) la forma canonica.

Ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice este:

2
dt

de unde rezulta ecuatiile diferentiale:

Solutiile generale ale acestor ecuatii sunt:
x—at=Cj si x+at=C,.
E=x—at

Daca facem schimbarea de variabile:
n=x+at
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rezulta:

ou ou ou
_:_a._+a._

ot o0& on

ou Ou Ou
_:_+_

ox o0& on

2 2~ 2~ 2~
a—zuzaz'6 Z—2a2~ 0u +a2'a Z
ot o0& o&on on
o%u 0% 0% o%u

= +2- + :
ox?  ag? 0&on  on?
Inlocuind in ecuatia (10.36) obtinem ecuatia:
%
ocon

(10.38)

Din (10.38) deducem ca Z—u nu depinde de &, deci
n

ou

-5;=¢q(n)

Integrand, in raport cu 77 rezulta

i(£m)= [wi(n)dn+o(£)=0(£)+y (n). unde v(n)= [ (n)an.
Revenind la variabilele initiale x si ¢ obtinem solutia generala a ecuatiei (10.36):
u(x,t)=p(x—at)+y(x+at) (10.39)

unde ¢ si y sunt functii arbitrare de clasd C 2 pe R.

Asadar, ecuatia (10.36) are o infinitate de solutii. Din conditiile initiale (10.37)
deducem:

u(x,0) = p(x)+y (x)= 1 ()
S (3,0) = -a-'(x) +a-y'(x) = g (¥).

Integrand a doua relatie obtinem:

a
Xo

X
go(x)—w(x)z—lj‘g(z)derC, unde xy € R este un punct arbitrar si C este o

constanta arbitrara.
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Se obtine astfel sistemul:

o(x)+y(x)=/(x)

Tinand seama ¢d u(x,¢)=@(x—at)+y(x+at), in final rezulta:

x+at

u(x,t) _ f(x—at);f(x+at)+$

x—at

(10.40)

Formula (10.40) rezolva problema (10.36) + (10.37) si se numeste formula lui D’Alembert.

Exemplul 10.6.1. Sa se rezolve problema Cauchy:
0%u _ 0%u
o1 ax?
_ 2
u (x, O) =x

(Z—L;(x,O)zx.

Avem a=1; f(x)zxz; g(x)=x.

Aplicand formula D’ Alembert (10.40) obtinem:

) 2 X+t
() 2 T L
x—t

=x2+t2+%((x+t)2—(x—t)2)=x2+t2+xt.
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Observatia 10.6.1. Analizand solutia generala
u(x,t)=¢(x—at)+l//(x+at)
constatdm ca aceasta este suma a doua functii uy =¢(x—at) si uy =y (x+at), care la
randul lor sunt solutii ale ecuatiei (10.36), reprezentand forme particulare de vibratii.

In planul xOu, ecuatia x—at = C; reprezinta o dreaptd cu panta pozitivdi m =a , iar
functia u; este constantd pe aceastd dreapta. in mod analog, u, este constantd pe dreapta
x+at=C,, de pantd negativd m =—a . Dreptele x = at=ct sunt curbele caracteristice ale
ecuatiei (10.36) si au proprietatea ca amplitudinile vibratiei coardei in punctul (x,t) (adica
uy(x,t), respectiv uy (x,7)) sunt aceleasi ca la momentul initial (x,0).

Observatia 10.6.2. Si consideram cazul particular cand f(x)=0, daca xe[a,f],

f(x)=0,daca x¢[a,B] si g(x)=0,(V)xeR (Fig. 10.2). Presupunem, de asemenca, ci

f estedeclasd C 2 pe R. Conform formulei D’ Alembert, rezulta:
u(x,t) = %[f(x—at)+f(x+at)].

La momentul ¢, graficele functiilor f(x—at) si f(x+at) se obtin din graficul

functiei f prin translatii pe axa Ox, prima in sensul pozitiv al axei Ox, a doua in sens opus.

/ X

o o B X a-at B-at| a+at B+at

»
»

Contributia termenului f ( xX—a t) corespunde undei directe, care se propaga in sensul

pozitiv al axei Ox cu viteza constantd a, iar termenul f ( x+ at) corespunde undei inverse,

care se propaga cu viteza constantd a , dar in sens opus.
Solutia problemei in acest caz are urmatoarea interpretare: perturbarea initiald a
coardei, reprezentata de functia f, se propagd de-a lungul coardei in ambele sensuri, prin

doua unde cu viteza a.
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10.7. Coarda vibranta cu capete fixe. Metoda Fourier

Ne propunem sa studiem micile vibratii transversale ale unei coarde elastice finite, de
lungime [, care are capetele fixe, cunoscand pozitia inifiala a punctelor coardei si viteza
acestora.

Din punct de vedere matematic problema consta in determinarea solutiei ecuatiei:

0%u 2 0%u
—=qa . —_—

% L (V) xe[0,7],t>0 (10.41)
cu conditiile la limita:
u(0,t)=u(l,1)=0,(V) =0 (10.42)
si conditiile initiale:
u(x,0)=7(x), Z(2.0)=g(x), (v) x<[0. 1], (10.43

Vom presupune cd [ este de clasa c? si g este de clasa c! pe [O, l].

Pentru rezolvarea problemei folosim metoda separarii variabilelor a lui Fourier.

Cautam solutia ecuatiei (10.41) de forma:
u(x,0)=X(x)7(¢). (10.44)
Tinand seama de (10.42) deducem:

X(0)7(r)=0
riorioo

X ()7 ()= (10.45)

de unde rezulta ca:
X(0)=Xx(1)=0. (10.46)
Punénd conditia ca (10.44) sa verifice ecuatia (10.41) obtinem
X(x)T"(t)=a’x"(x)T (1), (V) xe[0,1], (V) e[0, »).
Evident, existd xge[0,/] astfel incit X (xo)=0 si existd 79 >0 astfel incét
T(ty)>0, pentru cd, in caz contrar, ar rezulta u(x,¢)=0, pentru orice x si 7, deci coarda

nu vibreaza. Rezultd ¢i pe o vecinatate a punctului (xg,7y ) avem:
X n( X)

_1.r)
X(x) & T(1)

(10.47)
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Egalitatea (10.47) nu poate avea loc decidt dacd ambii membri ai sdi coincid cu o

constanta. Asadar

)1
X(x) a* T(2)

Obtinem astfel doua ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti:

= (constant ) .

X"(x)-AX(x)=0 (10.48)
T"(t)-Aa*T(1)=0. (10.49)

Ecuatia caracteristica a ecuatiei (10.48) este r2—1=0.

Observam ca daca 4 >0, atunci » = * Ja si solutia generala este

X(x)= Cle_ﬁx +C2e\/zx.

Din conditiile X(0)=X(/)=0 deducem ca C;=C, =0, deci X(x)=0, pentru
orice x [0, /]. Rezultd ca u(x,1)=0, (V) x si ¢, deci coarda nu vibreaza.

Daca A=0, atunci X (x)=Cjx+C, si din nou, din conditiile X (0)=X(/)=0,
rezulta C; =C, =0.

Prin urmare, A trebuie sa fie o constanta strict negativa (l = _#2 , u#0 )

Rédacinile ecuatiei caracteristice sunt » =% ix si solutia generala a ecuatiei (10.48)

este:

X (x)=Cjcos ux+Cysinux.

Din (10.46) deducem ca

Ci=X(0)=0si Cysinul=X(1)=0.

Cum C, #0, pentru cd altfel ajungem din nou la solutia nuld, rezulta cd sin u/ =0 si
decicd ul=nm,ne N Asadar, ecuatia (10.48) are o infinitate de solutii:

X,(x)=C, sin%x, neN’.

Pe de alta parte, solutia generala a ecuatiei (10.49) este:

T(t)=Dcosaut+Esinaut.
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o . nx . e .
Tinand seama cd u = aE obtinem o infinitate de solutii:

nra

. nra . .
T t+E,sin ——¢,unde D, si E, sunt constante arbitrare.

. (1)=D, cos
In sfarsit, dacd notim cu 4, =C,, D,, sicu B, =C, E,, obtinem o infinitate de solutii

ale ecuatiei (10.41) cu conditiile la limita (10.42):

u, (x,1) =(An cos nlﬂt+Bn sin nlﬂtj sin %x, neN". (10.50)

Ecuatia (10.41) fiind liniara, orice suma finitd de solutii ale sale este de asemenea o

solutie.

o0
Daca presupunem ca seria E un(x,t) este uniform convergentd si de doud ori
n=1
derivabild termen cu termen atat in raport cu x cat si cu ¢, atunci suma sa este solutie a

ecuatiei (10.41).

o0
Intr-adevir, dacd u (x,t)= Z u, (x,t), atunci

Ridmane sa determindm coeficientii A4, si B,. Pentru aceasta folosim conditiile

initiale (10.43):
o0
f(x):u(x,O):ZAn sin %x.
n=1

Rezultd cd 4,, sunt coeficientii Fourier ai functiei f, deci ca:

/
jf(x)sin %x dx,neN". (10.51)
0

A =

n

2
l

Pe de alta parte avem:

o0
—(x,t)zﬂ Zn(—An sin #tvLBn cos mlmtj sin %x s1 mai departe
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00
ou ﬂaz . n7w
g(X)—E(X,O)—T ll’an S Tx.
n=

Din dezvoltarea in serie Fourier a functiei g rezulta

l
Ly % Ig sin —x dx,deci
0

2
nra

[
jg ) sin —x dx,ne N (10.52)
0

o0
Asadar, daca presupunem ca seria Zun (x,t) este de doua ori derivabila, termen si
n=1
cu termen, atat in raport cu x cat si cu ¢, solutia problemei (10.41) + (10.42) + (10.43) este:
o0

u(x,t)zZ(A cos l Z+B sin

n=1

nra . hrw
tj sin Tx (10.53)

unde 4,, si B,, sunt dati de (10.51) si (10.52).

Se poate demonstra urmatoare teorema:

Teoremii 10.7.1. Daci feC> [0,7] si indeplineste conditiile f(0)=/(/)=0,
respectiv f"(0)=/"(1)=0 si ge c? [0,7] si indeplineste conditiile g(0)=g(/)=0,
atunci u( x,¢), suma seriei (10.53) in care 4, si B, au expresiile date de (10.51) si (10.52),

este solutia problemei (10.41) + (10.42) + (10.43).

Exemplul 10.7.1. Sa se afle solutia ecuatiei:

0%u 2 0%u

a
ot? dx?

cu conditiile la limita:
u(0,6)=u(l,1)=0
si conditiile initiale:
u(x,0)= h'(x4 —2x3 +x)

ou

Y (x O)=O
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Pentru Inceput sa observam ca sunt indeplinite conditiile Teoremei 10.7.1.

Functia f(x)zh-(x4—2x3+x), x€[0,1] este de clasa C? astfel incat

s(0)=r(1)=0

f'(x)=h‘(4x3—6x2+1), f"(x)=h~(12x2—12x)

1
A, =2h I(x4—2x3+x) sinnzxdx.
0

Integrand prin parti avem succesiv:

1 1

A,=2h —L(x4—2x3+x)cos nwx +L (4x3—6x2+1)cos nrxdx |=
nx 0o N7
5 0
1 1
:ﬁ L(4x3_6x2+1)sin nwx —Ej(xz—x)sin nrxdx |=
nx| nx 0o N7
5 0
1 1
— 224h2 _L(xz—x)cosnizx +L (2x—1)c0sn7zxdx =
n°r nrz o "7
5 0
1 1
24 1 . 1 .
:_3—]13 —(Zx—l)sm nrx ——IZ sin nzx dx |=
n x”| nw o 7
0
0
1
48 h 1 48 h n+l
=— 4| ———cosnzx| |=— 5((—1) +1.
n'rz nr 0 n- i
0, daca n=2k
Asadar avem: A4, = .
; n=)260 daca n=2k+1

n>z°
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Rezulta ca solutia problemei este:

o0
u(x,t)z%shz ! : cos(2k+1)zat sin( 2k +1)zx.
T k:O(2k+1)

Observatie 10.7.1. Fiecare termen al solutiei (10.53),

nra . nma_ ). nm
un(x,t):(An cos Tz+Bn sin zjsm -
reprezintd o vibratie proprie a coardei.

Daca notdm cu H,, = \/A,f +B,% , atunci exista ¢, € R astfel incat

—=sing, si H—”:cosgan.

n n
Cu aceste notatii, solutia particulard u,, se mai scrie:

u, (x,t)=H,sin %x sin (nlﬂt+¢)nj. (10.54)

. . o o . NTw nra
Din (10.54) rezulta ca amplitudinea vibratiei este //,, sin——x, frecventa este

si
< < Ny . : . A . Nx
faza este ¢, . Observdm cd amplitudinea maxima se realizeaza cind s1n7x: +1. De

oo . [ <
exemplu, daca n =1, punctul de amplitudine maxima este E; dacd n=2, avem 3 puncte de

3/

T; etc. Inaltimea sunetului este cu atat mai mare cu cat frecventa

9

N |~

2

B~

amplitudine maxima

nra . o . . . L o
W, = 7 este mai mare, iar intensitatea sunetului este direct proportionald cu amplitudinea.

Fiecare vibratie a coardei u,, (x, t) corespunde unui ton simplu. Tonul fundamental este tonul

frecventd minimd care corespunde solutiei u ( x,t). Celelalte tonuri u, (x,t ), n>2 se
numesc armonice. Solutia problemei constind din suprapunerea armonicelor peste tonul
fundamental, creand ceea ce numim timbrul sunetului emis de coarda.

Observatia 10.7.2. (Solutii generalizate)

In multe situatii concrete nu sunt indeplinite conditiile Teoremei 10.7.1. De exemplu,

nu este satisfacuta conditia f"(0)="(/)=0 sau functia / nu este derivabila, etc. In astfel

de cazuri se cautd solutii generalizate (slabe).
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Solutiile problemelor la limitd pentru ecuatii cu derivate partiale sunt presupuse
suficient de netede (sunt functii derivabile si cu derivate partiale continue de un anumit ordin)
si satisfac ecuatia cu derivate partiale in fiecare punct al domeniului de definitie. Astfel de
solutii le vom numi solutii clasice, iar formularile problemei la limita corespunzatoare le vom
numi formuldri clasice. In formulirile clasice, se presupune a priori continuitatea
coeficientilor ecuatiei cu derivate partiale in domeniul de definitie, precum si continuitatea
membrului drept in domeniul de definitie.

Existd insd numeroase probleme la limitd care descriu fenomene fizice concrete, in
care, inca de la Inceput, se observa cd nu putem avea solutii clasice. Cu toate acestea, procesul
fizic respectiv se produce si trebuie sa gasim o solutie a problemei.

De exemplu, 1n cazul coardei vibrante descris de ecuatia cu derivate partiale de ordinul

al doilea

2 2
0 u 0 u
—=a’ ==+ f(x1) (10.55)
ot ox
constanta a depinde de proprietatile fizice ale coardei (tensiunea in coardad si densitatea

acesteia).

In situatia in care coarda este alcatuiti din doud bucati de densitati diferite,

coeficientul a? este egal, In portiunile corespunzatoare, cu constante diferite. De aceea,
ecuatia (10.55) nu poate avea, in general, solutii clasice (cu derivate de ordinul intai si al
doilea continue). Chiar cand coeficientul a’ este constant se poate intampla, in pozitia
initiald, coarda sa aiba forma unei linii fréante, definitd de conditia u(x,0)= f'(x). Intr-un varf
al liniei frante, functia f nu are derivati. In acest caz, se poate arita ci nu existd o solutie

clasicd a ecuatiei (10.55) care sa corespunda conditiilor initiale:
u(x,0)= £ (x), %(x,O) ~0.

De asemenea, in cazurile cele mai interesante, functia f (x,t) (care caracterizeaza

intensitatea actiunilor exterioare) are singularitati.
Prin urmare, formuldrile clasice sunt insuficiente. Este necesara admiterea
discontinuitatilor de prima spetd la derivatele solutiilor: acestea satisfac ecuatia peste tot cu

exceptia punctelor de discontinuitate.
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In acest scop se impune principiul urmator: solutia admisa trebuie sa verifice in locul
ecuatiei cu derivate partiale o anumita identitate integrala, in care intervine o functie arbitrara

@, suficient de neteda.
Aceastd identitate se obtine astfel: inmultim ecuatia cu o functie arbitrard ¢, avand

derivate partiale continue in raport cu toate argumentele sale pana la un anumit ordin, functia

@ anulandu-se in afara unui domeniu finit in care este definitd ecuatia. Integram egalitatea

obtinutd in acest domeniu §i apoi o transformam cu ajutorul integrarii prin parti, transferand

derivatele functiei u la derivatele functiei ¢.

Functia u care satisface identitatea integrald astfel obfinuta, pentru orice functie

arbitrara ¢, suficient de neteda, se va numi solufie generalizatd sau solutie slaba a problemei

la limita considerate.

Vom exemplifica aceste consideratii in cazul problemei la limitd datd de (10.41) +
(10.42) + (10.43).
Numim solutia clasicd a problemei mixte (10.41) + (10.42) + (10.43), functia

ueC? (D)ﬂC1 (5), unde D=[0,/]x (0, ), care satisface ecuatia (10.41) in domeniul
D, conditiile initiale (10.43) si conditiile la limita (10.42).

Fie peC ! (D) , nula in afara unui domeniu mérginit continut in D . Presupunem deci
cd ¢(0,1)=¢(l,t)=0 si cd existd un numar 7 >0 astfel ca ¢(x,7)=0, xe[0,/]. Notam
cu Dy =[0,1]x(0,T).

Inmultim ecuatia (10.41) cu ¢, integrim pe D7 si transferam derivatele de la u la ¢,

folosind integrarea prin parti:

/

T ) /
” . godxdt:-“ a—;‘godt dx = j o,
ot ot t
D, 0 0

0

/
jg ) dx— Iau8¢d dt
0

=7 T
Ia”a—“’dz dx =
0 061,‘ ot

0%u ol ol o ou du dp
(/)d)Cdtzjj——q; dx \dt =
0x? ox\ Ox 0x ox
o\NO0 "
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dt ”a” 9P g di= ﬂ aq)d dr.

Prin urmare, dacd u este solutie clasicd a problemei (10.41) + (10.42) + (10.43),

atunci u satisface identitatea integrala:

[
J.Iau o9 dx dt+a Ijau 9 dx dt— .[g )dx=0 (10.56)

Ox Ox
0

unde ¢ este o functie arbitrara ce satisface conditiile de mai sus.
Vom spune ci u este solutie slabd (solutie generalizatd) daci ueC' (D) satisface
(10.56) pentru orice ¢ satisfacand conditiile de mai sus si u(x,0)= f(x).

Folosind metoda Fourier, solutia ,,formald” a problemei (10.41) + (10.42) + (10.43)

este data de:

za . nrwa . nT
t+ B, sin Tt] sin Tx (10.57)

unde

g(x)sin %x dx.

o]
N
I
S
| N
INY
ob’N

Pentru ca u sa fie solutie clasica este suficient sd se arate ca seria (10.57) si seriile

care se deduc din ea prin derivare dubld in raport cu x si ¢ sunt uniform convergente pe
[O, l], oricare ar fi ¢

Aceste serii converg uniform daca sunt indeplinite conditiile din Teorema 10.7.1

Pentru ca u sa fie solutie generalizata, trebuie sd aratam ca: seria converge uniform,
seriile obtinute prin derivare converg uniform, sunt satisfacute conditiile initiale, iar suma
seriei satisface identitatea (10.56).

Vom arata ca u datd de (10.57) este solutie generalizatd a problemei (10.41) + (10.42)

+ (10.43) in conditii mai slabe decat cele cerute de Teorema 10.7.1.
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In general, se poate demonstra ci seria (10.57) converge uniform, seria obtinuti prin
derivarea acesteia in raport cu ¢ converge uniform, seria obtinuta prin derivare in raport cu x
converge uniform. Acest lucru rezultd din teoria generald a seriilor Fourier si nu il vom
aborda aici. Pe exemple concrete, aceasta rezulta usor din Teorema lui Weierstrass.

Vom arata ca u satisface identitatea (10.56).

wa . nrw
tj Sin TX

t

Se fac urmatoarele notatii:

un(x,t):[An cos 224

v, (t)=4, cos nra

.n
t+ B, sin

wa

. N
t+ B, sin
si atunci rezulta:

uy (x,0)=v, (1) sin %x

n=l1
a o0
u nr n
ax:Zvn(t) —— €0s —Xx
n=1
Atunci
J‘J‘@u 6¢d dt =— ZJ‘JA s1n—x%—¢)(xt dx dt = ZE

(T
Eu= [ (e) sin xS0y v =[] [ (0) S ) [sin v =
o\No

Cum ¢(x,7)=0, rezulta:
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[
E, = Jl[ sm—xqp xt dx dt— J sm%xdx
0

De asemenea:

”a” 99 ix dz_Z“%a—q’dxdz:
Oox Ox
n=1 p
:Z”‘vn(z)”f LK (pdxdt—ZF

n=1 D,

Dar

Prin urmare:

n-7w

Fp=—s Ijvn(t)sin %x p(x,t)dxdt,
[

Atunci:

2_2 2
_E, +d°F, J‘J[ L hiz7a vn(t)}sin%x(p(x,t)dxdhL

[

+J‘v;1(0) @(x,0) sin %x dx=jv;(0) @(x,0) sin %x dx
0 0

deoarece V;;(t)+ L 7;2a v, (1)=0.

In consecintd, daca
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Exemplul 10.7.2. Sa se determine solutia generalizata a ecuatiei:

0%u 2 0%u

ot? ox?
cu conditiile la limita:

u(0,6)=u(l,1)=0, (V)¢
si conditiile initiale:
(x O)zh-x(l—x)
‘Z‘(x 0)=0, (V) xe[0, 1].

Constatam ca nu sunt indeplinite conditiile Teoremei 10.7.1. De exemplu, nu este

satisfacuta conditia /"(0)=7"(/)=0,unde f(x)=h-x(/-x).

Avem g(x)zO,deci B, =0, (V) neN" si
/

4, =% jh-x(l—x) sin %x dx.
0

Integrand prin parti obtinem:
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[
+L (1-2x) cos %x dx |=

A === —Lx(l—x)cos i
nimw

n
/ nr

0

Asadar, avem:

0, daci n=2k
A, = 2 .
8 %, daca n=2k+1
n°r

Obtinem astfel solutia generalizatd a problemei:

sPh N 1 (2k+1)za . (2k+1)z
u(x,t)= Z cos t sin X. (10.58)
7 = (2k+1) ! !

Analizand solutia (10.58) constatim ca seria din membrul drept este uniform
convergentd si derivabild termen cu termen atét in raport cu x catsicu ¢.

Intr-adevar, pentru orice x € [O, Z] si orice ¢ >0 avem inegalitatile:

812 h 1
up(x,t)|< .
e (1) 7 (2k+1)?
auk( t‘<8lh. 1
ox T 22 (2k+1)?
ou 8lha 1
k(x,t)‘ﬁ > 5
77 (2k+1)
o 1 o~ 1
Cum seriile numerice Z 3,2 3 sunt convergente, din criteriul de
k=0(2k+1) k:0(2k+1)

convergentd uniforma al lui Weierstrass rezulta ca seria (10.58) este uniform convergenta si

derivabild termen cu termen atat in raport cu x cat i in raport cu ¢. Rezultd ca suma sa
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verificd conditiile la limitd (10.42) si conditiile initiale (10.43). Nu stim insd daca (10.58)
verifica si ecuatia (10.41) pentru ca nu stim daca este de doua ori derivabila termen cu termen
in raport cu x si cu ¢. Pe de alta parte, sumele partiale ale seriei (10.53) sunt solutii clasice
pentru (10.41) + (10.42) + (10.43). Se justifica astfel de ce suma seriei este acceptatd ca

solutie ,,generalizatd” a problemei.

10.8. Studiul vibratiilor fortate ale unei coarde finite cu
capete fixe
Studiul micilor vibratii transversale ale unei coarde elastice finite de lungime /, cu
capete fixe, asupra careia actioneaza forta perturbatoare f, conduce la urmatoarea problema

matematica:

Sa se determine solutia ecuatiei:

2 2
Znga2~zx—Z+f(x,t) (10.59)
cu conditiile la limita:
u(0,¢)=u(l,1)=0, t>0 (10.60)
si conditiile initiale:
u(x.0)= £ (x)
Z—L;(x,O) = g(x), xXe [0, Z] ' (10.61)
Cautam solutia problemei (10.59) + (10.60) + (10.61) de forma:
u(x,t)=v(xt)+w(x,r)
unde v este solutie pentru ecuatia omogena:
0% 2 a2y
m =a”- 8x_2 (10.62)
cu conditiile la limita:
v(0,6)=v(l,£)=0, 1>0 (10.63)
si conditiile initiale:
v(x,0)=f (x)
ov (10.64)

—t(x,O)zg(x), xe[O, l]
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iar w este solutie pentru ecuatia neomogena:

82w_ 2 02w

2 ™= +/(x.1) (10.65)
cu conditiile la limita:
w(0,6)=w(l,t)=0 (10.66)
si conditiile initiale:
w(x,0)=0
a—w(x,O) o (10.67)
ot

Se verificd imediat cd dacd v este solutie a problemei (10.62) + (10.63) + (10.64) si w
este solutie a problemei (10.65) + (10.66) + (10.67), atunci u = v+ w este solutie a problemei
(10.59) + (10.60) + (10.61).

Pe de alta parte, din sectiunea 10.7 stim ca

[e 0]
v(x,t)=Z(An cos nlﬂt+Bn sin mlmtj sin %x,unde
n=1
[ [
2 nr 2 nrw s
A, =— x)sin —xdx si B, = x)sin —xdx,neN .
" l,[f() / 3 P nim_‘.g() /
0

0

Ramane sa determinam functia w. Vom cauta functia w de forma:

w(xt)= D T, (t)sin M. (10.68)

Presupunem ca seria din dreapta este uniform convergenta si de doud ori derivabila

termen cu termen atat in raport cu x cat si in raport cu ¢.
Se observa imediat cd w(0,)=w(/,1)=0.
Punand conditia ca functia w definitd prin (10.68) sa verifice ecuatia neomogena

(10.65) deducem:

ks 2_2
Z[T,;'(t)-i—az-%Tn(t) sin%xzf(x,t). (10.69)

n=1
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Dacé presupunem ca pentru orice ¢>0, functia f (x,t) se dezvoltd, pe intervalul

[0, I], in serie Fourier, dupa sinusuri, atunci:

f(w6)= ) by(t)sin M (10.70)
n=1
unde
/
bn(z):% If(x,t) sin %x dx. (10.71)
0

Tn(t)+a2-”l72” T,(1)=b,(1). (10.72)

Din conditia initiald w( x,0)=0 deducem ca:

00

ZTn (0)sin %x =0 si mai departe ca”

T,(0)=0,(V)neN". (10.73)

De asemenea, din conditia aa—v:(x,O) =0 obtinem ca:

o0
nz . nx — .
Z T cos Tx =0 si mai departe ca:

n=1
T,(0)=0,(¥)neN". (10.74)
In concluzie, functiile T " (t) se obtin in mod univoc ca solutii ale ecuatiilor
diferentiale liniare (10.72) cu conditiile initiale (10.73) si (10.74).
Exemplul 10.8.1. Sa se determine solutia ecuatiei:
0%u 2 0%u

=q°- +sint
ot? ox?

cu conditiile la limita:

u(O,t):u(l, t)=0
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si conditiile initiale:
ou
,0)=0, —(x,0)=0.
u(£0)=0, 2 (x0)

Conform (10.71) avem:

/
=2jsmt sin —xd 251nt —Lcos . :2s1nt((_1)n+1+1)‘
[ / nrx 0 nrx
0
0, daca n=2k
Asadar b, (t)= i .
’ n( ) 4s1nt’ daca n=2k+1
nrx
Din (10.72) rezulta pe de o parte, ca
, ak2rla?
Ty (1)+ l—zTZk (1)=0 (10.75)
iar pe de alta parte
2 2 2 .
] (2k+1)"x 4sint
T. t T. t)=——. 10.76
2k (1) + 2 21 (1) (2k+1)7 ( )
Solutia generala a ecuatie (10.75) este
2kma

t

a .
t+dy sin

Toy (1) =cypy cos 2kx

unde ¢, si d,; sunt constante arbitrare.

Din conditiile (10.73) s1 (10.74) rezulta ¢, =d,; =0 sidecica

TZk(t):Oﬁ (V) k.
Solutia generald a ecuatie (10.76) se compune din solutia generald a ecuatiei omogene
asociata plus o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Solutia generala a ecuatie omogene este

2k+1
To(1)=anj4cos (2k+1)7a

2k +1
l+ﬁ2k+15in( k+1)ra

unde a4 s1 Srj4 sunt constante arbitrare.

Cautam solutia particulara a ecuatiei (10.76) de forma:

(10.77)

T,(t)=yp418int+35;,qcost.

p

Punand conditia ca (10.77) sa verifice ecuatia (10.76) obtinem
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2 2 2 2 22 .
2k +1 ) 2k+1)"7m”a 4sint

de unde rezulta 6, =0 s1

4

Vi+1 = .

(2k+1)”[(2k+11)22 2,2 _1J
Asadar

T ()= 4sint ‘
»(0) (2k+1)7{(2k+1l)22 24 Z_IJ (10.78)
Solutia generala a ecuatiei (10.75) este:
Typs1(t)=acrap cos MHﬂzkﬂSiﬂ (24 +1)ma t+
4sint

+

1) 7242 '
(zk+1)ﬁ£(2k 11)2 1]

Din conditia (10.73) rezultd a5, =0, iar din conditia (10.74)

41

Pok+1=- 112 2207 :

a(2k+1)27z2[( i )2 —1]

[
Asadar, solutia cautata este:
3 o0
u(x,t)=—4lzz 5 ! 5 sin(2k+l)ﬂatsin(2k+l)”x+
an” &= (2k+1) [(2k+1) ﬂzaz—lzJ ! !

o0
2 sint 1 . nrw
2 2 o > Sin T)C .

i (2f+1) [ 2k+1)% 220 -1 }
Seria de mai sus este uniform convergenta si derivabila termen cu termen atét in raport

cu ¢ cat si cu x, asa cum rezultd din criteriul lui Weierstrass. Suma seriei este solutia

generalizatd a problemei.
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10.9. Ecuatia propagarii cialdurii intr-o bara
Ne propunem sa gasim ecuatia propagarii caldurii intr-o bara rectilinie de lungime /,
de grosime neglijabild si izolata termic lateral.

Notam cu u(x,t) temperatura in punctul de abscisa x al barei la momentul ¢ si cu
k( x) coeficientul de conductibilitate termica.
Conform legii lui Fourier, cantitatea de caldurd ce trece prin segmentul [x,x, | al

barei, in intervalul de timp (7,¢, ) este egala cu:

ty

ou ou
=—| k(x)| ==(x5,t)———(x1,¢) | dt.
0 j()[ax(z ) ax(l )}
4
Din teorema de medie a integralei definite si din teorema cresterilor finite a lui

Lagrange, rezulta cd existd 6 11,1, | si & e(x),x, ) astfel incat
0%u
ox>

01 =-k(¢)

(&,0)(x2—x)(12-11)- (10.79)

Pe de alta parte, cantitatea de caldura O, necesard portiunii [xl,xz ] a barei pentru ca

temperatura sa varieze cu Au=u(x,t5 )—u(x,t;) este egal cu:

X

0:= [e(x)p(x)] u(xiz)-u(xn)] dx

X
unde ¢(x) este cdldura specifica in punctul de abscisd x, iar p(x) este densitatea barei in
acest punct. Aplicand din nou teoremele de medie amintite rezultd cd exista & €[ xy,x, | si

0y € (11,1, ) astfel incat

0y =c(&1)p(&1) %(flﬁl )(x2=x )(2-11). (10.80)

In sfarsit, dacd notam cu F (x,t) intensitatea surselor de caldura la momentul ¢, in

punctul de abscisd x, atunci cantitatea de caldura primita de segmentul de bara [xl,xz] este

egala cu:
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X (1
O3 = j jF(x,t)dt dx.
g

Din teorema de medie a integralei rezultd ca existd &, €[x),x; | si 6, €(#y,t, ) astfel

incat
03 =F(&2.0, ) (x2—x1 )(t2-11). (10.81)

Bilantul termic implica:

O)+0r =05,

Tinand seama de (10.79), (10.80) si (10.81) obtinem
o%u
ox?

k(&) S5 (&) +e(8)p(8) T &) =F(£2.02). (1082)

La limita, cand x; - x, x, > x, t] =, t, = t, rezulta:
0%u
—k(x) a—z(x,t)+c(x)p(x) —(x,t)zF(x,t).
x

In cazul unei bare omogene, conductibilitatea termica, densitatea si cildura specifica

sunt constante:

k(x)zk, p(x)zp, c(x)zc, (V) x.

L )k . F(x,1) . .
Dacanotamcu ¢ =—>0 sicu f (x,t) = , atunci obtinem ecuatia:
cp cp
a_u—az. &+f(x l‘) (10.83)
ot ox2 o ’

Ecuatia (10.83) se numeste ecuafia caldurii in cazul unidimensional. Daca f'( x,¢)=0

se obtine ecuatia omogena a cildurii care corespunde situatiei cand nu avem surse de caldura.

Ecuatia propagarii caldurii intr-un corp omogen spatial este urmatoarea:

ou 2_[62u 0% o%u

=a + + + f(x,y,z,t 10.84
ot ox>  8y? azzJ ( ) (10:84)

unde u ( X, V,z, t) reprezinta temperatura in punctul (x, v, z) la momentul ¢.
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10.10. Metoda Fourier pentru ecuatia caldurii

Studiul propagarii caldurii intr-o bard finitd omogend de lungime /, cunoscand
distributia temperaturii la momentul initial =0 si cu temperatura la capetele barei nuld, ne
conduce la urmédtoarea problema matematica:

Sa se gaseascd solutia u =u( x,7) a ecuatiei

%‘:a? %,xe(o, 1),1>0 (10.85)
cu conditiile la limita:
u(0,6)=u(l,t)=0, t>0 (10.86)
si conditia initiala:
u(x,0) = p(x), x<[0, 1]. (10.87)

Metoda Fourier sau metoda separdrii variabilelor presupune sd cautdm solutii de

forma:
u(x,t)zX(x)T(t). (10.88)
Din conditiile la limita (10.86) deducem:

{X(O)T(t)zo

X()T(1)=0, (V) £>0. (10.89)
Din (10.89) rezultd cd X (0)=X(/)=0 pentru ca, in caz contrar, T(¢)=0, pentru
(V) >0 sideci u(x,)=0, (V) >0, situatie neinteresanta din punct de vedere fizic.
Punand conditia ca (10.88) sa verifice ecuatia (10.85) deducem:
X(x)T'(1)=a’X"(x)T (1), (V) 0<x<l, (V)1>0.
Evident, existd xo (0,/) si fg>0 astfel incat X (x¢)#0, T(ty)=0, pentru ci

altfel obtinem solutia nula, neinteresanta fizic.

Cum X si T sunt functii de clasa C 2 , rezultd ca existd o vecindtate /' a punctului
(xg.t0 ) astfel incat X (x)=0,T(1)=0,(V)(x,t)eW.

In continuare avem:

() (v) (xr)em. (10.90)
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Deoarece membrul stang depinde de x iar membrul drept de ¢, egalitatea (10.90) nu

poate avea loc decét daca cele doud rapoarte sunt egale cu o aceeasi constanta. Fie e R

aceasta constanta.

Obtinem astfel doua ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti:

X"(x)—,uX(x)zO (10.91)

T'(1)-ua’T(1)=0. (10.92)
Solutia generald a ecuatiei (6.92) este:
T(t)=Kele! KeR.
Observim cd daci x>0, atunci |T ( )| — o cand ¢ —> oo, lucru inacceptabil din

punct de vedere fizic. De asemenea, daca x#=0, T se reduce la o constanta, ceea ce

presupune cd temperatura ramane constantd in timp, fapt inacceptabil fizic. Prin urmare,

pentru ca solutia sd fie interesantd din punct de vedere fizic, trebuie sd presupunem ca

U= ~1%<0 , de unde rezulta ca
T(t)=Ke? 9 150, (10.93)
Tinand seama ca y = ~1? , solutia generala a ecuatiei (10.91) va fi:
X(x)zClcoslx+Czsin/1x. (10.94)
Din X (0)=0 deducem ca C; =0 si mai departe ca
X(x)=Cpsindx.
Pe de alta parte, din X (/)=0 rezultd ci sin A/ =0, pentru ci altfel am avea C, =0,
ceea ce ar conduce la solutia nula.
Prin urmare, sin A/ =0, ceea ce implica 4 = %, neN" si mai departe ca:

X,(x)=C, sin%x

nzzzzazt

Tn(t)ane_ I neN’.

Daca notdam cu 4, =C, K,,, rezulta ca functiile
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n2ﬂ2a2
wn(60)=Age T sin T el (10.95)
sunt solutii ale problemei (10.85) + (10.86) + (10.87).
Fie
[} }1272'2612
Z Aye ' sin %x. (10.96)

n=1
Pentru moment presupunem formal ca seria din dreapta este uniform convergentad si

cerem ca suma sa sa verifice conditia initiala (10.87):
o0
o(x)=u(%,0)= D" 4, sin " (10.97)

Presupunand ca functia ¢ se dezvoltd in serie Fourier pe intervalul [0, l], dupa

sinusuri, din (10.97) rezulta ca:
/
:% J-go sm —x dx,ne N*. (10.98)
0

In continuare, presupunem ci ¢ c? [0, l]. Cum gp( 0) = go(l): 0, asa cum rezulta
din conditiile (10.86) si (10.87), deducem cd ¢ se dezvolta in serie Fourier pe [0, l ] si deci
ca seria (10.97) este absolut si uniform convergentd si are suma ¢(x).

Pe de altd parte, tinand seama ca sirul {An} dat de relatia (10.98) este marginit

2
_ nra

( lim 4 ,= 0) sici O<e ( ! ) <1, pentru ¢ >0, deducem ci seria (10.96) este absolut
n—0

si uniform convergenta pentru 0 <x </ si ¢#>0. Rezulta ca suma sa este continud si verifica
conditiile la limita (10.86) si conditia initiala (10.87). Ramane sa aratam ca verifica si ecuatia
(10.85).

Pentru aceasta este suficient sa observam ca seria (10.96) este o data diferentiabila
termen cu termen 1n raport cu ¢ si de doud ori in raport cu x. Acest lucru rezultd din faptul

-

ca:
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_(nﬂ'aj {
e ! <1, pentru (V) ¢>0.

fn concluzie, am aritat ca daca ¢ este de clasd CZ pe [0, ], atunci problema (10.85)

+ (10.86) + (10.87) are solutie unica si aceasta este data de (10.96).

Exemplul 10.10.1. Sa se afle solutia ecuatiei:

2
a—u=aZ~ a—u,t>0,0<x<7z
ot ox?

cu conditiile la limita:
u(O,z‘) =u(7z, t) =0

si conditia initiala:
u(x,0)=sinx, 0<x<7.
Avem [ =7, ¢(x)=sinx, de unde rezulta
Ay =1si 4,=0,pentru n>1.
Conform (10.96) solutia problemei este
u(x,t)ze_azt sinx, 0<x<rx,t>0.

Sa considerdm acum ecuatia neomogena:

2
o Zx_;u en (10.99)
cu conditiile la limita:
u(O,t)zu(l,t)zO, t>0 (10.100)
si conditia initiala:
u(x,O)zqo(x), 0<x<l/. (10.101)

Ca si in cazul ecuatiei coardei vibrante neomogene vom cduta solutia problemei
(10.99) + (10.100) + (10.101) sub forma unei sume:

u(x,t)zv(x,t)+w(x,t) (10.102)
unde v este solutie pentru ecuatia omogena:

ov 9 0%y
_—=aq - —
ot Ox?
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cu conditiile la limita:
v(O,t) = v(l,l) =0, t>0
si conditia initiala:
v(x,O) = go(x), 0<x</
iar w este solutie pentru ecuatia neomogena cu conditiile la limita si conditia initiala nule:

2
8w a2.6 w

81,‘ 2 +f(x,t) (10.103)
W(O,t)zw(l,t)zo, t>0 (10.104)
w(x,0)=0, 0<x</. (10.105)

Din prima parte a acestei sectiuni stim ca

0 _(nﬂa )Zt
W)= dge D) sin M (10.106)
n=l1
unde
/
=% J.go sin —x dx,ne N". (10.107)

0
Réamane sa rezolvam problema (10.103) + (10.104) + (10.105). Pentru aceasta cautam

solutia de forma:

w(x,t)=ZTn(t)sin %x. (10.108)

Presupunem ca seria din membrul drept este uniform convergentd, derivabild termen
cu termen o datd in raport cu ¢ si de doud ori 1n raport cu x.

Punand conditia ca (10.108) sa verifice ecuatia (10.103) obtinem:

s 2_2
Z[T,;(t)+a2_nl72[ Tn(;)}sin%xzf(x,t). (10.109)

n=l
Presupunand ca f(x,7) se dezvolta in serie Fourier pe intervalul [0, /], dupa

sinusuri, rezulta ca:
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' T

Tn(t)+a2-nl—2Tn(t)=bn(t) (10.110)
unde
2 . 7w
7J‘f(x,z) sin ——x dx. (10.111)
0

ba(1)=

Ecuatia (10.110) este o ecuatie diferentiald de ordinul intdi liniard §i neomogena.

Solutia sa generala este:

Pe de alta parte, din conditia initiald (10.105) deducem ¢ 7,,(0)=0, de unde rezulta

¢i C, =0, (V) neN" . in continuare avem:

2
nra

_( : Jf ] (11751}21_ t _(n;mf(t_r)
T,(t)=e N b(7)e dr=|b,(7)e dr
e !

si solutia cautata este:

0 t (nza : _r
w(x,t)zz jbn(r)e ( ! j(t )dz' sin%x (10.112)
0

unde b, (7) sunt dati de (10.111).
Exemplul 10.10.2. Si se afle solutia ecuatiei:

2
ou u .
42 ——+tsin2x,0<x<m,t>0
ot Ox?

cu conditiile la limita:
u(O,z‘) =u(7z, t) =0

si conditia inifiala:
u(x,0)=sinx, x€[0, z].

Cautam solutia de forma:
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u(x,t)=v(x,t)+w(xt)

unde v verificd ecuatia omogena, cu conditii la capete nule si conditia initiala

v(x,0)=sinx
iar w este solutie pentru (10.103) + (10.104) + (10.105).

Observam ca v este solutia din Exemplul 10.10.1, deci
2

v(x,t)=e"? Lsinx,0<x<x, t>0.

Ramane sa determinam functia w. Avem

t, daca n=2

v
b, (1) zzj‘t sin2x sinnx dx = .
V4 0, daca n#2

0

Rezulta ca T, (¢)=0 daca n =2 si

t
— 2
jr e’ dr = 12 t+;4(e_4a t—l) si mai departe
4a 16a
0
2
w(x,t)= 121‘— 14+ 14 e 4 Isin 2x.
4a 16a” 16a
In final solutia cautata este:
2 2
u(x,t)=e sinx+ 12(t— 12 + 12 e 4 tjsin 2x.
4a 4a 4a

10.11. Problema Cauchy pentru ecuatia caldurii

U . . .. - 2 .
Problema constd in determinarea unei functii # de clasa C* pe R care satisface

ecuatia:
ou_ 2. o%u
, >0, xeR. 10.113
ot ox2 ( )
si verifica conditia initiala:
u(x,O)z(p(x), xeR. (10.114)

Din punct de vedere fizic, problema revine la determinarea temperaturii u(x,t) la

momentul #>0, in punctul de abscisda x al unei bare infinitd omogena, izolatd termic,

identificata cu axa Ox, a carei temperatura la momentul initial =0 este (0( X ) .
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Pentru rezolvarea problemei vom folosi transformata Fourier. Vom presupune, in

) ) . . . . Ou
acord cu semnificatia fizicd, cd lim u(x,/)=0 si lim —(x,#)=0. De asemenea,

‘x‘—)oo ‘x‘—)oo ox

u@_u@zu

presupunem ca functiile u, P —— si @ sunt continue si absolut integrabile pe R.

ot ox?

Aceasta ipoteza ne asigura ca admit transformate Fourier. Notam cu U (a),t) si cu (D(a))

transformatele Fourier ale functiile u( x,¢ ), respectiv ¢(x). Asadar avem:

o0
U(a),t):L j u(x,t)e_mx dx si
—0

Integrand prin parti obtinem:

si mai departe:

. 0 0
e—za)x 1 al/l .
U __b L i lX d
(o,1) 2y u(x,t) T ax( Jt)e x
- —00
_ 1 e a_u(xz) OOJFLOO&( t)e POX gx | =
2riw| —iw 0x' ioJ ox? , B
—00
o0
2 .
—00
)
i I Z—Z(x,t)e_iwx dx:—a)zU(a),t). (10.115)
X
—00

Pe de altd parte, din teorema de derivare a integralei cu parametru rezulta:

oU 1 [0 _~
E(w,t)zgja—j(x,t)e O gy, (10.116)
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Tinand seama de (10.115) si (10.116) si de faptul ca u verificd ecuatia (10.113)

deducem:

:iJ‘{ 2 0 ZJe—ia)x dxzaa—ltj(a),l‘)‘f'a a)zU(a)t)

Am obtinut astfel ecuatia diferentiala:

a—ltj(a),t)+a a)zU(a) 1)=0

a carei solutie generala este:
2 2
U(mnt)=Ce™ @@

Pentru determinarea constantei C folosim conditia initiala (10.114) si obtinem:

o0
C=U(0,0)=-1 J’ o(x)e O dx=0 ().
2r
—o0
Asadar avem:

2

U(o)=0(o)e® " (10.117)

2
Pe de altd parte, se stie ci transformata Fourier a functiei e ** , cu a >0 este

a)2 CUZ
1 - . o x2 1 B
e 4a,dec1§{e ax }=

N

1 C
e *% Dacinotim cu ¢ = 7 atunci obtinem
J2a 4a“a

X2

—a’w’t { —a x? } 1 _4a2t
e =3%{J2a e =F e
a2t

Tinand seama de transformata Fourier a produsului de convolutie avem:

Fio(x) * e 4a”t L i mai departe ci:
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o0
1 - 4a’t
u( x,t)= p(S&)e dé,t>0. (10.118)
( ) 2a4nt I ( )
—00
Aceasta formulad se numeste formula integrala Poisson si rezolva problema (10.113) +
(10.114).

Exemplul 10.11.1. Sa se afle solutia ecuatiei:

ou 252

,xeR, t>0,daca
Tl ox2

u(x,O)z{c’ pentru xe[a, ﬂ]

0, pentru xe[a, ﬂ]'

Din formula integrala Poisson (10.118) avem:

(x—éf

xt

Za\/7

x=¢
2a\/;

Daca facem schimbarea de variabila = A obtinem

x—p
2ax/;

u(x,t)z—% j e dn.

X—a

2ax/;

Acest rezultat se poate exprima si cu ajutorul functiei Laplace. Functia Laplace se

defineste astfel:

e dt,xeR.

@ (x)=—

O Ly

Se verificd imediat ca ®(0) =0, ®(c0)=1si O este impara.
Aceasta functie joaca un rol important in teoria probabilitatilor si este tabelata.

Folosind functia Laplace @, solutia problemei este:

-5 [ofh o[ 53]
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10.12. Probleme la limitd pentru ecuatii eliptice.
Solutii fundamentale pentru ecuatia Laplace.
Formule Green
Ecuatiile cu derivate partiale de ordinul doi, de tip eliptic modeleaza procese fizice

stationare, adica procese in care functia necunoscuta nu depinde de timp.

Cea mai simpla ecuatie de tip eliptic este ecuatia lui Laplace:

82u+62u+82u_0 (10.119)
ox> 6y2 0z° ‘ )

Daca notam cu A operatorul diferential al lui Laplace:

o2 8% o2
2 2t 2
ox® 0y° Oz

>
I
+

atunci ecuatia lui Laplace se scrie mai concis:

Au=0. (10.120)
Ecuatia lui Laplace in plan este:
o%u  0*
Au= S 452 =0 (10.121)
ox“ Oy

iar ecuatia lui Laplace in cazul unidimensional este:
Auzu"(x) =0. (10.122)
Evident, solutia generala a aceste ecuatii este:
u(x)=Cix+C,
unde Cj si C, sunt constante arbitrare.

Procesele fizice stationare in care intervin si forte exterioare, exprimate prin functia

f, sunt modelate de ecuatia Poisson:
Au=f. (10.123)

Definitia 10.12.1. Fie QcR? un domeniu (o multime deschisa si conexd) si u o

functie de clasd C 2 pe Q. Dacid u este solutie pentru ecuatia Laplace (10.119), atunci u se

numeste armonicd.
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Exemplul 10.12.1. Fie 7 =xi+y j+zk vectorul de pozitie al punctului M (x,y,z) si
fie r = H;H = \/xz +y2 +22 norma sa. Atunci functia
1 _1
ug =;=( 2+y2+22) 2

este functie armonici pe R3 \{(O, 0,0 )} )

intr-adevar:

3

0 .
ﬂ=—x(xz+y2+zz) 2 5i
ox

2 3 5 2 2 2
8 -2 D PR

”o::_( z-ry2—+zz) 2-+3x2(x2—+y2—+zz) 22X 7Y 72
0x? B

(x2+y2+22)2

Din motive de simetrie avem
62u0 B 2y2—x2—22 . 82u0 222—x2—y2

0y? ST 972
(x2+y2+22)2 (x2+y2+22)

|

2 2 2
o0“u 0“u 0“u
0, 07Up 07Uy _

0.
ox> 8y2 0z2

Rezultaca Aug =

. 1 . .. . .
Functia u ( r) =— se numeste solufia fundamentala a ecuatiei Laplace in spatiu.
r

Exemplul 10.12.2. Fie r= x;+y}' sir= H;“ = \/xz +y2 . Atunci functia

uo(r)zln(%)

este functie armonicd pe R? \{( 0,0 )} .
Intr-adevar: u( = —%ln(x2 +y2 )

Oug X si 82u0 B x2 —y2
T2, 2 2 2"
ox X“+y O0x (x2+y2)

In mod analog



EcuaTiLE CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL DOI 353

2 2 2 2 2
0“u - o 0“uy 0°u
0__J =% 7 sideci Aug = 0,- 0

0y? (x2+y2) ox?  0y?

0.

. 1 . .. .
Functia u ( r) =—, r =0 se numeste solufia fundamentald a ecuatiei Laplace 1n plan.
r

Pentru descrierea completa a unui proces fizic este nevoie ca, pe langa ecuatia acestui
proces, sd specificdm si anumite conditii suplimentare (condifii la limitd) pe frontiera
domeniului.

Fie QcR> un domeniu si fie X =Q\ Q frontiera sa (suprafata care margineste
domeniul Q). Presupunem cd X este o suprafata neteda sau neteda pe portiuni.

Problemele specifice pentru ecuatia Laplace constau in determinarea unei functii

u=u ( X, ¥, z) armonica in € care sa satisfacd pe X o conditie de forma:

(1) u |2 = f (problema Dirichlet)
Ou
(2) on =f> (problema Newmann)
s
ou e
(3) [a—+huj = f3  (problema mixta).
" s

. . .. . Ou R <
Aici, f], f2, f3 s1 h sunt functii cunoscute, iar on reprezinta derivata dupa normala
n

exterioard la suprafata X .
In cazul unidimensional, problema Dirichlet constd in determinarea unei functii

u=u(x) care verifica ecuatia:

u "(x) =0, x;<x<xp. (10.124)
si conditiile la limita:
u(xy) =y
{ (1) = : (10.125)
u(x) = s

Cum solutia generala a ecuatiei (10.124) este

u(x):C1x+C2 si reprezintd geometric o dreaptd, rezolvarea problemei Dirichlet

revine la determinarea dreptei care trece prin punctele: M (xy, 1) si M (x5,7).
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obtinem C; =

Rezolvand sistemul:

{Clxﬁcz =)
Cixy+Cy =y

- . XH» —X
Y2 =) si Oy = Y1X2 —X1)2 _
Xy — X1 Xy — X1

Prin urmare solutia problemei Dirichlet este:

— Xy —X
) y1x+y12 1)’2'
Xy — X1 X2 — X1

u

Fig. 10.3

=V

Teorema 10.12.1. (Prima formula a Iui Green)

Fie Q c R? un domeniu marginit si fie u, ve c? (Q) nc! (5) . Atunci:

J]I(gradu - gradv + vAu)dxdde:”‘v Z—u do .
n
Q 2

Demonstratie. Din formula Gauss-Ostrogradski deducem:
J-J.J-div(v gradu)dxdydz=“.ﬁ- v gradu do . (10.126)
Q z

Pe de alta partea avem:

div(v gradu) = gradv - gradu + vAu si
Bu . (10.127)

Z-vgradu:v;z-gradu:v —
on

Inlocuind (10.127) in (10.126) obtinem formula din enuntul teoremei.

Pentru a obtine cea de a doua formula Green procedam astfel: schimbam rolul

functiilor u# si v in prima formuld Green si apoi scidem noua formula din prima.

Asadar avem
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J]I(gradu - gradv + uAv)dxdde:qu ? do si
n
Q z
J"”’ vAu - uAv dxdydz —J‘J-(v ——u— Jd(f . (10.128)

(10.128) poarta numele de a doua formula Green.

In sfarsit, dacd in prima formuld Green alegem u = v obtinem:

Jjj((gradu)z + uAu)dxdydz = Iju Z—: do . (10.129)
Q X

Formula (10.129) poarta numele de a treia formula a lui Green.

10.13. Formula celor trei potentiale

Fie QcR? un domeniu marginit, ¥ frontiera sa si M(xg,y9,z0)€Q. Fie de

asemenea M(x,y,z)eR3, M =My si

2 2 2
’”:’”MOM:‘MOMH:\/(X_XO) +(y—y0) +(Z—ZO)
Ca de obicei, presupunem cd X este o suprafatd inchisa, netedad sau neteda pe portiuni

si notdm cu n versorul normalei exterioare la suprafata > .

Teorema 10.13.1. Daci u € C? Q)N c! (5), atunci:

[ o[

. Ou R .. 9 N
unde r=ryy 5y, 1ar —— reprezinta derivata functiei # dupa normala exterioard la X.

Demonstratie. Fie K, =B(Mg,&) o bila Fig. 10.4

deschisd cu centrul in M, si de raza ¢, inclusa in

1
M M

Q (Fig. 10.4). Evident functia v(M )=

este armonica in Q\K,. Dacd notim cu X,

frontiera lui K, atunci fr(Q\K, )=XUZ,.
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Aplicand a doua formuld a lui Green pentru functiile u, v :l si domeniul Q\K
r

oo e 20222

N e

Observam ca normala exterioard la X, este coliniard

obtinem:

(10.130)

cu vectorul
;Z;MOM = (x—xo)i+(y—y0)}'+(z—zo)l;

de unde deducem ca 7 =—_ (Fig. 10.5) si mai departe ca
r

i(l) =n- grad(lj =-L. grad(lj .
on\r r r r
1 1
Cum grad (—j = grad =
r

\/(X—XO)2 +(y-r0)’+(z-20)°

_ (x A y0}+ —320,;):_%
r }" r r

rezulta ca
i{lj_ﬁ 1
67’1 r ]/'4 ;/'2 '

Asadar avem i(lj
on\r

[ 2) -5 o

Conform teoremei de medie, exista un punct P € X astfel incat

— si mai departe

” udo =u(P) aria(Z,)=u(P)4rs?. (10.131)

Tinand seama de aceasta evaluare rezulta:
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0 (1 1 2
J]u 6_n(;j do :—2u(P) 4re :47ru(P),PeZg.
Zé‘

&

Pe de alta parte, aplicand din nou teorema de medie pentru integrala de suprafata

rezultd ca exista P e ¥ ¢ astfel incat
1 Ou _10u ou
- = Plare? =4ze =——(P).
,” S ano " ,” n( Jame® =4me an( ) (10.132)
Zé‘

Din (10.130), (10.131), (10.132) si din faptul ca A(lj =0, deducem ca:
r

1} 10u Ju
J.J.J' ——Audxdydz—”‘[ 6n(rj o, Jdo* +47ru( ) dre — = (P) (10.133)

Cum u este continud in M rezultd ci lim u(P)=u(M).
e—>0

Pe de alta parte, deoarece u € C ! (5) rezulta ca

ou Ou
=¥ cosa+cos £+ Y cos y este marginita si deci ca
on Ox oy 0z

lim 4ze a—14(1?’):0

-0 on

Trecand la limita in (10.133) obtinem:

gli% J.J.J'——Audxdydz—”‘( Gn(rj_%Z_ZJdo— +u(My).

O\K,

. : ) A _
Asadar, integrala improprie —j j 2 dxd ydz este convergenta si are loc formula:
r
Q

1 10
”(MO):E”[?a_Z_ua(JJ ” —dxdydz (10.134)
>

care poartd numele de formula celor trei potentiale. Cele trei integrale din membrul drept se

numesc:

J‘j — dxdydz — potentialul de volum
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LJ‘JAl 6_u do — potentialul de primul strat
r On

J-J. ( j — potentialul de dublu strat.
on\r

Corolarul 10.13.1. Dacd u este armonica in (), atunci

1 Ou 1
u(Mo)= 4 J.J.[; on 8n (rj) do. (10.135)

Din formula (10.135) rezulta ca valoarea unei functii armonice intr-un punct din
interiorul domeniului se exprima cu ajutorul valorilor sale si ale derivatei sale dupa normala,
pe frontiera domeniului.

In cazul unui domeniu plan, pentru functii armonice are loc formula:

27 r)on on r
r
unde QcR?, T=frQ, My eQ (Fig. 10.6).

27 r)on
I

1 1 .
— (ln—ja—u ds se numeste potentialul logaritmic de simplu strat, iar

27 on r
r

1 u i[1n lj ds se numeste potentialul logaritmic de dublu strat

4y Fig. 10.6

S|

v
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10.14. Proprietatile functiilor armonice

Teorema 10.14.1. Daca o functic u# este armonica in domeniul Q si este continua,

impreuna cu derivatele sale de ordinul intai in Q=0Uzx , atunci

j—dGO

Demonstratie. Afirmatia rezultd din formula a doua a lui Green pentru v=1 si u

armonica. Intr-adevar:

”] uAv—vAu dxdydz—”‘[u — - jdo* =—J‘ Z—uda , deci
n
z

j M do =0.

Teorema 10.14.2. (Gauss)

Fie u o functie armonica in B(M 0-R ) , bila cu centrul iIn M, si de razd R, continud

impreund cu derivatele sale de ordinul intai pe B(Mo,R)=B(My,R)U S. Atunci

1 .“‘
Mny)= u(x,y,z)do
o ] 12

Demonstratie. Din Corolarul 10.13.1 deducem:

st f](3 3o

Cum u este armonicd, din Teorema 10.14.1 rezulta

fET
r on R on
S

Pe de alta parte, avem (Fig. 10.7):

e ii(lj_i. rad[zj_i. oL
r i on\r) r & r) r P 72

de unde deducem ca:

u(MO)zij‘ LuaVO'z 1 jjuda.
4z dd 2 47R?
S S
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Teorema 10.14.2. mai poartd numele de teorema valorii medii a unei functii armonice.
In fapt, aceasta teorema afirma ca valoarea unei functii armonice in centrul unei sfere este

media aritmetica a valorilor ei de pe sfera.

Teorema 10.14.3. (Principiul maximului)

Fie u o functie armonica in domeniul marginit Q si continud pe Q=QUZX. Fie
M :sup{u(x,y,z)| (x,y,z)eZ} sim :inf{u(x,y,z)| (x,0,2) eZ} )

Atunci m <u <M pe Q.

Demonstratie. Este suficient sa ardtdm ca u < M pe (2, pentru cd cealalta inegalitate
u>m rezultd din aceasta inlocuind pe # cu —u. Sa presupunem prin absurd ci existd
(x0,¥0.20 ) € Q astfel inct u(xg,yq.29 )=M'>M.

Fie functia auxiliara:

M'-M
2d?

v(x,y,z)=u(x,y,z)+

| (r=x0)7 +(p=10) +(z-2)" |

unde cu d am notat diametrul lui Q.
Observam cd daca (x,y,z )€ X, atunci

M'-M _M'+M _
2 2

v(x,y,Z)SM+ M'.
Pe de alta parte
v(xo,yo,zo)zu(xo,yo,zo)zM'>M

de unde deducem ca existd un punct (xi,yy,z; ) € Q astfel incat

v(xp,y121 ) =sup{v(x,,2)| (x.5,2) € Q}.
Asadar M (xy,y1,z;)€Q este un punct de maxim local. Se stie c¢d un punct de

maxim local este un punct critic pentru v, deci
ov ov ov

D)= ()= (M) =0 sica Av(M;)<0.
ax( 1) ay( 1) az( 1)=0sica Av(M,)

Cum u este armonica in Q si M € Q, rezulta ca:

M'—M
24?2

(24242)=—= (M'=M)>0

Av(Ml)zAu(M1)+ Py

si am ajuns la o contradictie.
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Prin urmare u < M pe Q si deci si pe Q.

Teorema 10.14.4. (unicitatea problemei Dirichlet)

Fie Q< R? un domeniu marginit, ¥ frontiera sa si f:X — R o functie cunoscuta.
Atunci existd o functie unica u cu proprietatile:
Au= 0 pe Q
u=f pe T

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca existd doud functii u#; si u, armonice pe Q

cu proprietatea ca

ul|z :u2|z :f-

Daca notdm cu u =uj —uy,, atunci u este armonica in Q si =0 pe X. Din Teorema
10.14.3 rezultd cd u =0 pe Q, deci up=1uy.

Teorema 10.14.5. (dependenta continud a solutiei problemei Dirichlet de valorile de

pe frontiera)

Fie u; §i up € C*(Q)N €°(Q) cu proprietaile:

Aup =0 in Q Auy =0 in Q

{u1|2 =N {u2|2=f2

Daci | f1(P)- f>(P)|<é, (V) PeX, atunci

|uy (M )—uy (M )|<e, (V)M eQ.

Demonstratie. Dac notim cu u =u; —u,, atunci u este armonica in Q si continud in
Q, iar

u(P)|=|Ai(P)=fa(P)|<e. (V) Pex.

Din Teorema 10.14.4 rezulta ca:

e < u(M)=u(M)-us(M)<e, (V)M eQ, deci

|uy (M )—uy (M )| <&, (V)M eQ.
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10.15. Problema Dirichlet interioara pentru cerc

Fie G= {(x,y) € R2| x4 y2 <r? } interiorul cercului cu centrul in origine si de

razi r sifie C :{(x,y) eR?|x2+y2 =72 } frontiera sa, orientata pozitiv (Fig. 10.8).

Problema Dirichlet interioara consta in determinarea
A

Fig.10.8 —
s unei functii ueC? (G)nc 0 ( G) care verifici ecuatia

y
G N Laplacein G :

a
> 2 2
0 P Au= a_Z+ d 2=0
r ; ox* 0Oy
C si conditia la limita:
u|C =f

unde f este o functie continud cunoscuta.

Deoarece solutia problemei Dirichlet este unicd, conform Teoremei 10.14.4, nu
conteaza metoda folositd pentru obtinerea solutiei.

Datorita simetriei problemei fatd de origine, se recomanda trecerea la coordonate
polare:

{x = peost pe[O,r],HeR.

y = psind’
Se stie ca ecuatia Laplace in coordonate polare este:
2 0%u ou 0%u

sHPp T+ —>=
op op 06

P (10.136)

Problema Dirichlet se reformuleaza astfel: sa se gaseasca o solutie u =u(,0,¢9) a

ecuatiei (10.136), in interiorul cercului cu centrul in origine si de raza », cu conditia la limita:
u(r,H) = f(H). (10.137)

Presupunem ca f este o functie continud, cunoscutd, definitd pe R, periodica de
perioada 27 .

Folosind metoda separarii variabilelor a Iui Fourier, cautam solutia ecuatiei (10.136)

de forma:
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u(p,0)=R(p)T(0) (10.138)

unde R si T sunt functii de clasa C 2 ,iar T este periodica de perioada 27 .
Punand conditia ca (10.138) sa verifice ecuatia (10.136) rezulta.
p?R"(p)T(0)+pR'(p)T(0)=-R(p)T"(6).

Separand variabilele obtinem

p’R"(p)+pR'(p) __T'(6)

R(p) - T(9)

Deoarece membrul stang depinde de p si membrul drept depinde de @, egalitatea nu

poate avea loc decat daca ambii membri coincid cu o aceeasi constanta k& .

Obtinem astfel doua ecuatii diferentiale:

T"(0)+kT(6)=0 (10.139)

p*R"(p)+pR'(p)-kR(p)=0. (10.140)

Dacd k=-42<0 , atunci solutia generald a ecuatiei (10.139) este
T(H) = Cle’w + Cze_/ig
care nu este periodica. Asadar £ nu poate fi strict negativ.

Daca k=0, atunci 7(0)=C;0+C, si este periodici numai dacd C; =0, deci

Pe de alta parte, ecuatia (10.140) devine
sz "+ pR'=0 care se mai scrie ( pR')' =0 si are solutia generala:
R(p)zClnp+D.
Deoarece aceasta functie nu este definita in origine, alegem C =0 si obtinem solutia:
R(p)=D =constant.
In concluzie, pentru k =0 obtinem solutia:

ug(p,0)=CyD=4. (10.141)

Pentru k=42 >0 , solutia generala a ecuatiei (10.139) este:

T(9)=Ccos/19+Dsin/19
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unde C si D sunt constante arbitrare.

Punand conditia ca 7' sa fie periodicd de perioada 2 , rezulta:
A(0+27)=A0+2nx §imaideparte, A=ne N". Asadar, avem:

T,

n

(0)=C,cosn0+D,sinnd, neN".

Pe de alta parte, ecuatia (6.140) devine:

2 2
PR, (p)+pR,(p)-n"R,(p)=0. (10.142)
Deoarece (10.142) este o ecuatie de tip Euler, pentru a o integra facem schimbarea de
variabild p =e? si obtinem:
v —o dR
R S

Rn(p)ze_zq)(

5 : (10.143)
AR, dR,
d(02 do

Inlocuind (10.143) in (10.142) obtinem ecuatia cu coeficienti constanti:

2
d°R, _an
do

2 n=0 (10.144)

a carei solutie generala este:
R, (gp) =K,e"?+L,e"?
unde K, si L,, sunt constante arbitrare.

Observam ca trebuie sa alegem L, =0, pentru ca altfel solutia

uy (p,0)=R, ()T, (0)
nu este definita in origine.
In sfarsit, notand cu 4, =C, K,, si cu B, =D, L, obtinem o infinitate de solutii ale

ecuatiei (10.136):

*

u,(p,0)=(A,cosn0+B,sinnd)p", neN . (10.145)

La acestea adaugam si solutia (10.141). Fie

u(p,9)=A0+Z(Ancosn9+aninn0)p”. (10.146)

n=l1
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Vom presupune ca seria din membrul drept este uniform convergenta si derivabila
termen cu termen de doud ori, atdt in raport cu p cat si in raport cu €. Cu aceste presupuneri
se verifica imediat ca suma seriei (10.146) este solutie pentru ecuatia Laplace (10.136).

Din conditia la frontiera (10.137) deducem:

f(6)=4 +Z(An cosnf+B,sinnf)r".

n=1

Daca presupunem ca f se dezvolta in serie Fourier, atunci rezulta ca:

2r
1
Ay =— d
0=75- jf((/)) @
0
2z
1
"4, =— jf(w)cosrw do . (10.147)
T
0
2
r”anl If(qo) sinng dp, neN"
T
0
Tinand seama de (10.147) in (10.146) obtinem:
2r s
1 1 o)
u( p,0)=— E+Z = | cosn(p-0)|f(¢)de. (10.148)
V4 r
0 n=1

Observam ca pentru 0< p <r, seria (10.148) este uniform convergenta si derivabila
termen cu termen de oricdte ori vrem, atat in raport cu p cat si in raport cu €. Rezulta ca

suma sa este solutie pentru ecuatia (10.136). Prin urmare, singura ipoteza care trebuie facuta

este ca functia f sa se dezvolte in serie Fourier. Acest lucru se intampla, de exemplu, daca

presupunem ca f este de clasd C ! si periodica de perioada 27 .

Pentru a prelucra in continuare formula (10.148) va trebui sd gasim suma seriei:

o0
E q" cosna,
n=1

q|<1.

0

. n
Observam ca aceastd serie este partea reald a seriei geometrice E (qe’ a ) ,

q|<1.
n=1

Asadar avem:
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Y cosa +isina
Zq"cosnazRe Z(qela) =Re 1% —Re a( l, ) =
. 1-ge'® (1—gcosa)—igsina
P

n=1

qcosot—q2

1—2qcosa+q2.

In particular, rezulta ci:

® n _9 _ 2
Z(Ej cosn(p—0)= 2qrc°s(¢ ) = (10.149)
—i\r re=2rpcos(@—0)+p
Tinand seama de (10.149) in (10.148) obtinem:
2 5 5
u(p.0)= ! r =P f(o)d. (10.150)

2n 7 r2—2rpcos((p—9)+p2

Formula (10.150) care ne da solutia problemei Dirichlet pentru cerc poatd numele de

formula Poisson.

Exemplul 10.15.1. Si se rezolve problema Dirichlet pentru G = { (x,5)l 24y < 4}

daca f(2,6’)=cos€+4sin<9.

2
Avem Aozi j(cos¢+4sin¢)d¢1=0

0

2
2" 4 1 .(cos +4sing) cosng do = L, dacd n=1
"l ¢ ¢ pav= 0, daca n>1

0

2z
2l’lB 1 .( +4 ) . d 4,dacﬁn:1
=— cos sing ) sinn = .
" ¢ ¢ v ae 0, daca n>1

0
Rezulta ca 4 :%, By =2,4,=0,B,=0, pentru n>1. Conform (10.146) solutia

cautata este:

u(p,9)=§0059+2psin9 sau
+4
u(x,y)=§+2y:%.
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10.16. Functii Green. Rezolvarea problemei Dirichlet

cu ajutorul functiei Green

Fie Q c R? un domeniu si X= Q\ Q frontiera sa.
Definitia 10.16.1. Se numeste functie Green pentru domeniul €, orice functie

G= G( P, Q), definita pentru orice pereche de puncte P, Q € Q , P# Q cu proprietatile:

(i) G(P,0)>0si G(P,0)=G(Q,P),(V)P,0eQ, P=Q
(il)) G se poate scrie sub forma:

1
G(P,Q):—_.+g(P,Q)
4| PO
unde g este armonica in ) in raport cu P si este continud pe Q (in particular, G este

armonica in Q, ca functie de P)

(iii)G(P,Q)ZO daca PeX, lim G(P,Q):—oo si lim G(P,Q)ZO.
P—0 HOPH—)OO

Exemplul 10.16.1.: Functia Green pentru semiplan.

Fie Q={P(x,y,z)e]R3| z>0} . Evident

Qz{P(x,y,z)e]R3|220} si Zz{P(x,y,z)eR3|z=O}.

. o *
Pentru orice Q(x'.y'.z')eQ, notim cu Q

Z A
simetricul su fatd de planul xOy, deci O~ (x,y',-z"). ‘Q\
[ BN
. AN
Observam ca functia: Fig.10.9 ! ‘P
J— 1 /,

G(P,Q)= 1_ - 1_* ,P,0eQ,P#Q v/ R
e PP e

17

17

verifica conditiile din Definitia 10.16.1 (Fig. 10.9). é*

X

Intr-adevar, G(P,0)=G(Q.P),G(P,0)=0,

deoarece HP—QHS P—Q* ; G este armonicd in Q, in raport cu P; lim G(P,Q):oo si

P—>0

_lim  G(P,0)=0.
| 0P|
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Pe dea alta parte, daca P € X, atunci H@H = H

,deci G(P,Q)=

Fie Q  R? un domeniu sifie X= Q\ Q frontiera sa.
Problema Dirichlet constd in determinarea unei functii ueC 2 (Q)ﬂ c? (5) cu

proprietatile:
Au =0 pe Q
- (10.151)
uly =
unde f este o functie continud cunoscuta.

Fie G functie Green pentru domeniul Q.

Teorema 10.16.1. Solutia problemei Dirichlet (10.151) este

__[[e¢ a
= Jl[ an(Q)a’(f,PeQ.
z

Demonstratie. Din formula celor trei potentiale avem:

L0t
47r r on on\r ) (10.152)

Pe de altd parte, din formula a doua a lui Green (10.128), scrisd pentru solutia

problemei Dirichlet u sipentru v=g=G - , deducem:

dr

5
”(—g (P.0) f(Q)a—i]dO’- (10.153)

Adunand (10.152) cu (10.153) obtinem:
M— o PQ]—d ”f 2Leerg)aa

Tinand seama ca G(P,Q)=4L+g(P,Q) si G=0 daca PeX, rezulta ca:
nr

—[[r @5 r.0)is
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10.17. Rezolvarea problemei Dirichlet pentru sfera

Pentru inceput ne propunem sa determinam functia Green pentru sfera.
Fie Q= B(O,R)C R? bila cu centrul in origine si de razd R si fie X frontiera sa

(sfera cu centrul in origine si de raza R) (Fig. 10.10).

Pentru orice QeQ, Q0+ 0O, notdim cu Q* *
0
conjugatul sdu armonic in raport cu sfera. Rezulta: (

—al == b > Fig. 10.10
Jod] |oo”|-#*
Cautam functia Green de forma: 2

1 k
G(PQ)=——7 ——7—7 -
4”HPQH 4”H PO’ H (10.154)

Este evident ca G(P,0)>0, G(P,0)=G(Q,P) si G este armonica in Q, in raport

cu P. p
Pentru a determina k& punem conditia ca Q*
G(P,Q)zO,dacé PeX (Fig. 10.11). \v
Din relatia “O—QH HO—Q*H:RZ deducem ca: 4 Fig.10.11
o
— = sau
og] %
. *
@ _ HOE . (10.155)
log]  [oP|

Din (10.155) si din faptul ca triunghiurile OPQ si OPQ>k au unghiul POQ comun,

3

rezultd ca cele doua triunghiuri sunt asemenea. Scriind proportionalitatea laturilor rezulta:
*

7| _[og'| |re|
74l

Pe de alta parte, din (10.156) si din conditia:

*
o0
oF

(10.156)

S|
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1 k

B P
deducem ca:
k= H R (10.157)
[Pa] ~[oa]

Tinand seama (10.157) in (10.155) obtinem functia Green pentru sfera:

G(P.0)=—1— - A
S o R

(10.158)

Din teorema cosinusului si din (10.156) deducem:

cosa +

— 2
OQH=

% —2 —
-l 7o

\/“opu a|7| A HOQH cosa+H_H

k#2120 00 cosa 0P| og]"

ZWJ

Asadar, functia Green pentru sfera este:

1 R

G(PaQ)=4”HP—QH - Py E—— (10.159)
7 R 287 |0P|| 00 cosar+ [P 0]

pentru P, Qe Q, P+ Q. Daca notdm cu ’DZHO—PH sicu 5=HO—QH , atunci

1 R
G(P.Q)=
4 \/pz 2,05cosa+é'2 \/R4 2R p5cosa+p 252

(10.160)

Sa presupunem ca P are coordonatele (xy,x,,x3)

n Fig. 10.12

si O are coordonatele (yl,yz,y3 ) (Fig. 10.12). Atunci

2 2 2 2 2 2
pz\/xl +Xp7 +x3 §15=\/y1 Ty Y3
Observam ca n, versorul normalei la suprafata in

punctul in care semidreapta OP intersecteaza sfera, este
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;l: op :l(xlf+x2}'+x3l;) si
Yo,

K]

_; aradp= 9P 5. (ﬂ§+x—2}'+x—31§j=ﬁ-ﬁ=1.
n HOPH p o p P

In continuare avem:

2
0G _0G 9p _0G _ 1 Scosa—p R§(R cosa—pé‘)

on  op on op 4x 3 3
(,02—2p5005a+52)2 (R4—2R2pcosa+p252)2

In particular, pentru p =R obtinem:

1 52 -R?
Ar 3 (10.161)
R(R2 _2RScosa+ 02 )2

o6
on

2

Conform Teoremei 10.16.1, solut;ia problemei Dirichlet pentru sfera este:

:_J;I%—(Z(P,Q)f(P)da " 47R .U 2 ° (10.162)

—2RS6cosa+o )

Sau

R? —(y12 +y22 +y32)
47R
(10.163)
([t o

= ((xl —y1)2 +(x; —y2)2 +(x3 —y3)2)2

u(yl>y2>y3):

10.18. Rezolvarea problemei Dirichlet pentru sfera cu

metoda separarii variabilelor
Rezolvarea problemei Dirichlet pentru sfera cu formula (10.163) nu este prea comoda.
Vom ardta cum se poate rezolva aceastd problemd cu metoda separarii variabilelor. Pentru

aceasta, vom trece intai la coordonate sferice (coordonate polare in spatiu) si anume:
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Az Fig.10.13
X =rsinfcos@

P(x,y,z) y =rsinfsing, re[0,0), 0[0,7], pe[0,27].

z =rcost@

In urma acestei schimbari de variabile, ecuatia Laplace

2 2 2
0“u 0°u 6u:O

/! ; Au= + +
/ ox? (3)/2 0z2

L

4

X devine

0%u 1 0%u 1 0%u 2 0u cosf du
SR NP S st ot 5,0
orc r° 00 r<sin“0 0p~ 1 Or p=sing 00

(10.164)

sau

1 ofp0u), 1 0 fge0u], L o’ =0 (10.165)
72 0r or) ;2sinZ@ 00 00 ) r2%sin0 5(02 . ’

Cautam o solutie a ecuatiei (10.164) sau (10.165) de forma:
u(r,H,(p):R(r) Y(H,qo). (10.166)

Punand conditia ca (10.166) sa verifice ecuatia (10.164) obtinem:

\ 1 0%y 1 oy 2
R (r)Y(@,(p)+—2R(r) Tt =3 r >+
r 00° r-sin“ @ op~ T
+250 Ry 2o,
r*sind o0

Impartind cu R (r) Y(6,¢) si separand variabilele rezultd:

) 12, eoso oY 1 oY
R"(i’)‘*';R'(r) r? 00° r’sin@ 00 r’sin’ 0 0¢?

R(r) Y(@,(D)

Sau

1 of. or). 1 &%
) | sl
r“R"(r)+2r R'(r)  sind 00 00) sin“0 o¢

R(r) ) Y(0.9)

Deoarece membrul sting depinde de », iar membrul drept depinde de & si @, aceasta

egalitate nu poate avea loc decat daca ambii membri coincid cu o aceeasi constanta.
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Fie A aceastd constanta. Se obtin astfel doua ecuatii:

r2R(r)+2r R'(r)=AR(r) =0 (10.167)
si
1 0 oY), 1 @%
0 (g 0¥ 127 (6,0)=0. .
sin 0 ae(sm 6‘9j+sin298¢2+ (0.9) (10.168)

Observam ca ecuatia (10.167) este o ecuatie de tip Euler. Punem conditia ca aceasta
ecuatie sa admiti solutia particulard R =7", ne N si obtinem:
r' [n(n—1)+2n—/1] =0
de unde rezulta ca
Azn(n+1). (10.169)

Tinand seama de (10.169), ecuatiile (10.167) si (10.168) devin:

P2R"+ 27 R'—n(n+1)R=0 (10.170)
si
2
_1 9 [ging X |, 1 a—Y+n(n+1)1/=0. (10.171)
sind 06 00 sinze a¢2

Se verificd imediat ci ecuatia (10.170) admite pe 1anga solutia particulard »” si solutia

particulara r_(n+1). Cum aceste solutii sunt independente, rezultd cd solutia generala a

ecuatiei (10.170) este
R=A,r"+B, r (") (10.172)
unde 4,, si B, sunt constante arbitrare.

In continuare, ciutim o solutie a ecuatiei (10.171) de forma:
Y(60,0)=T(0)S(9p). (10.173)

Punand conditia ca functia datd de (10.173) sa verifice ecuatia (10.171) obtinem:

1

7'(6)S () + <9 r(0)s(o)+

sin @

T7(0)S"(p)+n(n+1)T(6)S(p)=0

Impartind cu T(0)S(¢p) siseparand variabilele rezulta:

sin? @
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T"(‘9)+:§:Z T'(0)+n(n+)T(0)  gu(y)
7(9) = () M (constant).
sin”

Se obtin astfel doua ecuatii diferentiale:
§"(¢)+uS(p)=0

s

cosd 7,
r"(6 T'(6 1)- T(0)=0.
@)+ 222 7(0)s | n(o1) - | (0

Pentru ca prima ecuatie sa aiba solutii periodice de perioadda 2z, vom presupune ca

H= m? , me N . Asadar s-au obtinut ecuatiile diferentiale:

S"(¢)+m*S(p)=0 (10.174)
si
7(6)+ Y T'(e){n(nﬂ)— _’”2 }T(9)=0. (10.175)
sind sin? 0
Ecuatia (10.174) admite solutia generala:
Swu(p)=C,, cosmp+D,, sinme (10.176)

unde C,, si D,, sunt constante arbitrare.

Daca in ecuatia (10.175) facem schimbarea de variabila cos@ =¢ rezulta:

2
T"(¢9)=i —sin¢9d—T =cost9£—sin6’i ar =—cost9d—T+sin29ﬂ.
deo dt dt do\ dt dt dt?

Inlocuind in (10.175) obtinem:

2 2
sinzeu—cosﬁd—Tntcése —sin¢9ﬂ +| n(n+1)- m T=0
dt? dt siné dt sin2 o

Sau

2
(l—tz)——th—+{n(n+l)—m—}T:O. (10.177)
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Ecuatia (10.177) este un caz particular al ecuatiei lui Legendre generalizatid. Forma

generald a ecuatiei lui Legende generalizata este:

2
(l—tz)y"—ZtyU{/l(lJrl)—l#—z]y:O (10.178)
—t
unde A si ¢ sunt numere reale, nu neaparat intregi.
Observam ca dacd p=0 si AN, din (10.178) se obtine ecuatia diferentiald a lui
Legendre, ale carei solutii sunt polinoamele Legendre P, (x) .

Definitia 10.18.1. Functiile P,,, definite prin:

ﬂ dm
Pmn(t)z(l—z2)2 dz_mP" (). m<n (10.179)

unde P, este polinomul Legendre de gradul #, se numesc functfiile Legendre asociate.

Dacd m este numar par, atunci aceste functii sunt polinoame. Cand m =0 obtinem

polinoamele Legendre ( Py, =P, ).

In continuare vom prezenta cateva functii Legendre. Tinand seama ci:
1 2 1 3
Py(t)=1 P (t)=t, Pz(t):E(3t -1), P3(t):5(5t =3t), ete.

rezulta:

Poo(1)=Po(t)=1

Por(1)=A(1)=1

Pn(f)=(1—fz); %P1(1)=(1—t2)2

p02(¢)=p2(z)=%(3t2-1)

iPz(z)z(l—z2)5-3z

Rat)={1- ) 4
Pzz(t):(l—tz)d—22P2(t):3(1—t2)

P03(t):P3(t):%(5t3—3t)
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A (0)=(1-2) L r0)=(1-)2. L 15 3)

d2

P23(t)=(1—t2)d7P3(t):(1—t2)-15t
33 3
P33(t)=(1—t2)2 j?P3(z):(1—t2)2 15, etc.

Teorema 10.18.1. Functiile Legendre asociate P,

wn Sunt solutii ale ecuatiei Legendre

generalizata (10.177).

Demonstratie. Deoarece polinoamele Legendre P, verificd ecuatia Legendre, avem

identitatea:
(1=22) (1) =21 By () n(n+1) P, (1) =0. (10.180)

Derivand de m ori aceasta identitate cu formula de derivare a lui Leibniz obtinem:

2 dm+2 dm+l dm
(1-2) o Pal0)=2mt S P ()= m{m =) <R (1) -
dm+1 dm dm
-2t le’H‘l Pn (t)—2m Ch—mpn(l)+n(n+1)61t—mpn (t)=0
sau
5 dm+2 m+1
(10.181)
2 d"
+[n(n+1)—m —m}dt—mPn(t)zo.
Pe de alta parte, derivand (10.179) obtinem succesiv:
, 2 ﬂ_l dm 2 ﬂ dm+1
Pon(t)==mt (1-17) 2 e (0)+(1-%)? T h() (10.182)
. n_, m 51 m
Py, (1)= —m(l—t2)2 +(m2—2m)t2(l—t2)2 4_p (1)~
dr™
(10.183)
m_ dm+l moom+2

—2mt(1—t2) 2 i b (t)+(1—t2) 2 b (1).
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In continuare avem:

(1_t2)P,;;,,(z)—er,;n<t)+[n<n+1>—m—22} (1)

1-t¢
m
2 - 2 dm+2 dm+l
:(l—t )2{(14 )dtm—”P" (t)—(2mt+2t)WPn (1)+
2 2
+ —m+(m —2m)t +2mt2+n(n+1)_ m’ + ﬂP ()=
1-¢2 1-¢2 1-¢2 |am "
5 ﬂ 5 dm+2 dm+1
:(l—t )2 (1—t )an (t)—(2mt+2t)WPn (t)+
2 d"
+(n(n+l)—m —m)d—mPn (t)} =0, conform (10.181).
t

Corolarul 10.18.1. Ecuatia (10.175) admite solutiile particulare:
Py, (cos@), pentru k=0,1,...,n.
Ecuatia (10.171) admite solutiile particulare:
Py, (cos@) coske si Py, (cos@)sinkg, pentru k=0,1,...,n.
Cum ecuatia (10.171) este o ecuatie diferentiald liniara, rezultd ca aceasta ecuatie

admite si solutia particulara:

n
Y, (0,9)=a, P,(cos8)+ (akn coskp+by, sink(p)Pkn (cos@). (10.184)
k=1

Definitia 10.18.2. Functia Y, definita de (10.184) se numeste functia sferica generala

de ordinul n .

Observatia 10.18.2. Ecuatia Laplace (10.164) admite solutii particulare de forma:
uy (1.6.0)= R, (r) Y, (6.0) =[An "4 B, r—<"“)} Y, (6.0)
unde 4,, si B, sunt constante arbitrare.

In continuare vom prezenta primele trei functii sferice: Y, ¥, Y,. Tinind seama de

expresiile functiilor Legendre Py, prezentate anterior avem:
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Yo(0,0)=ag Py(cosd)=
Y1(0,9)=ay P(cos@)+(ayjcosp+byysing)P(cos)=
=ajcos @+ (ayjcosg+byysing)sind

Y,(0,0)=ay Py(cos@)+(ajpcosp+by;sing )P, (cosd)+
+(any cos2¢+byy sin2g0)P22(0059)=% a2(300529—1)+

+(ayp cos@+byysing)3sinfcos @ +(any cosp+by, singz))3sin2 0.
Teorema 10.18.2. Functiile sferice {Y ' } , n€ N sunt ortogonale 1n raport cu produsul

scalar:

j f(0.0)g(0.9)do

unde f si g sunt functii continue, X iar este sfera cu centrul in origine si de raza R.

Demonstratie. Vom arita ca

II (9(0 6’(/))d0‘ O( )n;tm, n,meN,

Afirmatia rezultd imediat din a doua formula a lui Green (10.128) scrisd pentru

functiile armonice:

u=r"Y,(0,0)siv=r"7,(0,p).

Intr-adevar, avem:

J.J.(“——v—jda J'” uAv —vAu)dxdydz=0.

Pe de alta parte, in cazul sferei, este evident cd derivata dupa normald coincide cu
derivata partiala in raport cu r, deci ca

ou

- . 0v -
o =nr"1Y,(6,0) si %:mrm 1Y, (6,0).

Asadar avem:

Ij(r" Y,(6,0) mr™ 7y (6,0)-r"Y, (6,0) nr" 7y, (6,9) )dO‘ =0
z
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sau

(m_n)rm”—lﬂyn(e,go)ym(e,q))da ~0.

Cum m—n#0, deducem ca

IIYH(Q,w)Ym(Q,w)da ~0.

In continuare, vom aréta ca functiile sferice particulare:

Py (cos@), coskp Py, (cos8), sinkg Py, (cosf), 0<k<n
care intervin in componenta functiilor sferice generale Y, ( g, go) sunt, la randul lor,

ortogonale. Afirmatia rezulta imediat din egalitatea:

choskgaPkn (cos@)cosmeP,,, (cos@)do =

h
2r

Vi
= J cosk cosmqu(oijn (cos@)P,,, (cos@)do
0 0

si din faptul ca sistemul de functii:

1, cosx, sinx, ..., coskx, sinkx, ...
este ortogonal pe [0, 27 ]. Asadar:

2r
I cosko cosmpdp =0, pentru k #m
0

de unde deducem ca

jjcosl«kan (cos@)cosmeP,,, (cosf)do =0, k+m.
)y

Pentru a calcula norma unei functii sferice particulare cosk¢ Py, (cos 9) procedam

astfel:

Hcosk(pPkn (cosH)H2 = Ij(coslapPkn (cosﬁ))2 do=
2
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sau

P cosH 25in0dé =

I’l

Jcos kodp

O ey N

2r 1
-2 [ L2 g [ 12, (1)ar-

0 |
1
- 7R IP,fn(t)dt.
|

1
Asadar, problema se reduce la a calcula J. P2, (1)dr.

Teorema 10.18.3.

jpﬁn(t)dtz—jPﬁk_l)(f)%((1—f2)k1’n(k)(f)]df :
|

(10.185)

(10.186)

Pe de alta parte, daca derivam de & ori, dupa formula lui Leibniz, identitatea:
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(1=¢2 )P (1) =2eP, () +n(n+1) Py (1) =0
obtinem:

(1-2) P2 () =2(k41) £ B (1) + [ (1) =k (k1) TP (1) =0,

k
Amplificand cu (1— t? ) vom avea:

k

(1_12)k+1P,§k+2)(z)—2(k+1)t(l—rz) P (1)=

==
>
—
==
N
—_~
~
~

:—[n(n+1)—k(k+1)](1—t2) A

Relatia de mai sus se mai scrie:

%{(l—tz)k+1Pn(kﬂ)(t)}=—[n(n+1)—k(k+l)](l—zz)kPn(k)(t) .

Schimband pe k+1 cu k obtinem:

i{(l—tz )k Pn(k)(t)}:—[n(n+1)—k(k—l)](l—t2 )k_l PRI a0asy)

dt

Din (10.186) si (10.187) deducem:
1 1
IP,En(r)dr:[n(n+1)—k(k—1)]I(HZ)k_lp,gk—l)(t)ng—l)(z)dz:
-1 -1

; k=1 ?
=(n n-— %) 2 d— =
(n+k)( k+1)ﬂ(1 2) dtkan(t)] 1

1

=(n+k)(n—k+1)fsz_l’n(t)dt.
-1

Am obtinut astfel relatia de recurenta:

1 1

J-szn(t)dt:(n+k)(n—k+1)IPkZ_Ln(t)dt. (10.188)
1 21

Cum Py, (t)=P,(t), rezulta:
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1 1

J‘a%l(z)dz=(n+1)n_[pn2(t)dt.

-1 -1

Tinand seama ca norma polinoamelor Legendre este:
obtinem:

|721- 5
2n+1
1

.[Plzn(t)dt:(n+l)n

2
2n+1"

Mai departe,

1
IPzzn(t)dtz(n+2)(n—l)(n+l)n L (4 2)(n+ 1) (1)

-1

In definitiv, avem:

1
k) oa 2 (n+k) 2
p? d :(n+ . . - . .
Jk”(t)t n (n—k)! 2041 (n—k)! 2n+I (10.189)
-1

In continuare si presupunem ci o functie continud g:[0, z]x[0,27] >R se

dezvolta in serie dupa functiile sferice Y, , n € N, adica:

o0
g(@,gp):ZYn(G,ga):ao +[a1Pl(cost9)+(a11cos¢+b11sin¢)P11(cost9)]+

n=0
(10.190)

n

+ot anPn(cosH)JrZ(akn coskp+by, sinkgo)Pkn(cosH) + o
k=1

Presupunem 1n plus ca seria din dreapta este uniform convergentd, deci poate fi

integrati termen cu termen. In aceste conditii, folosind ortogonalitatea functiilor sferice, se

pot determina coeficientii ag, ay, si by, astfel:
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Ijg(ga(/’)Pn (cosO)do =a, vUPn2 (cos®) do =

2 T
:anId¢jP cosd)R 2sin@ d¢9:2ﬂR2an
0 0

Asadar avem:

T

2n+1J‘ jg P,(cos@)sin0 d6 |do . (10.191)
0

Pentru a determina coeficientii ay, si by,, inmultim egalitatea (10.190) cu

cosko P, (cos 0) (respectiv cu sink ¢ Py, (cos 9)) si 0 integram termen cu termen . Tinand

seama de ortogonalitatea functiilor sferice rezulta:

Ijg(é’,go)cosk(pPk(cosﬁ)da =ay, Ij(coskgpPkn(cose))z do =

z z
2 Vs 1

_ 2 2 2 . _ 2 2

=ay, J‘ cos kq)d(DJ‘Pkn (cos@)R“sin6 d 0= ay,-7R ijn(t)dt.
0 0 -1

In sfarsit, din (10.189) deducem ca:

2n(x
2n+1 (n—k)! J‘ J‘
) ' (¢ koP, 0)R%sin@ d0 | d
T xR (nrk)! g(0.9)cosk Py, (cos0) R? sin o
0o \o
sau
k)! -
aknzz’;;l,g’;;k;; Icoskw J.g 0.0) Py, (cosO)sind do | do . (10.192)
0

in mod analog:

2r T
2n+1 (n—k)! . :
bpy = ;7[ .En+k;! Ismk(o J.g(é?,go)Pkn(cose)smﬁ do|de . (10.193)
0 0

Acum suntem 1n masurd sd rezolvam problema Dirichlet pentru sferd. Conform

Observatiei 10.18.2 ecuatia Laplace admite solutii particulare de forma:
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u, (r,6,9)= [An " +B, r_(nﬂ)} Y, (60,9).

Datorita liniaritdtii ecuatiei Laplace, orice suma finitd de astfel de solutii va fi in

continuare solutie. Vom cauta solutia ecuatiei Laplace de forma:

u(r,0,p)= i[An r" +B, r_(”ﬂ)} Y,(6,9).

n=0
Pentru rezolvarea problemei Dirichlet interioare: determinarea unei functii armonice

u in interiorul sferei, cu proprietatea ca u |2 =g, vom alege:

0

u(r.0.0) = Z(%j Y, (60.0). (10.194)

n=0
Cum 0<r <R, deducem ca seria din dreapta este uniform convergenta si integrabild

termen cu termen. Din conditia de limita deducem:

u(R.0,0)=g(0.0)= Z Y, (6.0). (10.195)

n=0
Coeficientii functiei sferice Y, se determind in mod unic din formulele (10.191),

(10.192) i (10.193).
Exemplul 10.18.1. Si se determine o functie armonicd in interiorul sferei de raza 1

daca stim ca pe suprafata sferei ia valoarea:
T .
g(@,gp) = cos(qﬁ;jsm@ .

Evident functia g se mai poate pune sub forma:
1 . :
2(0,9)= (Ecosqi—gsmq)}mﬁ.

Cum Y (0,p)=aycos@+(ajy|cosp+bysing)sin@, deducem ca

3

1
a1 =0, a1 ==, by =——.

Asadar, vom avea solutia:
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u(r, 0,(0) = %(%cosg)—?sin (/)jsinﬁ, re [O, 2), 0 e [0, 77], Qe [O, 27r] .
Pentru problema Dirichlet exterioara:

Au =0 1in exteriorul sferei

u(P)=g(P),pentru PeX

lim u(P)=0

[Pl

vom cauta solutia de forma

® R n+l
u(r,H,(D)zZ(:j Y, (0,9), r>R

n=0

cu conditia la limita

u(R,H,(p):g(H,(p)zi Y, (9,(0).

n=0

Exemplul 10.18.2. Sd se determine o functie armonica in interiorul sferei de raza 2

stiind ca pe suprafata sferei este egala cu:

g(0,¢)=cos(2(p+%j sin? 0.
1 . . :
Deoarece g(9,¢)) =(5c052¢)—§sm2(p}m2 0 si

YZ(Q,go):% a20(3c0529—1)+(a21cos¢)+b21sin(p)3sin900s6’+

+(ay cos2¢+byy sinZ(p)3sin2 0
deducem ca

1. 3
arp =4any =b21 =O; 36122 ZE S1 3b22 2—7.

Solutia cautata va fi:
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2
u(r,6,¢)= (%) (%coqup—?sinZ(pj?asinz 0=

:%cos(2¢+%) sin? d,r>R.
r



CAPITOLUL 11

ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

11.1. Introducere

Calculul variational studiazd metodele generale de determinare a maximelor sau
minimelor (numite §i extreme) pentru o clasd speciala de functii, numite functionale, functii
care au ca argument tot o functie. Spatiile ale caror elemente sunt functii se numesc spatii de
functii. Functionalele sunt definite pe submultimi ale unor spatii de functii obisnuite.
Functionalele joacd un rol important in probleme care isi au originea in analizd, mecanica,
geometrie, etc. Prin functionala se intelege o corespondenta care asociaza un numar real unei
functii dintr-o anumita clasa.

Din punct de vedere istoric, contributii decisive la dezvoltarea calculului variational au
adus Euler (1744), dar mai ales Lagrange (1760) care a dat metodele generale ale disciplinei
si le-a aplicat in mecanica.

Vom incepe cu prezentarea unor probleme clasice ale calculului variational, in care
intalnim probleme de determinare maximului sau minimului unei functionale.

Curba de cea mai rapida coboréare (problema brachistocronei)

Istoriceste a fost prima problema care

0(0.0) Fig. 11.1 a atras interesul general al matematicienilor.
; ; Problema a fost formulatdi de Johann
Bernoulli in 1696. De rezolvarea acestei
M(x,y) y .
P(a,b) probleme s-au ocupat fratii Johann si Jacob
Vy Bernoulli, Newton, Leibniz, [’Hospital.

Originea termenului brachistocrona se afla in
limba greaca (brakhistos = cel mai scurt, khronos = timp). Prin brachistocrona se intelege
traiectoria pe care un corp care se deplaseaza intre doua puncte date, sub actiunea gravitatiei,

realizeaza cel mai scurt timp. Asadar, dintre toate curbele aflate intr-un plan vertical si trecand

prin punctele fixe 0(0, 0) si P(a, b) , cu P mai jos decat O, sa se determine acea curba

387
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pentru care timpul de cobordre din O in P a unui punct material greu fara frecare, sa fie

minim. Pentru rezolvare, vom orienta axa Oy pe verticald in jos ca in Fig. 11.1.

Fie y=y(x), xe[0, a], (0)=0, y(a)=b, a,b>0 curba cautata. Fie v viteza de
deplasare a punctului material, deci v=,/2g y = %, unde ds este lungimea arcului OM .

ds
J2gy

Prin urmare, daca 7 este timpul necesar pentru ca punctul material sd ajungd in

Atunci dt =

punctul P, vom avea

Problema suprafetei de rotatie de arie minima constd in determinarea unei curbe
y :y(x), X e[O, a], y(a) =c, y(b) =d, cu proprietatea cd aria suprafetei de rotatic a

graficului in jurul axei Ox este minima (Fig. 11.2).

Ay Fig. 11.2
Dupa cum se cunoaste, expresia acestei arii este
M ( a,c ) N(b, d )
b l’l\\
— l2 1 ! \
A—27rJ‘y(x) 1+y'(x) dx. m i
“ i P
Ll L
o| 1a bl X
\ 1 \ 1
' ! 1 1
\ 7
Y VS
\I
\/
Echilibrul unei membrane deformate

O membrana elastica in stare de repaus are forma domeniului D c xOy (Fig. 11.3).
Fie C frontiera lui D. Deformdm conturul C al membranei in directia perpendiculara pe
planul xOy si notdm cu u(x, y) deplasarea (deformatia) unui punct oarecare M (x, y) eD
(deformarea conturului atrage dupa sine si deplasarea punctelor din interiorul membranei).

Se cere sa se determine pozitia de echilibru a membranei cand cunoastem deformarea

conturului ei.

Aria membranei deformate va fi
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1+ u2 + u2 dxd A .
x TUy Y. z Fig.11.3
D

Daca deplasarile sunt mici, aproximam

-

aceasta arie cu

g(1+%(u§+u§)j dxdy. .

Rezultd ca wvariatia ariei suprafetei

- —d = - -

deformate este
1 2,.2
5 J](ux +uy) dxdy.
D

Se admite ca energia potentiala a membranei deformate este proportionala cu cresterea

ariei sale. Prin urmare, energia potentiala de deformatie £ este
_H 2.2
E= 5 -“‘(ueruy) dxdy 11.1)
D

unde u este o constantd care exprima calitdtile elastice ale membranei. Presupunem ca se

cunosc deplasarile punctelor de pe contur, deci ca
u|=p(x.) (11.2)

@ fiind o functie cunoscuta.

Pozitia de echilibru se realizeaza cand energia potentiald este minima. Se obtine astfel
urmatoarea problemd variationald. Dintre toate functiile ueC 1(D) care satisfac conditia

(11.2), sa se determine acea functie pentru care integrala (11.1) devine minima.

Problema izoperimetrica

Problema este cunoscutd ca problema Didonei, regina celebra din antichitate, raimasa
in istorie ca fondatoare a Cartaginei. Se spune cd, cerand localnicilor teren pentru viitoarea
cetate, acestia i-au oferit, in bataie de joc, o suprafatd de teren cat poate cuprinde cu o piele de
bou. Aceasta a taiat pielea de bou 1n fasii foarte subtiri, le-a pus cap la cap si a inconjurat cu
ele un deal de pe litoralul Mediteranei. Perimetrul inconjurat a avut forma unui cerc.

Sa formulam acum problema. Presupunem ca se da un fir de lungime datd L, ale carui

capete sunt fixate in punctele 4(a, 0) si B(b, 0) (Fig. 11.4).
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Problema consta in maximizarea integralei

Conditia cad lungimea firului este datd si fixa se reduce la cerinta suplimentara ca

functia y sa satisfaca relatia integrala

cu conditiile la capete: y(a)=0, y(b)=0.

11.2. Extreme ale functionalelor. Variatia intai a unei functionale.

Teorema lui Fermat
In studiul unei functionale si ale extremelor acesteia trebuie precizat domeniul de
definitie al functionalei, acesta constand din clasa functiilor pentru care valorile functionalei
sunt definite. Spatiile de functii pe care sunt definite functionalele sunt cel mai adesea infinit
dimensionale. Pentru a introduce conceptul de “apropiere” dintre elementele unui spatiu de
functii, este convenabil s introducem conceptul de “norma” a unei functii. in mod obisnuit

este vorba de spatii vectoriale reale pe care s-a introdus notiunea de normda. Reamintim:

Definitia 11.2.1. Fie X un spatiu vectorial real. Se numeste norma pe X o functie

|| . ||:X — R, cu proprietatile:
1) ||x||=0<:>x=0X;

2) || Ax]=[4]]x

, (V)leR,(V)xeX;

3) ||x+y|| < ||x|| + ||y , (V) x, y € X (inegalitatea triunghiului).

Spatiul vectorial X inzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat.

Intr-un spatiu normat se poate vorbi de distanta dintre doua elemente, definind
d(xy)=|x=y].
Prezentam acum spatiile de functii uzuale pe care le vom folosi in continuare.

Exemplul 11.2.1. Fie a, beR, a<b, I = [a, b] un interval §i n € N, Spatiul vectorial

real C"(I; R) al functiilor y:7 — R de clasd C", inzestrat cu norma:
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y(n)(x)

"J’”— max |y + max |y +...+ max

o o Bt (11.3)

este un spatiu vectorial normat. De asemenea, spatiul vectorial real C 1(1 ; R? ) al functiilor

vl S R2, 7(x):(y(x), z(x)), unde y, z € Cl(l; R), inzestrat cu norma:

I7]= s Y2 (x)+2 (x +x§n§)2]\/y (x) (11.4)

Exemplul 11.2.2. Fie D c R? un domeniu marginit de o curba inchisa, netedd pe

portiuni. Spatiul C 1(5; ]R) este spatiu vectorial normat in raport cu norma:

0z

—(xy)]s

oz
||Z||= max7|z(x,y)|+ maxi—(x,y) o

+ max _
(x,y)eD (x,y)eD ox

(s (11.5)

zeC!(D; R).
Definitia 11.2.2. Fie X un spatiu vectorial normat, yy € X si r > 0. Se numeste bila

deschisa cu centrul in y si de raza r multimea B( yo,r) ={ } . Multimea

Ac X senumeste deschisa dacd pentru orice y € A existd r> 0 astfel incat B(y,r)c 4.
Definitia 11.2.3. Fie (yn )n c X . Sirul (yn )n converge la ye X si se noteaza

Yn =y daci si numai daca lim |y, —y|=0. Sirul (y,) se numeste sir fundamental sau
n—» 0

sir Cauchy daca si numai dacd lim ||ym -V ||:0. Un spatiu vectorial normat, in care
o0

>

orice sir Cauchy este convergent se numeste spatiu complet sau spatiu Banach.

Observatia 11.2.1. Reamintim ca pe spatiul C([a, b]; R) , al functiilor continue pe

[a, b], se poate defini norma Cebasev:

||g||C=max{|g ;xe[a,b]},geC([a,b];R).

Mai mult, spatiul C ([a, b]; ]R) inzestrat cu norma Cebasev este un spatiu Banach.

Rezultatul se extinde si pentru spatiul functiilor continue pe o mulfime compacta

K < R" cu valori in R”. Cu aceste preciziri, norma (11.3) se mai scrie:
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Iol=Eyle+ Il +-+ o]

De asemenea, normele (11.4) si (11.5) devin

I7I=l7lc+

respectiv

I=l=l=lc +

82 82

ayc

C
Se poate arata ca spatiile vectoriale normate din Exemplele 11.2.1 si 11.2.2 sunt spatii
Banach.
Fie X un spatiu vectorial normat. Prin funcfionald pe X intelegem orice functie

F: X — R. Functionala F se numeste /iniara daca
Flax+py)=aF(x)+BF(y),pentruorice o, BeR si x, ye X (11.6)

Alegerea spatiului de functii pe care este definitd o functionala este determinata de
natura problemei studiate. Acesta poate fi, de exemplu, unul din spatiile de functii din
Exemplele 11.2.1 si 11.2.2. O functionald face ca unei functii din aceste spatii sa ii

corespunda un anumit numar real.

Exemplul 11.2.3. Functionala H ( y) = y(x) dx este definitd pe mulfimea functiilor

=t b

integrabile pe intervalul [0, 72']. Functionala H asociaza fiecdrei functii y:[O, 72'] —> R un

T
numar real. Astfel dacd y =sinx, xe [0 ﬂ'] obtinem H jsm xdx=2.Pentru y= X2 ,
0

2
x€[0, 7], avem H(y)z%;dacé y=cosx,xe[0, 7], H(y)=0, etc.

Exemplul 11.2.4. Functionala F e Cl([O, 1]; ]R),

x +1 x)+y'(x )sinx} dx

O'-‘r—ﬂ

este o functionala liniara, deoarece satisface (11.6).
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Problemele clasice ale calculului variational prezentate sectiunea 11.1 ne sugereaza sa

consideram urmatoarele functionale.
Exemplul 11.2.5. Fie X =C 1([O, a]; R) . In cazul problemei brachistocronei, definim
pe X functionala-timp T : X >R,
dx, pentruoricey € X .
V(%)

De asemenea, in cazul problemei suprafetei de rotatie de arie minimd, pe

:j‘«/1+y'2(x)

X = Cl([a, b]; R) putem defini functionala-arie A:X - R,
b
J‘y 1+y ) dx , pentru orice y e X .
a

Mai general, pe X =C 1([a, b]; R) putem considera functionale de tipul

unde F este o functie continua pe un domeniu Q c R3 ,1ar y este o functie oarecare de clasa
c!pe [a, b], cu proprictatea ca (x,y(x),y'(x)) € Q, pentru orice x €[a, b].

Pentru un y fixat, daca, in plus, F' este de clasa C ! , functionala

G0~ [ S (5 (513 () )+ 2 ()00 1)

a

este o functionala liniara.

Exemplul 11.2.6. Problema echilibrului unei membrane deformate care ocupa

domeniul marginit D R? , ne conduce la considerarea functionalei-energie

zjj(u)%+u)2,) dxdy,
D

cunoscuta sub numele de integrala energiei sau integrala Dirichlet a functiei u: D > R.

Mai general, pe X =C 1(D; ]R) putem considera functionale de tipul
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0z

¥(2) =”F(waZ(xay)ag—i(xay)ag(x,y)j dxdy,

unde F este o functie continud de cinci variabile reale, definitd pe mulfimea

oz

{(x,y,z(x,y),%(x,y),a(x,y)} eRS; (x,y) eD},

z fiind o functie de clasa C ! pe domeniul D .

Am vorbit de functionale definite pe spatii vectoriale. Totusi, in multe probleme
variationale, intalnim functionale definite pe submultimi ale unor spatii de functii, submultimi
care nu sunt spatii vectoriale. Functiile din aceste submultimi se numesc functii admisibile.

De exemplu, in problema brachistocronei mulfimea functiilor admisibile este formatd din

functiile de clasa C I care trec prin doud punte fixe. Este clar cd suma a doud astfel de functii

nu trece prin cele doud puncte fixe.

Prin analogie cu notiunea de punct de extrem pentru functii de una sau mai multe
variabile reale, putem introduce notiunea de punct de extrem pentru o functionala.

Definitia 11.2.4. Fie X un spatiu vectorial normat, Ac X si F:4—>R o

functionala. Un element y, € 4 se numeste punct de minim local (respectiv, maxim local)
pentru F , daca existd » >0 astfel incat pentru orice y € A care satisface || Y= || <r,rezultd
F(y)=F(yg) (respectiv, F(y) < F(»p)). Un punct de minim local sau de maxim local se

numeste punct de extrem local. Daca inegalitatile de mai sus au loc pentru orice y € 4, atunci

se poate vorbi de punct de minim global (respectiv, maxim global) sau extrem global.

Cum este cunoscut, in determinarea punctelor de extrem ale unei functii de una sau
mai multe variabile reale un rol important il joaca diferentiala intai a acestei functii. In
continuare, vom defini notiunea de variatie a unei functionale, notiune foarte importanta in
determinarea punctelor de extrem ale functionalelor neliniare. Rolul sdu este similar celui al
diferentialei unei functii neliniare. Diferentiala unei functii neliniare este partea principala a
cresterii sale. Aceastd parte principald este liniard. Inlocuirea cresterii cu diferentiala este
echivalentd cu liniarizarea functiei pentru variatii mici ale argumentului. Analog, variatia unei
functionale neliniare este egald cu partea principald a cresterii sale §i este o functionala liniara.

Cand se inlocuieste cresterea unei functionale (obtinutd prin trecerea de la valoarea
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functionalei Intr-o functie la valoarea functionalei intr-o alta functie apropiata de aceasta) prin
variatia functionalei, se liniarizeaza, de fapt, functionala.

Fie F:X — R o functionald. Daca y e X este o functie data, prin trecerea la o alta
functie y+/ se obtine cresterea AF(h)=F(y+h)-F(y). Functia h este variafia
argumentului functionalei, adica este o functie a carei deviatie fata de zero este mica.

Sa consideram functia reald ¢:R—> R, go(t) = T(y+th). Atunci, daca ¢ este
regulat, folosind formula lui Taylor, ¢(1)—-¢(0)=¢'(0) + ..., deci

AF(h)=p(1)-9(0)='(0) + .

Suntem astfel condusi la notiunea de variatie a unei functionale.

Fie X un spatiu vectorial normat, A X o multime deschisa, F:4—>R o

functionala, yy €4 st he X, h#0y, un element fixat. Multimea A4 fiind deschisd, exista

r >0 astfel Incat B(yo,r)c A.Daca teR, atunci elementul y =y, +th eB(yO,r) daca si

numai daca || Y=o || <r, deci dacd si numai dacd |t| < m . In consecint3, putem defini
functia reala

Definitia 11.2.5. Fie X un spatiu vectorial normat, 4 < X o multime deschisa,

F:4—>R si ygeA. Se spune ca F admite variatia intdi in y, pe directia unui vector
nenul he X, dacd functia ¢, data de (11.7) este derivabila in punctul #=0. In acest caz,
@}, (0) se numeste variatia intdi a lui F in yq pe direcfia lui h si se noteaza cu &, F ().
Vectorul % se numeste variatie a argumentului functionalei 7 . Un punct y; € 4 cu
proprietatea ca o, F ( y0)=0, pentru orice he X, se numeste punct critic (stationar) al

functionalei F .

Prin urmare

5, F (vg) = lim on()=n(0) _ pp, Flro*th)=F(x0) (11.8)
t—>0 t t—0 t

Dacd h =0, atunci punem &), F(yg)=0.
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Observatia 11.2.2. In particular, fie X =R", heR", h#0 si s= ﬁ versorul lui
h . Atunci
dF
5, F (o)=L
T (v0)==—(»)

unde CZ—T( yo) este derivata lui F dupa directia lui s in y,. Asadar, notiunea de variatie
s

intai este o extindere a conceptului de derivata dupa o directie.

Vom utiliza acum notiunea de variatie a unei functionale pentru a stabili o conditie
necesara pentru ca o functionald sa aiba un punct de extrem.

Teorema 11.2.1. (Teorema lui Fermat)

Fie X un spatiu vectorial normat, 4 X o multime deschisa si F:4—>R o

functionald. Dacd y, € A este un punct de extrem local pentru F si daca & admite variatia
intai in y pe orice directie, atunci y, este punct critic al luiZ, adica
5hT(yO)=0,(V)heX. (11.9)
Demonstratie. Egalitatea (11.9) este evidentad pentru 7 =0y . Sd presupunem acum ca
h#0y sica y, este punct de minim local, in cazul in care y, este punct de maxim local
rationamentul fiind similar. Conform Definitiei 11.2.4, exista » >0 astfel incat pentru orice
ye ANB(yg,r) are loc F(y)=F(yy). Multimea A fiind deschisd, putem alege >0
suficient de mic astfel incat B(y,r) < 4. Asadar, pentru orice y € B( yo,r) avem F ( y) >

> T(yo) . Deoarece pentru |t| < ”% , y=yp+the B(yo,r), atunci rezultd ca pentru orice

te(—”%,%"] are loc inegalitatea T(yo +th) > T(yo) care, tindnd seama de (11.7), se

mai poate scrie sub forma ¢y, (t) > oy, (0) , pentru orice ¢ € (—"%,%"J . Conform teoremei

clasice a lui Fermat pentru functii de o variabila reala, rezulta ca ¢, (0) =0 sau, echivalent,

5hT(y0)=0.
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Nu orice punct critic al unei functionale este punct de extrem. In cazul unei functii de
mai multe variabile reale conditii suficiente pentru ca un punct critic sd fie punct de extrem
erau legate de diferentiala a doua a acestei functii. Pentru functionale locul diferentialei de
ordinul al doilea este luat de conceptul de variatia a doua a unei functionale. Problema
conditiilor suficiente de extrem pentru functionale depaseste cadrul acestui curs si nu o vom
aborda.

In cele ce urmeazi, vom aborda problema determinarii punctelor critice (stationare)

pentru functionale concrete.

b
11.3. Functionale de tipul #(y J-F X, Y, Y
a

Fie D R> o multime deschisd, F:D — R o functie de clasi C ' i I = [a,b]cR.

De asemenea, fie
D={yeC'(L;R); (%.9(x).'(x))e D, (V) xel.

Consideram functionala : D — R

T(y) F(x,y,y")dx, ye®. (11.10)

Q L———,@

Aceasta functionala depinde de F.
Lema 11.3.1. Multimea @ este deschisa in spatiul Banach Cl(l ; R).
Demonstratie. Fie yy € D oarecare. Cum functia vectoriala
x—)(x,yo(x),y(’)(x)):]aDcR3
este continud, rezultd cid multimea K = {(x, yo(x):20 (x)); xel } c D este compactd. Fie
= d(x,ED) :inf{d(M,N); MeK, N e ED} . Deoarece K NCD =@, K este compacti

si CD este inchisa, rezulti ca »>0 (vezi [8], Teorema 5.2.1, pag. 100). Vom arita ci

Bly ,1 < D, de unde va rezulta ca D este o multime deschisa. Fie y € B| y ,1 . Atunci
02 0

|= ol =sup|y(x)=yo (x)| + sup| y'(x) =y (x)] <

.
xel xel 2
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In particular, avem
|y(x)—y0(x)| + |y'(x)—y(')(x)|< %, (V)xel. (11.11)

Fie x e I oarecare fixat, M(x,yo (x),y(') (x)) ek si P(x,y(x),y'(x)) . Avem

2 2

()36 () ()30 () + (=) - ()] <2

a(P.M) =) ((x)- 0 ()
Cum d(P,K)<d(P,M), rezultd ca d(P,K )<% Din aceastd ultimd inegalitate

deducem cd Pe D, pentru ci, in caz contrar, PeCD si d(P,K) Zd(ED,K):r, ceea ce

este absurd.
In definitiv, am aratat ¢ dacd y e B(yo,gj , atunci (x,y(x),y'(x)) eD, (V) xel,

deci y € D. Cu aceasta, lema este demonstrata.
Ne punem problema determinarii functiilor din @ care realizeazd un extrem al

functionalei (11.10) pe aceastd multime. Conform Teoremei lui Fermat, daca y,e®
realizeaza un extrem al functionalei (11.10) pe D, atunci, in mod necesar

5, F(39)=0, (V) he CY(I; R).

In practici se pune problema determinrii punctelor de extrem ale functionalei (11.10)

cu capete fixe. In acest caz, fie ¢, d € R numere date si

A={yeD; y(a)=c, y(b)=d},
cunoscutd sub numele de mulfimea functiilor admisibile ale problemei. Cum am mentionat
mai sus, aceasta multime nu este subspatiu vectorial al lui @ (deoarece suma a doua functii
din 4 nu este in_4 ). Este usor de constatat ca, dacd se cunoaste o functie yy € 4, atunci
orice altd functie y e 4 este de forma y = yg+h, unde h(a)=h(b)=0. Prin urmare, daca
¥y € A realizeaza un extrem al functionalei (11.10) pe multimea functiilor admisibile, atunci,
in mod necesar

5 F(99)=0, (V) he CY(I; R), h(a)=h(b)=0.

Pentru rezolvarea problemelor de extrem pentru functionala (11.10) este util urmatorul

rezultat.
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Lema 11.3.2. (Lema fundamentala a calculului variational) (Lagrange)

Fie f :[a, b]—)]R o functie continud cu proprietatea ca pentru orice functie

h:[a, b] >R, de clasd c! pe [, b], cu h(a)=h(b)=0, satisface conditia

b
If(x) h(x)dx=0. (11.12)

a

Atunci f(x)=0, pentru orice x €[a, b].

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sa aratam ca f (x) =0, pentru
orice x €(a, b). Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nula pe (a, b), deci exista
ce(a, b) astfel incat f(c)# 0. Fara micsorarea generalitatii, putem presupune ci f(c¢)>0.
Functia f fiind continui in punctul ¢, pentru orice &£ >0 exista 6=5(¢)>0 suficient de
mic, astfel incat J =[c—5, c+6]<(a, b) si pentru orice x€J, avem |f(x)—f(c)|£ £.

Altfel spus, pentru orice x € J au loc inegalititile f(c)—&< f(x)< f(c)+e. In particular,

f (c) rezultd ca exista un interval corespunzator J = [c -0,c+0 ] astfel incat

N |~

pentru ¢ =

pentru orice x €J avem f(x)>— f(c). Fie functia

1
2

h(x):{(x—c+5)2(x—c—5)2, daca er‘
0, dacd xe¢J

Se verifica usor ci functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind

teorema de medie, rezulta ca

b c+d c+d
[ rea = [ rxhxyan =21 (e) [ hx) dr=r(e) hi2) 0.
a =06 c—0

unde £ e(c—6, c+5), ceea ce contrazice (11.12).
Observatia 11.3.1. Lema Iui Lagrange ramane valabila daca functia # din enuntul
lemei este o functie de clasa C k , k>1, pe [a, b] , care se anuleazd in a si b impreund cu

derivatele sale pana la ordinul k£ —1 inclusiv. Este suficient sa luam

h(x)=(x—c+5)k+l(x—c—5)k+l, daca xeJ.
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Lema 11.3.3. (Du-Bois-Raymond)

Fie f:[a,b] >R o functie continud cu proprietatea cd pentru orice functie

h:[a, b] >R, de clasd c! pe [, b], cu h(a)=h(b)=0, satisface conditia

b

j S(x)h'(x) dx=0. (11.13)

a

Atunci functia f este constanta pe intervalul [a, b].

Demonstratie. Fie

h:[a, b] > R, h(x)=j(f(t)—c) di

Este clar ca functia / astfel construitd este de clasi C! pe [a, b], satisface conditiile

h(a)zh(b)zO si h'(x)zf(x)—c. Atunci

a

=If(x)h'(x) dx—cjh'(x) dx=0-c[h(b)-h(a)]=0.

a

Integrantul fiind pozitiv si functia f* continud, rezultd ci f(x)=c, (V) xe[a, b].

Corolarul 11.3.1. Daca P, O: [a, b] — R sunt functii continue care satisfac
b
j[p(x)h(x)+g(x)h'(x)] dx=0
a

pentru orice functie & de clasa c! pe [a, b], cu h(a)zh(b)zO, atunci functia Q este

derivabila si Q'(x) = P(x) , pentru orice x € [a, b] .
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Demonstratie. Fie functia f: [a, b] >R, f (x) = P(t) dt. Aceastd functie este

O ey

derivabild si f'(x)=P(x), (V) xe[a, b]. Conform ipotezei, pentru orice functie # de clasa

c! pe [a,b],cu h(a)=h(b)=0,avem

b
I[f'(x)h(x)+Q(x)h'(x)] dx=0

de unde, integrand prin parti, ob{inem

iQ(x)h'(x) dx=—fif'(x)h(x) dxzif(x)h'(x) dx.

In consecinta,

b

[Lot)-r ()] () ax-o.

a

Conform Lemei 11.3.3, rezultd ca functia Q— f este constantd pe [a, b], deci

Q'(x) =f'(x) = P(x), (‘v’) Xe [a, b].
Teorema 11.3.1. (Teorema lui Euler)

Fie DcR> o multime deschisa, F: D — R o functie de clasda C ! , I = [a, b] cRsi

D={yeC'(L;R); (%.9(x).'(x))e D, (V) xel.

Fie, de asemenea, functionala F: D - R, F(y)=| F(x,y,»') dx, (V) yeD.

Qe O

Daci functia yy € 4= { ye®D; y(a)=c, y(b)=d } realizeaza un extrem al functionalei F pe

multimea functiilor admisibile 4, atunci functia x> %(x, yo(x), y(')(x)) este de clasa
y

c! pe [a, b] si functia y, verifica ecuatia diferentiala:



402 CapritoLuL 11

oy dx\ 0oy ) (11.14)

Demonstratie. Fie 4 o functie de clasa C ! pe [a, b] , care satisface conditiile la limita

h(“):h(b)=0 si functia (ph;[_L o

ik h||]—>R,goh(t):T(yo+th). Variatia intai a

functionalei F este 5, F ()=}, (0), deci

b
5;,‘]:()/0):% IF(x,yO(x)+th(x),y(')(x)+th'(x)) dx =

a
dx=
t=0
[ oF

= _5(x,yo<x),ya(x»-h(x)ﬁ—F(x,yo(x),yb(x».hv(x)} ir.

o0y’

t=0

_[ %(F(x,yo(x)+th(X),y6(x)+fh'(x)))

2O Q¢

Conform Teoremei lui Fermat, 6, F ( yo) =0, pentru orice functie 4 de clasa C ! pe
[a, b], care satisface h(a)=h(b)=0, deci
b

ﬂg_l;(x,yo (%), %0 (x))-h(x)+2—)1;(x,yo (x), 20 (x))h'(x)} dx =0

a
Concluzia teoremei rezultd din Corolarul 11.3.1.

Asadar, Teorema Iui Euler ne di o conditie necesara de extrem, cu care problema
poate fi complet rezolvata in multe cazuri.

Ecuatia diferentiala (11.14) se numeste ecuatia lui Euler-Lagrange asociata
functionalei F . Curbele integrale ale ecuatiei Euler-Lagrange se numesc curbe extremale sau,

simplu, extremale. Ele sunt susceptibile de a fi puncte de minim pentru functionala 7 .

Observatia 11.3.2. Daca functia F € Cz(D), derivand in raport cu x termenul drept
al ecuatiei (11.14), aceasta devine
’F , ©8°F , ©0°F OF
2V -
oy'

Y+ -——=
oyoy' oxoy' Oy
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2
Rezulta ca, daca

nu este identic nuld, atunci ecuatia diferentiald (11.14) este o
oy'

ecuatie diferentiald de ordinul al doilea, deci solutia sa generald depinde de doud constante
arbitrare.

Aceste constante se determind folosind conditia suplimentard a problemei: curba
cautata trebuie sa treaca prin doua puncte date.

Exemplul 11.3.1. Sa se determine extremalele functionalei
2
‘F(y) = I(xzy'2+12y2) dx
1

care satisfac conditiile la limitd y(1)=1, y(2)=8.

In acest caz F(x,y,y'):xzy'2+l2y2, a—F:24y, a—F:2x y'.
oy oy

In consecinti, ecuatia Euler-Lagrange va fi
24y—%(2x2y') =0 sau 24y—4xy'—2x2y" =0.

Se ajunge astfel la ecuatia diferentiala de tip Euler
x2y"+ 2xy'-12y=0.

Facem schimbarea de variabild x = ¢’ i {inem seama ca

ylze—t ﬂ yn:e—ZI dz)’_d_y )
dt’ d?  dt

Atunci, ecuatia diferentiala Euler se transformd in ecuatia liniara cu coeficienti

constanti:
2
d_y +ﬂ 12y =0
di®  dt

care are solutia y(t) =C Sl G, ¢~ *!  Prin urmare solutia ecuatiei diferentiale Euler este:

C
y(x)=C 3 +x—i.

Din conditiile la limita obtinem C; =1, C, =0. Asadar, extremala cautata este

y(x)= .
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2

F : .
Observatia 11.3.3. Sa presupunem ca 7 = 0. Atunci functia F' este de forma

'

Oy
F(x,y,y')zP(x,y)+Q(x,y)y’.

Ecuatia Iui Euler devine:
oP 0 0 0
-4 _Q y ! Q Q y' —
oy Oy ox Oy
adica
op_d0

oy ox (11.15)

Daca aceasta relatie este satisfacuta identic, atunci expresia de sub semnul integralei
[P(x,y)+Q(x,y) y’] dx=P(x,y)dx+Q(x,y)dy
va fi o diferentiala totala exacta, deci valoarea integralei depinde numai de capetele curbei, nu
si de drumul de integrare. in acest caz problema variationala nu are sens.

Daca relatia (11.15) nu este satisfacuta identic, atunci ea defineste o curba bine
determinatd, care, in general, nu va trece prin punctele date. In acest caz, problema
variationala nu are solutie. In anumite cazuri particulare, relatia (11.15) poate si dea solutia
problemei de extrem pentru functionala corespunzatoare.

Exemplul 11.3.2. Sa se determine extremalele functionalei

2

T(y)zj(?)x—y)y dx,

1

care satisfac conditiile la limitd y(1)=1, y(2)=8.

. . . . . F .
In acest caz, F(x,y,y')=3xy—y2, iar ecuatia lui Euler devine 2—20, adica
y

. 3 . . ) . o
3x—2y=0. Prin urmare, y (x) =—Xx, care, in mod evident, nu satisface conditiile la limita.

Cazuri particulare ale ecuatiei lui Euler

1) Functia F' nu depinde de y .

a F . . . .
In acest caz Z— =0 si ecuatia lui Euler devine

d[oF)_,
dx\ 0y'
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deci
oF
“ -C
oy (11.16)
este o integrala prima pentru ecuatia lui Euler.
Exemplul 11.3.3. Sa se determine extremalele functionalei

T(y):j(l+x2y')y' dx,

care satisfac conditiile la limitd y(1)=3, y(2)=5.
In acest caz, F(x,y,y")= (1+x2y')y', deci F nu depinde de y. Conform celor de

mai sus, extremalele functionalei satisfac ecuatia (11.16), adica 1+2x% y'=C. Atunci
Cc-1
2x27

y:

de unde, prin integrare, gasim familia de hiperbole y = ng C, . Constantele C;
X

s1 C, se determina din conditiile la limita. Obtinem sistemul C; +C, =3, %Cl +Cy =5, care

are solutiile C} =—4, C, =7 . Extremala cdutata este

4
x)=T-——.
y(x)=7--
2) Functia F' nu depinde de x.
In acest caz vom arata ci

 OF _

F—
y oy

C (11.17)

este o integrala prima pentru ecuatia lui Euler.
Intr-adevar, deoarece F =F ( y,y') si tindnd seama de ecuatia lui Euler, obtinem

succesiv:

d ,OF | O0F , oF , oF , ,d|[O0F | OF d [ OF
i el inl-ses e BB b rie beserd bl Bsenbrae Beertl |
dx oy oy oy oy dx\ 0y oy dx\ oy

de unde rezulta (11.17).
Exemplul 11.3.4. Sa se rezolve problema brachistocronei. Altfel spus, sa se determine

extremalele functionalei
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8F
. Deoarece — =

\/; \/_ 1+y

In acest caz F(x,y,y")=F(y.,y'")=

(11.17) obtinem:

\/1+y

S T

. 1 1 k
care se mai scrie ————==C. Notand k = rezultd cd y =
[ 27 12

Punand y'=ctgt, rezulta ca

y=ksin2t=§(1—cos2t).

Atunci
dx=BY K254 in2 s =k(1-cos2¢)di .
y' ctg ¢

Prin urmare
= £(2t —sin 2t)+k1 .
2
Asadar, obtinem curbele sub forma parametrica:
k .
X = E(2t—s1n2t)+kl

i (11.18)

y = —(1—cos2t)

2

constantele & si kj fiind arbitrare si se determina din conditiile la limitd. Ecuatiile (11.18)

e o L : . . .k <
reprezintd o familie de cicloide generate prin rostogolirea unui cerc de raza 5 pe axa reala.

Punctele de intoarcere vor fi puncte de pe axa reald de abscise x =k +2n7k, neZ.
Cum, prin ipoteza, curba cdutata trece prin origine, va rezulta kj =0. Constanta k se

determind din conditia y(a)=5.
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11.4. Functionale de tipul F(y,: F(x,y,2,y'2")

sz'—-.@

Fie D c R’ o multime deschisi, F:D — R o functie de clasi C si I = [a, b]<R.

De asemenea, fie
D={(5.2) €12 (5.5(2).2(0). (1), (1)) D, (¥) ve
V1> V2, 21, Zp € R numere date si

fl={(y,z)e@; y(a)=y, y(b) =11, 2(a) =2, z(b):zz},
Consideram functionala F: 4 >R,

b
T(y,z):jF(x,y,z,y',z') dx. (11.19)

a
Aceastd functionala depinde de F. Multimea 4 se numeste mulfimea functiilor

admisibile.

Teorema 11.4.1. Daca ( y,z) € CI(I ; RZ) realizeaza extremumul functionalei (11.19)

pe multimea functiilor admisibile, atunci functiile x+— %(x, y(x), y'(x),z(x),z'(x)) si
y

NN %(x,y(x),y’(x),Z(x)’Z’(x)) sunt de clasd C', iar functiile y si z verifica sistemul
z

de ecuatii diferentiale
or _ d(or
oy dx\o0y'
oF _ d(oF)
0z dx\oz'

Demonstratie. Fie (g, h)eC 1(1 ; Rz) care satisface conditiile la limitd g(a)=0,

(11.20)

g(b):O, h(a):O, h(b)=0 si functia

Pg.h :[— "(gfh) , rh ”J—HR, Pen(t)=F(y+tg,z+th).
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Variatia intai a functionalei (11.19) este 5, ; F(v,2) =g 5 (0), deci

5ghT(y’Z)
b
o [F (o) (x) (1) 2 (5).2 () th (). 2 () () | =
b.‘ t=0
o Z(F( Ly (x )+tg(X),y'(x)+tg'(x),z(x)+lh(x),z'(x)+th'(x))) O]dx
b _
o Z—I;(X,y(x)aJ/'(x),z(x),z'(x)) g(x)+2—5(X,y(x),y'(x),z(x),z'(x)) g'( )} dxat
b
+. [Z_Z(X,y(x)ﬁv(x)aZ(X),z'(x)) h(x)+g(x,y(x),y'(x),z(x),z'(x)) h'(x)} dx

Conform Teoremei lui Fermat, 5g’ W F ( y,z) =0, pentru orice functii g si /4 de clasa
c! pe [a, b] , care satisfac g(a) =0, g(b) =0, h(a) =0, h(b) =0.
in particular, scriind 5g’ iy ( y,z) =0 pentru ( g,O) , respectiv (O,h) si tindnd seama

de relatia de mai sus obtinem:

| Oy oy

J_8_F(x,y(X),y'(x),z(x),z’(x))-g(x)+a—Fv(x,y(x),y’(x),z(x),z'(x)).g'(x)} dx=0,

0z oz'

| Oy (x). ()2 (3).2'(3) B () + 2 5 0(x), yv<x>,z<x),z'<x)).hv<x)} dx=0.

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 11.3.1.
Asadar, Teorema 11.4.1 da conditii necesare de extrem. Sistemul de ecuatii
diferentiale (11.20) se numeste sistemul Euler-Lagrange asociat functionalei (11.19). Curbele

vy si z care satisfac sistemul (11.20) se numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale

functionalei (11.19).
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Observatia 11.4.1.

1) Daca functia F' nu depinde explicit de y sau z, atunci sistemul (11.20) admite, in

mod evident, integralele prime:
oF _ C;, respectiv or _ G, .
oy' oz'
2) Daca functia F' nu depinde explicit de x, atunci sistemul (11.20) admite integrala
prima:
F-y' a—F—z' oF =C
oy' oz'
Intr-adevir,
d ,OF OF) OF , oF , OF , OF
—| F-y'——z'— |=— y+—z+— y"+— 2z
dx oy' oz' oy Oz oy' oz'
,OF d|[0F ,OF  d|[OF
— ' —| —|-z"——z'—| — |=0
oy' dx\ oy' oz' dx\oz'

deoarece y si z care satisfac sistemul Euler-Lagrange.

Exemplul 11.4.1. Sa se determine extremalele functionalei
VA
F(y.2) =I(2yz—2y2 +y’2—z'2) dx,
0

care satisfac conditiile la limitd y(0)=0, y(z)=1, z(0)=0, z(7)=1.

Deoarece F(x,y,z,y',z')=2yz=2 y? + "2~ 2'? sistemul Euler-Lagrange devine:

OF _d(OF) 5 4 s
oy dx\oy'
OF _d(0F) 5, 5
0z dx\o0z'

Din sistemul y"+2y—-z=0, z"+y =0, eliminand pe z, obtinem ecuatia diferentiala

y(4) +2y"+y =0, a carei solutie generala este

y(x)=Cicosx+Cysinx+x (C3 cosx+Cysinx).

Din conditiile y(0)=0, y(z)=1, obtinem C; =0 si C3 = 1 . In consecinta
r

. . X
y(x)zCz sinx+Cy x SiInx—— COSX.
7
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Din prima ecuatie a sistemului rezulta ca

z(x)=Cysinx+Cy (2cosx+xsinx)+l(2sinx—xcosx).
pa

Folosind conditiile z(0)=0, z(7)=1, obtinem C4;=0 si C, arbitrar. In concluzie,

curbele extremale cautate sunt:

y(x)=C, sinx—- cosx,
r

z(x)=C, sinx+l(25inx—xcosx).
T

b
11.5. Functionale de tipul T(y)zIF(x,y,y',y",...,y(n) dx
a

Procedand ca in sectiunea 11.3, vom aborda probleme ale calculului variational, in
care functia de sub semnul integrald depinde nu numai de derivata de ordinul intéi, ci si de
derivatele de ordin superior. Probleme de acest tip apar des in teoria elasticitatii. Prezentam,
pe scurt, un exemplu. S se determine forma axei unei grinzi Incovoiate, cu anumite conditii
la extremitati. Aceastd problemd revine la gasirea extremumului energiei potentiale a
sistemului. Dar energia potentiala a unei grinzi incovoiate depinde de curburd. Prin urmare, in
aceastd problema se cauta curbele extremale 1n cazul in care functia de sub semnul integrala

depinde de derivatele de ordinul intéi si de ordinul al doilea ale functiei necunoscute.

Fie I=[a,b]cR, ne N* si fie C "(I; R) spatiul vectorial real al functiilor
y:I >R declasi C" , inzestrat cu norma

A (x)].

”J’”:SUP|y(x)|+Sup|y'(x)|+...+sup
xel el

X xel

Dacd F:[a, b]xR"+1—>R este o functie dati, de clasa C"*', considerdim

functionala F:C"(I; R) > R,

F(y)= F(x,y,y',y",.--,y(")) dx. (11.21)

Qe >

Problema pe care o vom aborda se enuntd in modul urmator:
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Dintre toate curbele y e C” (1 ; ]R), care verifica conditiile la limita:

yv(a)=c, y'(a)=cy, ., y(n_l)(a)zcn
y(b)=dy, y'(b)=dy. . \" ) (b)=d,

sd se determine acea curba de-a lungul careia functionala (11.21) realizeaza un extremum.

(11.22)

Se constatd usor ca, dacd se cunoaste o functie yy € C ”(1 ; ]R) care verifica conditiile
la limita (11.22), atunci orice altd functie y € C"(I; R) care verifica, de asemenea, conditiile
la limita (11.22), este de forma y =yy+h,unde he C" (I ; R) satisface conditiile la limita:

0, ... " (a)=0
0, ... " (p)=0.

ey
—
N
~
Il
[}
Ny
—
INY
~
Il

(11.23)

=
—_
S~
N
Il
)
=
—
S~
N
Il

Prin urmare, daca y,eC" (I ; R) realizeaza un extrem al functionalei (11.21) pe

multimea functiilor din C n(l ; ]R) care satisfac conditiile la limita (11.22), atunci, In mod

necesar
o, F ( Yo ) =0
pentru orice 1 C”" (I ; R) care satisface conditiile la limita (11.23).
Teorema 11.5.1. Fie F:[a, b] x R™! 5 R o functie de clasi C"*!. Daci functia

yeCzn (I; R) realizeazd un extrem al functionalei (11.21) pe multimea functiilor din

c” (1 ; R), care satisfac conditiile la limita (11.22), atunci functia y verificd ecuatia

diferentiala

oF _d (or)_d*(oF (-1 A (11.24)
oy dx\oy') ax*\oy") dx"| ay(") | )

Demonstratie. Vom ardta cd functionala (11.21) admite variatia intai in orice punct

y e C"(I; R), dupd directia oricarui he C"(/; R). Intr-adevar

b
oy, T(y) =% IF(x,y+th,y'+th',...,y(n) +th(n)) dx =

a t=0
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412
b
='[ OF j 98 oy OF vy 0840 | g
oy oy' oy o)

a
Sa presupunem acum cé functia / satisface conditiile la limita (11.23). Integrand prin

parti, pentru orice k, 1<k <n, obtinem:

b b
j OF (k) 4. _ Ii OF | (k)
8y(k) dx 8y(k)
c a2 oF v ak ( oF
- j— WE D) g (1) j— hdx
d 2[ (k)} k (k)
/ X"\ oy ’ X"\ oy
In consecintd, avem
b
n
§hT(y)=I 9F _d[oF + .. +(-1 ot 4 OF Wy,
oy dx 8y dx" ay(”)

a
Deoarece o), F ( ) 0 pentru orice functie 4 de clasi C" pe [a b] care satisface

h( ) 0 h(b) 0, din lema fundamentald a calculului variational rezulta ca functia y

satisface ecuatia diferentiala (11.24).
Prin urmare Teorema lui 11.5.1 da o conditiec necesara de extrem. Ecuatia diferentiala

(11.24) se numeste ecuatia Euler-Poisson asociata functionalei (11.21). Curbele integrale ale

acestei ecuatii diferentiale se numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei

(11.21).
Exemplul 11.5.1. Sa se determine extremalele functionalei

1
IZyy 2y -y +y"2)dx

»'(0)=0, y(1)=chl, y'(1)=shl.

0
care satisfac conditiile la limitd y(0)=1
P ay-ay, Zcay-ay,

In acest caz F(x,y,y.»")=2yy'-2y" - y""+y
OF ) . . . .
? =2y". In consecintd, ecuatia Euler-Poisson asociata functionalei este
y
d Voo oo (4) , o
2y'—4y——(2y-2y )+—2(2y )=0sau y'" +y"-2y=0
dx
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442 2=0 si are radacinile

Ecuatia caracteristica a acestei ecuatii diferentiale este r
n=1,n=-1,n =i\2, T4 =—iV2.

Atunci solutia generala a ecuatiei Euler-Poisson va fi

y(x)=Cre* +Cre ™ +C3cosv2 x+ Cysiny/2 x.

Tindnd seama de conditiile la limitd, este util sd scriem aceastd solutie generala
folosind functiile hiperbolice. Deoarece e* =chx+shx si e * =chx—shx, atunci, notind
ky=C+Cy, ky =C|—C,, rezultd ca solutia generald a ecuatiei Euler-Poisson se poate scrie
sub forma

y(x) =k chx+kyshx+Cycosv/2 x+Cysiny2 x.

Folosind conditiile la limita, ajungem la sistemul algebric liniar

ky + G =0
kp + \/5C4 =0

kychl + kyshl + Gy cosv2  + C4sin\/§ = chl’

kyshl + kychl — V2 Cysiny/2 + 2 Cycos+/2 = shl

Rezolvand acest sistem, obtinem k; =1, ky, =0, C3 =0, C4 =0. Prin urmare, curba

extremala cautat este y(x)=chx.
. . ou Ou
11.6. Functionale de tipul ¥ (u)=||F|x,y,u,—,— |dxdy
ox Oy
D

Fie DcR? un domeniu marginit, a carui frontierd este curba inchisa, netedd pe
portiuni C, U R> o multime deschisd si /' :U — R o functie de clasa C ! Fie

ou

3y (x,y)j eU, (V) (xp)e 5}_

x,y),

(D:{u eCl(B; R); (x,y,u(x,y),g—u(
X

Consideram functionala F: D —> R,

P~ [[ [ sa). 240, 8 5 . 129
D

Se poate demonstra ca mulfimea @D este o submulfime deschisa a spatiului normat

Cl(l_); ]R) . Dacd g este o functie datd pe curba C, fie
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ﬂz{ue(D;u|C=g}.

Este clar ca, daca functia uy € 4 este cunoscutd, atunci orice alta functie u € 4 este

de forma u =uy + 4, unde h|C:0.

Ne punem problema determindrii punctelor de extrem ale functionalei (11.25) pe

multimea 4 . Pentru rezolvarea acestei probleme sunt utile urmatoarele rezultate.

Lema 11.6.1. Fie f: DR o functie continud cu proprietatea ca pentru orice functie

h de clasi C! pe o multime deschisa ce contineﬁ ,cuh c= 0, satisface conditia
J‘J’f(x,y)h(x,y) dxdy=0. (11.26)
D

Atunci f(x,y) =0, pentru orice (x,y) eD.

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sd ardtim cd f (x, y) =0,
pentru orice (x, y) € D . Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nuld pe D, deci exista
(a,b)e D astfel incat f(a,b)+0. Fard micsorarea generalitatii, presupunem ca f(a,b)>0.

Functia f fiind continud in punctul (a,b) , pentru orice € >0, exista » >0 suficient
de mic, astfel incat V' = B((a,b);r) c D si pentru orice (x,y) eV ,avem

|f(x,y)—f(a,b)|<8.

Altfel spus, pentru orice (x,y) eV au loc inegalitatile
f(a,b)—e< f(x,y)< f(ab)+e.

In particular, pentru s=— f (a,b) rezultd cd exista o bild corespunzatoare

1
2

V= B((a,b);r) astfel incat pentru orice (x,y) eV avem f(x,y) > %f(a,b). Fie functia

((=af (-0 ), daes (x)ev
h(x,y)z Y ’ 24 )
0, dacd (x,y)eV

Se verifica usor ci functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind

teorema de medie pentru integrala dubla, rezulta ca
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J‘J.f(xd/) h(x,y) dxdsz. f(x,y) h(x,y) dxdy >
> %f(a,b)'Uh(x,y) dxdy:%f(a,b) h(x,y)-7r? >0

unde (X,y) eV, ceea ce contrazice (11.26).
Corolarul 11.6.1. Daca P:D —>R este o functie continua, iar Q siR sunt doud

.. .| . . . — .
functii de clasd C~ pe o mulfime deschisa care contine D, care satisfac

J‘_ﬂ x,y)h(x,y)+0(x, y) (x ¥)+R(x, y)Zﬁ( ,y)} dxdy=0 (11.27)

pentru orice functie % de clasa C ! pe o multime deschisa ce con‘;ineﬁ , cu h| c= 0, atunci

P(e2)= S0 () + S (5). (v) () €D
Demonstratie. Deoarece
oh oh 0 00, OR
—+R —= h)+ Rh h——h
Q@x oy ﬁx(Q ) 8y( ) ox oy

rezulta ca

2882 e o[22}

Conform formulei Green-Riemann si tinand seama ca / | c= 0, rezulta

g[%(Qhﬁ%(Rh)} dxdy= Ci)(—Rh) dx+(Qh) dy=0.

Asadar

H[ Jd dy J;)I(Zf h+aa—fhjdxdy.

Inlocuind in (11.27), obtinem

P(x,y)—aa—g(x,y)—g—R(x,y) h(x,y)dxdy=0,
D y

pentru functie 4 de clasa C ! , care satisface h| c= 0. Corolarul rezulta din Lema 11.6.1.
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Teorema 11.6.1. Daca functia u € 4 realizeazd un extrem al functionalei (11.25) pe

multimea functiilor admisibile, atunci functia u verifica ecuatia cu derivate partiale
oF _0foF)_0]oF =0 (11.28)
ou ox\ou, ) oy au )
ou ou
unde u, =—, u, =—

6y.

Demonstratie. Fie 4 o functie de clasa C 1, care satisface h| c =0 si fie functia

%[|

5, F(u)=¢},(0), deci

=i J:[F x,y,u+th,a—u 8h 8u t% dxdy =
t ox ax ay oy

“‘d Ou Oh Ou  Oh
=||— X, yu+th—+t—,—+t—
dt ox ox 0y Oy
zjjﬁ_F 6F8h+8F8hdd
ou Ou, Ox auy oy
D

Deoarece &), F(u)=0 pentru orice functie # de clasa C I care satisface h|C =0

d J —R, @, (t)=F(u+th). Variatia intdi a functionalei (11.25) este

t=0

dxdy=

b

obtinem ca

”a—Fh OF Oh | OF 0h dxdy=0, (V) heC', h|.=0
ou Ouy Ox Ouy, Oy c
D

Teorema rezulta din Corolarul 11.6.1.

Si 1n acest caz, Teorema 11.6.1 da o conditie necesara de extrem. Ecuatia cu derivate
partiale (11.28) se numeste ecuatia Euler-Ostrogradski asociatd functionalei (11.25).
Suprafetele integrale ale ecuatiei Euler-Ostrogradski se numesc suprafete extremale sau,

simplu, extremale ale functionalei (11.25).

Exemplul 11.6.1. Fie DcR? un domeniu marginit, a carui frontiera este curba

inchisa, netedd pe portiuni C si f:D—>R o functie continud data. Sa se determine

extremalele functionalei
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T(u)zﬂ(uiwﬁﬂfu) dxdy (11.29)
D

care satisfac u| c=8&:8 fiind o functie datd pe curba C.

Deoarece F(x,y,u,ux,uy) =u§ +u§ +2 fu,avem
oF oF oF
—=2f,—=2u,, —:2uy

ou Ou, Ju,,

deci ecuatia Euler-Ostrogradski este

0

0
2f—a(2ux)—$(2uy)=0
adica
2 2
Ou O _
ox> ay2

Prin urmare, problema determindrii extremalelor functionalei (11.29) conduce la

rezolvarea problemei Dirichlet
Au=f
u | c=8 )

11.7. Extreme conditionate ale functionalelor

Fie X un spatiu normat si ¥, G: X — R doua functionale care admit variatia intai in
orice punct din X. Se numeste extrem al lui F conditionat de G , orice punct de extrem local
al lui F care satisface legatura G(y)=C, ye X, C fiind o constanta data.

Teorema 11.7.1. Fie y, un punct de extrem al lui & conditionat de G, care nu este

punct critic pentru G . Atunci, existdi AeR astfel incat y, sa fie punct critic pentru
functionala F+4G'.

Demonstratie. Deoarece y, nu este punct critic pentru G, existd /e X astfel incat
G ( yo) #0.Fie he X arbitrar. Consideram functiile f, g: R? - R date de

f(t,s)zT(yO +th+sl) si g(t,s) =g(y0 +th+sl)—C.
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Dacia y, este punct de extrem al lui F conditionat de G, rezulta ca (0,0) este punct

de extrem local al lui f, cu legatura g(t,s) =0. In plus,

a—f(o,o): 1imog(0’s);g(°’°) _ 1imog(y0”i)‘9(y0)

=5 G(»0)#0.

Conform metodei multiplicatorilor lui Lagrange pentru extreme cu legaturi, exista

A eRR astfel incat (0,0) este punct critic al functiei ¢ = /' + 4 g. Asadar

op o
~7(0,0)=0, =—2(0,0)=0.
5, (0.0)=0.="(0.0)

In consecinta,

5 (F+2G)(v)= hn})q’(yo +tht)_T(J’0) o lin})G(yO +fth)-(yo) _
s t—
i L(0)=7(0.0) 0 g(1.0)-2(0.0) _(0.0)=0.
t—0 t t—>0 t at

Prin urmare, y, este punct critic pentru functionala®+ A1 G'.
Exemplul 11.7.1. Sa se géseasca curba plana situatd in semiplanul superior, care trece

prin punctele A(—I,O) s B(l,O) , de lungime /> 2, astfel incat aria cuprinsd intre aceasta
curba si segmentul [4 B] s fie maxima.
Dacd y= y(x), xe[—l, 1] este ecuatia curbei cdutate, atunci aria determinata de

aceasta curba si axa Ox, va fi

1

T(y):jy dx (11.30)
-1

Conditia ca lungimea arcului de curba sa fie /, este
1
G(y)=j¢1+y'2 dx=1 (11.31)
-1

Fie C%)([—l, 1]; R) spatiul Banach al functiilor y:[—l, 1]—>R, de clasa Cl, care

satisfac conditiile y(—l)zO, y(l)zO. Asadar, F, g:C%)([—l, 1]; R)—)R, sunt date de

(11.30), respectiv (11.31).
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Problema revine la a gasi functia y e C })([—1, 1]; ]R) , maxim local al functionalei F,

care satisface conditia ¢ ( y) =[. Conform Teoremei 11.7.1, exista A€ R astfel incat y este

punct critic al functionalei # =F+A1G,

1

H(y):j(y+l 1+y'2)dx.
1

Ecuatia lui Euler corespunzitoare functionalei H este:

d|_ Ay
dx '1+yv2
Ay

\/1+y'2

Rezolvand in raport cu y', gdsim

=1, deci

=x+C1.

X+C1

y'=x .
VA2 -(x+q)

Integrand, obtinem

y+C2 =F \M,z—(erCl)z

sau, prin ridicare la patrat,

x4+ Q) +(y+C, ) =22, €, Cy = const. (11.32)
1 2 1,%2

Prin urmare, curbele cautate sunt cercuri de razd A si cu centrul in punctul

(—Cl,—Cz). Punand conditiile ca aceste cercuri sa treacd prin punctele 4 si B si ca

lungimea curbei sa fie /, se ajunge la
-1+ ) + 3 = A2
(1+q ) +C3 = A2

deci C; =0, Cy =+VA% —1. Ecuatia (11.32) devine

2
x2+(y + \//12—1j =12, deci

y(x)zi\/ﬂz —x? F \//12 -1
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si
ooy X
y'(x)=7 T
Conditia (11.31) conduce la
1
= J‘# dx =2 Aarcsin—
\1/12 —x?
-1
sau

|
i sin 1 (11.33)

A [ . y : :
Notand ¢ = E , S€ constata ca aceasta ecuatie devine

~ |

sint=—+¢.

Panta tangentei iIn =0 la graficul functiei y=sin ¢ este 1, in timp ce dreapta de

ecuatie y = % t are panta m = % <1, deci graficele celor doua functii au cel putin un punct de

intersectie diferit de origine. Prin urmare, ecuatia (11.33), transcendenta in A, are o solutie

A=2ysi Cy =28 -1.
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