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Introducere

Lucrarea se bazeaz& pe expunerile facute de cei patru autori in seminarul de
"Metode numerice" al Catedrei de Matematica si Informaticd din Universitatea
Tehnicd de Constructii Bucuresti. Expunerile au urmat in mare lucrarea [3] din
bibliografie, fiind completate de lucrarile de analizd numericé ale autorilor, precum
si de alte lucrari de specialitate. Capitolul I a fost redactat de Gavriil Paltineanu,
capitolul IT de Ghiocel Groza, capitolul III de Pavel Matei si capitolul IV de Viorel
Petrehus.

Lucrarea se adreseazéd doctoranzilor, masteranzilor precum si altor categorii de
specialigti interesati de metode numerice pentru ecuatii diferentiale.






CAPITOLUL 1

METODA DIFERENTELOR FINITE

1. Norme de matrice. Matrice monotone

Cele mai utilizate norme vectoriale pe R™ sunt:

2]l oo = max{|za], z1],. .., [zn]}
si
n 1/p
bty = (Sola)
i=1
unde z = (21,22,...,Z,) € R™.
In particular,
n
Izl = lil,
i=1
iar

], = \/x% + a2+ ...+ 22 (norma euclidiand).

Fie A € M, (R). Norma operatoriald a matricei A, subordonatd normei vecto-
riale ||z, se defineste astfel:

|4z
All, =supq || Az x|, =1p =su LY =
|41, = sup {14z, | lall, = 1} #13{

Il

—inf{e > 0| [[ 4z, < ¢zl }.
Evident, avem
Az, < [|All, - lz[l, , pentru orice z € R™.

Reamintim, de asemenea, ci raza spectrald a matricei A se noteazd cu p(A) si
este prin definitie

(1.1) p(A) = max [Ai],

1<i<n

unde \; sunt valorile proprii ale matricei A, reale sau complexe.
Se poate demonstra urmétoarea teorema:

TEOREMA 1.1. Pentru orice matrice A € M,(R) avem:

n
1) Al = @%leam;
J=

n
2) |All, = p
) |l H] 121?;(”2;@”‘;
i—
3) ||Ally = V/p(AtA), unde cu A* am notat transpusa matricei A.

1



2 1. METODA DIFERENTELOR FINITE

OBSERVATIA 1.1. Daca Aeste simetrica, atunci ||A|y, = p(A).
Intr-adevar, in acest caz AtA = A? gi valorile proprii ale matricei A® sunt
A2 A2, deci
1o s

Vp(ATA) = fmax(A], ..., A2) = /A% = [N = max{[A], ..., [Anl}

OBSERVATIA 1.2.
p(A) < || All -
Intr-adevar, fie X o valoare proprie oarecare a matricei A i fie v un vector
propriu corespunzator acestei valori proprii. Avem:

Aol = Ml = [[Av]l o < Al (0]l »
deci
Al < Al
$i mai departe
p(A) <Al -

TEOREMA 1.2. Pentru orice matrice A € M, (R) avem lim,_, A? = 0 daca
gt numai dacd p(A) < 1.

DEMONSTRATIE. Necesitatea. Presupunem prin absurd ca lim, .., A? = 0 si
p(A) > 1. Fie X o valorie proprie pentru A si v un vector propriu corespunzitor.
Atunci avem Av = A gi mai departe APv = APv, deci || APv|| = [A|? ||v]|. Cum

lim ||APv| =0,
p— 00
rezultd ci
lim |A[P [jv]| =0,
p—oo

ceea ce este absurd, deoarece |\| > 1.
Suficienta. Presupunem ci p(A) < 1. Fie C' o matrice nesingulard cu propri-
etatea cd C~AC = J, unde J este forma Jordan a matricei A.

Dacd A1, ..., A, sunt valorile proprii ale matricei A atunci existd numerele
naturale ny, ..., n, astfel cany +...+n, =nsi
J1(A1) 0 0
J— 0 Ja(A2) ... 0 7
0 0 e Ie(A)
unde
A 10 ... 0 0
0o N 1 .. 0 O
Jih) =1 o ..
0 0 0 ... X 1
0 0 0 ... 0 XN

este o celula Jordan de ordinul n;.
Deoarece C~1APC = JP si

O 0 .0
JP = 0
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deducem ca

lim A =0 < lim J* =0« lim J'(\;) =0,

p—0o0 p—0o0 p—0o0

pentru orice ¢ care satisface 1 < i <r.
Pe de alta parte, avem

unde
A O 0
D 0 X\ 0
0 0 A
este matrice diagonalad de ordinul n; si
0O 1 0 .. O
0O 0 1 .. 0
0 0 o0 .. 1
0 0 0 .. O

este o matrice nilpotenta de ordinul n;, adica are proprietatea N™ = 0.
In continuare avem pentru p > n; — 1

P n;—1
JP(N) =Y CEDP Nk = 3" CEDPTENF =
k=0 k=0

i—1
k! '
k=0

Cum ||D| = || £ p(A) < 1, mai departe rezulta:

’I’Lifl

pp—1)---(p—k+1 _
1200 < 3 PO Ry i <
k=0 ’

niilpk -k k "= ||N||k —k
<3 Bt = 3 B e o
k=0 k=0
Deoarece || D], < 1, rezulta ca
Jim p* [ DIE* =0
si mai departe ca

lim JP()\;) = 0.

p— 00

O

COROLAR 1.1. Daci p(A) < 1, atunci seria ), APeste convergentd, matricea
I — A este nesingulara gi

(I-A) '=T+A+A+. . + AP +...
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DEMONSTRATIE. Dacd notdm cu S, = I + A+ A+ ... + AP suma partiald de
ordinul p, atunci avem:

I AP = (T - A) I+ A+ A% +.. .+ AP) = (I — A)S,,.
Cum p(A) < 1, din teorema 1.2 rezultd ci

lim APt =0

p— 00
si deci ca exista

S = lim S,.

p—00

Asadar, avem I = (I — A)S, deci
(I-A)'=5=) ar
p=0

O

DEFINITIA 1.1. Fie x = (21,22,...,2Z,) € R™. Spunem ca vectorul x > 0
(respectiv > 0) dacd z; > 0 (respectiv > 0), pentru orice i = 1, n.

In mod analog, o matrice A = (a;;) € My(R) este nenegativd ( pozitivi)
dact a;; > 0 (> 0), pentru orice i,j = 1,n.

O matrice A se numeste monotona daca este nesingularda si daca

A"t >0.

PRrROPOZITIA 1.1. Matricea A este monotona dacd st numai daca Ax > 0 im-
plica x > 0.

DEMONSTRATIE. Necesitatea. Fie A monotond si fie Ax > 0. Atunci x =
A71(Az) > 0 pentru cda A= > 0si Az > 0.

Suficienta. Fie A cu proprietatea cd Az > 0 implicd > 0. Pentru inceput sa
observim ci Az = 0 implicid = 0. Intr-adevir, daci Az = 0, atunci Az > 0 si
deci z > 0. Pe de altd parte gi A(—z) =0 >0, deci —x > 0, adicd < 0. Agadar
2 = 0. Prin urmare, sistemul liniar omogen Az = 0 admite numai solutia banals,
de unde deducem c& det A # 0, deci cd A este nesingulara.

Fie y > 0 si fie z € R™ astfel incat y = Az > 0. Din ipoteza rezulta cid x > 0.

In continuare avem

Ay = A7 (Az) = = > 0, pentru orice y > 0.

1

0 b11 bll
In particular, pentru y = . rezultd ca > 0, unde :

6 bnl bnl

este prima coloand din matricea B = A~! etc. Asadar, A~! > 0, deci A este
monotona. 0

Un criteriu practic de monotonie pentru o matrice este urmatorul:

TEOREMA 1.3. Presupunem cd matricea A are proprietatile:
1) [£27] S O, daca 1 7& j,’

2) Z?:1 ai; > 0, pentru orice i = 1,n.

Atunci matricea A este monotond.
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DEMONSTRATIE. Din 1) gi 2) rezultd ci a; > 0, pentru orice i = 1,n. Fie
D = diag(a;;) si D! = diag ( ) Evident, D~ > 0.

1

273
Matricea A admite descompunerea A = D(I—M), unde M = (m;;) cu m;; = 0,
pentru orice i = 1,n, si my; = —=<, pentru ¢ # j, 4,j = 1,n. Din 1) rezultd c

m;; > 0, deci ca M > 0. Pe de alta parte avem:

n n N T-L, ;i
dolmiyl=— Y G g 2t <,
X . .. Qg Qg
Jj=1 Jj=1, j#i
deoarece a;; > 0 si E;; a;j > 0. Rezultd ca | M|, < 1.
Cum p(M) < || M|, deducem c& p(M) < 1. Din corolarul 1.1 rezults ci exista
(I-M)""= Zj’;l MP > 0. Asadar, A este inversabiligi A~! = (I-M)~t.D71 >
0, deci A este monotona. O

OBSERVATIA 1.3. Dacd inlocuim ipoteza 2) cu: 2?21 a;; >0 gi A este nesin-
gulard, concluzia teoremei se pastreaz.
Intr-adevar, fie B=A+¢l, ¢ > 0. Pentru i # j, bij = a;; <0.
n n
Z bij = Zaii + e > 0, pentru orice i = 1, n.
j=1 j=1

Din teorema 1.8 rezultd ca B~' = (A+el)~t > 0. Cum A~! existd, trecind
la limitd cand € — 0 in inegalitatea de mai sus, obtinem ca A~ > 0 si deci cd A
este monotona.

2. O problema3 la limitd unidimensionala

Fie a, B € R, a, f € CY([0,1]), a(z) > 0, pentru orice = € [0, 1].
Consideram urméatoarea problema la limita: si se giseasca u € C%([0,1]) care
verificd ecuatia diferentiala

(2.1) —u(z) + a(z)u(z) = f(z), z € (0,1)
si conditia la limita:
(2.2) w(0) = o u(l) = B.

Pentru inceput vom arita cd problema (2.1)-(2.2) are solutie.
Intr-adevir, fie urmitoarele probleme Cauchy:

—u"(z) + a(z)u(z) = f(z),
(2:3) { u(0) = «; ¢/(0) = 0.

—u"(z) + a(z)u(z) =0,
(2:4) { w(0) = 0: w'(0) = 1.

Evident, problemele Cauchy (2.3) si (2.4) admit solutii unice.
Pentru inceput ardtdm ci dacd ug verificd problema (2.4), atunci ug(1) # 0.
Intr-adevir, amplificand cu uy () identitatea

—ub (z) + a(x)uz(xz) =0
si integrand pe [0, 1], obtinem

1

/0 a(e)ud(z)ds = / (@) un(@)de = o (x)us ()]} — / iy ()] dr =
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— (L) (1) — wy(0)ua(0) — / iy (2)]? di

Deoarece u5(0)uz2(0) = 0, avem:

1 1
(2.5) uh(L)ua(1) :/0 [u)y(2)]? dx+/0 a(x)u(x)dz > 0.

>0 >0

Cum u5(0) = 1, rezultd c& u), nu este identic nuld pe [0, 1], deci c&

/01 [l ()] dz > .

Din (2.5) se obtine

ub(Dua (1) > 0.
In consecinta, us(1) # 0.
Fie
B—u(l)

up(1)

unde u; este solutie pentru (2.3) si uy este solutie pentru (2.4). Avem
B— ul(l) o

) + el @)+

u(z) = u(z) + ~ug(z), x € [0,1],

—u"(x) + alw)ulz) = —u(z) -

B —ui(1)
+—=a
ux(1)
— 1
LBl )
uz(1)
Pe de alta parte avem:

u(w) =+ .

Fie acum operatorul
(Lu)(z) = —u" (x) + a(z)u(z), z € [0,1].

Evident, £ este un operator liniar definit pe C2([0,1]) cu valori in C°([0, 1]).

TEOREMA 2.1. (Principiul de mazim)
Daci L(u) <0, atunci u(z) < max{0; u(0); u(1)}, pentru orice x € [0, 1].
DEMONSTRATIE. Fie ¢ > 0 i fie uc(x) = u(z) —ex(l — z), = € [0, 1].
Atunci rezulta ca
(Lue)(z) = —u"(z) — 2¢ + a(z)u(z) — ca(x)z(l — z) =
= (Lu)(z) — 2¢ — ea(x)z(l —x) < 0.
|
>0
Pe de altd parte u. este marginitd si isi atinge marginile pe [0,1]. Distingem
doua cazuri:

Cazul 1. Functia u, 1gi atinge marginea superioars in 0 sau 1. Atunci

ue(x) < Mg = sup{u.(z) | z € [0,1]} = u-(0) sau us(1).
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Evident ca
ue () < max{0; ue(0); u:(1)}, pentru orice z € [0, 1].

Cazul 2. Existd xo € (0,1) astfel incat u.(xg) = M. Atunci ul(xg) = 0 i
u(zg) < 0. Pe de altd parte, din definitia operatorului £ avem

a(zo)ue(wo) = (Lue)(zo) + ull(x0) < 0.
Cum a(z) > 0, rezultd
(2.6) ue (o) < 0 < max{0; u.(0); u:(1)}, pentru orice = € [0, 1].
Asadar
ue(x) < ue(zo) < max{0; u:(0); us(1)}, pentru orice = € [0, 1].
Pe de alta parte

ue(2) —u(z)] = elz(1 - z)| <

S 1,

Rezultd cd u. converge uniform la u pe intervalul |
(2.6) facem € — 0 rezultd ca

,1] cand € — 0. Dacd in

w(z) < max{0; u(0); u(1)}, pentru orice z € [0,1].
|

COROLAR 2.1. Dacd u este solutie a problemei la limita (2.1)-(2.2), atunci
1
()] < |1 = 2) + Bl + F2(1 = 2) [If]-
DEMONSTRATIE. Fie

o(z) = lol(1 — =) + 18l + 321 — ) 1]

Observdm ca
(Lo)(z) = [If]| + a(z)v(z) = || f]|-
In continuare avem
Llu—v)=L(u)— L)< f-[f[<0
(u—2v)0) =u(0) —v(0)=a—|a| <0 .
(u—v)(1) =u(l) —v(1) =58 <0
Din principiul de maxim deducem ca u — v < 0.
Analog
L(—u—v) < —f—[fI[<0
(-u=v)(0)=—-a—|a[ <0,
(—u—v)(1)=-B-[B]<0
de unde deducem ca —u — v < 0.
Agadar, u < v, —u < v, deci |u| < v. O

OBSERVATIA 2.1. Problema la limita (2.1)-(2.2) are solutie unica. Intr-adevar,
fie uy, ug doud solutii ale problemei (2.1)-(2.2). Atunciv = uy—usg satisface ecuatia
—v" (x) + a(z)v(z) =0,

cu conditia la limita
v(0) =v(1) =0.
Din corolarul 2.1 deducem ca v =0, adicd u; = us.
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Asadar, fiecarui triplet (o, B, f) € R x R x C°([0,1]), 7 corespunde o singurd
solutie u € C%([0,1]) pentru problema la limitd (2.1)-(2.2). Observim ca aplicatia
liniard (o, B, f) € R x R x C°([0,1]) — u € C%(]0,1]) este continud in raport cu
topologia convergentei uniforme pe C°([0, 1]).

Intr-adevar, este suficient si verificim continuitatea n origine. Fie a; —
0, Bi — 0, f; =0 pe0,1]. Din corolarul 2.1 rezulti ci

1
lui(@)] < lai|(1 = @) + [Bile + F2(1 —2) [|fill <

1
< laa| + 18l + 7 |l fill = O
Deci
u; — 0 pe [0,1].

3. Metoda diferentelor finite pentru problema Dirichlet
unidimensionala

Pentru inceput stabilim o formuld de aproximare a derivatei de ordinul II a
unei functii.
LeMA 3.1. Daci p € C*([0,1]), atunci pentru orice x € (0,1) si orice h > 0 cu
proprietatea [x — h,x + h] C [0,1], exista 8, —1 < 6 < 1, astfel incdt
() = D) = 20(@) +ole —h) n?
h? 12
DEMONSTRATIE. Din formula Taylor rezultd ci existd 61, 6 € (0,1)

(3.1) o'V (x + 6n).

-Gk -84
| ||
0 x-h x r+h 1

astfel Incat

h / h2 " hg " h4 A%
p(a+h) = p(a) + ;¢ (@) + 50" (@) + 50" (@) + 79V (@ + 1)

si
h h2 B3 A
Pz —h) = p(@) = 3¢ (2) + 59" (@) = 579" (2) + J@IV(SE — 62h).

Adunand cele dou& relatii, obtinem:

41, IV .

Cum
oV(z + 01h) + ¢V (z — O2h)
2
se afld intre !V (x+61h) si !V (z—02h), din proprietatea Darboux a functiei " pe
intervalul [0, 1] rezultd cd existd 6 € (—1, 1) satisfdcand = — 62k < x +60h < 401k,
astfel incat

oV (x4 01h) + o'V (x — O2h)
2

= !V (z +6h).
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Agadar, avem

(e +h)—2p(x)+p(@—h) h?

" _ _ 2LV —1 1.
o' (x) 2 12 (x + 6h), <0<

OBSERVATIA 3.1. 1) Daca ¢ € C*([0,1]), atunci:
ole £4) - 2o(e) otz )| M

" _ - h2

unde
My = sup{|p"" (2) | | = € [0,1]}.
2) Daca ¢ € C3([0,1]), atunci:

1 r+h)—20(z z—h Msh
SO(x)_sO(ﬂL) i(QHw( )’S ;
unde
Mz = sup{|¢"’ (z) | | = € [0, 1]}
3) Daci ¢ € C*([0,1]), atunci:
(p//(l‘) _ @(x‘ + h’) - 292(2‘%) + np(a: - h’) ‘ S W(QDH, h),

unde
R/

w(@” h) = sup{le”(x) — " (Y] ; z,y €[0,1], |z —y| < h}
este modulul de continuitate al functiei " (x).

Intr-adevir 1) rezultd din formula (3.1). Pentru a dovedi 2) scriem formula
Taylor cu restul de ordinul 2 §i obtinem

3
pla+ 1) + ol — ) = 2p(2) + W2 (a) + [ (4 01R) = " (@ — )]

In continuare avem:

(p//(x) _ <,0(:E + h) — 290('T) + (p(:,E — h)

h2

h Msh
:g|gp'”(a:—|—t91h)—cp’"(z—ﬁghﬂS ; .

Daci ¢ € C?([0,1]), atunci folosind formula Taylor cu restul de ordinul 1,
obtinem:
x + 01h) + ¢ (x — 02h)

o(x +h) + o(x — h) = 2p(z) + h? " 5 .

Proceddnd ca in demonstratia lemei 3.1, aratam ca existd 6 care satisface —1 <
0 < 1 astfel incdt

¢"(x +0,1h) + ¢"(x — 02h)
2

= ¢ (z + 6h).

In continuare avem:

p(x +h) + ol —h) — 2p(z)
h2

= 90//(1‘ + Gh)a
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cu —1 <0 <1 gi mai departe:

()~ AEAD 2D TN | gy — o0+ 0)] <l ),

unde
w(e” h) = sup ["(t) = ¢"(s)].
[t—s|<h

Reamintim acum problema Dirichlet unidimensionald. Fiea, f € C°([0,1]), cu a(z) >
0, pentru orice z € [0,1]. Fie de asemenea «, 3 € R. Problema Dirichlet consta in
determinarea unei functii u € C?([0, 1]) care verifici ecuatia diferentiald si conditiile
la limita
52) [ o)+ olouta) = 1

' u(0) = a; u(l) =3

Consideram N +2 noduri z; = th, i =0,1,..N+1, unde h = ﬁ,
ale intervalului [0,1] si discretizdm problema (3.2) in nodurile interioare. Notdm
cu u; = u(x;), a; = alx;), fi = f(x;).

Aplicand formula (3.1) din lema 3.1 in nodurile interioare xi, x2, ..., Zn,
obtinem:

echidistante

9 2
_u2 itéﬁ-u +%UIV(x1 +91h)+a1u1 = f1,

— h2
—uws=ptn 4 Bou!V (zy + 03h) + agug = fo,

—2 _ _ 2
—uNZRuNoatUNg by IV (g g+ Onoah) + an—1un—1 = -1,

_ 2
_%"F%UIV(ZUN—FoNh)—F(INUN :fN

Sistemul (3.3) se poate pune sub forma

2
(B o) s — e = fy 5 — BtV (£ 011),
U u 2
i+ () w— 3 = o= BtV e+ 0ah),

(3.4)

2
—U22 4 (B tano1)un—1 — % = fyo1 — BulV(zy_1 +0n-1h),

US4 (B tan)un = fn + B — EulV(zy + Oxh)

Introducem notatiile:

(2 + a1h2) -1 0 0 . 0
—1 (2—|—a2h2) —1 O 0

h2 0 0 —1 (2+ay_1h?) -1 ’
0 0 0 -1 (2 + anh?)
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7z
b h 0 ulV (.731 + (91}1)
ur | s | S ; . h? .
= . |:f= Jof=| i i) =15 :
’ ! 0 uVi(zy +6
uN In B (@n +0n)
hZ
Cu aceste notatii sistemul (3.4) devine
(3.5) Al = f 4 0f +n(u).
Metoda diferentelor finite constd in neglijarea termenului n(u) in sistemul (3.5).
Obtinem astfel urméatoarea problema aproximativa
(3.6) Aup, = f+0f.
Asadar, vom aproxima solutia (u;)1<;<n a sistemului (3.5), deci valorile solutiei
exacte a problemei (3.2) in nodurile interioare x1, Za,..., Ty, cu solutia aproxima-

tiva (up); a sistemului (3.6).
TEOREMA 3.1. Matricea A este monotond. Mai mult, dacd Aw = g, atunci

1 .
lwi| < z2i(1—23) |9l i=1,N

dacdi=1

DEMONSTRATIE.
n 1+ alhz,
> ai = a;h?, ~ dacil<i<N
j=1 1+anyh? dacii=N

Distingem doua cazuri.
Cazul 1. Presupunem ci a(z) > 0, pentru orice = € [0,1]. Atunci

n

Zaij > 0, pentru orice : = 1, N.

j=1
Pe de altd parte a;; < 0, pentru ¢ # j, deci A este monotona.

Fie w astfel incat Aw = g, fie
1
() = 52— 2) gl

w
si fie
H(z) = —w"(x) + a(z)w(z).
Cum w”(x) = — g/, rezultd ca
H(z) = [|9llo + a(z)w(z) > |g(z)|, pentru orice .

Observam cd w este solutie pentru problema Dirichlet:
(37) ~u/'(z) + a()u(z) = H(z)
’ w(0) =0; w(l) = 0;
Mai mult w!Y (x) = 0, pentru orice x € [0, 1].
Dacd discretizam problema (3.7), obtinem sistemul
Aw=H,

pentru cd 0f =0 (=0, f=0) si n(u) =0.
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In continuare avem A(w —w)=H —g > 0si A(w+w)=H+g>0.
Cum A este monotond, deducem ci w > w gi w > —w, deci i |w| < w sau

1
wil < Szi(1 = 2:) |l9lo -

Cazul 2. Daci a(x) > 0, pentru orice z € [0,1], atunci consideram sistemul
echivalent
(A+ew =g+ cw.
Matricea B = A + el este evident monotond. Din prima parte a demonstratiei
deducem ca

1
|w;| < 5%(1 — ;) |lg + ew|| ., , pentru orice € > 0.
Trecand la limita pentru € — 0, obtinem
1
(3.8) lw;| < §$i(1 —7i) 9/l -

Ramane si aratam cd A este monotond. Cum

n

Zaij > 0, pentru orice t = 1, N

=1
si

a;; <0, pentru ¢ # j,
rdmane si ardtdm cd A este nesingulard. Dar din (3.8) rezultd ci dacd g = 0, atunci
w=0.
Aadar sistemul Aw = 0, admite numai solutia banal&, deci A este nesingulars.

O

TEOREMA 3.2. (Gersghorin)
Daca } 3
Au=f+0f +n(u)
Aup = f+0f,
atunct 2
lu(z;) — up(z;)] < My - ﬂxl(l —xz;),i=1,N
s

3 My
— < — - h”~.
=il < 5

DEMONSTRATIE. Cum
Au — up) = n(u),
din teorema 3.1 deducem cé&

Myh?
24

u(zi) — un(z:)] < %xi(l — ;) [[n(u)[| <

Pe de alta parte

ZEz(l - .Ti).

1
1-— = -
a1 - 2)] = 7.
deci
o < Yo
U — Up|| =
! 96
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EXEMPLUL 3.1. Fie problema la limita

{ —u" +u=1,
u(0) =1; u(l) =e.

Solutia exactd este

— T _ T 1
u(zx) e+1(e e )+
Matricea A este
(2 + h?) -1 0 o -~ 0 0
] ~1 (2+R*) -1 0 - 0 0
h? 9
0 0 ce e e 21 (24 07)
0 0 N | -1
undeh—Nil,
1+ 75
1
[+of= :
1
1+ 5%
Solutiile sistemului
Auh:f+8f,

pentru N = 9 vor fi prezentate in continuare. Programul a fost scris in mathcad.

CRIGIN =1

N=19 ] 1

k=N A=l A -l
1
AZ=—2'A
y
b=t b=l k=2.H-1 b =1
1= +—2 N.——2+ =a. M- k=

0

0

-1
(2 + h?)

13
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) 11 | VR VR
-100 201 -w0oo a0
0 -100 201 -100 00
0 -0 201 -100 0
0 -0 200 -100 0
0 -0 200 -100 0
n 0 -0 201 -0 o0
o0 0 -100 201 -100
n 0o 0 0 -0 20

[ T e Y e R e
[ B e B e B e S o
[ T e R e B e T e R e |

[ Y N s Y e Y s N e |
[ T e N s Y s N s |
= o o O

bT=(IDI 1111111 272828)

u=A b
U(x):=L-|ex—e_xl+l j=1.H xj:=jh
e+l
Solutia exacta Solutia aproxirmativa
114648 1.14647
129438 120441
144524 14453
1 60057 160063
Ui =| 17619 u=| 178198
1 93024 193094
210914 210921
229831 229857
2.50029 2.50092

4. O problema3 la limita bidimensionala

Fie Q C R? un domeniu (o multime conexa si deschisd) marginit, fie I' frontiera
sa, despre care presupunem ci este de clasa C°, fie a, f € C°(Q), a > 0, si fie
g € C*(D).

Problema Dirichlet consta in determinarea unei functii u € C%(Q) NC°(Q) care
verificd ecuatia

(4.1) —Au(z,y) + a(z,y)u(z,y) = f(z,y), pentru orice (z,y) € ,
si conditia la limita
(4.2) u(z,y) = g(x,y), pentru orice (z,y) € T'.

Notam cu

(4.3) (Lu)(z,y) = —Au(z,y) + a(z, y)u(z,y), (z,y) € Q.
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Evident
L:C%(Q) —Cc'(Q)
TEOREMA 4.1. (Principiul de maxim)

Daca L(u) <0, atunci u(z,y) < max(0; sup(, , er u(z,y)).

~ DEMONSTRATIE. Deoarece (2 este marginit, rezulta ca exista R > 0 astfel incat
2 C B(0; R) (bila cu centrul in origine si de razi R).
Fie u. : Q — R, definitd astfel:
us(z,y) = u(z,y) — e(R* — 2* — y*), (z,y) € Q.
Deoarece
Auc(z,y) = Au(z,y) +4e

rezulta ca
(Lu)(z,y) = (Lu)(z,y) — 4 — ea(z,y)(R* — 2° — y°) <

< (Lu)(z,y) <0.
Asadar

(Lue)(z,y) < 0, pentru orice (z,y) € .
Daca

M. = sup uc(x,y)= sup u.(z,y),
(z,y)€Q (z,y)er

atunci, evident

ue(z,y) <max(0; sup uc(z,y)).
(z,y)el

Daci existd (zg,y0) € 2 astfel incat
M& = U/E(mO)yO)a
atunci
(duz)(z0,y0) =0
Aue(zo,0) <0

Intr-adevar, (0,90) € Q fiind un punct de maxim local, existd o vecinitate a
sa, V C  astfel incat

ue(z,y) — ue(x0,90) < 0, pentru orice (x,y) € V.
Dar )
UE(I, y) - U’E(x(% Z/O) = dua(an yo) +§d2u6(§7 T]),
—————

=0
unde (&, 7) este interior segmentului de dreaptd de capete (zo,yo) si (z,y).

Ix,yl

|§,};.1|

I;{D,yul
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Rezulta ca

27.L
Pucln) = T (6 )@ — o)’ + 250 (€ 1) — w0)(y — o)+

0“u,
0xdy
2

0%u,
0y?
Pentru y = yo rezulta

+ (2o, y0)(y — yo)2 < 0, pentru orice (z,y) € V.

0%u
6.’1}26 (67 T’)(x - xo)z < Oa
deci
0%u,
) <0.
2 (&) <
Afirm c&
0u
8728(1507 Yo) < 0.
Intr-adevir, dacd presupunem ci
0%u
8726(320’ 3/0) > 07
atunci existd o vecindtate V' = B((zo,y0);€) C V astfel incat
82u5 . /
52 (z,y) > 0, pentru orice (z,y) € V'.
Alegand (2/,y") € V', y' = yo, rezulti ci existd (¢',n') € V' astfel incat
1 1 9%u,
us(xlvy/) - us(ffo,yo) = §d2u€(£,7nl) = 5 Ox2 (5/777/) ({E - xO)Q > 0,

ceea ce contrazice faptul c& (zo,yo) este punct de maxim local.
Agadar,
0%u
8728(%’ Y0) <0
si analog
0%u
W;(%, Yo) <0,
deci Auc(zo,yo) < 0.
In continuare avem:

(ﬁus)(xo,yo) = —Aus(x(hyo) + @($07y0)us($0, 3/0)7
deci

us (o, yo)a(zo, yo) = (Lu:)(zo,Y0) + Aues(z0,y0) < 0.

Cum a(zg,y0) > 0, rezultd cd u.(xo,yo) < 0.
Prin urmare avem:

e (2,y) < ue(z0,90) < 0 < max(0; ( su)p ue(2,9))-
z,y)el
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COROLAR 4.1. Daci u € C*(2) NC°(Q) este solutie pentru problema Dirichlet
(4.1)-(4.2), atunci
D?
<

unde D = 2R este diametrul domeniului §.

[l

DEMONSTRATIE. Fie v: ) — R functia definita astfel:

R? — g2 — 42
o(@y) = e+ gl s () € 2

Atunci
Av(z,y) = = [ fll
si
(Lo)(z,y) = | fllo + alz, y)v(z,y) = [|fll
T

deci
—(Lo)(z,y) < = |fll -
In continuare avem:
Lu—v)=Lu—Lv=f—|f]. <O.
Daca (z,y) € I', atunci v (z,y) > |9, si

u(gc,y) - ’U((,C7y) = g(xvy) - ’U(;U, y) < 0.

Din teorema 4.1 deducem acum cd v — v < 0, deci u < v.
In mod analog, avem

L(—u—v)<0

,deci —u—v<0sau —u <.

(—u—v)|r <0

Agadar
lul <v

sau
2

R? D
lulloe < == flloe +lgllec = 75 I lloe + 119l -

Admitem urmé&toarea teoremd de existentd si unicitate:



18 1. METODA DIFERENTELOR FINITE

TEOREMA 4.2. Daci f este continud si lipschitziana pe Q, g € C*(T') si g
este lipschitziand, atunci problema (4.1)-(4.2) are solutie unici. Daci f € C*(Q),
derivatele partiale de ordinul k sunt lipschitziene, g € C*+2(I") si g*t2) este lip-
schitziand pe T, atunci u € C*T2(Q).

5. Metoda diferentelor finite pentru problema Dirichlet bidimensionala

.

Fie

Qp = Ry N Q = multimea nodurilor interioare,
Ty = {M(z,y) €T | & = ih sau y = jh},

Qh =Q,uUly,.
Fie nodul interior P(ih, jh) € Q si fie punctele vecine Py (th+hy, jh); Py(ih, jh+
ha); P3(ih — h3, jh); Py(ih, jh — hy).

Vrem sd aproximam derivata

0%y
@(P)

Pentru aceasta consideram punctele

Py(ih + h, jh); Pa(ih, jh+ h); Py(ih — b, jh); Py(ih, jh— h).
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£

Valorile functiei u in punctele P; le obtinem prin extrapolare liniars.
De exemplu, pentru P, considerim polinomul Lagrange L, (z; P, P;) de noduri
Psi P. Avem:
Tz —1th — hy T —1th

@ PPy = o ulP) e

_ (1 - :c;lih) () 4+ - ;fh“(Pl)

(P1)

Observam ca

Ll(P) = U,(P))7 Ll(Pl) = U(Pl)

si definim

W(Py) = Li(Py) = (1 - }?1) u(P) + hﬁlu(a).

In mod analog, polinomul Lagrange pentru nodurile P3 si P este

Ll(x; P37P) = (1 + $22h> U(P) — - zhu(P;;)

3 h3
si
A . h h
’LL(P;),) = Ll(lh — h; P3,P) =11—-— U(P) + f’LL(P‘;)
hs hs
De asemenea avem:
- h
r) = (14 ) ulP) + ol

Din formula (3.1) din lema 3.1 deducem:
O®u, - u(P1) — 2u(P) + a(Ps)
oSt h2

_ 1 {(1 - h) u(P) + hﬂlu(Pl) —2u(P) + (1 - ) u(P) + h%U(Ps) =
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u(Pr) n u(Ps) 1 hy+hs
hhl hh3 h hlh?)
9%u
oy?

%(P). Dacd notdm cu AS) valoarea

u(P).

O formula analoaga se obtine pentru
aproximativa a laplasianului, atunci:

u(Pr) | u(P)  uw(Ps)  u(Py) 1 (hiths  ho+hy u(P)
hhy hha hhs hhy h hihs hahy '

AP u(a,y) =

Din 3), observatia 3.1 la lema 3.1, deducem

(1) 8%u 8%u

unde

0%u

0%y
@(x,y) ;

s = sup | G ws ) €0

O a doua posibilitate de aproximare este s folosim polinomul Lagrange pentru
trei noduri:

Bk~ jhl  Plik, jh) Blih+hy, jb)

(z —ih)(x — ih — hy) (x —th + hs)(z — ih — hy)

Lo(z; P3, P, P1) = “ha(—hs — hy) u(Ps) + e u(P)+
(x —th + hs)(z — ih)
(hs + h1)h Py,
W(By) = Loih+h) = hf;gz:f;z’)u(zﬂg)— R u(P)—l—h(l}z}Z T;Z)u(a).
In mod analog,
< (h — h3)h (h 4 h1)(h — h3) h(hi+ h)
TR Py — e 2 u(P) muuﬂg).

WP = 3 o+ ha)

In continuare avem:

0u P~ W(P3) — 2u(P) + a(Py)

@( )~ h2 -
1 [ At hs) (bbb hh — hy) .
=32 | ha(hr 5 by PV Il (P) o T gy VU8 — 20(P)+
h(h — h3) (h+hy)(h — h3) h(h + h1) _
it hy) ") T e D) gy )| =
2u(Py) 2u(Ps) 2u(P )

- hi(hi +hs)  hs(h1+ hs)  hihg

< < 2 . . . . .
Daca notdm cu Ag ) valoarea aproximativa a laplasianului pentru aproximarea
de ordinul 2, atunci
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h hi(h1 4+ hs)  ha(he +ha) = hg(hi+hs)  ha(he + ha)

2 2
_ <h1h3 + h2h4> u(P).

Dacd u € C3 (Q) si

O3y

O3y
M5 = max { ’M(m, Y)

S| ) ).

)

atunci din observatia 3.1 la lema 3.1 , deducem ca
2) 2
|A 7 u(P) — Au(P)] < gMgh.

In sfarsit, daci hy = ho = hy = hy si u € C* (Q), atunci

Pl) +U(P2) +U(P3)+U(P4) —4U(P)

ADu(P) = AP u(P) = Ayu(P) = X

h2
si
i M
AP u(P) — Au(P)| < 74/12, i=1,2.
Metoda diferentelor finite constd in inlocuirea problemei la limitd
(5.1) { —Au(z,y) + a(z, y)u(z,y) = f(z,y), (z,y) € Q
u‘r =g

cu determinarea unei functii uy : 2, — R care verificd sistemul

fAEj)uh(P) + a(P)un(P) = f(P), pentru orice P € Qp,

5.2
(52) up(P) = g(P), pentru orice P € T'},.

unde in cazul aproximérii liniare (¢ = 1) avem:

P w(P)  u(P3)  u(Py) 1 hi+hs  ho+ hy
AWy(p) = U2 S P).
u(P) hhy | hhy | hhs o hhe R\ hihs | haha u(P)
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Consideram domeniul 2 din figura urméatoare si ne propunem si aproximam
laplacianul in nodul interior 1, care are in vecindtatea sa puncte de pe frontiera I'j,.

i T )

2 14 15 16

)'5?391011 /
K;21‘11)34

]

@13 '\““wuH f.-rff
o

Notind nodul cu P si cu P; cele patru noduri vecine avem situatia din figura urma-
toare

] PE
A F A
L P4

Notam cu Q17 si Q12 punctele din I'y, vecine cu P;.

AN (py =12 U 9(Qu)  9(Qup) 1 <h+h3 N h+h4> o,

Tt hhs + hhy h \ hhs hhy

Inlocuind in (5.2) rezultd

1 h  h 9(Q11) | 9(Q12)
. 2y 2y 2 e .
(5.3) e K + ™ + I +a1h )ul} W 72 Ji+ Tl + s

In mod analog, in nodul P, avem:

ug  ur . g(Q21) 1 <3+ h

R2 " 2 p2 hhy k2 hy

) uz} + asuz = fo

sau

1 h
(54) ﬁ |:’LL1 + <3 + h74 —+ a2h2> U9y — U3 — ’LL8:| = f2 +

9(Q21)
hhy
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In nodul Pg care nu are puncte vecine in I'j,, avem:

U U u U 1 /2h 2h
—{9-1-15—!-7-1-2—( +>u8:|+a8u8:f8

h2 T h? TR R R \h* B2
sau 1
ﬁ [7“2 — U7 + (4 + h2a8) ug — U9 — U15] = fs etc.

Fie A = (aflj)) matricea coeficientilor sistemului cu necunoscutele u;. Atunci
din formulele precedente (5.3), (5.4) avem de exemplu pentru ¢ = 1 singurele ele-
mente nenule

h h
ag%i:2+h—3+h—4+a1h2, ag

Pentru i = 2 elementele nenule sunt

1 1
ol =l = o

1
)

1

h
i =-1 aé{% =3+ N + azh?
In final se obtine sistemul:
ADup(P) = [(P) + 09 (P),

unde
g (P) =0

dacd P este un nod interior care nu are puncte vecine pe frontiera si

90D (P) = 9(Qi)
g9 (P) > | i,

Qi€Th, Q; este vecin cu P
In mod analog

@ 2w 2uy 29(Q11) 29(@2) 2 (1 1
Ay (B = h(h + h3) - h(h +ha) ~ hs(h+ h3) " h(h+ha) R ( > "

In continuare avem:

2 1 1 2 2
AP (p S el - - —
n (P + e {h <h3 + h4> “”} T R i) T R ) T

29(Q11) n 29(Q12)
hs(h+hs) ~ ha(h+ hs)

=fi+

si mai departe

2 [( 11 a1h> - 2 2 } ~ 29(Qu1) | 29(Q12)

n\hs T T2 hths) "2 " hh k)" +

In nodul Ps care nu are puncte vecine pe frontiera se obtine

sau
1

72 [—uz —ur + (4 + h2ag)ug — ug — uis] = fs

etc.
Sub forma matriceald sistemul aratd astfel:

AP uy(P) = f(P) + 89 (P),

hg(h+ hs) ' h(h+ hy)’
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unde
9@ (P)=0

dacé P nu are puncte vecine pe frontierd respectiv

29(Q;
29 (P) = 20
Qi€T, Q; vecin cu P Z( i+ j)
Solutia exactd a problemei (5.1) verifica sistemul:

AWy = f + g+ n(u) + o™ (u),

unde 7(u) este eroarea care intervine la aproximarea laplasianului A(P) cu A (P)
in orice punct interior care nu are puncte vecine pe frontiera.
Dacd u € C4 (Q), rezultd ca

M
In()l < h%.
unde
0*u 0ty
M4 = maX{ @ 5 87y4 } .
Daca

(n(w); # 0= (91 (u)); = 0

si reciproc, O (u) provenind din aproximarea laplasianului A(P) cu AM(P) intr-
un punct interior, care are puncte vecine pe frontierd.
Rezulta ca

jon® )| < 4a,
unde
o
Oy?

0%u

922’

My = sup{
Q

In mod analog, avem:
AP u = f+ g+ n(u) + o0 (u),
unde

2
oot < 2t

o
oy?

d3u

ox3

)

Ms —sup{
Q

b

ADy = f + dg + n(u) + onD (u),
A(i)uh = f + ag,

Asadar, avem:

uy, fiind solutia aproximativa.
Rezulta ca

AD (u —up) = n(u) + oD (u).
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TEOREMA 5.1. Matricele A sunt monotone. Daci
D2
AWy =04 00, atunci |wl||, < <16 + h2> 0]l + h*[|08]| . ;

Daca
2 D? 2
AP =0+ 96, atunci lw| o < 6 0] + h~ (00 »
unde D = 2R este diametrul domeniului Q) i 00, = 0 dacd Py, nu are nici un punct
vecin pe I'p,.
DEMONSTRATIE. Cazul 1. Presupunem cd a(z,y) > 0, pentru orice (z,y) € Q.
Atunci este evident ci A si A®) sunt monotone pentru ci

a;; <0, pentru i # j
Zj@ij >0, pentru orice s =1, N.

Fie ) ) )
R —x*—y
9e) = 0+ 02 (16l + [961c)
Atunci
0
,Agbl)w(P) _ I Z|Jl|c>oA§L1)($2 +y2)(P)
18l [(@+h)? + 92 N 22+ (y + ho)? N (z — h3)? + y?
4 hhq hho hhs
£B2 + (y — h4)2 1 hl + hd hg + h4 2 2
hha _h< b | haha )“” Ty )}
10l (b1 he hs ha

4<h+h+h+h>

In continuare avem:

4h—hy —hy —hg —h
“AWY(P) £ a(PY(P) > 0= 9] <1— : 42 : 4>'
———
>0

Pe de alta parte avem:

CANY(PY) + ayghy = (AV), — wg;) _ @”ﬁf).

Cu (AM4)); am notat prima linie din sistem.
Rezultd ca avem:

@y (@) P(Qi2) ( _4h—hy —hy —h3 — h4>
(A0, - U90) @)y gy ( i
>0
- U@u) | ¥(@u) . ¥(Qu)+ ¥(@un)
1) 11 12 1) + 12
(A z == S 2 h?

pentru cad ¥ > 0 si hg < h, hy < h.
Cum ¥(Qu1) = h* (0]l + 109]] ), (Q12) > h? (|10]| + 1001 ), rezulta ca:

2h2(|10]].. + 190l
(A0, > 2 £ W00) gy oy
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Intr-un punct interior, care nu are puncte vecine pe frontiera, de exemplu in
Ps, avem:

h h h h 1
) > AT I

In general obtinem:

1 o1
1
AWy >0l | .| + 100l

1 ON,

cu J; = 0 dacd P nu are puncte vecine pe I'j,.
Cum
AWMy = 0+ 90,

rezultd ca
AV —w) = 0], + 1106] . =6 — 36 >0
si analog
AW (g +w) > 0.
Tinand seama cii AN este monotons, deducem c& v —w > 0, ¥ +w > 0, deci
jw| <9

si mai departe
R? 9
lwlloo < 1¥lloe < == 10lloe + A(10llc + 110010 ) =

D2
= (5 1) 101 + 1001 ).

Cazul 2. Dacd a(x,y) > 0, atunci considerdm sistemul:
(AWM 4w =0+ 00 + cw

si deducem din prima parte a demonstratiei ca

R2
[wil < = 10+ wll +R2(10 + ewll, + 00 + ewll,).

Trecand la limita pentru € — 0, rezulta ca
[wlloe < = 10l + A7 (110]lc + 11081 )-
Pentru matricea A(?), considersm functia auxiliars
1
pl,y) = (B =% — ) [0l + 12 1061
si avem
2 1 2 1
~AP () = 10l - A (@ +37) = 5 4110l = 6]l -

In continuare avem:
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si
1 o1
) 1 o))
A( )"/J > ||9||oo : + HaeHoo : ’
1 ON
AP (£ w) >0 < < 2ol 0200
pWEw) 20 = jul <= |l < 3= 101 + A7 1100]
a
TEOREMA 5.2. Problema aprorimativa
AWy = f + 89
respectiv

APy, = f+9g®?
admite solutie unica si daca u € C*(Q), atunci
2
N uWpy < (P 2| Ma 2
ax |u(P;) —uy, ' (P;)| < {(16 +h ) 5 +4Mo| b
§t

max |u(P;) — u\? (7)) < M4D—2 +on ) p2.
Pie, h - 96 3

DEMONSTRATIE. Existenta solutiei unice provine din faptul c& A®) este monotons,
deci este nesingulars.
Pe de alta parte avem:

AD (@ —up) = n(u) + o0 (u)
cu
()l < 402
p
|lon )| _ < 4nze.

Din teorema 5.1 deducem ca

D? D? M,
Hu— u§3>H < ( +h2> n(u)|| . +h? Han<1>(u)H < ( +h2>-4h2+4M2-h2 -

o~ \ 16 o 16 6
D? M,
== +h?) == +4M,| K?
[(m+ )6+ 4 ,
2 2
(2) D D? M, 2M;
= ui?]| < Tg Il + 02 |on@ ]| < T5 - T2 4 m2 =
_ (DM | 2Msh 2
96 3 '
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In concluzie, observim ci cele dousi metode sunt de acelasi ordin.

In prima metod matricea A1) este simetrics, ceea ce este un avantaj pentru
rezolvarea numericd a sistemului pentru c& se pot folosi metode de relaxare.

Metoda a doua se pare ca este mai precisa.

Se poate arata ca daca €2 este o multime convexa, atunci

[u(P;) — un(P)| < C-h*-d(P;,Th)
pentru metoda a doua, in timp ce pentru prima metoda
u(P;) = un(B;)| < C- 12
In sfarsit, metoda se poate extinde la cazul unei retele de tipul

Ry = {M = (ih; jk); i,j € Z}.

6. Programul Mathcad

In cele ce urmeaza este prezentat un program in mathcad de rezolvare a prob-
lemei —Au(z,y) + a(z,y)u(z,y) = f(x,y) iIn domeniul Q cu conditia ulg = g.
Programul urmareste expunerea anterioard. Domeniul ) este definit prin

Q={(z,y) eR’ |a<z<b, d(z) <y<(z)}
Functia g este data pe frontiera prin

ginf(x) pe portiunea {(z,¢ (z)) |a <z <
) <

)
gsup(x) pe portiunea {(z,¢ (x)) | a <z <
gst(y) pe portiunea {(a,y) | ¢(a) <y <1 (a)}

gdr(y) pe portiunea {(b,y) | ¢ (b) <y < ¢ (b)}.

Pasul h al retelei este definit prin h = ’)_Ta, iar reteaua este definitd prin paralele la

Oy duse prin punctele zx; = a+1th, ¢ € N si prin paralele la Ox duse prin punctele
jh, j € N. Functia a am numit-o in program af (din cauza conflictului de nume cu
a=marginea din stdnga a domeniului). Informatii asupra nodurilor, in particular
asupra nodurilor din apropierea frontierei sunt stocate in matricele niv, ninf, hl,
h2, h3, h4. In textul programului sunt inserate unele comentarii. Programul poate
fi ugor translatat intr-un alt limbaj.

ORIGIN =1
a=-1 b=1 n=8 h:=¥1 h =025
f(x) = x2 y(¥)=3- x2
af(x,y) =0 f(x,y) =0

CONDITIILE LA FRONTIERA
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grf (%) = x2 ®|p (¥ :=-x

gt @4y @ -y)+ - f@)wEp (3
y(a) - f(a)

ot (y) =

g (b)X{y (b) - y) + (v - f(b))zap (b)

o= y () - 1(0)
CALCULE
i=1.n+1 xxI::a+(i-1)>h josi::f(xxl) su;i::y(xxl)
njos = odl (éé (XX) = floorge, (XX)O
e e h g
e:=10 6

Matricea niv are pe coloane: indicele 1<=i<=n+1, numarul de noduri inte-
rioare deasupra lui xx(i), indicele j al celui mai de jos nod, indicele j al celui mai
de sus nod
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nv=1Ji-1
nirf—|njosi
ngp - nss .

nirf ~ njcs, + 1 if |josi- hmjosi| <e
nep - nes - 1 if |susi-h>nssi|<e
line = (i O nif nsp )

dae - line

fao il 2.n+1

nirf = njczsi

ngp - nss

nirf — njcs, + 1 if |josi- hmjasi| <e
nep - mss - 1 if |5usi-h>nsusi|<e
line- (i ngp - nif +1 nif nap )
dae - gdak (dae ,line)

dae 0

rons (dae), 2 B

dae

nn este numarul de noduri interioare domeniului

nnv = sbmarix (niv,1,n+1,2,2) — é _— .

Matricea ninf are nn linii, iar pe coloane are pentru fiecare nod interior: coor-
donata x, coordonata y, indicele i al verticalei din domeniu, indicele j al nivelului
pe verticala al nodului
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ninf == |ind = 0
fa il 2.n
fao jl n'Vi,s"n'Vi,4 if nlvi’2>0
ind = ind +1
XN xx
yn = jph

line = (xn yn i j)
dae - line if ind=1
dae - dak (dae ,line) otherwise

dae

Reprezentarea grafica a domeniului si a nodurilor interioare

xn = abmarix (ninf ,1,nn,1,1) yn = abmarix (nirf ,1,nn,2,2)
ig:=1..nn Xg:=a,a+00L.b
3 T
+ + +
+ + + + +
+ + + + + + +
f0x9 2 + + + + + + +
+ + + + + + +
y (9 + o+ o+ o+ o+ o+ o+
yniig + + + + + + +
T 1 + + + + + + +
+ + + + + + +
+ + + + +
+ + +
0 | | |
-1 -0.5 0 0.5 1
Xg, Xg, Xnjg

Urmeaza sd determindm pentru fiecare nod interior: h1l,h2h3 h4 pe directiile
est, nord, vest, sud. Campurile contin: distanta pana la frontiera, tipul nodului in
directia respectivd (O=interior, -1=pe frontiera de jos, 1=pe frontiera de sus, -2=pe
frontiera din stanga, +2=pe frontiera din dreapta), coordonatele x si y ale nodului
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din directia respectivi, indicele nodului din directia respectiva (daca este interior),
altfel 0.

= |ird -~ O

fao il 2.n

fo 1 rv; q.riv; , if fiv; ,>0
i - ind + 1
s - h
tip- 0

X~ )o(i+h
y- ph

iu- ird +nvi’4—
iff()o(i+h)- ph>0

s - (f(>o<i+t)- j>h,t,0,h)

X X+ s

S -1 f f(xxi+h)» phso

y(>o<i+h)- ph<0

P (y(xxi+t)- j>h,t,0,h)

X %G+ B8

tp- 1 if y(xxi+h)- PhEO

tip - 2 if (f()o(i+h)£j>h£y(>o<i+h))0i=n
iu- 0 if ipt O

line = (m@s tip x y iu)

dae - lire if ind = 1

dae - dak (dae ,line) drevie

nvi+1’3+l

= =
©

R=]id-0
fo il 2.n

Tiv;g.mv, f v ,>0
id - ird +1
B - h
ip - 0

X~ XXi

y- ph+h
iu=- ird +1
T j=mvi,
m -y () g
ip - 1
y- ph+ps
iu- 0
ire - (s tp Xy iu)
gae - lide if id =1
dge - dak (dae ,line ) dewe

fa j
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id = 0
fao il 2.n

for j1 v g.niv; 4

ind - ind + 1

s h

tp- 0

X=X - h

- jph

s - (vigq-nivi3+1)

if f()oﬁ— h)- ph>0

ps - ot 6(»3 t)— j>h,t,0,h)
X=X - B

o1 if f()oﬁ- h)- ph2 0
(y()oﬁ— h)- j>h)<0

ms - ot (y()oﬁ 0)- j>h,t,0,h)
Xo X - B

fip - 1 if (y(x>3 h)- j>h)£0

i

= 8

iu- 0if tpt O

line = (ps tp x vy iu)

dge - line if ind =1

dae - dak (dae line) dhewse

dae
= |ind= 0
for il 2.n
for jl nivi’?’..nivi’4
ind - ind +1
ps - h
tip- 0
X= )()(i
iu=- ind- 1
y—| j>h- h
if j=r‘|iviy3
s - h>1'—f(xxi)
tlp—| -1
y- jph- ps
iu- 0
line- (ps tip xy iu)
stae - linie if ind=1
stae - stak (stae ,linie) othewise
Stare

if riv; ,>0

fip -+ -2 if (f()og h)£j>h£y(x>g- h))Ui=2

if nivi

>0

33
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Determinam matricea sistemu lui

A:=|fr il 1..m
MW
for jT 1..m
M. -0
i
for id1 1..nn
M o rTf 2 + 2
ieting ™ O g 0 g )+ L g 2
ind, 1" ind, 1 ind, 1" ind, 1
M -2 if hL
- |
ind, hL,
nd.5 hlird,f(hlird,l ind, 1)
M 2 if h2,
- |
ind, h2,
nd.5 h2ind,1>(h2ird,1 ind, 1)
M 2 if h3
. = |
ind, h3;
ind. hsim,l)(hlird,l * h3ir’d,l)
" -2
ind,hd, g 5
ind,5 h4ird,1)(h2ird,1+h4ird,l)
M

Coeficientii mai mari in modul ai matricei A apar in nuante mai inchise. Cu-
loarea alb inseamnd valoarea zero. Se observa cum coeficientii nenuli sunt pe diag-
onala principala si pe cateva cateva directii oblice paralele cu diagonala principala.

S7)

mex (B)
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Termeni liberi

B:=|fr indT 1.m
Big - frirfird,l‘rirfird,z)
for indl 1. m
. 2gri (hlird ,3)
My (M1 B 1)
2 (hlird ,3)
Wiy (i, 1 * Birg 1)
29 (hlird ,4)
Mg (i 1+ Big 1)
2% (”Zird ,3)
Ry {2y 1+ Mig 1)
2girf (rsird ,3)
B (i 1+ Big 1)
2 (mird ,3)
By (i 1+ Big 1)
20 (mird ,4)
By 1Ly 1+ Big 1)
2grf (mird ,3)
Mg (i1 * Mg 1)

Big ™ B

+

+

+

+

+

+

B

Rezolvam sistemul liniar

| =A" L8

Determindm solutia aproximativa sol(x,y)

L y
imin =minlv®)- 1 jrace madiv®)+ 1
nj = jmex - jmin + 1 nj =13
i=1l.n+1 j=1.n A\//i/,j;o

ind :=1..nn Vnirfind,31nirfind,4' imin+1 =lind

ird
Mg
Mg
iy
By
By
8

ird

Mg

35

5=0UMy 5=-1
5=0UM, 5=1
5= 0UMy 5=2
5=0URy, 5=1
5=0UMy ,=-1
5=0UMmy ,=1

5= 00Uy 5=-2

,5=0Uh4ird’2=

jmn =0 jmex =12
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gust (V,n,nvj) := | for ji niv, g- jmin+1.niv, - jnin+1

y = hx(jnin +j- 1)
Vl,j_‘ gﬁ(y)

for j1 niv

1,4

n+1,3" jmn + 1. nivn+1’4-
y = h(jmin +j- 1)

Voer ;" )

for i1 1.n+1

for jT 1.ny

y - hjnmin +j- 1)
Vi girTf(xxl) if yEf(xxl)

Vi o ) 11y ()

\Y

M :=gust (V,n,nvj)

sol (x,y) := |reurn 1 if x<aUx>b
reurn ginf(X) if y <hxnin
reurn gsup(x) if y >hxnax
for il 1.n
for jT 1.nvj-1
j1= jmn+j-1
yl= jbh
if ylEy£yl+h
A= Vli,j
B- Vli+l,j
C- VIi,j+1
D~ VIi+1,j+1
X y-yl (- o)y - )
vd = A+ AB- A)+ ——XC- A) + ———
h h2
return va

Aplic&m péatratul [0, 1] x [0, 1] pe domeniul nostru

xf(u,v) =a+ uxb- a)

v (u,v) = F(xf(u,v)) + vy (xf(u,v)) - f(xf(u,v)))

Suprafata (z,y) — sol(z,y) o reprezentdm parametric

jmn + 1

AD- B- C+A)

Zf(u,v) =0

if >o<|£x£

1
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& AUy 6
W= yiwy) ]
&sd (4 (u,v) yi(uv) g

Reprezentam grafic solutia

—3
—
e
—1
— 0
-1
| I [ I |
1 0.5 1} 0.5 1
X

Linii de nivel ale solutiei sol(x,y)

37
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Sp , (xf,yf . 7)
Suprafata (z,y) — sol (z,y) i domeniul Q.




CAPITOLUL 2

INTRODUCERE IN METODA ELEMENTELOR
FINITE PENTRU ECUATII ELIPTICE

Urmdrind in general expunerea din [3] vom face in acest capitol o scurtd
incursiune in aplicarea metodei elementelor finite pentru aproximarea solutiei unei
probleme la limita pentru ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi de tip eliptic
intr-un domeniu plan marginit de un poligon. Degi se prezinta un caz particular
consideram c&d se dau principiile de bazd pentru aplicarea metodei si la ecuatii
diferentiale ordinare sau ecuatii cu derivate partiale pentru functii de mai multe
variabile.

Aplicarea metodei elementelor finite in scopul aproximaérii solutiilor problemelor
la limita pentru ecuatii cu derivate partiale necesita parcurgerea urmatorilor pagi:

- se verificd dacd problema la limitd este corect pusd, adica dacd are solutie in
sens clasic sau generalizat, dacd aceasta este unica si depinde continuu de datele
sale (membrul drept, conditiile la limit etc.);

- se construiegte problema de aproximare (formularea variationald) demonstran-
du-se existenta si unicitatea solutiei acesteia si faptul cd aceasta este o solutie a
problemei initiale sau o aproximeaza pe aceasta;

- se discretizeazd domeniul dat (in cazul ce va fi prezentat se imparte interiorul
poligonului in triunghiuri numite elemente finite) si se construieste o problem3
discretd (in cazul nostru un sistem de ecuatii algebrice) a cdrei solutii aproximeaza
valorile solutiei problemei variationale intr-un numar finit de puncte ale domeniului
considerat numite noduri.

In acest capitol nu ne vom ocupa de primul pas pentru care recomandim [7]
sau [13]. Peste tot vom nota cu  interiorul unui poligon din R? de frontiera I
Presupunem I' = T'yUI'y, unde [y i I'; sunt multimi inchise iar I'yNI'; este formata
din punctele A si B (v. figura de mai jos).

A

39
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1. Problema la limita si formularea ei variationala
Ne propunem s gasim solutia u = u(x1,z2) a ecuatiei cu derivate partiale
de ordinul al doilea
2

(L.1) Lu=—) 2 <az‘j(X)§§i(X)) + ao(X)u(X) = fo(X),

oz
ij=1 """
cu conditiile la limita

(1.2) u=wuy pell

ou
Bv[;
unde X = (z1,72) € Q, fo € C°(Q), ug € C*(Ty), g este de clasd C! pe fiecare
laturd a lui I'; avand eventual discontinuitati de prima spetd in varfurile poligonului,
aij, 1,7 = 1,2 sunt de clasd C* pe Q iar ag € C°(€2). Notatia a—uﬁ sau %Z intr-un
punct al lui I’ semnifica

(1.3) =g pe fiecare latura a lui I'y,

1.4
( ) a'Uﬁ 72_:1 Qij o~ a

unde T = vii+ vgf este vectorul normalei exterioare intr-un punct de pe I'. El este
unic determinat dacd punctul nu este un varf al poligonului.

Presupunem dat o triangularizare (triangulatie) 77, al lui Q adica o familie de
triunghiuri inchise K, unde h este lungimea maxima a laturilor triunghiurilor K,
astfel incat:

a)Q= | K;

KeT,
b) pentru orice Ky, Ky € 7}, distincte, K1 N Ky este multimea vid&, un varf

comun sau o laturd comuna.
Vom presupune in plus cd A si B sunt varfuri ale unor triunghiuri din 7;, (v.
figura a) de mai jos). In figurile b) si c) sunt desenate cazuri care sunt excluse.

A
Iy

(15)  ax(u,v) / / )gxl(X)gxl;(X)+a,o(X)u(X)v(X) ix,
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(1.6) a(u,v) = Z ak (u,v),

KeT,

(1.7) / fo(X dX+/ 9(X)v(X)ds, unde dX = dridxs.
Iy

LeMA 1.1. (formula de integrare prin parti)
Daci P, Q € CY(Q), atunci

//px (X // o (X)X

(1.8) —i—/FP(X)Q(X) cos (U, xg)ds, k=1,2,

unde cos (T, xy) este cosinusul unghiului dintre normala exterioard gi axa Oxy,.

DEMONSTRATIE. Deoarece

P X = —_— P X X X
// axk X)d /sz 55% )d

(1.9) - [] e o (X)ax

iar din formula Green-Riemann

I G+ g0 ax

(1.10) = / (wcos (U, 1) + v cos (T, z2)) ds,
r
inlocuind prima integrald din membrul drept din (1.9) cu (1.10) rezultd (1.8)
Fie spatiile vectoriale reale
(1.11) Wz, ={veC%Q): VK € Tp,, v g€ C(K)},
(1.12) V7, ={veWr, : v=0pely}.
Consideram problema gésirii unei functii u € Wy, astfel incat
(1.13) a(u,v) = (f,v), Yv € Vg,
cu conditia

(1.14) u = ug pe Ly

41

O

si vom ariita ci dacd u € C?(Q), problemele (1.1)-(1.3) si (1.13), (1.14) au aceleasi

solutii. Pentru aceasta sunt necesare urmatoarele doua leme.

LEMA 1.2. Fie H € C°(Q). Daca

//H X)dX =0, Yo € CO(Q)NCHQ), v |r=0

atunci H este identic nula pe Q.
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DeMONSTRATIE. Fie X = (2{” 2{") € Q. Ardtam ca H(X©) = 0.
Demonstram prin reducere la absurd. Presupunem de exemplu ci H(X(©) > 0.
Fie d =dist(X(©),T) = }1/an’1 | X — Y5, norma fiind cea euclidiand pe R? (v.
€
capitolul 1, paragraful 1). Deoarece d > 0 iar H este continud si strict pozitiva in
X () existd ¢ € (0,d) astfel incat
H(X©)
5
Considerim functia v. € C°°(Q) € C°(Q) N C1(Q) definita prin

(1.15) VX € Qcu||X — Xy < e rezultd H(X) >

B ||X—1X<0>||2
(116) ’UE(X) = Ase . € : ) daca ||X - X(O)HQ <e
0, daca | X — XO |, > ¢

unde A, este o constantd pozitivd aleasid astfel incat
(1.17) // ve(X)dX = 1.
[X =X 2<e

Deoarece ve |r= 0, din ipotez& obtinem

(1.18) / / H(X)v. (X)dX = / / H(X)v.(X)dX = 0.

[X—XO)|,<e
Dar din (1.15) si (1.17)
// H(X)v.(X)dX

X~ X ©)]|<e
H(Xx© H(Xx©
27(2 ) v[.;(X)dXzi(2 )>0
IX—X® ;<e
ceea ce contrazice (1.18). Deci H(X(®) < 0. Dacd H(X(®) < 0, aplicand acelasi
rationament functiei —H, obtinem H (X)) = 0. O

LEMA 1.3. Fie H € C°(T'1). Daci
H(X)v(X)ds =0, Yv € V7, NCH(Q),
I

atunci H este identic nuld pe I'y.

DEMONSTRATIE. Se alege X(©) € T si se aratd ci H(X(?) = 0. Demonstrim

prin reducere la absurd. Deoarece H este continué este suficient si presupunem cé
X & LA B}. Se alege

d = min {||X” — 4], | X - B}

si se rationeaza analog ca in demonstratia lemei 1.2 construind o functie v, €

CO(Ty) N CY(T\{A4, B)). O

TEOREMA 1.1. Fie u € C?*(Q). Atunci u este o solutie a problemei (1.1)-(1.3)
daci i numai daca u este o solutie a problemei (1.13), (1.14).
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DEMONSTRATIE. Daci u este o solutie a problemei (1.1)-(1.3), atunci inmultind
relatia (1.1) cu v € Vg, si integrand obtinem

//axj< Z_( ) dX+//a0 X)dx
//fo X)dX, VK € Ty.

Folosind relatia (1.8) pentru K si frontiera sa ' orientatd in sens trigonometric

rezulta
ov
EZt[/au X (X)X

z]l

7]1

(1.19) - Z /a” (X)U(X)COS(UK,xj)dsK
1,j= IFK

[ - ] s

Insumand relatiile (1.19) pentru toti K € 7;, si folosind faptul ci laturile ce nu
apartin lui I" sunt parcurse de doud ori in sensuri diferite iar v € V7, se obtine

(1.20) a(u,v) X)v(X)cos (U, z;)ds = fo(X)v(X)dX.
e |
Acum din (1.3), (1.4) si (1.7) deducem ci

a(u’v) = (f,v), Vv € VTh

gi din (1.2) rezultd c& u este o solutie a problemei (1.13), (1.14).

Reciproc presupunem ci v € C%(Q) C Wr, este o solutie a problemei (1.13),
(1.14). Folosind (1.16) putem construi v € C°(Q) N C(Q) astfel incat v [p= 0
Atunci din (1.13) obtinem

//Za” 8% ) . dX+//ao X)dX

1,j=1
:/ fQ(XUXdX
Q

Aplicand primei integrale relat;ia (1.8) géisim

/[-% ( S0 g (X)) o)X
//ao ~ Jo(X)) (X)X =0
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sau
2
0 ou
— Y (a7 (X) ) + ao(X)u(X) = fo(X) | v(X)dX,
=1 8:cj ail,'l
Q W=

pentru orice v € C°(Q) N C*(Q2) cu v [p= 0. Aplicand lema 1.2 obtinem (1.1).
Din demonstratia lemei 1.3 existd v € V7, N C1(Q) iar din (1.8) analog gisim

[z

ou
+ / Z aij(X)a—xi(X)vjv(X)ds = / g(X)v(X)ds.
I hy=1 I
Deoarece u verificd (1.1) obtinem

s (w0052 00) 000 ~ ) o000

J=

2
Ju _
> aij(X) 5= (X)v; —g(X) | vo(X)ds =0, Vv € Vp, N C1(Q).
r, \&i=1 ¢
Aplicand lema 1.3 rezultd (1.3) si astfel u este solutie a problemei (1.1)-(1.3). O

OBSERVATIA 1.1. Problema (1.18), (1.14) se numeste formularea variatio-
nald a problemei (1.1)-(1.3). Desi solutiile in C?(Q) ale celor doud probleme co-
incid totust ele nu sunt echivalente problema (1.13), (1.14) fiind definitd si pentru
u € CYQ). O solutie a problemei (1.13), (1.14) se numeste solutie slabd pentru
problema (1.1)-(1.3).

In continuare se impun ipotezele de elipticitate:

(1.21) Ja > 0 astfel ca VX € Q, ag(X) > a,
(1.22) VEL, & eR, VX €Q, Z aij(X)&& > (& +£€3).
1,j=1

Daca v € Wy, , notam
2 v 2
2
(1.23) [vl3y _K; // <<8$1 ) + (axg (X)) +v (X)) X,
h

care in cazul cand v € C1(Q) se scrie

vl = //((3331 >2+ (;;Z(X)>2+v2(X)> dx.

Deoarece aplicatia < >: W x W — R definita prin
< V1,V9 >.=
) 6112 oy s
X)+ o= (X) = (X X)ua(X) ) dX
K;— // <8$1 ('3301( )+(‘)3;2( )8952( )+ v1(X)va( )>
h

este un produs scalar rezultd c8 || ||yy definitd in (1.23) este o norm& pe Wr,, . Aceste
notiuni sunt prezentate in capitolul 3 intr-un caz mai general.
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OBSERVATIA 1.2. Dacid v € Wy, si au loc relatiile (1.21),(1.22), atunci
(1.24) a(v,v) > alv|3y-
Intr-adevar din (1.5), (1.6), (1.21) si (1.22)
2
o) = Y [[ | 30 w05 (0 5 () + aalX)e?(x) | ax

KeT, K i,j=1

> Y é/“ <<§;<X>)2+ (%(X))QM%X)) ax = alloll3,.

KETh

OBSERVATIA 1.3. Daci ipotezele de elipticitate (1.21), (1.22) sunt verificate,
atunci problema (1.13), (1.14) are cel mult o solutie in C*((2).

Intr-adevar dacd uy, Uz sunt doud solutii, atunci vi = u; — u2€ Vg, tar din
(1.18) rezultd a(ui,v) — a(uz,v) =0, Vv € Vr,. Deoarece a este o forma biliniara,
alegind v = v1, din (1.24) obtinem

0 = a(uy — ug,uy — us) > allug — uz||%y
ceea ce implicd u; = us.

Atunci din teorema 1.1 deducem ca problema (1.1)-(1.3) are cel mult o solutie
u € C%(Q). In acest caz (1.1)-(1.3) se numeste problema la limita eliptica de
ordinul dot.

2. Metoda elementelor finite Lagrange de gradul 1
Fie
(2.1) Wy = {U € OO(Q) VK €Ty, v |K€ Pl},

unde P; este spatiul vectorial real al polinoamelor de doua variabile de grad cel
mult egal cu 1 si

(2.2) Vi={veW,: v=0pely}.
Se verifica ugor cd W), si Vj, sunt spatii vectoriale reale iar Vj, C W,.

Consideram problema de aprozimare:
S& se determine uy, € W), astfel incat

(2.3) up(P) = ug(P), YP € Ty p,

si

(2.4) Yop, € Vh, aun,vin) = (f,vn),

unde

(2.5) Top={P €Ty: P esteun varf al unui K € 7, }.

Numerotdm P, ..., Py varfurile triunghiurilor K € 7}, ce nu apartin lui I'g iar
cu Pyy1,...,Pg cele din I'y ;. Triunghiurile K € 7, se numesc elemente finite iar
P; noduri.

LEMA 2.1. Fie un triunghi MiMsMs. Atunci existda functiile p; € P, i =
1,2, 3, astfel incdt

(2.6) pi(M;) =6i4, = 1,2,3.
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DEMONSTRATIE. Fie Mk(zgk),xék)), k=1,2,3 g1 M(z1,22) un punct aflat in
interiorul sau pe frontiera triunghiului M;MyMs (v. figura de mai jos).

T2 M3

M, M

My

Y

Dacd o(M;M3Ms) este aria triunghiului My Ms M3, definim
T To 1
xgz) xgz) 1
o (M Mo Ms) xg?)) mg?’) 1
T o(Mi{M;Ms)  20(M; M M)

) — o) + 0 2P 4 52— V)

(2.7) p1(M)

2U(M1M2M3) ’

O'(MlMMg)

2.8 M)= ————+

( ) L)02( ) O'(MlMQMg)
_ @ e + (@) — 2t )as + 272y — afVal?
20(M1M2M3) ’

O'(MlMQM)

2.9 M)=——""“"-£

( ) 903( ) U(MlMQMS)

0 = o+ P o)+ 25D — )
20’(M1M2M3) '
Rezultd usor cd ¢;, i = 1, 2,3 verifici (2.6). O

Pentru un punct M fixat numerele @;(M) se numesc coordonatele baricentrice
ale punctului M aflat in triunghiul M; My M3. Din relatiile (2.7)-(2.9) rezultd

(2.10) P1(M) + p2(M) + p3(M) = 1.

LEMA 2.2. Fie yk(X) = apx1 + Bpxo + v € P1, k =1,2 gi My, M, M3 trei
puncte necoliniare.

a) Daca y1(M;) = yo(M;), i = 1,2, atunci y1 (M) = yo(M), VM € M My;

b) Daca y1 (M;) = yo2(M;), i = 1,2,3, atunci y1 = ya.

DEMONSTRATIE. a) Deoarece x5 = a1+ 8kT2+7k este ecuatia unui plan (),
k=1,2, y1(M;) = y2(M;) implicd M; = (1) N (m2). Dar doud plane ce contin dou#
puncte distincte congin si dreapta determinata de ele. Deci My My C (m1) N (2)
ceea ce implicd y1 (M) = y2(M), VM € M1 Ms.
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b) In acest caz cele doud plane contin trei puncte necoliniare, deci ele coincid.
O

TEOREMA 2.1. Pentru oricei = 1,2, ..., Q existd o unica functie w; € Wy, astfel
incdt

(211) wZ(Pj) :6ij, ]: 1,2,,@

Functiile {wn, ...,wq} formeazd o bazd a lui Wy, st pentru orice v € Wy,
Q

(2.12) v(X) = v(P)wi(X).
i=1

De asemenea {w1,...,wn} formeazd o bazd a lui V.

DEMONSTRATIE. Fie K € 7;,. Atunci pentru orice ¢ = 1,2, ...,Q si P; un varf
al lui K existd o unicd functie w; x € Py astfel incat w; x (P;) = d;;, pentru orice
Pj c K.

Intr-adevir daci P; ¢ K, alegem w; x = 0 iar dacd P; € K, w; k este coordo-
nata baricentricd relativd la M; in K (v. lema 2.1). Deci w; g verifici conditiile
cerute si este unic determinatd din lema 2.2 b).

Daca P, Pz este o laturd comund a doud triunghiuri K5, Ky € 7, atunci din
lema 2.2 a) rezultd cd w; x, = w; K, pe PoPg. Astfel functia w; € W), definitd prin

(2.13) w; |=wi,x, YK € Ty,

X Q
este unic determinatd de (2.11). In plus dacd v € Wy, v(X)— v(P)w;(X)e Wy,
i=1
si se anuleazd in orice P;, i = 1,2, ..., Q. Din lema 2.2 b) deducem c3 ea este identic
nuld pe orice K € Tp, deci este identic nuld pe . De aici rezultd (2.12).

Analog se aratd c& {wy,...,wyn} formeazg o baza a lui V. O

OBSERVATIA 2.1. Din teorema 2.1 rezultd ca dimWy, = Q, dimVy, = N si orice
functie din Wy, (respectiv Vi) este unic determinati de valorile sale in vdrfurile
P,i=1,..,Q (respectivi=1,....N).

TEOREMA 2.2. Dacd sunt verificate conditiile de elipticitate (1.21), (1.22),
problema (2.3),(2.4) are o solutie i numai una.

DEMONSTRATIE. Ar&t8m c8 problema (2.3),(2.4) are cel mult o solutie.
Intr-adevir dacg wuy,, @, sunt solutii, rezulta:

(2.14) up — Up, € W}L;
(2.15) (un — an)(P;) =0, VP; € Lop;
(2.16) a(up,vp) = a(tp,vy), Yo € Vy.

Deoarece a este o form4 biliniard luand v, = uj, — U, € Vy, din (2.16) se obtine
a(up —@p, up — Up) = 0. Apoi din (1.24) obtinem c& |Jup — Gy ||w = 0, deci up = Gy

Pentru a demonstra existenta solutiei consideram u;, € W si notdm u; =
up(Pj). Atunci din teorema 2.1

Q
(2.17) un(X) =Y ujwi(X).
j=1
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Deoarece a este o forma biliniard iar din teorema 2.1 {wy, ..., wy} este o bazd a lui
Vi, deducem cd problema (2.3), (2.4) se scrie sub forma echivalent:
Sa se determine numerele reale uy, us, ..., ug astfel incat

(2.18) Za(wj,wi)uj =(f,w;), i=1,2,..., N,

j=1

S-a obtinut astfel un sistem de @ ecuatii liniare cu @ necunoscute. Dacad fo = g =
ug = 0, atunci u; = 0,7 =1, 2, ..., Q este o solutie a acestui sistem iar din unicitatea
demonstratd anterior este unica solutie. De aici rezultd cd sistemul (2.18), (2.19)
are o solutie unic determinata. O

3. Consideratii practice privind metoda elementelor finite

Pentru a rezolva problema de aproximare (2.3), (2.4) trebuie calculati co-
eficientii sistemului de ecuatii liniare (2.18). Aceasta presupune definirea triangu-

larizarii 75, a lui © si apoi folosind (1.6) calculul pentru orice element finit K a
valorilor ar (w;, w;) si

(e = [ [ f0wcowx+ [ geouwxas
K

I'nK

In continuare tinand cont ci w; sunt nule pe K exceptand cele 3 valori ale lui
pentru care P; € K se obtine o matrice de tip 3 x 3 ce contine elementele ax (w;, w;)
cu Pj, P; € K si vectorul coloand cu 3 componente (f,w;)x. In continuare se
asambleazd aceste matrice locale (calculate pentru fiecare K € 7Tj) obtinandu-se
din (1.6) matricea de rigiditate de ordin @ x @ ce contine elementele a(w;, w;) si
vectorul coloand cu @ componente (f,w;). Apoi se rezolva sistemul (2.18), (2.19)
si se compard valorile functiei u;, datd in (2.17) cu datele reale.

Observdm cd ax(wj,w;) = 0, dacd P; sau P; nu sunt varfuri ale lui K, deci
a(w;,w;) =0, dacd P; si P; nu sunt varfuri ale aceluiasi triunghi. Astfel matricea
de rigiditate este o matrice rar8. Analog (f,w;)x = 0, dacd P; nu este un varf al
lui K.

Deoarece W), este subspatiu vectorial al lui Wy, se considera pe W, norma in-
dusi definitd in (1.23). Atunci din (5.7) si (5.36) rezultd cd pentru max Z—I’; mirginit

(unde pg este diametrul cercului inscris in triunghiul K iar hy este lungimea celei
mai mari laturi a triunghiului) i A — 0, up, — u relativ la norma datd in (1.23).

EXEMPLUL 3.1. (v. [6], capitolul 6) Folosind metoda elementelor finite ne
propunem si aproxzimam solulia problemei Dirichlet definita pe Q@ = [0.1] x [0, 1]

v 0%u
(31) _@_Tgﬁ_ - Y, (ZL’,y) EQv
cu conditiile la limita
(3:2) u(0,y) = u(l,y) = u(z,0) = u(z,1) =0,

considerdnd triangulatia din figura de mai jos.
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Pig(1,1)

Pio P11
Py Pi15(1,2/3)

P Ps(1,1/3)

Astfel s-a obtinut o problema de tipul (1.1)-(1.8) unde a1 = age = 1, ajp =
ag1 — ag = O, X = (.Z‘,y), f()(X) =T —Y, Fo = P1P4UP4P16UP16P13UP13P1
iar 'y este multimea vida. In acest caz triangulatia contine 18 elemente finite K;,
i1=1,2,...,18 §i 16 noduri P;(x;,y;), i = 1,2,...,16. Din (1.5) gasim ca

33 oo = [[ (GG + GG @) ) dody
K

iar din (1.7)

(3.4) (F0) = [ [ @~ (o dedy,
Q

Problema variationald atagata (1.13), (1.14) cere in acest caz sa se gaseascd u € Wy,
astfel incdt

18
(3.5) ZaKi(u, v) = (f,v), Yv € Vy,
i=1

cu conditia (3.2). Conditia de elipticitate (1.22) este satisfacutd cu o =1 iar dacd
in (1.23) se considerd norma

(3.6) ol = 3= ff <(§;<X>)2+ (5;2<X>>2> e

KeT, K

unde W' este un subspatiu vectorial al lut W ce contine numai functii ce se anuleazd
pe o submultime nevidd fizatd a lui Ty relatia (1.24) are loc chiar dacd ag(X) =0
st metoda elementelor finite se poate aplica (v. §i paragraful 5).

Deoarece Ty = {Py1, P2, P3, Py, Ps, Py, Py, P, P13, Py, P15, Pig} (v. (2.5))
gisim N =4, Q = 16. Din (2.17)

16
(37) uh(xay) = Zujwj(xuy)
j=1
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§t tinand cont de (38.2) sistemul (2.18), (2.19) devine

16
(3.8) > a(wj,wi)u; = (f,wi), i =6,7,10,11,

j=1
(3.9) w1 =us=us=1uUs=Us =Ug = Uy = U2 = Ujg = U4 = U5 = U1 = 0.
Se obtine astfel sistemul
(3.10) > a(wj,wi)uy = (fwi), i =6,7,10,11,

j€{6,7,10,11}

relativ la necunoscutele w;, j = 6,7,10,11. Folosind cd a(u,v) = a(v,u) (forma
biliniara este simetrica) si notdnd c; j = a(w;, w;) sistemul (3.10) se scrie

ce6Us + Corur +  Coaouio +  ceriuir = (f, we)
(3.11) CorUe + Cr7ur +  criouio +  crnunr = (f,wr) '

C6,10U6 + Cr,10U7 + cio10%10 +  cro1ur = (f,wio)

C6,11U6 + C711U7 +  Ci0,11U10+  C11,11U11 = (f7w11)

Deoarece daca P, ¢ K; sau P, ¢ K;, atunci ag, (W, w,) = 0, rezultd cd cg 11 = 0.
Calculam ceilalti coeficienti c; ; folosind relatiile (1.6), (3.3). Astfel

(3.12) oo = 2324:789// ((awf‘) <aa“;)2> dady.

Vom renumerota varfurile oricarui triunghi K; cu Ml(i), MQ(i) §i Méi), in sens
trigonometric, unde pentru a da o requld presupunem cd Ml(i) va fi varful ce se
opune ipotenuzei (numerotarea locald a nodurilor). Astfel in Ko Ml(z) = Fs,
M2(2) = D, Méz) = Py dar din (2.13), pentru (x,y) € Kg, wg(z,y) = @52)( ,Y).
Din (2.7) gasim

o (z,y) =

De aict

//((a%) (%“;)j dxdy—l/ (32 + 32) dady = 180(K,) =

2

(1/3=0)z+(1/3-0)y+0-0—1/3-1/3
1/9

=3z+3y—1.

Analog in Ks we(z,y)) = ¢ (2,y) = 3y iar

[H((G2) () )=
Apoi se obtin

Y= GR) Yewm f1(R) - (5))
[ ()
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() () o=

Atunci din (3.12) co,6 =4 gi analog ¢77 = c19,10 = c11,11 = 4.
Pentru al calcula pe 06 7 folosz’m relatiile (1.6), (3.3). Deoarece daca P, € K;
sau P, € K;, atunci ag, (W, w,) =0 obtinem

8w6 6‘w7 8w6 5‘w7
(3.13) => //(ax 5 T oy ay) dxdy.

i=4,9

§t

Deoarece in Ky we(z,y)) = o5 (2,1), wr(z,y)) = ¢\ (2,y) iar in Ko we(z,y)) =

cp(lg)( y), wr(z,y)) = goég)(x, y) cu ajutorul formulelor (2.7), (2.8) se gaseste cg 7 =

—1. Szmzlar gasim cg,10 = c711 = c10,11 = —1, ¢710 = 0. Apoi din (3.4)
(= Y // v —y) wo(w,y)) dedy = 0
i=2,3,4,7,8,9

iar (f,wr) =1/27, (f,wi) = —1/27, (f, wiy) = 0. Astfel sistemul (3.11) devine

4’LL6 —Uury —U10 = 0

—ug +4uy U1 = 1/27
(314) —Ug +4ug —ur = —1/27 ’

—u7  —uyp Hdunn = 0

Solutiile sistemului sunt ug = w11 = 0, ur = 1/108, uzg = —1/108 gi astfel din (3.7)
solutia aprorimativd este

i, ) — wiole, ).

EXEMPLUL 3.2. (v. [2], capitolul 5) Se considerd miscarea bidimensionald plan
paraleld, potentiald a unui fluid ideal incompresibil in jurul unui cilindru plasat
intre doi pereti plani paraleli (v. figura de mai jos).

un(2,y) =

Y
3,5 . 3,5 .
|

_ B D F?
N 1 /
— A G H E? Vx
—_— 2

§
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Avand in vedere simetria mecanica §i geometrica a problemei consideram sfertul
de domeniu Q1 marginit de conturul AGCDB. Ecuatiile ce descriu migcarea sunt:

?®  9*®
(315) 7@76@2 :Oa (Iay) GQla
cu conditiile la limita:
od
1 — =1 AB
(3.16) 5, = b pe AB,
0P
.1 — = BD
(3.17) 5, = 0 pe BD,
(3.18) ® = C; = const. pe CD,
0P .
(3.19) 50 = 0, pe arcul GC reunit cu AG,
v

unde ® este potentialul vitezei adica

0P 0P
2 o= oy Uy = —
(3.20) v 5 U o9
§t
0?v 9%
(3.21) o o 0, (z,y) € 1,
cu conditiile la limita:
(3.22) ¥ =4(y), pe AB,
(3.23) U = (Cy = const. pe BD,
ov
.24 - = D
(3.24) 9 0 pe CD,
(3.25) U =0, pe arcul GC reunit cu AG,
unde U este functia de curent adica
ov ov
2 R
(3.26) Vg a9y’ Uy 5

Vom aproxima problema la limitd (3.21)-(3.25) pe domeniul Q1 cu o problema si-
milard pe domeniul Q aflat in interiorul poligonului AGC DB fard a intra tn detalii
privind evaluarea erorii (v. figura ce urmeaza).
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Yy
Py 2,5 p 1 p
B Ks \D
7
oo K. P K6PGK e
P4 2 5 9 PlO
) K3 Ko ¢
Ky
A PS G Pg Vx

Pentru simplitate vom lua ¥ = u, 1 = x, 22 = y, P(y) = y gi Cy = 2.

Deoarece pe CD %—f = %—i’ se obtine problema
u 0%*u
3.27 —— - =—=0 Q
( ) 6152 ayz Y (x7y) E Y
cu conditiile la limita:
Y, daca (z,y) € AB
(3.28) u(z,y) =< 2, daca (z,y) € BD
0, daca (z,y) € AGUGC
ou
3.29 — =0peCD.
(3.29) 5 = 0 P¢

Astfel s-a oblinut o problema de tipul (1.1)-(1.8) unde a11 = ase = 1, a1a =
as; = ap = 0, fo(X) =0, Ty = AGUGC UDBU BA iar Ty = CD. In acest
caz considerdnd triangularizarea din figura anterioard se obtin 10 elemente finite
K;,i=1,2,..,10 gi 10 noduri P;y(x;,y;), i = 1,2,...,10. Analog ca in exemplul 3.1
gasim

ou ov ou ov
(330) o (n) = ! / (Sen g+ S Gt ) dedy
§t
(3.31) (f,v)=0.

Problema variationald atasata (1.13), (1.14) cere in acest caz sa se gaseasci u € Wy,
astfel incdt

10
(3.32) Zalﬂ (u,v) =0, Yv € Vp,

=1
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cu conditia (3.28). Conditia de elipticitate (1.22) este satisfacutd cu o = 1 gi
analog ca pentru exemplul 3.1 se aratd cd metoda elementelor finite se poate aplica
st in acest caz.

Deoarece Ty p, = {P1, Py, P3, Py, Ps, Py, Pro} (v. (2.5)) gisim N =3, Q = 10.
Din (2.17)

10
(3.33) un(w,y) = Y ujw;(@,y)
j=1

§i tindnd cont de (3.28) sistemul (2.18), (2.19) devine

10
(3.34) > a(wj,wiu; =0, i =5,6,7,

j=1
(335) U1:UQZU3:2, U4:1, u8=uQ=u10=0.
Se obtine astfel sistemul

7 3
(3.36) a(wj, w;)u; = =2 alw;,w;) — a(ws, w;), ¢ =5,6,7,
j=5 j=1

relativ la necunoscutele uj, j = 5,6,7. Deoarece a(wj,w;) = 0 dacd P;, P; nu
sunt varfuri ale aceluiagi triunghi deducem ca a(wy,ws) = a(wy, ws) = a(wy,wy) =
a(wa,wr) = a(ws,ws) = a(wy, ws) = a(wy, wr) = a(ws,wr) = 0. Folosind faptul ca
a(u,v) = a(v,u) (forma biliniard este simetricd) i notdnd ¢; ; = a(w;, w;) sistemul
(3.36) se scrie

C5,5U5 +  C5,6Ug = —2c5 —C5
(337) C5,6U5 + CepeUe + CorUu7r = — 26276 - 203,6 .
ce,7Us  + Crrur = — 2c37

Calculam coeficientii c; ; folosind relatiile (1.6), (3.30) si faptul cd ax, (W, wy) =0
daca P, € K; sau P, & K;. Atunci

ows \ > ws \ >
¢s,5 = a(ws, ws) = Z // ((85) + <85> ) dady.
i€{2,3,6,9,10} % Y

Analog ca in exemplul 3.1 se calculeazd coeficientii c; ;. Inlocuind valorile in (8.87)
rezultd

4, QU5 - Ug = 2, 9
(3.38) —us + dug —uy = 3
—ug +2u;y = 1

Solutia sistemului este us = 0,845, ug = 1,241, uy = 1,120 si astfel din (3.33)

uh(xa y) = 2w1(:c,y) + Q’U.)Q(.’E, y) + 2w3(m,y) + w4(1’,y)+
0, 845ws (z,y) + 1, 241wg(z,y) + 1, 120w (x, y)

aproximeaza functia de curent pe . Folosind legatura dintre functia de curent si
viteza putem calcula aprorimativ componentele acesteia. De exemplu
Pr) — P; 1,12—-0
vo(py) 0P tnllro) _LI2Z0_y oy
Y7 — Y10 1,5-1
uh(Pg) — uh(P7) ]., 241 — 1, 12

P~ _ = 0,242
Uy( 7) T — X7 3-3,5 ’ ;

(3.39)
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$t analog
P — P. 1,12 -2
vy (py) P2l L1222 g
Y7 — Y3 1,52
up(P) — up(P3) 2-2
y(P3) =~ — = - =0.
vy(Ps) T2 — 3 5535 0

4. Metoda elementelor finite Lagrange de gradul 2
Consideram spatiile vectoriale reale
(4.1) Wy ={veC’Q):YK €Ty, v |x€ Pa},

unde P, este spatiul vectorial real al polinoamelor de doud variabile de grad cel
mult egal cu 2 si

(4.2) Vi={veW,: v=0pely}.

Fie din nou ca in paragraful 2 problema de aprozximare:
Sa se gaseasca up, € W, astfel incat

(4.3) up(P) =uo(P), VP €Ty,
si

(4.4) Yop € Vi, a(up,vr) = (f,vp),
unde

(4.5) Ton ={P €Ty : P este un varf sau mijloc de laturd al unui K € 7,}.

Elementele finite sunt si in acest caz triunghiurile K € 7}, iar nodurile sunt varfurile
triunghiurilor si mijloacele laturilor.

LEMA 4.1. Fie un triunghi cu varfurile My, Ms, M3 si My, Mz, Mg mijloacele
laturilor My My, MoMs si respectiv MzMy. Date numerele reale a;, 1 = 1,2,...,6
existd un unic polinom w € Py astfel incdt

(46) U)(Ml) = Oy, 1= 1,27 ...76.

DEMONSTRATIE. Consideram ;, ¢ = 1,2,3 coordonatele baricentrice definite
in lema 2.1. Notam

(4'7) ’(/}Z(X) = (2901'(X) - 1)90i(X)7 wi+2(X) = 4<pi(X)(pi+1(X)v 1=1,2,3,
unde 4 = p1. Atunci ¥; € Ps si
(4.8) i (M;) = b5, 1,5 = 1,2,...,6,

deoarece din (2.7)-(2.9), ¢1(My) = 3, p3(My) = 0, etc. Din (4.8) rezulta ca functiile

1; sunt liniar independente si deoarece dimPs = 6 ele formeazad o baza a lui Ps.
6

Atunci w = 3 a1, si deoarece a; = w(M;), w este unic determinat de relatiile
i=1

(4.6). O

Fie Pi,..., Py varfurile si mijloacele laturilor triunghiurilor K € 7, ce nu
apartin lui I'g , iar Py 41, ..., Pg cele din T'g .
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TEOREMA 4.1. Pentru oricei = 1,2, ..., Q existd o unica functie w; € Wy, astfel
incdt

(49) U)z(PJ) = (51']', Z,j = ].,27 7Q

Functiile {wy,wa, ...,wq} formeazd o bazd a lui Wi, gi pentru orice v € Wy,

(4.10) v(X) = ZU(Pi)wi(X).

i=1
De asemenea multimea {w1,wa,...,wn} este o baza a lui Vy,.

DEMONSTRATIE. Dacd ¢ = 1,2,...,Q, din lema 4.1 deducem ca pentru orice
K € T, existd w; k € P unic determinat astfel incat w; i (P;) = d;;, pentru orice
Pj c K.

Daca L este o laturd comuna a triunghiurilor K7, Ko € 73, pe aceasta laturd
wi K, $i W; Kk, devin polinoame de o variabild de grad mai mic sau egal cu 2 ce
coincid in 3 puncte distincte. De aici obtinem ca w; x, = wi Kk, pe L = K; N K.
Astfel se poate defini w; € C°(Q) prin w; |x= w; i, pentru orice K € Tj. in
continuare demonstratia este analoaga cu cea a teoremei 2.1. U

OBSERVATIA 4.1. Din teorema 4.1 obtinem dim W; = @Q, dim V), = N si
orice functie din Wy, (respectiv Vi) este unic definita de valorile in nodurile P;,
i=1,2,...,Q (respectivi = 1,2,...,N). De asemenea teorema 2.2 este adeviratd
iar problema (4.3), (4.4) este echivalentd cu (2.18), (2.19).

Prin trecerea de la P1 la Po dimensiunile lui Wy, i Vi, cresc si in plus exista
doua tipuri de functii de bazd sau functii de forma w; (v. figura de mai jos ce
reprezinta graficele acestor functii pentru elementele finite Lagrange de gradul 1 in
a) iar pentru elementele finite Lagrange de gradul 2n b) i ¢) ). Acest inconvenient
este compensat de o precizie mai bund.
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5. Evaluarea erorii

Deoarece a este o formd biliniard din (1.24) rezultd cid a este un produs
scalar pe W;,. Notdm

(5.1) [vlle = a(v,v)?, Yo € Wy,

norma asociatd acestui produs scalar. Folosind faptul ca functiile ao si a;; sunt

continue pe multimea compacta (Q, existd o constantd M > 0 astfel incat pentru
orice X din Q

(5.2) a0(X) < M, Jay(X)| < 5 i = 1,2
Atunci din (1.5), (1.6), (1.21), (1.22) si (5.1)

2
=3 /[ (Z 04y () G (00) 5 () + an (X)) | X

2
N Z// ) “ij(X)gs(X)ggfj(X)+ao(X)v2(X) X

2
¥ ((({f;(X)) #2200 22 (x)

0
<Y //M ((;;(X)>2+ (;;Q(X))Q—i-UQ(X)) dx

KeTy K
< Ml

pentru orice v € Wy,. De aici folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz relativ la pro-
dusul scalar definit de a obtinem

la(v, w)| < [[ollallwlla < VMolwVMlwllw = Mlvlw|wlw,

deci

(5.3) la(v,w)| < M|v|lwllwlw, Yv,w € Wh.

Fie up, o solutie a problemei de aproximare (2.3), (2.4) sau (4.3), (4.4). Notdm
(5.4) Wi (ug) = {vn, € Wy, : YP €T p, vp(P) = uo(P)}.

Dacs v, € Wh(ug), atunci up, — v, € Vi, C V7, si dacd u este o solutie a problemei
(1.13), (1.14)

a(u — up,u— up) = alu — up,u — vp) + alu, vy, — up) — alup, vy — up)

= a(u —up,u —vy) + (f,on —un) — (f,vn —up) = alu — up, u — vp).
Din (1.24) si (5.3) obtinem

aljlu — uh||12/\; <a(u—up,u—up) =alu—upu—uvy) < Mlu—up||wlv—ovnw

si astfel

M
(5.5) lu = unllw < —=lu = wvnllw, Yo € Wa(uo).
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De aici deducem ca

M
5.6 U— U < — inf u—v .
(5.6) | rllw < o oenf | nllw

In particular gdsim
M
(5.7) lu = unllw < —=llu = rnullw,

unde

Me

(5.8) rou(X) =Y u(P)w (X

i=1
este functia din W, ce coincide cu u in nodurile triangularizarii (varfurile gi mij-
loacele laturilor). Ea se numeste functia de interpolare Lagrange a lui u.

Tinand cont de (5.7) rezultd ca eroarea (in norma | |jyy) ce se face aproximand
solutia u € C?(Q2) a problemei (1.1)-(1.3) in ipotezele de elipticitate (1.21), (1.22)
cu solutia problemei de aproximare (2.3), (2.4) este mai micd decat ||u — rpulw
inmultita cu % Pentru a obtine o estimare a erorii vom evalua in continuare
|lu — rrullyw in cazul utilizdrii elementelor finite Lagrange de ordinul intai, in alte
cazuri procedandu-se similar. Pentru aceasta avem nevoie de lemele ce urmeaza.

LEMA 5.1. Fie K = Pl(K)PQ(K)PéK) € Th, u € C*(K) si ug = rpulg. Atunci
pentru orice X din K,
3
1
(5.9) ux(X) =u(X)+ 5 > D*uB:P") + (1 -6)X) - (P = X)) (X),
=1
Dug(X) = Du(X)

(3

3
1
(5.10) +5i Z D2u(6; P + (1-6,)X) - (P — X)2D™) (X),

unde 0; € (0,1), (K)( X), sunt coordonatele baricentrice ale lui X, Pi(K)(mgi),acgn)
i=1,23, Du( )= ( 2(X), 22(X)), Du(X)-(PH) = X) = 22(X) (@l —a1)+

’8m2 - aml
P (X)(af) —2) e

DEMONSTRATIE. Din (5.8) gi teorema 2.1 putem scrie

3
(5.11) ur(X) = > (P (X), X € K.
=1
De aici
3
(5.12) Dug(X) = Zu D<p2 )(X)
=1

iar din formula lui Taylor, pentru orice i = 1,2, 3,

w(PY)) = u(X) + Du(X) - (PX) — X)

K2

(5.13) +5i 132 0, + (1-6,)X) - (P — X)?, 6, € (0,1).
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Inlocuind (5.13) in (5.11) si folosind (2.10) obtinem
3
wie(X) = > (u(X) + Du(X) - (P = X)

i=1

+ g DPuOP) 4 (1= 8)X) - (P - X ) )

3
X)Zsoﬁ +ZDu (P — X)) (x)

3
%ZD? 0P+ (1-6)X) - (P — X)) (x)
=1
sau

ug(X) =u(X) + > Du(X) - (P — X)pi™) (x)

3
1
(5.14) +oi 3" D25 + (1 - 6:)X) - (X — X)2 (X),

Deoarece relatia (5.14) are loc pentru orice u € C?(K), alegem u(X) = z1. Atunci
ur(X) =u(X) si din (5.14) gdsim

3
(5.15) 3 (@) — ) (x) = 0.
i=1
Analog rezultd
3
(5.16) S @) — )l (X) =0
i=1

si atunci pentru orice u € C?(K)

3
3" Du(x) - (P - X)) (X)
=1
3
Z — 1131) + ﬂ(X)(;z:(Z) 1»2) SO(K) (X)
i=1 (’“)xl 0z 2 i
¢ ( ) (K) ou 3 ) (K)
8331 ; (X)JF%(X);(IQ —x2)p; (X)) =0.

Inlocuind in (5.14) obtinem (5.9).
Vom ardta acum relatia (5.10). Inlocuind (5.13) in (5.12) giisim

3
Dug(X ZD<P(K) X)+ > Du(x) - (P - X) D™ (X)

K2 2

3
1
“ra ZDQU(QiPZ-(K) +(1-6,)X)- (P-(K) _ X)2D<p(K)( x).
Ti=1
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Dar din (2.10) rezulta

ZDw(K) = (0,0)

si astfel
3
Duge(X) = 3 Du(X) - (P = X) D" (X)
i=1
3
(5.17) Z w@: P + (1-0)X) - (P" - X)2Dp") (X).
Deoarece (5. 17) are loc pentru orice u € C?(K) alegind u(X) = z; se obtine
2 2! i 0! . NG D)
(1,0) = (z( 1) §;1 ,;(xp_xl)ai;?) si astfel _;(mg)_m) -
3. ) B K y U R PIRCY)
1, > (2" — 1) a; = 0. Analog se gasesc relatiile » (v5" —22) 55— = 1,
i=1 i=1
3 . (K)
> (mgz) — 5[,'2)0;;1 = 0. Atunci
i=1
3
> Du(X) - (P = X) D™ (x)
1=1
3 (K) (K)
ou D) ou (i) Op; " 0p;
= _— — - X _
> (G0l =)+ g0 —an ) (5
Ou ) o™ du SYRG 0"
= X - ! X — (X
<8x1< 36 ) 0+ 03 el ) (0
ou 3 (i) 350(K) ou 3 (i) &p(»K)
— (X _ T — (X YYi X
afljl );( 1 x) axQ ( 81'2( );( 2 .'I:) 83}2 ( )
ou ou
(50 33 ) = Du(x)
Inlocuind in (5.17) rezultd (5.10). O

LEMmA 5.2. Fie triunghiurile K = MiM>Ms3 si K = Z\ZI\%Z\,Z?” cu varfurile
M; (x(l),xg)), M; (xgz),xéz)) i1 =1,2,3. Atunci existd matricele

@ m ®3) m
(5.18) B= wé) xzn m?:» xzn , C= % ’
Ty — Xy Ty ™ — Xy Ty

B inversabila astfel incat

) @)
(5.19) i =B ( a ) 1C, i=1,2,3,

wéi) Ty

iar pentru orice X e K, X =BX +C e K.
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DEMONSTRATIE. Fie triunghiul de referintd K cu varfurile in Ml(o)(0,0),
MQ(O)(I,O)7 M?EO) (0,1). Din (5.19), pentru K = K obtinem sistemele de ecuatii
liniare

(5.20) 2 = b2l £ bl 4oy, i =1,2,3
si
(5.21) .’Eg) = bgl.%'gi) + bgg&?g) +ci,1=1,2,3,

relativ la necunoscutele b;;, ¢;, unde

b1 b2 c1
B= , C= .
( ba1 b2 ) < C2 )

Din (5.20) g#sim

M 0 1 0 2V 1
22 01 1 2 1
(3) — (3) —
b L LU e, 10m LI e
11 QU(K(O)) 1 1 V12 QU(K(O)) 1 1 >
e
2
(3) —
o = 0 1 Zlfl _ x(l)
20(K () Lo
iar din (5.21)
bo1 = xéz) — xgl), by = xg?’) — xgl), Cy = xél).
Deoarece
L@ 0 ® O 3
(5.22) det B = L 1 1 1 =20(K) #0,

xéz) B xg) xé?’) B xg)

deducem ca B este inversabila si
20 20
(5.23) & =B 1| =L —-B7C, i=1,2,3.

Dar compunerea a doud aplicatii de forma (5.19) este o aplicatie de acelasi tip si
atunci din (5.19) pentru K = K gi (5.23) deducem c& (5.19) are loc pentru un
K arbitrar,
Deoarece, identificind punctele din plan cu spatiul vectorial R2, putem scrie

pentru orice X € K,

3
(524) X = OélMl + OZQMQ + 043M3, ZO{,’ = 1,

i=1
rezulta

ZQ1M+QQ%+Q3%EK.



62 2. METODA ELEMENTELOR FINITE PENTRU ECUATII ELIPTICE

LeMA 5.3. Cu notatiile din lema 5.2

h
9.25 B =
( ) ” H2 p

unde h este lungimea celei mai mari laturi a lui K, p este diametrul cercului tnscris
in K idar ||Bl|2 este datd in capitolul 1, paragraful 1.

DEMONSTRATIE. Stiim c&

B2
§ c R2 ”5“2
€lla = p

Deoarece { =Y — Z cu Y, Z € K, obtinem B = B(Y —Z) = BY — BZ =
BY +C - (BZ+C)=Y —Z,cuY, Z € K. De aici si din (5.26) se giiseste
(5.25). O

(5.26) B2 =

TEOREMA 5.1. Fie K = PYOPYOPI) ¢ 77 v e C2(K) i
M) = sup | D2u(X)])s.
XeK
Atunci

h2
(5.27) lu — uglloe < CMIO D2, | Du — Dug|lse < CMOLE e
K

unde C, C sunt constantele pozitive ce nu depind de K € Ty, pK este diametrul
cercului inscris in K, hi este lungimea celei mai mari laturi a triunghiului iar

IDull = sup ¢ (5 <X>)2 " (552(;())2.

DEMONSTRATIE. Din lema 5.1, pentru x € K,

3
1 2,,(95) p(K) (K) ‘
|u<X>—uK<X>s2§HD w00 P+ (1 -0 x|

(K)72

M h
1P — X210 (X) Z| O (x
deci

(K)p2 3
(5.28) () — uge(X)] < T2 Z| (x

Alegem K = K in lema 5.2 si astfel pentru X € K
X=BX+CeK.
Atunci

(5.29) (X)) = B (B71X = B710) = p{F)(X)
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si din (5.28) rezultd cd pentru orice X € K

3My" 2 R e
. X)) —up(X)| < 222 e
(5.30) [u(X) —ur(X)] < 5 ggggggl% (X)|

Din (5.30), notand C' = 3 Jax sup \(pgk)(f(ﬂ rezultd prima relatie (5.27).

XeK
Derivand (5.29) gasim
(5:31) D) (x) = B (%)
si din lema 5.3
h &

(5.32) 196" (X0l < 1D (X) o
Atunci din (5.10) si (5.32) notand C = 3h max sup |D<p(f()()~()| obtinem a doua

ERESE T I
relatie din (5.27). O

Din teorema 5.1 se obtine evaluarea erorii.

COROLAR 5.1. Dacid u € C?(Q), My = |D?ul|o, atunci

(5.33) |w — rpullee < CMah%,
= hg
(5.34) |Du — Drpullo < CMoh max —,
KEeT, pK

unde in (5.34) se exclud punctele X in care Drpu nu existd iar h = nax hi.
€Ty

OBSERVATIA 5.1. Deoarece, pentru u € C?(Q),

Julfyy = 4 / ((§;<X>)2 (20 +u2(X)> ix
<[] (1Dl + %) ax < 20(9) (el + 1Dul)”

rezulta

(5.35) [ullw < v20(Q)([|ulleo + [[Dulloo)-
Atunci din (5.7), (5.83) si (5.85) gdasim

hk
5.36 — < Ch —
(5.36) lu —unllw < max

unde C este o constantd strict pozitivid. Aceasta, in cazul cdnd max & este

KeT, P
marginit, implica convergenta metodei pentru h — 0 st dd o evaluare a erorii.
Se observi ca pentru a micsora eroarea trebuie ca h s scada. Din (5.34) de-
ducem ca pentru micgorarea erorii aprorimarii derivatei in interiorul elementelor
finite trebuie ca ZTI: sa fie mic. Aratam ca

1 <h7K<2

2tang pr ~ sinf’

(5.37)

unde 0 este cel mai mic unghi al triunghivlui K (v. figura de mai jos)
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Fie I centrul cercului inscris triunghiului Py PoPs, hx = P3Py gi 0 masura
unghiului din Py. Notam p; = pTK raza cercului inscris, IP, = d, A piciorul
perpendicularei duse din I pe P3Py si APy = hy. Relatiile (5.37) sunt echivalente
cu

0 )
coS 3 hg sin 3 1
2 < 2 < —0
2 2p1 cos 3
0
0 _ hy hxsing _ n ; ; ; ; h1 h
Dar cos5 = -4, 5oy~ = 34 §iprima inegalitate devine 55 < o5 ceea ce este

evident. A doua inegalitate este echivalentd cu % < Col s sau hg < Cfsde ceea ce
2 3

este adevirat deoarece IPy < IP) = d gi 245 > 4B > p
CcOoSs bl cos bl

Din (5.37) deducem ca eroarea este cu atdt mai micd cu cdt in orice element
finit K unghiul cel mai mic este cdat mai mare adica se considerd triunghiuri cdt
mai "apropiate” de cele echilaterale.



CAPITOLUL 3

ELEMENTE DE ANALIZA FUNCTIONALA

1. Integrala Lebesgue

Peste tot in acest capitol folosim numai integrala Lebesgue. Mentiondm ca
functiile integrabile Riemann sunt md&surabile si integrabile Lebesgue. Pentru o
functie integrabild Riemann integrala Lebesgue coincide cu integrala Riemann.

Prezentarea de fatd urmeazi [13].

DEFINITIA 1.1. Vom spune cd multimea A C RN, N € N*, este o multime
de masura nula, daca pentru orice € > 0, aceasta multime poate fi acoperita cu
sfere al caror volum total este mai mic decit ¢.

Rezulta ca orice submultime a unei multimi de masura nula este de masura
nula.

De asemenea, reuniunea unui numar cel mult numarabil de multimi de ma-
surd nuld este o multime de masurd nuld. De exemplu, multimile numarabile si
suprafetele netede pe portiuni sunt multimi de méasura nuli.

DEFINITIA 1.2. Spunem ci o anumita proprietate are loc aproape peste tot
(prescurtat a.p.t.) in domeniul G C RN, dacd multimea punctelor din G pentru
care proprietatea nu are loc este de masurd nula.

DEFINITIA 1.3. Functia f : RN — R se numeste masurabild, daci ea coincide
aproape peste tot cu limita unui sir de functii continue pe portiuni, convergent
aproape peste tot.

Din definitie rezults cd, dacd functiile f,g : RY — R sunt mésurabile, atunci
si functiile f + g, fg, max (f, g), min (f, g), | f| si f/g, daci g # 0, sunt mésurabile.
O functie care coincide a.p.t cu limita unui gir de functii masurabile, convergent
a.p.t., este masurabila.
Fie G ¢ RY. Functia ¢ : RV — R,
1, daciz e G
XG(x):{ 0, daciz¢ G ’

se numeste functie caracteristica a multimii G.

DEFINITIA 1.4. Multimea G C RN se numeste multime masurabild daca
functia xa este masurabila.

In cele ce urmeaza vom presupune ca toate multimile intalnite sunt masurabile,
iar functiile intalnite sunt masurabile i finite a.p.t.

DEFINITIA 1.5. Fie functia f : @ C RN — R. Se numeste suport al functiei f
multimea

supp [ ={z € Q| f () # 0}.

65



66 3. ELEMENTE DE ANALIZA FUNCTIONALA

Fie f o functie continua pe portiuni, cu suport compact. Integrala Riemann a

functiei f pe RV se va scrie /f (z)dz.

DEFINITIA 1.6. O functie nenegativi (masurabild si finitd a.p.t.) se numeste
integrabila in sens Lebesgue (sumabild), daci ea coincide a.p.t. cu limita
unui gir nedescrescator de functii cu suport compact, continue pe portiuni, (fy)

n’

pentru care sirul de integrale < / fn (2) dx) este marginit. Limita acestui gir
n
nedescrescator si marginit de integrale se numeste integrala Lebesgue a functiei

f. Integrala Lebesque se va mota tot cu /f (z)dx, deci

/ f (@) do = lim, / fo (@) do.

OBSERVATIA 1.1. Se poate ardta ca integrala Lebesgue a unei functii nenegative
nu depinde de sirul (fy),, utilizat pentru definirea integralei. De asemenea, conditia
necesara §i suficientd pentru ca functia nenegativa f sa fie egald cu zero a.p.t. este

ca /f (x)dx = 0.

Fie f o functie méasurabild oarecare. Definim functiile nenegative:
[ (z) = max [f (z),0], f~ (z) = max[~f (z),0].
Este evident ca
fla)=f"(a) = f (@) st [f (@)= f(2)+ [ (2).

DEFINITIA 1.7. Functia masurabila f se numeste integrabila Lebesgue
(sumabild), dacd functiile f+ gi f~ sunt sumabile. Numdarul

[rr@i- [1 @i [f@w

se numegte integrala Lebesgue a functiei f.
Functia f se numeste integrabila Lebesgue pe multimea mdasurabila €,
daca functia f - xq este sumabila. Numdarul

[r@a@a= [ @

se numegste integrala Lebesgue a functiei f pe multimea €.

ProroziTIA 1.1. (Proprietati ale integralei Lebesgue)
1) functiile f si |f| sunt simultan integrabile Lebesgue i

‘/f(w)dx < [ @)

2) dacd functiile f gi g sunt integrabile Lebesque gi a, B € R atunci af + B¢
este integrabila Lebesque gi

[lat @+ 9@l de=a @ do+ 5 [o(@) i

3) daca functiile f gi|f| sunt integrabile Riemann (posibil gi in sens impropriu),
atunci ele sunt integrabile Lebesgue si integralele respective coincid;
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4) daca functia g este integrabila gi |f ()| < g (x) a.p.t., atunci functia [ este

integrabild gi
[ir@iars [o@ .

Din 4) rezultd ci orice functie marginitd este integrabild pe orice multime
mirginita. In particular, /dx = /XQ (z)dx existd si se numeste masura Lebesgue
Q Q

a multimii . In mod evident, masura unui domeniu marginit cu frontierd neteds
pe portiuni coincide cu volumul s&u.
Doud functii care coincid a.p.t. se numesc echivalente.

EXEMPLUL 1.1. Functia xq : (—1,1) = R,

[ 1, daca z€(-1,1)NQ
XQ(I)—{ 0, daci z€(-1,1)N(R\Q) ~’

este echivalentd cu functia u: (=1,1) = R, u(x) = 0.

Daca doua functii sunt echivalente pe o multfime, atunci au aceeasi integrala
Lebesgue pe aceastd multime (conform observatiei 1.1). Este binecunoscut faptul ci
functia g nu este integrabild Riemann pe [—1, 1]. Ea este insd integrabild Lebesgue

si
/XQ(ﬂﬂ)dx:/u(z)dz:o.

2. Spatii functionale

DEFINITIA 2.1. Fie X un spatiu vectorial real. Aplicatia ||-|| : X — R se
numegte norma pe X dacd are urmatoarele proprietati:

1) ||z|| > 0 pentru orice x € X; ||z|| = 0 dacd si numai daci © = O0x;

2) ||az|| = || ||z|| pentru orice « € R i x € X;

3) lz+yll < llz||l + |yl pentru orice z,y € X.

Un spatiu vectorial inzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat.

Inegalitatea din proprietatea 3) este cunoscutd sub numele de inegalitatea tri-
unghiulus.
Pe un spatiu vectorial se pot defini mai multe norme.

DEFINITIA 2.2. Doud norme ||-||; si |||, pe spatiul X se numesc echivalente
daca exista contantele ki, ko > 0 astfel ca pentru orice x € X au loc inegalitdtile

kullzlly < lllly < ke fl2ll; -

DEFINITIA 2.3. Fie (X, |-||) un spativ normat. Sirul (x,),, C X se numeste
convergent la un element x € X daci ||z, — x| — 0 cand n — co. Sirul (z,), C
X se numegte gir fundamental sau gir Cauchy daci ||z, — x,| — 0 cdnd m,
n — oo.

Se vede usor c4 orice sir convergent este fundamental. Afirmatia reciprocid nu
este adevarata in general.

DEFINITIA 2.4. Un spativ normat (X, ||-||) in care orice gir fundamental din X
converge la un element din X, se numeste spatiu complet sau spativ Banach.
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Orice gir convergent (x,,), este marginit, adica existd o constanta M > 0 astfel
incét ||z, || < M pentru orice n.

DEFINITIA 2.5. Fie (X, ||]]) un spativ normat, xo € X gi v > 0. Se numeste
bila deschisad cu centrul xg, de razd r §i se noteazd B (xo;r) urmatoarea multime:

B(zg;r)={z e X | ||lx — x| < r}.

Vom spune ci xg este punct interior al multimii A C X, dacd existd o bila
deschisi B (xo;7) inclusd tn multimea A. Dacd toate punctele unei mulfimi sunt
puncte interioare, aceastd multime se va numi multime deschisa. Vom spune ca x
este punct limita al multimii A, daca exista un sir (xy,),, C A, astfel incdt x, —
cind n — oo. Adaugdnd la multimea A multimea punctelor sale limita, se obtine
tnchiderea lui A, notatd cu A. Este clar cd A C A. O multime care coincide cu
inchiderea sa se numeste multime inchisa. Multimea D se numeste densad in X
daca D = X.

DEFINITIA 2.6. Fie H un spatiu vectorial real. Prin produs scalar (-,-) pe H
se intelege o forma biliniara pe H x H cu valori in R, simetricd si pozitiv definita.

Reamintim c& un produs scalar satisface inegalitatea lui Cauchy-Schwarz
u,v)| < v/ {u,u) - v/ {(v,v), Vu,v € H.
Din aceastd inegalitate rezultd cd aplicatia ||-|| : H — R,
(2.1) el = /T, w)
este o norma pe H.

DEFINITIA 2.7. Un spatiu vectorial H inzestrat cu un produs scalar astfel tncat
H este complet in norma ||-||, definita de (2.1), se numeste spatiu Hilbert.

In continuare vom prezenta un spatiu de functii misurabile (Lebesgue), spatiu
care joacd un rol important in teoria ecuatiilor diferentiale gi a ecuatiilor cu derivate
partiale.

Fie Q ¢ RN, N € N*, o multime deschisi. Vom nota

L' () = {u : Q0 — R | u misurabild gi / lu(z)|dz < oo} .
Q
Pe L' (Q) putem considera norma
oy = [ (el o we L @).

Inzestrat cu aceast norma, L' (Q) este un spatiu Banach (vezi [1, cap. TV]).
Ca de obicei, vom identifica doud functii din L' (2) care coincid a.p.t. Functiile
din L' () se numesc functii sumabile pe .

DEFINITIA 2.8. Functia masurabild u : Q — R se numeste functie de patrat
sumabil pe Q dacd functia u? este sumabild pe €, adicd dacd

/Qu2 () do < 0.

Vom nota cu L? (2) multimea functiilor de patrat sumabil pe Q. Aceastd
multime de functii are urmatoarele proprietiti (vezi, de exemplu, [12]):
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PROPOZITIA 2.1. 1) Dacd ) este de masurd finitd, atunci L? () C L' (Q);
2) Dacd u,v € L% (), atunci produsul u-v € L' (Q);
3) L? () este un spatiu vectorial real.

DEMONSTRATIE. Folosim inegalitatea elementara

abﬁ%(az—l—bz).

) Fie u € L?(Q2). Atunci

/|u o= [ 1@l dn < 5 (w1 @)+ [ @) <.

deci u € L' ().
2) Este suficient sd observam ci

(2.2) /|u x)|de < = </ lu ()| dx—|—/|v )| dz><oo

3) Dacd u, v € L? (), atunci, tinand seama de (2.2), obtinem

/\u +v(z |dz<2</|u \dx+/|v |dm><oo

deci u+v € L?(Q).
Se vede usor ci dacid o € R si u € L? (Q), atunci au € L? (Q), deci L? () este
un spatiu vectorial real. (Il

Introducem acum produsul scalar a dous elemente u, v € L? (Q), prin relatia
(2.3) (u,v) = /u (2) - v (z)da.
Q

Se verificd usor ci relatia (2.3) defineste un produs scalar pe L? (Q). Conform
(2.1), folosind acest produs scalar, L? (Q) devine spatiu normat in raport cu norma

(2.0 ol = |u<x>|2dx)1/2.

Inegalitatea lui Cauchy-Schwarz devine in acest caz

/Qu(x)v(x)dx

Se poate demonstra ci spatiul L? () inzestrat cu norma (2.4) este complet.
Cu alte cuvinte L? (2) este un spatiu Hilbert.

2

(2.5) < ullz2q) - [vllp2(q) » pentru orice u, v € L*(Q).

3. Functii test

Vom defini in aceastd sectiune spatiul functiilor test (mai sunt numite si functii
de probd), un spatiu de functii suficient de "cuminti".
Fie Q ¢ RY, N € N*, o multime deschiss.

DEFINITIA 3.1. Functia f : Q@ — R se numegte functie test pe Q) daca este
indefinit derivabila si cu suport compact in Q.
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Vom nota cu Cg° (€2) multimea functiilor test. In raport cu adunarea functiilor
gi inmultirea unei functii cu un numadr real, C§° (§2) este un spatiu vectorial real.

Se pune problema dacd exista functii test diferite de functia identic nula.

Raspunsul este afirmativ, dupd cum se va vedea in cele ce urmeaza.

Pentru inceput prezentdm un exemplu de functie de o variabila indefinit deriva-
bila.

ExeMpLUL 3.1. Functia a : R — R,

(3.1) a(x) = e*%, daca x > 0
' 0, daca z <0 ’

este indefinit derivabila. Este imediat ca functia a este indefinit derivabild daca
x>0 gixz < 0. Este deci suficient si stabilim cd functia a are pentru x = 0
derivate de orice ordin nule. De fapt, vom ardata ca

1 _1 o
(n) _ Py, (E) ez, dacax >0 "
(3.2) a\'" (x) { 0, daciz <0 n € N¥,

P, fiind o functie polinomiala de grad 2n.
Rationam prin inductie matematica. Functia a este continua in 0 gi

d (z) = { m%e*ll-, daca x >0

0, daca z <0

Totodatd, notdnd % =t gi folosind requla lui L’Héspital, obtinem a/;(0) =

lim o (z) = lim 2¢=t = 0. De asemenca a,(0) = lim o (x) =0, deci a este
r—040 t—o0 z—0—0

deriwabila in 0 gi o’ (0) = 0.
Asadar

o () = { x%efi, dacc:L:E >0 ,
0, daca x <0
deci formula (8.2) este adevaratd pentru n = 1.
Presupunem ca formula (3.2) este adevdratd pentru n. Vom ardta cd aceasta
implicd faptul ca formula (3.2) este adevdratd pentru n + 1. Intr-adevir, pentru
x>0, avem

/ 1 1 1 1
=0 ) = (. () (1) = ()

gi a1l () =0, dacd x < 0. Deoarece a™ este continud in 0, procedand ca mai

sus, avem a&nﬂ) (0) = lig}_o a™ ) (z) = tlim Popio(t)e ™t =0 gi al" ™ (0) =

li{)rioa(""’l) () = 0, deci almty (0) = 0. Prin urmare, formula (3.2) este ade-

varatda pentru n € N*.

Prezentdm acum un exemplu de functie de N variabile reale, indefinit derivabila
in raport cu aceste variabile gi cu suport compact.

EXEMPLUL 3.2. Functia b : RN — R, b(z) = a(1—-2f—..—2%), o =
(1,....,xn) € RN, unde functia a este dati de (3.1), este strict pozitivi pe bila

unitate deschisi din RN si este nuld in afara ei; suportul acestei functii este bila
unitate inchisa din RY. Bvident b € Cg° (RY).
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Fie acum ¢ > 0. Functia 0. : RV — R,

(3.3) 0. (z) = c. - b (1:,;) ,

3

—1
unde ¢, = < / b (%1’) dz) , are urmatoarele proprietati:
RN

1) suportul functiei 6. este bila inchisd din RN, cu centrul in 0 si de razi «;

2) pentru orice z € RN, 0. (z) > 0;

3) 0. € Cg° (RN);

1) / 0. (x)de = 1.

RN

Functia 0. se numeste nucleu de mediere, notiunea fiind introdusi (ca si cea de
functie de medie care urmeazd) de V. A. Steklov. Dezvoltarea ulterioard a acestor
notiuni apartine lui S. L. Sobolev. Familia de functii (0.).., se numeste familie
regqularizantd.

In continuare vom utiliza urm&torul rezultat privind derivarea sub semnul in-
tegralei.

TEOREMA 3.1. ([8, teorema 2.4.2]) (teorema de derivare sub semnul integralei
Lebesgue) Fie G C RM o submultime masurabild, fie @ C RN o submultime deschisa
gi fie f: G xQ — R o functie cu urmatoarele proprietiti:

i) pentru orice y € Q) functia x — f (z,y), v € G, este integrabild;

ii) pentru a.p.t. x € G, functia y — f (z,y), y € Q, este de clasa C*;

i11) existd o functie integrabild g astfel incdt

<g(z),

of
- T,y
‘ayk ( )
pentru a.p.t. y € Q gi pentru orice k ce satisface 1 < k < N.
Atunci functia

F:QHR,F(y):/Gf(x,y)dx,

este de clasd Cl si

OF of
() = | 2Lz, y)ds, 1<E<N.
Tun Y) O (z,y)

DEFINITIA 3.2. Se numeste sir regularizant orice gir de functii (pn)nZl
definit pe RN astfel incat
pn € Cy° (RN) . supppn = B (0;1/n), / pn () dv =1, pp >0 in RY.
RN

Din cele de mai sus rezulta ca (91/n)n>1 este un astfel de sir regularizant.

Fie acum Q € RY un domeniu mérginit si u : @ — R o functie integrabils. In
particular u poate fi in L? (Q). Prelungim aceasti functie cu 0 in exteriorul lui €.
Pentru fiecare n > 1 definim functia u, : RY — R,

(3.4) @) = (pa =) (@) = [ pu o =9)ue)dy, = BV,

( Se poate ardta cd functia y — p, (x —y)u (y), y € Q, este integrabild (vezi,
de exemplu, [1, teorema IV.15]), deci integrala din (3.4) are sens).
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De fapt, integrala in formula (3.4) se face numai pe QN B (x;1/n), deoarece in
afara acestei multimi se anuleaza unul dintre cei doi factori.

Functiile u,, n > 1, se numesc functii de medie.

Teorema 3.1 asigura ca functiile de medie sunt indefinit derivabile pe tot spatiul
RY, derivatele de orice ordin ale unei functii de medie obtinandu-se prin derivarea
sub semnul integralei in formula (3.4), deci cu formula

Dy () = / W) Do (o)

unde « este un multiindice arbitrar.
Se pot demonstra urmétoarele rezultate importante:

TEOREMA 3.2. ([1, teorema IV.22]) Pentru orice u € L' () are loc
Jim lpp xw = ul| 1) = 0.

TEOREMA 3.3. ([1, corolar IV.23]) C§° (2) este dens in L' (Q).

Fie Q ¢ RN o multime deschisi.

DEFINITIA 3.3. L}, (Q) = {u:Q — R| ul, € L' (D) pentru orice multime

loc

deschisd si marginitd astfel tncat D C Q}
Evident D este o multime compacts.

LeEMA 3.1. (Lema fundamentald a calculului variational) Dacd u € Lj,, ()
satisface

Ju@e@dr=0.vpccr @),
Q
atunci u =0 a.p.t. in Q.

DEMONSTRATIE. Fie D o multime deschis# si mérginita astfel incat D C € si
0 < e < dist(D,09). Consideram functia 6. datd de (3.3). Pentru fiecare z € D,
fie functia ¢¢ 5 (y) = 6 (x — y). Atunci ¢, , € C5° (). Conform ipotezei

(3.5) (0 xu) (x) = /05 (x — y)u (y)dy = 0 pentru orice x € D.
Q
Dar 6/, *u — u in L* (D) cand n — oo, adica

/ | (615 % w) (z) —u(x)|dz — 0 cand n — .
D

Tinand seama de (3.5), obtinem / |u (x)|dz = 0 pentru orice D C €. Rezultd
D
cdu=0a.p.t. in Q. O

4. Derivate slabe

In anul 1936, S. L. Sobolev a introdus notiunea de derivats slabi a unei functii,
in legdturad cu studiul problemei Cauchy pentru ecuatii cu derivate partiale de tip
hiperbolic. Aceasta notiune este des utilizatd in fizica matematicd moderns.

Notiunea de derivata slaba generalizeaza conceptul de derivata a unei functii
(derivata tare) pentru functii care sunt integrabile, nu neaparat diferentiabile.
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Fie Q ¢ RY o multime deschisi, unde N € N*. Un vector o = (g, a, ..., an)
unde a; € N, 1 <17 < N, se numeste multiindice de dimensiune N. Numarul

N
al =2 e
i=1

se numeste lungimea multiindicelui .
Este cunoscut conceptul clasic de derivatd partiald a unei functii reale © de N

variabile reale. Dacd u € C* (2) si o = (a1, @z, ..., an) este un multiindice, atunci
prin D%u se intelege

aloly,
D% = —r+—5; v
0z 0x5>...0xY
. ) R . Ou
De exemplu, dacd N = 3, |a] =5, a = (3,2,0), atunci D*u inseamna ———.
O0xy0x35

Dacd a = (a1,as,...,an) st 8 = (81, P2, ..., n) sunt doi multiindici, atunci,
prin definitie, @ + 6 = (a1 + f1, a2 + Pa, ...,an + On)-
Este clar c& D"y = D* (DPu) = DP (D).

82
Daci, de exemplu, N = 2, |a| = 2, a = (1, 1), atunci D*u inseamni fie Y
0x10x2
2
fie 0u .
a$28$1

Vom introduce notiunea de derivatd slaba pentru functii reale de o variabila
reala.

OBSERVATIA 4.1. Fie I C R un interval §i f : I — R o functie integrabila.
Deoarece scoaterea unui punct din intervalul I nu schimba integrala | f (z)dz,

I

avem dreptul sa notdm integrala pe oricare din intervalele [a,b), (a,b], (a,b) i [a, D]
b

cu simbolul /f (z) dx.

OBSERVATIA 4.2. Fie [a,b] C R gi u,v : [a,b] C R doud functii derivabile cu
derivate continue. Este cunoscutd formula de integrare prin parti:
b b

/u (2) v (2)dz = u(z)v (2) — /u (z) v (z) da.

a a

Daca, in plus, v satisface v(a) = v (b) = 0, atunci

(4.1) /u (x)v (x)dw = —/u’ (x)v(x)dz.

Formula (4.1) poate fi folositd pentru a defini o notiune mai generald de derivata.

DEFINITIA 4.1. Fie [a,b] C R si u € L'([a,b]). Spunem ca functia v €
L' ([a,b]) este derivata slabd a functiei u, dacd
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Prin urmare, notiunea de derivata slaba se poate defini pentru anumite functii
integrabile care nu sunt derivabile (nici chiar continue) in mod uzual.

ExXeEMPLUL 4.1. Functia u : (—=1,1) — R, u(z) = |z|, nu este derivabila in 0
in sens clasic, dar are derivata slabd u' (x) = sign x. Intr-adevar, fie o o functie
continua gi derivabild care satisface p (—1) = ¢ (1) = 0. Atunci

1 0 1
/1|a:| ¢ (x)dx = —/1x<p’ (x)dz + O/xgo’ (x)dz.

Integrind prin parti, obtinem
1 0

1 1
/|x|cp'(x)dx = /go(m)d:c—/ga(x)dw = —/sign z ¢ (z)dz,
-1 -1 0 -1
unde
—1, daca z € (—1,0)
sign x : (=1,1) = R, sign x = 0, daca z=0
1, daca z€(0,1)

Aceasta functie nu este singura derivatd slabd a functiei w: orice functie v
egala cu sign x a.p.t. este de asemenea derivata slaba pentru u. Aceasta nu creeazi
probleme, deoarece, in teoria spatiilor Sobolev, functiile egale a.p.t. sunt identificate.

Asadar, orice functie de forma

-1, daca xe€(—1,0)
w:(-1,1) >R, w(z) = co, daci x=0 ,
1, daci x€(0,1)
unde cg € R, este derivata slaba de ordinul intdi o functiei u.

EXEMPLUL 4.2. Functia xg : (—1,1) — R,

(@) = 1, daci ze€(-1,1)NQ
XeW' =0, daci ze(-1,1)Nn(R\Q) ’
nu este derivabila in nici un punct, dar are derivata slabda peste tot functia v :
(=1,1) = R, v (z) = 0. Intr-adevir, deoarece multimea numerelor rationale este
de masurda Lebesgue nula, are loc
1
/X@ () ¢ (x)dx = 0.
Z1
Acest fapt corespunde intuitiei, deoarece in spalii Lebesque, xq se identificd cu

functia nula.

In general, nu toate functiile integrabile admit derivate slabe. Existd functii
local integrabile care nu au derivate slabe, ca in exemplul care urmeaza.

EXEMPLUL 4.3. Functiile cu discontinuitdli de prima spetd nu sunt slab deriva-
bile. De exemplu, functia

-1, daca z € (—1,0)
u:(=1,1) - R, u(z) = co, dacd x=0 ,
1, daca =€ (0,1)
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unde ¢y € R, nu are derivata slaba. Presupunem prin absurd cd functia u are
derivatd slaba functia v € L} (—1,1). Conform definitici

loc

1 1
(4.2) /u ()¢ (x)dw = —/v (z) ¢ (z)dz,

pentru orice p € C§° (—1,1). Dar, din definitia lui u, avem
1 0 1
Ju@ e @de == [¢ @ ot [ @)ds=-2000).
el e 0

Tindnd seama de (4.2), obtinem
1
(4.3) /v (2) o (z) dx = 2¢ (0)
21

pentru orice p € C§° (—1,1). Ludnd ¢ € C§° (0,1) in (4.2), rezulta ca

!M@@@szQ

pentru orice ¢ € C3° (0,1). Conform lemei 3.1, v(x) = 0 a.p.t. pe (0,1). Similar
se poate obtine ci v (x) = 0 a.p.t. pe (—1,0), deci v(z) = 0 a.p.t. pe (—1,1). In
consecinta, din (4.8) vom avea

0=2¢(0)

pentru orice ¢ € C3° (—1,1), ceea ce este absurd. Prin urmare, functia w nu este
slab derivabila.

EXEMPLUL 4.4. Mai general, fie u € C ([a,b]) o functie continuu derivabila pe
portiuni, adicd existda o partitie a intervalului [a,b], a = zg < 1 < ... < T, = b,
astfel incat v € C[z;_1,7;], 1 < i < n. Se poate verifica direct cu definitia ca
derivata slaba a functiei u este functia

n

u' (x), dacdzé€ U (Tiz1, ;)
i=1

Ci, dacox=z;, 1 <i<n

w(x) =

)

unde ¢; € R, 1 < i <n, sunt constante arbitrare.

Asadar derivata slaba exista si este egala cu derivata clasica pe fiecare interval
(xi—1,2;). Valorile derivatei slabe in nodurile z; sunt nedefinite. Acest fapt nu
creeaza dificultals deoarece definitia derivatei slabe cu o integrala determina derivata
slaba numai a.p.t.

Ca in exemplul anterior se poate arata ca derivata slaba de ordinul doi a lui u
nu existd decdt dacd u' (z; —0) # v (x; +0), 1 <i<n.

Vom introduce acum notiunea de derivata slabd pentru functii reale de doua
variabile reale. Fie Q C R? o multime deschisd si marginitd si u € C*(Q), ¢ €
Cs° (Q). Atunci u - ¢ € C} (Q). Extindem functia u - ¢ cu 0 la tot R2.
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Consideram un disc B cu raza suficient de mare astfel ca suppy C B. Aplicand
formula Green-Riemann pe B, obtinem

0 )
[ 7a; e prtmta = [ 5o pamdn=—f (- )a o
Q B 5

Derivand primul termen rezulta

// B pdxidas + //ua—xldxldxg =0,
//u—dxldxg = f// %wdxldxg.
0011

Similar, se obtine

//u—dxldxg = —// g—uwdmldxg.
QO0T2

Rationamentul se poate repeta dacd Q C R3, folosind formula Gauss-Ostrogradski
in locul formulei Green-Riemann.

Aceste formule se extind la cazul N-dimensional. Folosind integrarea prin parti,
vom avea: daci u € C!(Q), ¢ € C§° (), atunci

deci

(4.4) / Op ——dz = / 5 -¢dz, pentru orice j cu 1 < j < N,

deoarece termenii pe frontlera sunt nuli.
Daci a = (a1, aq, ..., an) este un multiindice i u € clel (©), aplicand formula
(4.4) de a; ori pentru fiecare j, deducem c&

/uDo‘goda: = (71)‘°‘|/D°‘ugadx.
Q Q

Definitia derivatei slabe se poate generaliza la N dimensiuni in modul urmator.

DEFINITIA 4.2. Spunem ci o functie u € L}, () are D*-derivata slabd dacd
existd o functie g € L}, (Q) astfel incat

(4.5) /uDacpdx = (—1)‘@| /ggodz, pentru orice ¢ € C§° () .
Q Q

Derivata slaba se noteazd cu D™u.

TEOREMA 4.1. 1) Daca existd derivata slabd a unei functii, atunci ea este
unica.

2) Derivata slabd nu depinde de ordinea in care se face derivarea.

3) Dacd functiile u,v € Li,. () au D*-derivatele slabe f respectiv g, atunci
au + pu, a,B € R, are D*-derivata slaba af + B9,

DEMONSTRATIE. 1) Presupunem ci functia u € L}, () are doud D®-derivate
slabe, g,h € L}, . (Q). Atunci

/uDagde = (fl)ml /gcpdx, pentru orice ¢ € C5° (2).
Q Q

/uDade — (=)l /h(pd% pentru orice ¢ € C5° (2).
o 0
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Scazand cele doua egalitéti si notdnd w = g — h, obtinem
/wcpd:z: = 0, pentru orice ¢ € C5° (£2).
Q

Atunci, din lema 3.1 rezultd cd w (z) = 0 a.p.t. x € Q, deci g (x) = h(z) a.p.t.
xz €.
2) Este evident, deoarece in formula (4.5) se poate schimba arbitrar ordinea de
derivare a functiei . O
EXEMPLUL 4.5. (Functia lui Heaviside bidimensionala) Fie functia h : R? — R,
| 1, dacaxz,y>0
I, y) = { 0, altfel

Vom arata ca D*h, unde a = (1,1),
exista M > 0 astfel incdt suppp C (—M, M)

M M
¢ 0%p
@o) [ new) g @ dsdy = [ | [ @y | do =
0 0

M
__[9%
o ox

0

nu existi. Pentru orice ¢ € Cg° (R?)
X (=M, M). Atunci

(2,0) dz = ¢ (0,0).

Procedam ca in exemplul 4.3. Presupunem prin absurd ca functia h are derivata
slabd functia v € L} (Rz). Conform definitiei

loc

(@7 [ e Zitets= [[ vo) deay

pentru orice ¢ € C3° (R?). Tindnd seama de (4.6) si (4.7), obtinem

o @re @y dedy = 0.0),

pentru orice ¢ € C§° (RQ). Ludnd in (4.7) ¢ € C§° (D), unde D este primul cadran,

rezulta ca
[@wawwwwwxzm

pentru orice p € C§° (D). Conform lemei 3.1, v(x,y) =0 a.p.t. pe D. Dacd ludm
in (4.7) ¢ € C§° (R*\D), se obtine ci v (z,y) =0 a.p.t. pe R*\D, deci v (z,y) =0
a.p.t. pe R2. In consecinta, din (4.6) vom avea

0=¢(0,0)

pentru orice ¢ € C§° (RZ), ceea ce este absurd. Prin urmare, functia DYy nu
exista.

EXEMPLUL 4.6. In metoda elementului finit pentru rezolvarea ecuatiilor dife-
rentiale §i a ecuatitlor cu derivate partiale, intdlnim adesea functii polinomiale pe
portiuni.

Presupunem ca Q C R? este un domeniu poligonal care este partitionat in
domenii poligonale:
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In mod uzual, fiecare subdomeniu este un triunghi sau un patrulater.
Presupunem ca pentru k € N*

ueck(Q), u|§ieck+1(ﬂ) 1<i<n.

Atunci exista derivata slaba de ordin k+1 a functiei u, pentru orice multiindice
a de lungime k + 1. Derivata slaba D*u este data de

D% (z), dacaz e Uint Q;
i=1
arbitrar, altfel

D% (z) =

Ordinul k este determinat de ordinul ecuatiei diferentiale sau al ecuatiei cu
derivate partiale i de tipul de element finit. De exemplu, pentru o problema eliptica
de ordinul doi, functiile element finit au derivate slabe de ordinul intdi.

Se poate intdmpla ca o functie sa admita derivata slaba de ordinul doi, fara sa
admita derivate slabe de ordinul intai.

EXEMPLUL 4.7. Fie functia u : R? — R, u(z,y) = signz + signy. Daca
a = (1,1), vom arata cd D*u = 0. Pentru orice ¢ € C° (Rz) exista M > 0 astfel
incat suppp C (=M, M) x (=M, M). Atunci

M M

2
// (z,y) dxdy— / / (signx + signy) ——— 07 (m,y) dy | dx.
R2 Oxdy
M \M

Dar

M
2

Y _
/ (signx + signy) —— 920y (m,y) dy =

-M

0%p
—1 + +1) =
(signx /axay x,y) dy + (signx /8958 x,y) dy
M

= (signx — 1) ggc (z,0) — (signz + 1) ?)—i (z,0) = ?;0 (2,0),
deoarece g“" (x,—M) = g—i (z, M) =0. In consecinti

// u(z,y) d:ndy —2/ (z,0) dz =0,
R2 a

deoarece 2 (—M,0) = 85 (M,0) = 0. Rezulti ca DYy = 0.
Vom amta acum cd DOV nu existd. Procedam ca mai sus. Obtinem succesiv
M

M
0P dedy — : ona) 27
J[un Goaty= [ | [ tsione +sions) 52 @.9) dy | .
—M M

M
0
/ (signx + signy) 875 (z,y) dy =
-M
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0 M
= / (signz — 1) aﬁg@ y) dy +/ signx + 1 j (x,y)dy =
M 0

= (signz — 1) ¢ (2,0) — (signz + 1) ¢ (z,0) = —2¢ (z,0),
deoarece @ (x,—M) = ¢ (x, M) = 0. In consecinti
M

(4.8) //R?u (z,9) g—gdxdy =-2 / ¢ (z,0) dz,

Daca ar exista g € Llloc (Rz) astfel ca DOV = ¢ atunci am avea

—//}%2g(w,y)@(w,y)dwdy=//RQU(w,y) %dwdy:ﬂ 790(3370)6193
-M

de unde rezultd ca pentru suportul lui ¢ in afara axei Ox integrala de mai sus este
zero, deci conform lemei fundamentale a calculului variational g este nuld in afara
axei Ox. Cum multimea punctelor de pe axa Ox este neglijabila rezulta g=0 a.p.t.
deci termenii din (4.8) ar trebui s fie zero pentru orice ¢, ceea ce este imposibil.
Prin urmare DYy nu exist.
5. Spatii Sobolev
Fie Q o submultime deschisd a lui RY. Definim

(5.1) H™(Q)={ue L*(Q) | D*u € L* () pentru orice a cu |a| < m}.

In aceastd definitie derivatele sunt derivate slabe. Cu alte cuvinte, pentru orice
multiindice « care satisface || < m, existi o functie v, € L? (Q) astfel ca

(5.2) /uDacpd:z: = (—1)'0‘| /vagpdx, pentru orice ¢ € C§° ().
Q Q

Atunci D*u = v,, pentru orice « cu |a] < m.
Spatiul H™ () este spatiu normat in raport cu norma

1/2
(53) i = (X oy 107 0l))

De asemenea, pe H™ (2) se poate considera produsul scalar
5.4 Uy VY prm = D%uD%vdz.
( ) < >H Z\a|<7n Q

De fapt, norma datd de (5.3) este norma definitd de produsul scalar (5.4). Are
loc

TEOREMA 5.1. Spatiul H™ (Q) este un spatiu Hilbert.

DEMONSTRATIE. Fie (u,), un gir Cauchy in H™ (£2). Atunci pentru orice
multiindice a cu |a| < m, (D%u,),, este sir Cauchy in L? (). Spatiul L? (2) fiind
complet, rezultd ci pentru fiecare v cu |a| < m, existd v, € L? (Q) astfel ca

(5.5) [D%upn — vallp2(q) — 0 cand n — oo.
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Notdm cu w functia v, corespunzatoare singurului multiindice o pentru care
|a| = 0, pentru care (5.5) are forma

(5.6) [un — w||12(q) — 0 cand n — oo.
Pe de altd parte, tindnd seama de (5.2) putem scrie

(5.7) /u,LDo‘gpdx = (—l)la‘ /Daungodx, pentru orice ¢ € C5° ().
Q o

Din inegalitatea lui Holder avem

/u"Do‘godmf/wDagadx
Q Q

sl pentru orice « cu |a| > 0
(5.9) ‘/Do‘ungﬁdx— /vagpdx
Q Q
Trecand la limitd in (5.7) si tinand seama de (5.8), (5.6), (5.9), (5.5), rezultd

/wD“apdx = (—1)‘“| /vagodac, pentru orice ¢ € C§° (),
Q Q

(5.8)

< lun = wll 20 1D @l L2 ()

S D% un = vall 2oy el L2 (o) -

ceea ce inseamnd cd D%w = v, in sens slab.
Prin urmare w € H™ (). Din (5.5) obtinem

1/2
lr, — W ggm = (Za|<m | D“uy, — ’Ua||L2(Q)> — 0 cand n — oo.
Agadar H™ (Q) este complet, deci este un spatiu Hilbert. O

ExempLUL 5.1. Fie functia v : (0,1) — R, u(z) = 2%, a € R. Se aratd usor
ciu € L?(0,1) dacd o > —1/2 siu € H*(0,1) dacd o > 1/2.

EXEMPLUL 5.2. Fie functia v : (=1,1) — R, u(z) = |z|. Tindnd seama de
exemplul 4.1, rezultd cau € H* (—1,1), daru ¢ H?((—1,1)). De asemenea, functia
lui Heaviside unidimensionald,

1, dacazxz >0
0:(—1,1)—>R,0(m):{0} dact o <0

este in L? (—1,1), dar nu este in H' (—1,1).

Lucrul cu functiile din L? (Q) si cu derivatele lor slabe este destul de delicat.
In multe probleme, teorema urm#toare permite lucrul cu functii regulate, ur-
mate apoi de o trecere la limita.

DEFINITIA 5.1. Spunem ci domeniul Q) este tare stelat in raport cu punctul
M € Q, daci pentru orice P € 0, segmentul deschis (M P) C ().
Spunem ci domeniul Q este de clasd C* dacd pentru orice punct My al frontierei
T' a lui Q exista o vecinatate a acestui punct Vg, un sistem de aze (Oo;m(l), ...,x?v)
si o functie ag € C* (RN’l) astfel incdt
LNV ={z eV |2y =ao(2},..,2%_1)}
QNVo={z eV |2y >ao(2,....2%_,)}
QnVo={zeV|a% <ao(2?,...2%_1)}

0
1>
0
1
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Se observi cd , dacd Q este de clasi C¥, aceasta implicd faptul ci, local, Q este
situat de aceeasi parte a frontierei I'. -
Vom nota cu C* (Q) multimea restrictiilor la €2 a functiilor din C3° (RN )

TEOREMA 5.2. Daca ) este tare stelat in raport cu un punct al sdu sau dacd

Q este de clasa C°, atunci C* (Q) este dens in H™ (12).
Este clar c& C§° () C H™ ().
DEFINITIA 5.2. Vom nota cu H{* () inchiderea lui C§° (Q) tn H™ ().

Prin urmare, daca u € Hg" (€2), atunci existd un sir (uy), C C§° (2) astfel
incat

limy, oo [|tn, — | gm = 0.

Spatiul HJ" (Q) este inzestrat cu produsul scalar din H™ () si cu norma indusa
de acesta. Fiind subspatiu inchis al lui H™ (), H{" (£2) este la randul sdu un spatiu
Hilbert.

OBSERVATIA 5.1. Fcuatiile diferentiale (sau cu derivate partiale) sunt adesea
cuplate cu conditii la limita. In general nu putem vorbi de wvalorile pe ) ale
unei functii din L? (Q). Spre exemplu, daca Q = (0,1) x (0,1) si u : Q — R,
u(z1,22) =27, 0 < a < 1, atunci u € L*(Q), dar nu putem vorbi de valorile lui
u pe Of).

Introducem acum notiunea de urmd pe frontierd a unei functii din H™ (Q).

Fie v : C° () — C°(99) aplicatia care duce o functie din C° (©) in urma sa
pe 0€2. Daca ) are frontiera suficient de regulata, tindnd seama de teorema 5.2, g
se extinde prin continuitate la H' (Q). Se poate demonstra ci functiile din H} ()
sunt acele functii din H* (), nule pe 9.

TEOREMA 5.3. (Inegalitatea lui Friedrichs-Poincaré) Fie Q C RN o multime
deschisa gi marginitd. Atunci, existd o constantd pozitiva cq astfel ca

(5.10) /u2 (z) dx < CQ/ \Vu (2)]? dz, pentru orice u € H} ().
Q Q

DEMONSTRATIE. Tinand seama de definitia spatiului H} (£2), este suficient si
demonstram inegalitatea pentru functii din C§° (€2). Inegalitatea se extinde apoi
prin densitate la H{ ().

Pentru simplitatea scrierii vom considera N = 2.

Fie u € C§° (2). Domeniul Q fiind mé&rginit, existd un pétrat cu latura M,
suficient de mare, II = {(x, y) ER? | -M < m,y < M}, care contine € in interiorul
s#u. Prelungim functia u cu valoarea 0 in II\(2,

_ | u(z,y), dacd (z,y) € Q
(5.11) (@ y) = { 0, dacd (z,y) € II\Q
Dup4 formula lui Leibniz-Newton, avem
[ ou
(5.12) u(ey) —u(=My)= [ =
-M

(t,y)dt.
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Cum punctul (—M,y) se afld in afara domeniului Q, vom avea u (—M,y) = 0,
deci (5.12) se mai scrie

x

u(x,y) = /1~g—?(t,y)dt.

-M

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz (2.5), obtinem
2

519 w2 = | [1-Gana) <[ [ra) [ (Fen) s
M M —M

<2M/( ty> dt

Integram (5.13) pe II. Avem

//Hu2(a:,y)dzdy§2M74(7 (/T <?:(t,y)>2dt dy | dz =
M M

—-M

M M
—4M2 / atty dt y<4M2/(/ dt dy =

M

- 4M2// <gz (x,y)>2dwdy-

Tinand seama de (5.11), am ardtat ci

// xydxdy<4M2//(aumy)dxdy

Analog se arata

//Qu2 (z,y) dedy < 4M2//Q (gz (z,y))dedy.

Prin adunarea celor doui inegalititi de mai sus rezulta (5.10) cu cq = 2M2. O

Pe H{ (Q) putem considera norma data de (5.3), care se mai scrie

1/2
(5.14) [lull 10y = (/ u? (z) dz +/ |Vu (x)|2dx> , pentru orice u € Hy (Q).
Q Q
Din teorema 5.3, obtinem

COROLAR 5.1. Pe H} () norma (5.14) este echivalentd cu norma

/2

(5.15) - (/ IV ()2 dx) we H (D).
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DEMONSTRATIE. Mai intai vom arita c& (5.15) este o norma pe H} (Q2).
Intr-adevir, dacs ||ul| Hio) = 0, atunci din inegalitatea lui Friedrichs rezulta
cau=0.
Pe de altd parte, (5.15) se mai scrie
[ell g () = VU (@)l L2 () »

deci

ot 0l ) = 11V (@) + F0 @)1y < 117 @)] + T2 @)y <

2 2
< (1192 @)l 20y + 1190 @llzey) = (el gy + Molge) s
deoarece, din inegalitatea lui Cauchy pentru forma biliniard simetricd Q (u,v) =
Vu (z) - Vo (x) se obtine imediat

[Vu(z) + Vv (2)] < [Vu ()] + [Vv ()]
In sfarsit, se vede ugor ci
||ozu||Hé(Q) = |a ||uHH8 , pentru orice o € R si u € Hy ().
Pe de alta parte, este evident ca
||UHH3(Q) < ”uHHl(Q)

gi din (5.10) se obtine imediat ci

HU”HI(Q) < Y% 1+ - ||U||Hg(Q) )

deci pe Hg () normele (5.14) si (5.15) sunt echivalente. O

6. Operatori liniari si continui pe spatii normate. Spatii reflexive
Fie (X, |||l x) si (Y, ]]|ly-) doud spatii vectoriale reale normate.

DEFINITIA 6.1. Operatorul A : X — Y se numeste continuu in punctul u € X
daca pentru orice gir (up), C X astfel incat u, — u cind n — oo, rezultd ca
Au, — Au cind n — oco. Operatorul A se numeste continuu pe X daca este
continuu in orice punct u € X.

DEFINITIA 6.2. Operatorul A: X — Y se numeste operator liniar daca
A(au+ fv) = aAu + Av pentru orice u,v € X, o, 8 € R.

OBSERVATIA 6.1. Dacd un operator liniar A : X — Y este continuu in punctul
u € X, atunci el este continuu pe X. Intr-adevir, fie (n), C X astfel ca z,, —» x
cand n — oo. Atunci sirul (u,),, cu un, = (T, — ) + u converge la u. Deoarece A
este continuu tn u, va rezulta ca Au, — Au cdnd n — co. Dar x, = (un, —u) + 2.

Operatorul A fiind liniar, avem Az, = Au, —Au+Azx. Prin urmare Ax, — Ax
cdnd n — 0.

DEFINITIA 6.3. Operatorul liniar A : X — Y se numeste marginit daci exista
o constanta pozitiva C astfel ca
(6.1) JAully < Cllully , Vu € X.

PrOPOZITIA 6.1. Pentru ca operatorul liniar A : X — Y sa fie continuu, este
necesar §i suficient ca A sa fie marginit.
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DEMONSTRATIE. Necesitatea. Presupunem ci A este liniar gi continuu. Vom
arata ca

(6.2) Co = sup{||Aully |v e X, |lul|y =1} < .
Daca Cy = oo, atunci din definitia supremumului rezultd cd existd un sir
(un), C X, |lun||x =1, pentru orice n, astfel ca \,, = ||Au,ly, — oo cand n — oo.

Consideram sirul (vn),,, ¥n = un/A,. Este clar c& v, — 0x cand n — co. Cum
A este continuu, rezultd ca Av, — Oy cand n — oo, ceea ce contrazice faptul ca
[Avp[ly = 1.

Fie acum v € X, u # Ox. Dacd v = u/ ||ul| y, atunci |jv|| y = 1, deci ||Av|y <
Co.

Dar Av = WAU’ prin urmare
X

(6.3) [Aully < Co flullx

si relatia (6.1) este satisfdcutd cu C' = Cy.

Suficienta. Din (6.1) rezultd imediat continuitatea lui A in punctul Ox. Tinand
seama de observatia 6.1, rezultd cd A este continuu pe X.

Propozitia este demonstrata. [

Daci A este operatorul nul, adicd Au = 0y pentru orice u € X, atunci in (6.1)
se poate lua C' = 0. Pentru orice alt operator avem obligatoriu C' > 0.

OBSERVATIA 6.2. Cy dat de (6.2) este cea mai micd constantd care verificd
inegalitatea (6.1). Intr-adevir, conform (6.3), Cy satisface (6.1). Fie C satisfacind
(6.1). Dacd u € X gi ||lully = 1, atunci din (6.1) se obtine ||Aull,, < C, deci
Cy < C.

Fie acum C = sup ||Aully.. Este clar ca C > Cy. Fie acum u # Ox,
llull x <1
lully <1 giv=u/lully. Cum |v|y = 1, rezultda ca ||Av|ly, < Co. , adica

|Au|ly < Co|lu|| . Atunci C < Cy, deci C = Cy.
Co se numeste normd a operatorului A si se noteaza cu ||A|l. Asadar

[All = sup [[Auly = sup [ Aully .

ull x=1 ullx <1
Ludnd in (6.1) C = Cy = ||Al|, obtinem
lAu|ly < [|A]l |u]lx , pentru orice u € X.

OBSERVATIA 6.3. Un operator liniar f : X — R se numeste functionald liniara.
Asadar functionala liniara este un caz particular de operator liniar. Marginirea
functionalei se defineste prin inegalitatea

|f ()] < Clullx -
Norma functionalei liniare gi continue f este

[l = sup [f(u)

”u‘lle

§t
[f (@)l < (£l x -
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Notadm cu X* dualul topologic al lui X, adica spatiul tuturor functionalelor
liniare si continue pr X. Norma duald pe X* este definitd prin

(6.4) [fllx- = sup [f(u)].

flullx <1

Dacs f € X* gi u € X, vom scrie in general (f, u) in loc de f (u). Este cunoscut
cd X* este spatiu Banach, chiar dacd X nu este complet.

Fie X un spatiu Banach, X* dualul siu inzestrat cu norma duald (6.4) si X**
bidualul sau, adicd dualul lui X*, inzestrat cu norma

1€l = sup  [(& f)]
1711+ <1

Definim injectia canonica J : X — X** astfel: dacd x € X, atunci
(Jz, f) = (f,z), Vx € X, pentru orice f € X™.

Este evident cd J este liniara. Se poate ardta ca J este o izometrie, adica
| Jz|| ¢ = ||z|| . Se poate intAmpla ca J sd nu fie surjectiv. Dacd J este surjectiv,
atunci spatiul X se numeste reflexiv.

7. Teorema Riesz-Fréchet

ProroziTIA 7.1. Fie H un spatiu Hilbert. Dacd w, — u §i v, — v cdnd
n — 00, atunci {(Uy,v,) — (u,v) cind n — co.

DEMONSTRATIE. Intr-adevir
[(tn, vn) — (u, 0)] < [(un — u,v)| + [{u, v — )] <
< lun = wll lon]] + [l lvn = vl — 0
cand n — oo, deoarece sirul (vy),, este marginit. O
Elementele z,y € H se numesc ortogonale si se noteazd x Ly dacd (z,y) = 0.

Daca S este un subspatiu vectorial al lui H, atunci elementul x € H se numeste
ortogonal pe S daca xly pentru orice y € S. Evident 0y LS. Vom nota

St ={ye H|(y,x) =0, pentru orice x € S}.
Multimea S+ este un subspatiu vectorial al lui H. Intr-adevir, fie o, 8 € R,
y,z €St sizeS. Atunci
(ay + Bz, z) = a(y,x) + B{z,x) =0,
deci ay + Bz € S*.
TEOREMA 7.1. Dacd S este un subspatiuv vectorial inchis al spatiului Hilbert

H, atunci
H=SaoSst.

DEMONSTRATIE. Vom ardta ca orice element x € H se reprezintd in mod unic
sub forma

(7.1) r=y+z ycSszeSt

Vom demonstra mai intai unicitatea acestei reprezentéri. Se observa ca daci
v e SN SE, atunc |[v]|* = (v,v) = 0, deci v = 0. Prin urmare, daci z =y + z =
y1+zcuy, yp € Ssiz, 2z €8t atunciy —y; =2 —2z Cumy—y, €9 si
21 — z € S+, dupi observatia anterioars, vom avea y = y; si z; = z. Unicitatea
reprezentdrii (7.1) este dovedita.
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Vom ardta acum cum se obtine reprezentarea (7.1).
Dacd z € S, atunci x =  + Oy . Presupunem acum cid = ¢ S. Fie

d= inf [lz = y|*.
Existd un sir (y,),, C S astfel ca
(7.2) |z — ynll* = dn — d cand n — .
Fie u un element oarecare din S. Pentru orice t € R, y,, + tu € S, deci
Iz =y — tul® > d,
sau (r — y, — tu,x — y, — tu) > d care se mai scrie
lul® t? — 2 (x — yn,u) t + d, — d > 0 pentru orice t € R.
In consecintd trebuie si avem
(7.3) (& = gy )] < VA —dJull, Y0 € N,
Deoarece yp, — Ym = (Yn — &) + (¢ — Ym), tindnd seama de (7.3), obtinem
(Y = Y w)] < [(@ =y, w)| + (@ — Y, w)| <
< (Vi =d+ /dy = d) |Jul] .

Punand in aceastd inegalitate u = y, — Ym i simplificAnd cu ||yn — ymll,
ajungem la inegalitatea

[yn — ym| < \/dn —d+ \/dm —d.

Avand in vedere (7.2), rezulta cd girul (y,), C S este fundamental. Spatiul H
fiind complet, rezultd ca existd y € H astfel ca y, — y cdnd n — oco. Mai mult,
y € 5, deoarece subspatiul S este inchis.

Trecand la limitd in (7.3), se obtine

(7.4) (x — y,u) = 0 pentru orice u € S.

Notdm z = z — y. Conform (7.4), avem z € S*.
Prin urmare, v =y + z, y € S si z € S+. O

DEFINITIA 7.1. Unicul element y € S din reprezentarea (7.1) a unui element
x € H se numeste proiectia elementului x pe subspatiul S. Subspatiile S si S+
se numesc subspatii complementare.

TEOREMA 7.2. (Teorema de reprezentare a lui Riesz-Fréchet-1907)
Fie o € H*. Atunci exista gi este unic f € H astfel incdt

(p,u) = (f,u), pentru orice u € H.
Mai mult,

(7.5) 11 = lleell - -

DEMONSTRATIE. Unicitatea reprezentarii lui ¢ ca un produs scalar este imedi-
ata.

Presupunem ci (p, u) = (f,u) = (g,u) pentru orice v € H. Atunci (f — g,u) =
0 pentru orice v € H. Punand u = f — g, obtinem ||f —g|| = 0, adicd f = g si
unicitatea reprezentarii este demonstrata.

Daci kerp = H, atunci ¢ coincide cu aplicatia nuld 6 : H — R, 6 (z) = 0,
pentru orice z € H. In acest caz putem lua f = 0y si demonstratia se incheie.
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Presupunem acum ci ¢ # 6, deci ker ¢ nu este tot H. Deoarece ¢ este continud,
ker ¢ este subspatiu inchis al lui H. Conform teoremei 7.1, are loc descompunerea
H =kerp @ (ker )",

unde (ker )" # {0x}. Fie w € (ker )", w # 0g. In consecint (¢, w) # 0.

Fie u un element arbitrar din H. Construim elementul g = u — ég:f}) we H.

Se verificd usgor cd (p,g) = 0, deci g € kerp. Cum w L kerp, rezultd cd

(g,w) = 0.
Dezvoltand produsul scalar, obtinem

_ <S0,U> w 2:
() = 2 o =,

de unde rezultd reprezentarea lui ¢ ca produs scalar

<%m=< Ww%>=mﬁ,

U, 5
]l

unde f = iﬁjﬁr}w

Din expresia lui f se obtine imediat c& || f|| < ||¢|| .. Totodatd, din inegalitatea
lui Cauchy-Schwarz rezulta

(o, )] < [l < (AN - Nl
deci || - < |If]], adicd (7.5).

Teorema este demonstrata. O

COROLAR 7.1. Orice spatiu Hilbert este reflexiv.

DEMONSTRATIE. Dualul unui spatiu Hilbert H este, de asemenea un spatiu
Hilbert, norma fiind indusd de un produs scalar definit dupa cum urmeaza.
Fie ¢, € H*. Conform teoremei Riesz, existd f € H respectiv g € H astfel
ca
(p,u) = (f,u), pentru orice u € H
(¥, u) = (g,u), pentru orice u € H

Definim pe H* urmétorul produs scalar

(o, 0), = (f,g), pentru orice p,¢ € H*.

Fie T € H** = (H*)". Conform teoremei Riesz, existd ¢ € H* astfel ca
T () = (p, ), , pentru orice p € H*.

Existd g € H astfel ca (¢, u) = (g,u), Yu € H. Fie ¢ € H* oarecare. Existd
f, astfel ca (p,u) = (f,,u), Yu € H. In particular (¢, g) = (f,, ).
Atunci

T(p) = (P, V), = (for9) =, 9) = (Jg, ),

unde J : H — H™** este injectia canonicd. Asadar T = Jg, g € H, deci J este
surjectie. Prin urmare H este reflexiv. O
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8. Teorema Lax-Milgram
Fie H un spatiu Hilbert real.

DEFINITIA 8.1. O forma biliniara a : H x H — R se numeste continua
(mdrginita) daca existd o constantd C astfel incat

(8.1) la (u,v)| < Cu|l ||v||, pentru orice u,v € H.

Forma biliniard o se numeste coerciva daca existd o constantd o > 0 astfel
incat
(8.2) la (v,0)] > a|v||®, pentru orice v € H.

Demonstratia teoremei Lax-Milgram se bazeaza pe urmatorul rezultat clasic:

TEOREMA 8.1. (Teorema de punct fix a lui Banach - metoda aprozimatiilor
succesive a lui Picard) Fie X un spatiu metric complet $i S : X — X o contractie
stricta, adica exista k < 1 astfel incdt

d (Su, Sv) < kd (u,v), pentru orice u,v € X.
Atunci S are un punct fix unic, u = Su.

TEOREMA 8.2. (Laz-Milgram) (Peter Lax, Arthur Milgram 1954) Fie a : H x
H — R o forma biliniara simetrica, continud si coerciva pe H. Atunci, pentru
orice p € H* exista un element unic w € H astfel incdt

(8.3) a (u,v) = (p,v) pentru orice v € H.

Mai mult, elementul u este caracterizat de proprietatea
1 1
(8.4) ue H gi 3@ (u,u) — (p,u) = min,epy {2a (v,v) — <<p,v>} .
In plus are loc
Jull < = el
U = .-
=7 Pllg

DEMONSTRATIE. Pasul 1.Vom ardta cd existd un operator liniar gi continuu
A : H — H astfel incat

(8.5) a(u,v) = (Au,v), Yv € H.
Fie u € H fixat. Consideram functionala
(8.6) Yv:H—>R ¢¥(w)=a(u,v),veH.

Din biliniaritatea lui a rezultd c& functionala 1) este liniard. Intr-adevir

Y (avr + Poz) = a(u,avy + Pra) = aa (u,v1) + Ba(u,v2) = ayp (v1) + By (va) ,
pentru orice o, € R, u,v € H.
Pe de altd parte, forma biliniard a fiind continu&, din (8.1) obtinem

[ (v)] = |a (u,v)|] < C|lull ||v|| pentru orice v € H.

In consecinta

1905+ = b ¢ (v)] < Clul| < oo

Prin urmare ¥ € H*.
Conform teoremei Riesz-Fréchet, existd un unic uy € H astfel incat

(8.7) Y (v) = (uy,v), Vv € H.
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Definim operatorul
(8.8) A:H—H, Au=uy,u € H.

Din (8.6), (8.7), (8.8) se obtine (8.5).
Liniaritatea lui A este consecinta a liniaritatii in primul argument al formei
biliniare a:

(A (auy + Pusg),v) = a(aug + Pus,v) = aa (ur,v) + fa (ug,v) =
= a (Aug,v) + 8 (Aug, v) = (e Auy + SAug,v),
pentru orice a, § € R, u1,ug,v € H. Prin urmare
A (auy + Bus) = cAuy + fAus, Vo, B € R, uq,us € H,

adicd operatorul A este liniar.
Continuitatea lui A este consecintd a continuitatii formei biliniare a. Intr-
adevdar:

| Au||® = (Au, Au) = a (u, Au) < C|u|| ||Au|| pentru orice u € H.
Prin urmare
(8.9) |Au|| < C'|u||, Vu € H,

deci operatorul A este continuu.
Pasul 2. Vom arita ci operatorul A este inversabil si A~ este liniar si continuu.
Operatorul A este injectiv. Intr-adevir, din (8.2), (8.5) si inegalitatea lui
Cauchy-Schwarz obtinem succesiv

alfol* < fa(v,0)] = [{(Av,0)| < [ 40| |lo]],
deci
(8.10) alv|| < [JAv||, Yv € H.

Deci ker A = {0p }, deci A este injectiv.

Pentru a ardta cd A este surjectiv folosim teorema de punct fix a lui Banach.
Fie f € H. Vom arita ci existd u € H astfel incat Au = f.

Vom incerca si gdsim p # 0 astfel ca

T:-H—H Tv=v—p(Av—f),veH,
sa fie o contractie strictd. Dar, dacd v = v; — v9, atunci
|1Tvr = Tvs|* = [lv = pAv||* = [[o]|* = 2p (Av,v) + p* || Av]*.
Tinand seama de (8.2) si (8.9), rezultd ci
|1 Tv — Twa||* < (1= 20 + C2p%) [|vr — va |

Din (8.1) si (8.2) este imediat ¢ C' > «; putem presupune cd C' > «, deci
¢, =1—2ap+ C?p? > 0 deoarece discriminantul expresiei este negativ. Totodata
cp < 1ldacd p € (0, %) Asgadar pentru orice p € (07 %) T este o contractie, deci
are un punct fix unic. Pentru un p astfel ales exista un unic u € H astfel ca Tu = u
sau incd Au = f.

Prin urmare, operatorul A este surjectiv, deci este inversabil. Operatorul A~}
este, evident, liniar. Pentru a arita ci A~! este continuu este suficient s arit



90 3. ELEMENTE DE ANALIZA FUNCTIONALA

cad este marginit. Deoarece pentru orice v € H existd un unic v € H astfel ca
v = A"1u. Inlocuind in (8.10), rezulta ci

1
71 -
(8.11) A7 ]| < ],

deci A™! este mirginit si [|A7|| < L.
Pasul 8. Vom ardta ci ecuatia (8.3) are solutie unicd. Deoarece ¢ € H*,
conform teoremei Riesz, existd f € H unic, astfel incat

(8.12) (p,v) = (f,v),Yve H
st llell =[£Il

Tinand seama de (8.5) si (8.12), ecuatia (8.3) se mai scrie sub forma
(Au,v) = (f,v),Yv € H,

de unde rezultd ci ecuatia (8.3) este echivalentd cu ecuatia Au = f, care admite o
solutie si numai una deoarece A este inversabil. Deci u = A~!f. Conform (8.11),
avem

A< L=t
lell = lA= 1] < 171 = el

adicd (8.12).

Pasul 4. Aratdm c8 u este solutie a problemei de minim (8.4). Fie F': H — R,
F (v) = 3a(v,v) — (p,v), v € H. Fie u solutie a ecuatiei (8.3). Punand v = u in
(8.3), obtinem

a(u,u) = (p,u).
Atunci

a(u—v,u—v)=a(uu)—2a(u,v)+av,v)=

= <<p7u> - 2<§0,U> +CL(’U,’U) = <<pau> +2F(U) .
Prin calcul direct se obtine

1
F(v)—F(u)= §a(u—v,u—v) >0,VveH.
Prin urmare, u este solutie a problemei de minim (8.4).

Teorema este demonstrata. ([l
OBSERVATIA 8.1. 1) In multe aplicatii, functionala J data de

J(u) = %a(u,u) —{(p,u), ue H,
(care apare in (10.44)) reprezinti o energie. De exemplu, in mecanica mediilor
continue, consideram un corp elastic deformat in urma unei incarcari externe.
Atunci %a (u,u) este energia elastica de deformare in configuratia de echilibru,
iar — (p,u) este energia potentiald datoratd incdrcarii externe.
2) Problema determindrii unui w € H care satisface (8.3) se numeste formu-
lare variationala.
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9. Aplicatii ale teoremei Lax-Milgram

ExempLuL 9.1. (Conditie Dirichlet omogend) Consideram problema la
limita

" +u=finl=(0,1)
(9-1) { w(0) = u(l) = 0

2

unde f este o functie data din L* (I).
Conditia la limitda u(0) = u(1) = 0 se numeste conditie Dirichlet omogena.
Precizam pentru inceput cadrul functional. Reamintim
exista g € L? (I) astfel incdt

17y — 2
H () =quel ()] /ngp’dx:—/ﬂggpdx,wpecg"([)

Pentruu € H' (I) definim u' = g.
Spatiul H' (I), inzestrat cu produsul scalar

(s ) g1 (py = /uv dm—i—/u’v' dz,
I I

este un spatiu Hilbert.
Norma asociata este

2 2 1/2
lull sy = (lalary + 10 3en)

Spatiul H} (I) se defineste ca fiind inchiderea lui C4 (I) in H' (I). Inzestrat cu
norma indusa de H* (I) este un spatiu Banach reflexiv. Se poate ardta ca C§° (Q)
este dens in H} (I). Prin urmare se poate defini H} (I) ca fiind inchiderea lui
Cse (1) in H (I).

Are loc

TEOREMA 9.1. ([1, Teorema VIIL.11]) Fieuw € H' (I). Atunciu € H} (I) dacd
gt numai dacd u (0) =u (1) = 0.

In particular are loc inegalitatea lui Poincaré ( teorema 5.3). Presupunem ci I
este un interval marginit. Atunci existd o constanta C (depinzand de lungimea lui
I ) astfel incat

lull g2y < CllW'|p2(p) - pentru orice u € Hy ().

In consecintd, expresia ||| L2y este o norma pe H} (I) care este echivalentd

cu norma ||ul| g gy (corolar 5.1); pe H} (1) expresia / u'v" dx este un produs scalar

Q
care induce norma ||W'|| 2y echivalentd cu norma ||ull g gy -

O solutie clasica a problemei (9.1) este o functie u € C* (I) care verificd (9.1)
in sens uzual. O solutie slabd a lui (9.1) este o functie u € H} (I), care satisface

(9.2) /u’v’dm + /uvdw = /fvd:c, pentru orice v € Hy (I) .
I I I

Are loc
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PROPOZITIA 9.1. Pentru orice f € L? (I), existd si este unic u € H} (I) solutie
a problemei (9.2). In plus u se obtine prin

. 1
veHl(I){ /I(’U + o )da?—/lfvdx}.

Acesta este principiul lui Dirichlet.

DEMONSTRATIE. Se aplicd teorema Lax-Milgram in spatiul Hilbert H = H} (I)
inzestrat cu norma ||| ;2 (), cu forma biliniara

a(u,v) = /u’v'dw + /uvda: = (u,v)
I I

si cu functionala liniard ¢: v — /fvdx. O
I

ExeEmpPLUL 9.2. (Conditie Dirichlet neomogenda) Fie problema la limita
—u"+u=finlI=(0,1)
unde o, 3 € R sunt date si f este o functie datd din L? (I).

PROPOZITIA 9.2. Fiind date o, 3 € R gi f € L?(I), existd o unicd functie
u € H' (I) care satisface (9.3). In plus, u se obtine prin

v e H () (o) 07+ et)aa— [ s}
u(0) = a,u(l) =4
Daci, in plus, f € C(I), atunciu € C* (I).

DEMONSTRATIE. Fixim o functie netedd w astfel incat w(0) = a ¢i w(1) = B.
Putem lua, de exemplu, w (z) = (8 — a) x+a. Introducem functia necunoscutd
v =u — w. Atunci v satisface

—v”—i—v:f—f—w”—
{ v(0)=0,v(1) =0

Problema se reduce astfel la cazul anterior pentru functia v. O

ExEMPLUL 9.3. (Conditie Neumann omogena) Considerdm problema la

limita
—u" +u=finI=(0,1)

94) { W(0) = w/(1) = 0 :
unde f este o functie data din L* (I).

Conditia la limitd v’ (0) = v/ (1) = 0 se numeste conditie Neumann omogendg.

O solutie clasicd a problemei (9.4) este o functie u € C* (I) care verifica (9.4)
in sens uzual. O solutie slabd a lui (9.4) este o functie u € H' (I), care satisface

(9.5) /u’v’dm + /uvdw = /fvd:c, pentru orice v € H* (I).
I I I

Este convenabil sa lucram in spatiul Hilbert H' (I) si nu in Hg (I) ca mai sus,
deoarece u (0) gi u (1) sunt a priori necunoscute.
Are loc
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PROPOZITIA 9.3. Pentru orice f € L? (I), existd i este unic u € H' (I) solutie
a problemei (9.5). In plus u se obtine prin

1
Uer%ilrb) {2/1 (v +v*) dx — /vadx} .

DEMONSTRATIE. Se aplicd teorema Lax-Milgram in spatiul Hilbert H = H! (I)
cu forma biliniard

a(u,v) = /u’v'd:c + /uvd:p = (u,v)
I 1

si cu functionala liniara ¢: v — / fudzx.
I
Folosind inegalitatea lui Schwarz, obtinem

la (u, 0)| < Jull 2y 10"l 2y + Null 2y 10l 2y < 2Mull gy 100y
deci forma biliniard a este marginita.
Pe de alta parte

2 2 2
a(u,uw) = [t g2y + lullzery = 1wz
deci a este coerciva.
De asemenea, din inegalitatea lui Schwarz, obtinem

e, v)| < ||f||L2(1) ||U||L2(1) < Hf“L?(I) HU”Hl(I)-
Prin urmare, ¢ este o functionald liniars si mirginita, deci continua pe H* (I). O

OBSERVATIA 9.1. Dacd solutia problemei (9.5) este de clasa C?, atunci este
solutie clasica. Intr-adevar, cum u € H? (I), integrand prin parti in primul termen

din (9.5), deducem

(9.6) /1 (—u” +u— Fode 4+ (1) v (1) — o (0)v(0) = 0,¥v € H ().

Daci aleg in (9.6) v € H{ (I), obtinem —u" +u = f a.p.t. Revenind la (9.6), gasim
o' (1) v (1) =/ (0)v(0) =0, pentru orice v € H (I).
Deoarece v (0) i v (1) sunt arbitrare, deducem cd u' (0) =’ (1) = 0.

EXEMPLUL 9.4. (Problema Dirichlet omogend bidimensionala) Fie Q2 C

R? o multime deschisa si marginitd. Cautdm o functie u : Q — R care verifict
“Au+u=f inQ
(9-7) { u=0 pel =00 "’
unde ) )
0 0
Au = 87:; + a—yg = laplacianul lui u

si f este o functie data pe 2. Conditia pe frontiera u = 0 pe I' se numeste
conditie Dirichlet (omogena).

Precizam pentru inceput cadrul functional. Reamintim

existd g1, g2 € L* (Q) astfel incat

ug—“adx =— | gipdz

1 _ 2 / x
H (@) =quel?(@)] Jo & , pentru orice ¢ € C§° ()
/ug—“y”d:c = —/ggapdx
Q Q
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Pentruuw € H' (Q) definim % = g1, g—z = go.

Spatiul H' (Q) este inzestrat cu produsul scalar

(u, ) g1 :/uv dw—l—/Vu-Vv dz,
Q Q
Oudv Oudv

unde Vu - Vv = — — + — —. FEste un spatiu Hilbert, deci este reflexiv.

Ox 0x Oy 8
lll e = ( Nl +H H
H(I) L2(I) o L2 dy L2

Norma asociata este

Spatiul H} (Q) se defineste ca fiind inchiderea lui C} (Q) in H' (). Inzestrat cu
norma indusd de H' () este un spatiu Banach refleziv. Se poate arata ca C§° (Q)
este dens in HE (Q). Prin urmare se poate defini Hg (Q) ca fiind inchiderea lui
Cse () in H (Q).

Punctiile din Hg (Q) sunt "in mare” functiile din H' (), care se anuleazd pe
I'=09Q. Are loc

TEOREMA 9.2. ([1, Teoreman.l?]) Presupunem ca 2 este cu fontierd suficient
de netedd. Fieuw e H' (Q)NC (Q) Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) u=0 peT;

(i) u € H} (Q).

i in acest caz are loc inegalitatea lui Poincaré ( teorema 5.3). Presupunem cd

Q este un deschis marginit. Atunci existd o constanta C (depinzand de ) astfel
incdt

ull 20y < ClIVullp2(q) - pentru orice u € Hj ().
In particular, expresia [Vull g2 este o norma pe H} (Q) care este echivalenti

cu norma ||ul| g (g pe HY () expresia | Vu - Vv dx este un produs scalar care

induce norma ||[Vul| 2, echivalenta cu norma ||ul| 1 (q)-

O solutie clasicd a problemei (9.7) este o functie u € C? (ﬁ) care verifica
(9.7). O solutie slabd a problemei (9.7) este o functie u € HE (Q) care verifica

/Vu-Vv dx—i—/uv dr = /fv dzx, pentru orice v € H& Q).
Q Q Q

Orice solutie clasica este solutie slabd. Intr-adevar, w € H' (Q)nNc (ﬁ) giu=20
pe T, deciu € H} () conform teoremei 9.2. Pe de altd parte, dacd v € C} (Q) avem

/Vu-Vv dx—l—/uv d:z:z/fv dz
Q Q Q

si, prin densitate, aceastd egalitate ramane valabild pentru orice uw € H} (). Pen-
tru existenta si unicitatea solutiei slabe vom aplica teorema Lax-Milgram.

TEOREMA 9.3. (Principiul lui Dirichlet) ( Dirichlet, Riemann, Hilbert )
Pentru orice f € L*(Q) exista gi este unica o solutie slaba u € H} () a problemei
(9.7). In plus, u este solutie a problemei de minim

. 1 2 2
venl}él(lﬂ) {2/9 (\VU| + |v] )dx /vadm}.
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DEMONSTRATIE. Se alege in teorema Lax-Milgram H = H} () cu norma
HUHH(%(Q) = [[Vu| 12(q), forma biliniard simetrica

CL(U,’U):/VU'V’U dx+/uv dx
Q Q

si functionala liniard ¢: v — / fudx.
Q
Folosind inegalitatea lui Schwarz si inegalitatea lui Poincaré, obtinem
la (u, 0)] < [IVull 20y VOl 20y + [1ull L2 101l L2 (0) <
< (1 + 02) HVUHL2(Q) ||VU||L2(Q) = (1 + 02) HU”H(}(Q) ”U”Hﬂl(Q)a

deci forma biliniard a este marginita.
Pe de alta parte

a (u,u) = 1Vl 2aq) + ullZeoy > IVull2e0) = el sy -

deci a este coerciva.
De asemenea, din inegalitatea lui Schwarz gi inegalitatea lui Poincaré, obtinem

o0l < 1 F 2o 10l L2 ) < Cllf 2@ 1VOllL2@) = C ANl 20 Ul o) -
Prin urmare, ¢ este o functional liniard gi marginita, deci continud pe Hg (9).

O

EXEMPLUL 9.5. (Problema Neumann omogend) Fie Q C R? o multime
deschisa si marginita, cu frontiera suficient de neteda. Cautam o funclie v : Q — R
care verifica

(9.8) ou

— =0 pel=0Q "’

{ “Au+u=f inQ
on

. y ou o . 5 o .
unde [ este o functie data pe §2; n reprezintd derivata normald exterioard a lui
n

.. Ou N N . . iy
u, adici — = Vu-n, unde n este versorul normalei exterioare la T'. Conditia

on

. . Ou .. .
pe frontierd — =0 pe I' se numegte conditie Neumann (omogenda).

on

O solutie clasicd a problemei (9.8) este o functie u € C? (ﬁ) care satisface
(9.8). O solutie slaba a problemei (9.8) este o functie u € H' (Q) care verifica

/VU~V1} der/uv dx:/fv dz, pentru orice v e H' (Q).
Q Q Q

Orice solutie clasica este solutie slaba. Pentru aceasta, din formula lui Green

avem 5
/ (Au) vdx = /—uvda — /Vu -V dz,
Q ron Q

pentru orice u € C? (ﬁ) si pentru orice v € C* (ﬁ)
Daci u este solutie clasicd a lui (9.8), atunci u € H' () si avem

/Vu~Vv d:I:Jr/uv dx = /fv dx, pentru orice v € C* (ﬁ) .
Q Q Q

Atunci (9.8) se obtine prin densitate.
Pentru existenta si unicitatea solutiei slabe vom aplica teorema Lax-Milgram.
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TEOREMA 9.4. Pentru orice f € L? () existd §i este unici o solutie slaba
u € H' () a problemei (9.8). In plus, u este solutie a problemei de minim

. 1 2 2 /
— \Y% dr — dx ¢ .
o {3 [ (w0 )= [ o)

DEMONSTRATIE. Se alege in teorema Lax-Milgram H = H! (Q2), forma biliniara
simetrica

a(u,v):/Vu~Vv dx+/uv dx
Q Q

si functionala liniard ¢: v — /fvdx.
Q
Folosind inegalitatea lui Schwarz, obtinem
la (u,v)| < ”VU‘”L2(Q) ||VU||L2(Q) + ||u||L2(Q) ||UHL2(Q) <2 ”uHHl(Q) HUHHI(Q) )

deci forma biliniard a este marginita.
Pe de alta parte

2 2 2
a(u,u) = [|Vullp2q) + llull2q) = llullzq)
deci a este coerciva.
De asemenea, din inegalitatea lui Schwarz, obtinem

(s ) < Nl L2y N0ll L2y < 2oy 10l ey -

Prin urmare, ¢ este o functionald liniara si marginit#, deci continua pe H* (Q).
O



CAPITOLUL 4
PROGRAMAREA UNOR PROBLEME SIMPLE

DE ELEMENT FINIT

1. O problema unidimensionala

1.1. Formularea problemei. In cele ce urmeaza este exemplificata utilizarea
metodei elementului finit pentru rezolvarea unei probleme bilocale pe intervalul
I=(0,1). Prezentarea este conceputd a fi de sine stitdtoare desi o parte din cele ce
urmeazd este continutd in capitolul 3 (vezi exemplul 9.1 , pag. 90 ).

Fie I =[0,1] si fie H™ (I) completarea spatiului C* (I) fatd de norma

= ([ P@aes [ 2@as s [ 5o @az)

Notdm cu H{" (I) completarea in aceeasi norma a spatiului C§° (I). Elementele din
H{" (I) au ca restrictie pe zero la capetele intervalului. In exemplul nostru solutia
problemei va fi in spatiul H} (I), spatiu pe care il notdm in cele ce urmeazi cu V.
Mai multe detalii despre spatiile Sobolev H™ se gésesc in capitolul 3.

PRrROPOZITIA 1.1. a)Ezxista o constanta Cy astfel ca pentru orice f € C§° (I)
avem

(1.1) /If2 (z) dx < CO/If/2 (z) dz

b)Pentru c: [0,1] — R, ¢ > 0, mdrginita si integrabila, normele

1l = ( [ e @ st [ 1@ dx)m

1= ([ 7 @as+ [ 2@ dx)w

sunt echivalente pe V.

§t

DEMONSTRATIE. a)Pentru a demonstra inegalitatea ( 1.1) procedam astfel

/Ow () dt' < (/Ox () dt)1/2 </Om 1dt>1/2 < </OZ (@) dt)l/2
9

7

[f (=) | =




98 4. PROGRAMAREA UNOR PROBLEME SIMPLE DE ELEMENT FINIT

Avem acum

/OlfQ(x)dx—/Ol (/Ozf’(t)dt>2d:c
<[ ([ roa)us [([ron)e
/(/ 2 (1) dw)dt /01 2 ( dt</f/2

Putem deci lua constanta Cj egala cu 1.
b) este consecintd a lui a). Anume avem

1£17, < (max|e]) + 1) || II3,
1£13, < (max|e| - Co +1) || £,

Problema careia ii cautam o solutie este urmatoarea
(p) —u" (z) +e(x)u(r) = f(z) z€(0,1), e(x) >0
P w(0)=0, u(1)=0 :

unde ¢ si f sunt continue pe I (vezi si exemplul de la pagina 90). Solutiile clasice
ale acestei probleme sunt functii u € C? (I) N C° (I) care verificd cerintele (p).
Definima:V xV - R, L:V - R, J:V — R prin

a(u,v) = /1 (u' (2)v" (x) + c(x)u(z)v(z))de

v):/lf(:c)v x)dx

1
J(w) = 5@(1},1}) —L(v)
Din propozitia 1.1 rezultd cd a este un produs scalar pe V' echivalent cu produsul
standard. Vom nota
[ull, = Va (u,u)
norma pe A indusa de produsul scalar a. L si J sunt aplicatii continue pe V', L
fiind in plus liniara.
In continuare consideram urmatoarele probleme

ueV
(pv) {a(u,v):L(v) YveV
ueV
(mv) { J (u) = inf J (v)

Avem urmaétorul rezultat

PROPOZITIA 1.2. a)Problemele (pv) si (mwv) sunt echivalente.
b) Daca problema (p) are solutia u atunci u este solulie §i pentru problemele (pv)
st (mw).
¢) Dacd una din problemele (pv) sau (mv) are o solutie de clasa C* atunci aceea
este solutie gi pentru problema (p) .
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DEMONSTRATIE. a) Acest punct rezultd din teorema Lax-Milgram (vezi teo-
rema 8.2, pag. 88 sau exemplul 9.1, pag. 90), dar ddm o demonstratie directa.
Daci u este o solutie a problemei (pv) atunci pentru orice v € V

J(u—l—v)—J(u):%a(u—I—v,u—i—v)—L(u—i—v)— <;a(u,u)—L(u)>
zéa(v,v)—ka(u,v)—l,(v): %a(v,v) >0
—_———

=0
deci J (u) = in% J (w), adicd problema (mv). Invers, dacd u este solutie a problemei
we
(mv) atunci J (u+ 6v) — J (u) > 0 pentru orice v € V i orice § € R. Explicitand
pe J rezulta

%a(%@)Q?—&-(a(u,v)—L(U))QZO

pentru orice v € V gi orice § € R. Aceastd functie de gradul 2 in 6 ia doar valori
mai mari sau egale ca zero dacd gi numai dacd a (u,v) — L (v) = 0. Cum aceastd
conditie trebuie indeplinita pentru orice v € V rezulta ca u este solutie a problemei
(pv). Punctul a) este demonstrat.

b) Daci u este solutie a problemei (p) atunci din —u” ()+c(2) u (z) = f (x) rezultd
pentru orice v € V relatia

(1.2) /0(—u”(x)—l—c(a:)u(a:))v(x)dmz/o (@) (@) de

gi prin integrare prin parti in primul membru (tinem seama cd u(0)=u(1)=0)
obtinem forma echivalenta

1 1
(1.3) /0 (W ()" (z) + c(z)u(z)v(z))de = /0 f(z)v(z)de
pentru orice v € V, adica
a(u,v) = L (v) pentru orice v € V

deci u este solutie a problemei (pv) si din punctul a) este si solutie a problemei
(mv) .

c¢) Dac# una din problemele (pv) sau (mv) are o solutie u de clasid C? atunci din
a) u este solutie a problemei (pv) deci are loc egalitatea (1.3) pentru orice v €
V', echivalentd cu (1.2) si din lema fundamentald a calculului variational (vezi de
exemplu lema 3.1, pag. 72 sau lema 1.2, pag. 41) rezultd —u” (z) + c(x)u (x) =
f () pentru orice z € I. O

1.2. Metoda numerica. Cand nu avem posibilitatea de rezolvare exacta a
problemei (p) cdutdm solutii aproximative. In cazul nostru vom defini pentru h € R,
h > 0, un spatiu finit dimensional V;, C V gi vom cduta in V}, o functie uy care s
fie solutie a unei probleme asemindtoare cu problema (pv). Vom ardta pe urma ci
h — 0 implica up, — wu.

Pentru definirea spatiului V}, alegem h = n%rl, n € N* si divizdm intervalul
[0,1] prin punctele 0 = zp < 1 < T2 < ... < Tp < Tpp1 = 1l cCuz; —xi_1 = h
pentru orice ¢ € 1..n + 1. Definim acum functiile w; : [0,1] — R prin

=z e mior, )

n
(1.4) w; (z) = % T € [T, Tiy41]
0 n rest
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pentru i=1, 2,..., n. Graficul unei asemenea functii aratd astfel (graficul este luat
din Mathcad)

098, !

sbmatrix (pg,0,ngr,1,1)

-

05

0, 0 1 | 1

05 1

.0, submatrix (pg, 0,ngr, 0,0), p; L
Graficul functiei w(i,x)

Fie V}, spatiul vectorial generat de functiile w; de mai sus. Este un spatiu
finit dimensional, de dimensiune n si o functie din V}, este liniarad pe orice interval
[z;—1, x;]. Graficul unei astfel de functii aratd ca in figura urméatoare:

1500, 2

15 o ~—

submetrix (pg, 0, ngr, 1, 1) \

= . /”

0

+ / \
/

0.5

0 o 1 1 1 1 1
0 02 0.4 0.6 08

0, submetrix (pg, 0,ngr, 0,0), p;

o

Graficul unei functii din Vy,

Pentru v € Vj, avem dezvoltarea v = "' | v (z;) w; pentru ci in ambii membri
avem functii liniare pe intervalele [x;_1, ;] si care iau in punctele x; valorile v (x;).
Definim problema urmé#toare asemdn&toare cu (pv)

( h) up, € Vi,
p a(up,vp) = L (vp) , Yop € Vi

In spatiul finit dimensional V}, avem

(1.5) Uy = Z Ajw;
i=1

Problema (ph) devine

a (Z )\iwi,wj> = L(’UJ]‘), j :7
=1

sau

AN=B, Ae M (n,n,R), B€ M (n,1,R)

Avj = Ay = alwi, wy) = a(wy, i) = / (! () ! (2) + ¢ (2) wi () w; (2)) dz
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Avem A = A7!B (inversarea matricei A este posibild deoarece este matricea aso-
ciatd produsului scalar a in baza {wq,ws,...w,}. Cu aceste valori A determinate
avem solutia aproximativd u;, datd de (1.5).

OBSERVATIA 1.1. In cazul functiilor w; date de (1.4) avem w' ~ 1/h ceea ce
face ca st avem A; ; = % Pentru a evita ca A; j — oo cdnd h — 0 putem inmulti
sistemul AN = B cu h si atunci noua matrice A' = hA va avea componentele
marginite cdnd h — 0.

PRrROPOZITIA 1.3. Dacd u este solutia clasicd a problemei (p) si uyp, este solutia
problemei (ph) atunci v — uy, este perpendicular pe Vi, in raport cu produsul scalar
a, deci uy, este proiectia ortogonald a lui u pe Vp,.

DEMONSTRATIE. Conform (1.2) punctul b) avem a (u,v) = L (v) pentru orice
v € V, iar din (ph) avem a (up,vn) = L (vp) pentru orice vy, € V3, C V, de unde
prin scddere a (u — up,v,) = 0 pentru orice vy, € Vj,. O

OBSERVATIA 1.2. Spatiul V}, fiind finit dimensional este inchis in Vg1 avem
descompunerea ortogonald unicd fata de produsul scalar a, u = vy + (v —vp), cu
v € Vi, u— vy, € Vib (vezi teorema 7.1, pag. 85).

In ce privegte calitatea aproximirii solutiei exacte a problemei (p) de citre
solutia wuy, a problemei (ph) avem teorema

TEOREMA 1.1. Daci problema p are solutia u € C*(I)NC° (I) atunci solutia
up, a problemei (ph) satisface o inegalitate de forma ||u — up||p2 < Ch, unde con-
stanta C este independentad de h.

DEMONSTRATIE. Pentru o functie u, continua pe I, definim u € V,,, prin

n

ﬂzZu(mi)wi

i=1
Avem pentru x € (x;, T;v1)

u(zi1) = u () + o' (2) (Tig1 — ) + u"Q(f) (Tit1 — )
we) = @)+l @) (- 2) + 0 (o)

Prin scaderea celor doua relatii si divizarea rezultatului la h, tindnd seama ca
Ti+1 — Ty = h Obginem

U (wit1) — u(wi)

U ()

< max|u”| - h

sau
|a' (z) — v’ (z)] < max|u”|-h
de unde tinand seama de (1.1) si méarginirea functiei ¢ obginem
(L6)  ju—all, = (a(u—u—u)"
1 1 1/2

(1.7) = </ (W (z) — @ (z))° dz +/ c(z) (u(z) —a(z)) daz)

0 0
1/2

(1.8) < (/01 W (@) — @ (z))? dx) < Cymax|u”| - h



102 4. PROGRAMAREA UNOR PROBLEME SIMPLE DE ELEMENT FINIT

Pe de altd parte din propozitia (1.3) rezultd

(1.9) [w—unll, < llu—1al,

Inegalitatile (1.6)-(1.8) si (1.9) dau

(1.10) lu—upll, < Cimax|u”’| - h

Pe de altd parte din (1.1) existd o constantd Cs (se poate lua Cy = 1) astfel ca
(1.11) llu = unllp> < Coflu—wuall,

Din (1.11) si (1.10) rezulta

||’U, - uh||L2 S 0201 max ‘UN| -h
g
1.3. Programul Mathcad. In cele ce urmeaza apare programul corespunza-

tor metodei numerice descrise mai sus pentru problema —u” (x)+c (z) u (z) = f (z)
pe intervalul (0,1), cu conditiile u(0) = uw(l) = 0. Am luat ¢(z) = 1+ z gi

f(z) = =2+ 62+ 22 — 2*. Am ales aceste functii pentru ci atunci solutia exacta
este u (z) = 22 — 2. In acest program indicii vectorilor incep cu zero.
d-s
s=0 d=1 n=>5 h:=
n+1

i=0.n+1 pi::s+h>i

X Pig 1
w(i,X) = if pi_1£x£ P, aw (i, = F if pi_1£x£ P,
Ppq- X -1
a if pi£x£pi+l h i pi£x£pi+1
0 othevise 0 otherwie
c(X)=1+x f(x)=-2+6x+ x2- x4 uex(x) = x2- x3

Matricealsis tenuluithiar(indiciis unt fitre [Q(s/im 1)

i=1.n j=1.n

épi+1
A . .=0 (dw (i,¥)>dw (j,%) + c(X)>w(i, X)>xw(j,x)) ck

i-1,j-1 Op
i-1
0d
i=1.n B ,=0 f(w(i,x o
i-1 0
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213 -5965 0 0 0 9 0162 g
G 5065 12148 -5%1 0 0 . o017
A=¢ 0 -591 12167 -59%6 0 =+ B=¢ 0198 +
C o 0 -59%6 1218 -5951~ Co3m3 ~
c - c =
e O 0 0 -591 1224 g e 0533 g
| =A" 18
ad.@3 g
o =
0.074 .
Q -
| = (;0.125 -1
G0.149 ~
c =
e0.116 g
n
[o] .
th(x) = a [ (i, %)
i=1
Graficul solutiei
Graficul solutiei praxinetive si d sdutiel exacte
— — d-s9 — —
k:=0.ng tgk = 9"% + k—— = fgk = (tgk) feg = X (tgk)
e ng g
Lo.14840'15 N
g 0.1
feg
T 0.6 .
..04 0 /"
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0, tg L

Se vede ca diferenta dintre solutia exactd si cea aproximativa este suficient de

mica desi am utilizat doar n=5 elemente finite.

2. O problema bidimensionala

2.1. Formularea problemei. Problema pe care o programam in aceasta

sectiune este:
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—%—74—0 u=rf
ue CPQ)NCcO(Q)

(P) e, f e COQ)
c>0
u|ag=0

Problema este un caz particular al problemei (1.1)-(1.3 cap. 2, pag. 40) unde
Ty = 09, 'y = 0 si este cunoscutd sub numele de problema Dirichlet omogena (vezi
si exemplul 9.4 cap. 3, pag. 93). O si urmam pasii de la problema unidimensionalg,
indicAnd rezultatele matematice pe care se bazeaza metoda numerica. Pentru ca
expunerea sa aibd un grad de autonomie vom relua unele din demonstratiile din
capitolele anterioare, date in situatii mai generale. Vom nota un punct din plan
prin (z,y), iar misura Lebesgue prin dzdy.

Notam cu H'! () spatiul Sobolev (vezi pag. 79) al functiilor reale pe Q de
patrat integrabil care au aproape peste tot derivate partiale de ordinul 1 de patrat
integrabil. Produsul scalar in acest spatiu este

(2.1) (U, 0) oy = //uvdxdy " // du dv | // oudv

Conform teoremei 5.2, pag. 81, H' (Q) este inchiderea spatiului C> (Q) in raport
cu norma datd de produsul scalar (2.1). Notdm Hg () inchiderea in H! (Q2) a
multimii C§° (€2). Spatiul H} () este format din acele elemente din H* (Q) care
au restrictia la frontierd nuld (vezi pag. 81). In cele ce urmeazs vom nota spatiul
H} () cu V. Pe V introducem urmitoarele trei forme biliniare simetrice; forma
(2.1) si urmétoarele doud

(2.2)
(u,v), = // gradu (z,y) - grad v (z,y) dedy

(2.3)
(u,0), = a(u,v) = / / (aradu (z,3) - gradv (z,) + ¢ (@,y) u (z,4) v (&, )) dady

unde ¢ > 0. Din inegalitatea Friederichs-Poincaré (vezi teorema 5.3, pag. 81) avem
propozitia

PRrOPOZITIA 2.1. Cele trei forme simetrice (2.1),(2.2), (2.3) sunt produse scalare
pe V = H} (Q) si normele date de ele sunt echivalente.

DEMONSTRATIE. Ca urmare a inegalitatii Friederichs-Poincaré detaliatd sub
forma

(2.4 // (o) dady < co //(( o (g;f)dxdy

pentru u € H} (Q)
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si a faptului ca c este continud, marginita si pozitiva pe 0 avem

(u,u)y < (w,u) () < (ca +1) (u,u);
(u,u); < (u,u), < (14 comaxc) (u,u),

ceea ce aratd ca formele (u,v); si (u,v), sunt si ele pozitiv definite si dau norme
echivalente cu || 1 q)- O

Definim ca si in cazul unidimensional L:V — R

—é/f(x,y)‘v(x,y)dxdy

7 (v) = %a(v,v) ~ L)

siJ:V — R prin

Definim de asemenea alte doui probleme

ueV
(PV) { a(u,v)=L(v) YveV

ueV
(MV) { J (u) = inf J (v)

veV

care sunt formal identice cu problemele (pv), (mv) din cazul unidimensional. Avem
urmatoarea propozitie

PROPOZITIA 2.2. a) Problemele (PV ) si (MV) sunt echivalente.
b) Daca problema (P) are solutia u, atunci u este solutie pentru problemele (PV )
gt (MV).
¢) Dacd una din problemele (PV) sau (MV) are o solutie de clasa C? atunci aceea
este solutie gi pentru problema (P) .

DEMONSTRATIE. a) Echivalenta (PV ) si (MV) este analoagd cu punctul a) a
propozitiei 1.2.

b) Daca —M — 2% +c-u=f, u €V atunci pentru orice v € V avem prin

Oz
integrare prin parti (lema 1.1, pag. 41)

2 2,
(2.5) O—// o _8 5 tcu— f)vdedy
922

Oudv  Oudv Ju ou
(2.6) = /Q (3%33: + 3y 9y + cuv — fv) dady — /{m (azvdy + ayvdm)

a(u,v)—L(v) =0
=a(u,v) — L(v)

ceea ce aratd cd cd u este solutie a problemei (PV) deci din a) si a problemei (MV).
¢) Dacd u € C? () este solutie a problemei (PV ) atunci termenul din (2.6)

este zero, deci si membrul drept din (2.5) este zero pentru orice v € V si conform

lemei fundamentale a calculului variational f—’; — %2 4+cu—f=01inQ. (]
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2.2. Metoda numerica. Metoda numericd a elementului finit pentru re-
zolvarea problemei (P) este descrisi intr-un caz mai general in cap. 2, pag. 45
(metoda elementului Lagrange de gradul 1). Recapituldm aici etapele de calcul.

a) Se divide domeniul 2 in triunghiuri astfel ca doud trunghiuri sa fie ori dis-
juncte ori sd aibd in comun o laturd sau un varf. Notam 7; multimea acestor
triunghiuri.

b) Consideram spatiul finit dimensional Vj, al functiilor continue u : Q@ — R
astfel ca u|sn = 0 si in interiorul fiecdrui triunghi din 75, u este functie de gradul 1
inxsiy. Peun triunghi K € 7, care are varfurile P; P; Py in ordine trigonometrics,
functia u este datd de formula (P € K):

aria (PP; Py) aria (PP P;) aria (PP; P;)

U(P):U(Pi)m u j)m “(’“)m

Conform exemplului 4.6, pag. 77 V;, C V. Functiile X, cpf, ¢k . K — R definite
prin

1 1 1

T T Ty

%K (P) = ar.ia (PP;Py) _ 1Y YW
aria (P; P;Py) 1 1 1

T, Tj Tk

Yi Yi Yk

si analoagele (P are coordonatele (x,y), P; are coordonatele (z;,y;) etc.) se numesc
coordonatele baricentrice ale punctului P fatd de triunghiul K. Dac& numerotam
varfurile triunghiurilor interioare domeniului Q prin Py, Ps,...P, atunci multimea
de functii {wy, wa, ...w,} C Vj, unde

wi (P) = oK (P) dacid P € K si P; este varf al triunghiului K
! B 0 in caz contrar

formeazd o bazd in V}, . Functia w; are valoarea 1 in varful P; si valoarea zero in

celelalte varfuri, iar suportul functiei este reuniunea triunghiurilor care il au pe P;
ca varf (vezi figura urmétoare)

Suportul functiei wg Graficul unei functii w;
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Pentru o functie u € V}, avem dezvoltarea

ueV, — u:Zu(Pi)wi

i=1
¢) Definim analog cu problema (ph) din cazul unidimensional problema

up, € Vi,
(Ph) { a(uh,vh) =L (Uh) , Yo, € Vy,

La fel ca in cazul problemei bilocale avem uj, = >, \jw;, iar (Ph) devine

AN=B
Ae M (n,n,R), Be M (n,1,R)

cu

Aij = A5 = a(wi,wj) = a(wj, w;)

Propozitia 1.3 si observatia 1.2 se aplica si in cazul problemei bidimensionale
considerate.

PROPOZITIA 2.3. Daci u este solutia clasicd a problemei (P) gi uy, este solutia
problemei (Ph) atunci u — uy, este perpendicular pe Vi, in raport cu produsul scalar
a, deci uy, este proiectia ortogonald a lui u pe V.

d) Notdm cu h cel mai mare diametru al unui triunghi din 7;,. Studiem con-
vergenta solutiilor u, cdtre solutia u a problemei initiale (P). Avem urmditoarea
teorema

TEOREMA 2.1. Daca sunt indeplinite conditiile:
i) problema (P) are solutia u
i1) unghiurile triunghiurilor din T;, sunt toate mai mari ca 6y € (0,7) ,
atunci existd constantele C' gi D, independente de T, astfel ca

lu —unll ;2 < Chy1+ Dh?,

unde uy, este solutia problemei (Ph)

DEMONSTRATIE. Demonstratia este data in cap. 2, sectiunea "Evaluarea erorii".
Reludm unele puncte ale demonstratiei pentru cazul nostru particular. Fie u solutia
problemei (P). La fel ca in teorema 1.1 definim

ﬁh:Zu(Pi)wiEVh

=1

Functia wuj, este in V}, si coincide cu w in varurile P; ale triangularizarii. Tinand
seama de propozitia 2.1 i de faptul ci (u —up) L V}, fatd de produsul scalar a,
avem

(2.7) lw = unll 2 < llu = unll g1 o) < Collu—unll, < Collu—anll,
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Inegalitatile (5.27), pag. 62, se scriu mai in detaliu pe triunghiul K (ug din formula
(5.27), cap. 2 este 1y, restrictionat la K):
lu —inlleo < CMI™ B
=z h2
|Du — Diig || oo < CM{F =K
PK

unde hg este diametrul triunghiului K, px este raza cercului inscris in K, C si C
sunt constante independente de triunghi, MQ(K) este

%u 9u
Ox2 Ox0y
3%u 3%u
Oxdy dy?

Considerand toate triunghiurile K € 7;, obtinem pe tot domeniul €2

(2.8) lu — il so < CMyh?

Mz(K) = max
(zy)eK

2

= h
(2.9) |Du — Diip|oe < CMo <max K) h
KeT, pg

unde h = maxg hx este diametrul maxim al triunghiurilor din 7}, iar M, este
8%u R
ox2 Ozdy
8%u 9%u
Oxdy oy?

KeT, pg — sinby

M = max
(z,y)€Q

2

Rezultd din formula (?7?), pag. 77 c&

unde 6, este cel mai mic unghi al unui triunghi K € 7;,. Cu aceasta inegalitatea
(2.9) devine

2h

2.10 Du — Diiy|| e < OM.
(2.10) 1D Dy < a2

iar daca toate unghiurile sunt mai mari ca 6y atunci

2h

sin 6y

(2.11) |IDu — Di|os < CMsy

Avem acum ca in observatia (5.1), cap. 2, utilizand (2.8), (2.11) si definitia pro-
dusului a

||u—12h||z://||Du—Dah||2da:dy+//c|u—12h|2dxdy
Q Q

< aria () - (G- 2" g ia () (OM h2>2
< aria 2 o maxc - aria 2

sau

(2.12) Ju — @n||> < CLh? + Coh?

Inegalitatile (2.7) si (2.12) ne dau ||lu — up||;2 < Chv/1+ Dh? cu C si D indepen-
dente de 7. O



2. O PROBLEMA BIDIMENSIONALA 109

Teorema pune in evidentd faptul ci dacé se fac triangularizari 7; din ce in ce
mai fine (h — 0) astfel ca unghiurile triunghurilor s& nu se apropie de zero ci si
ramans deasupra unui anumit nivel 6y atunci uj, — u in L? (£2).

2.3. Programul Mathcad. Programul prezentat in continuare rezolva ecuatia
f% — gz;‘ +c-u=f nQ,ulg=0cuf un dreptunghi. Divizarea domeniului
Q in triunghiuri se face in afara programului. Programul preia datele a trei figiere
ce contin informatii despre triangularizare:

i) in matricea ig se introduc (citesc) pentru fiecare triunghi, indicii varfurilor,
varfurile fiind enumerate in sens trigonometric pozitiv

ii) in vectorul xg se citesc coordonatele x ale varfurilor

iii) in vectorul yg se citesc coordonatele y ale varfurilor

Prin conventie primele varfuri sunt cele interioare, ultimele cele de pe frontiera.
Numarul total de varfuri este Q, din care N interioare. Divizarea in elemente finite
(deci constructia matricelor ig, xg, yg) s-a ficut manual.

ORAGN ° 1

c(x,y) =x+y f(x,y) = 10x2 - By

Nodurile pentru fiecare element, in sens trigonometric pozitiv

ig := READPRN ("E\PV\Samirarul catesré\2008-2009M caddexigtxt” )
npie := 3 numrul nodurilor pe un element

Coordonatele ©arfurilor[Suntln douafisiere

xg := READPRN ("E\P\Samirerul catedre\2008-2009M cadexxgtxt” )

yg := READPRN ("E\P\As‘fm' rerul catedre\2008-2009M cadexy gtxt" )

N'=9 numarul de noduri pe interioare
Q:=25  numarultotal de noduri

ne := rows (ig) ne =32 numarul de triunghiur
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Reprezentarea grafica

i:=1.npe j=1.ne dsdsa i) = Xg(igj,i) ordoreta i) = yg(igj’i)

edraa = dbmdrix (dsdisa ,1,1,1,cds (dxisa ))
edra® = ahmdrix (ordonaa ,1,1,1,cds (ordonda ))
rads = dak (dxisa ,edraa )

rard = dak (ordonda , edras )

11 !
1F @ = 2 2 2
& ad
rod 05 ¢ ? ]
[S2c2c
® ad
oF ¢ & S & ©
- 01 I ' ! ' ' :
0 0.2 0.4 06 0.8 1
- 01 rats 11
Avile tiunghiurilor & Yige 1) ¥9(ge.1)
& "Yige.2) *(ge.2)
gl Xg(ige,3) yg(ige,s)l'\

ie=1..ne S =
e 2

Coordonatele baricentrice pe elementui ie
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b (k,ie,x,y) == Jv -

Baza de functii pentru Vj

w(i,x,y):=fv- 0
far iel 1.re
fa ki 1.3

reiun  ber (k,ie, xy) if igiek='

& x

& aez) (o)

& Yae) **(ac)
28,

& x

& Yae:) *(aes)

& “ger) ¥(i50)
28,

g x

& Yaas) ¥(ae)

& “aez) ¥(ie.)
28,

111

if (ber (1,ie,x,y) 2 0) U (ker (2,ie,x,y) 2 0) U (ker (3,ie,x,y) 2 0)

Derivatele functiilor coordonate baricentrice
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adoer (k,ie,x,y) =

der (k,ie,x,y) =

V-~

1

gl Xg(lg
&
e

z)

0

('ge 2) !

xg(ig

xg(lg

TP OO

3)
)’

¥ (ige, 3) !

('ge, 1)

1

B

& Yo
&
e

xg(lg

25
e

1)
2

0

¥a (ige, 1) !

('ge, 2)

0
xg(ig

xg(lg

D: I—C‘D) ('D)|SD>

28
e

2)
)

1

ygﬁgez)'
g(ige,:%)

& 0

28
e

1

&
¢ %o
&
e g

L X,

e, 1)
N 2) yg

¥ (ige, 1) !

(ige, 2)

25
e

if k=1

if k=2

if k=3

if k=1

if k=2

if k=3
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Matricea sistemului este calculatd dupa formula din teorie. Integrala unei

functii F' pe triunghiul ABC este calculatd dupa formula aproximativa / / F(z,y)dady =~
ABC

F ( “Hﬂf el y“+%b+yc ) aria(ABC).

7

ns := |for i1 1.N
for jT 1.N
A .- 0
1]
for iel 1.ne
for k11 1. npie
for k21 1..npie
=196 1
1719
Xqy; + Xqy. + Xgy.
X g('ge.l) Xg('ge‘z) Xg('ge.3)
3
. +ygr + YOy,
yg('ge,l) yg('ge,z) yg('ge,3)
y- 3
Ai i” Ai i + gelxba (k2,ie, x,y)>dxba (k1,ie,x,y) + dyba (k2,ie,x,y)>dyba (k1,ie,x,y) ... ('><3Ie if (LEIEN)U@EJEN)
' o erc(xy)ba (k2,iex,y)ba (K1,ie, xy) ¢
A

Reprezentam matricea A prin nuante de gri. Zonele mai inchise reprezinta
valori mai mari in modul, alb inseamna zero.

ViR
B:=|A] vm := max(B)

25 - —B
vm

Se vede cd elementele nenule ale matricei A sunt concentrate de-a lungul dia-
gonalei principale.
Calculdm termenii liberi.
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tlib:=|fo il 1.N
Bi - 0
faor iel 1.ne

fo k1 1. npe

- Xg(ige, 1) * Xg(ige, 2) * Xg(ige, 3)
3

(a0 " (30 " (e
3

X

y

i Igle K

Bi - Bi + f(x,y)he (k,ie,x,y)>SIe if LEIEN

B:=t_lib

Rezolvam sistemul

Scriem formula solutiei aproximative

N
B(xy) = § 1w xy)
i=1

Graficul solutiei aproximative

ng =41 pas = 1

= ix:=1.n Xg. =paXix- 1
—" g xg, = pasXix- 1)

iy:=1.ng yrgiy =pasXiy - 1

lex, iy = u‘fjl(xrgix’yrgiy)
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Graficul solutiei aproximative

iR

06

04

02

pal

Liniile de nivel pentru solutia aproximativa

Cu aceasta se incheie varianta simpla de programare in mathcad a unei pro-
bleme la limitd bidimensionale. In [10] se gisegte programul mathcad cu elemente
Lagrange de ordinul 2 pentru ecuatia Au = f cu conditii Dirichlet pe unele portiuni
ale frontierei si conditii Neumann pe alte portiuni.
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Pentru divizarea domeniului in elemente finite se poate utiliza un program
gratuit, easymesh, de la Universitatea din Trieste, program ce poate fi descar-
cat de la http://www-dinma.univ.trieste.it/ "nirftc/research/easymesh/. Progra-
mul primeste ca datd de intrare un figier text cu informatii despre domeniu gi
furnizeaza trei figiere text cu informatii despre varfurile, laturile si triunghiurile
divizarii. Pe baza informatiilor din aceste figiere se pot construi matricele ig, xg,
yg pe care in programul nostru le-am citit din figiere externe, apoi se pot continua
calculele ca mai sus. Pe pagina web a programului easymesh se gisesc informatii
despre modul de utilizare, informatii ilustrate cu exemple concrete.
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