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Introducere

Lucrarea se bazeaz¼a pe expunerile f¼acute de cei patru autori în seminarul de
"Metode numerice" al Catedrei de Matematic¼a şi Informatic¼a din Universitatea
Tehnic¼a de Construçtii Bucureşti. Expunerile au urmat în mare lucrarea [3] din
bibliogra�e, �ind completate de lucr¼arile de analiz¼a numeric¼a ale autorilor, precum
şi de alte lucr¼ari de specialitate. Capitolul I a fost redactat de Gavriil P¼altineanu,
capitolul II de Ghiocel Groza, capitolul III de Pavel Matei şi capitolul IV de Viorel
Petrehuş.

Lucrarea se adreseaz¼a doctoranzilor, masteranzilor precum şi altor categorii de
speciali̧sti interesaţi de metode numerice pentru ecuaţii diferenţiale.

v





CAPITOLUL 1

METODA DIFERENŢELOR FINITE

1. Norme de matrice. Matrice monotone

Cele mai utilizate norme vectoriale pe Rn sunt:

kxk1 = maxfjx1j; jx1j; : : : ; jxnjg
şi

kxkp =
 

nX
i=1

jxijp
!1=p

,

unde x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn.
În particular,

kxk1 =
nX
i=1

jxij,

iar

kxk2 =
q
x21 + x

2
2 + : : :+ x

2
n (norma euclidian¼a).

Fie A 2Mn(R). Norma operatorial¼a a matricei A, subordonat¼a normei vecto-
riale kxkp, se de�neşte astfel:

kAkp = sup
n
kAxkp j kxkp = 1

o
= sup

x6=0

(
kAxkp
kxkp

)
=

= inffc > 0 j kAxkp � c kxkpg.
Evident, avem

kAxkp � kAkp � kxkp , pentru orice x 2 R
n.

Reamintim, de asemenea, c¼a raza spectral¼a a matricei A se noteaz¼a cu �(A) şi
este prin de�ni̧tie

(1.1) �(A) = max
1�i�n

j�ij,

unde �i sunt valorile proprii ale matricei A, reale sau complexe.
Se poate demonstra urm¼atoarea teorem¼a:

Teorema 1.1. Pentru orice matrice A 2Mn(R) avem:

1) kAk1 = max
1�i�n

nX
j=1

jaij j;

2) kAk1 = max
1�j�n

nX
i=1

jaij j;

3) kAk2 =
p
�(AtA), unde cu At am notat transpusa matricei A.

1



2 1. METODA DIFERENŢELOR FINITE

ObservaŢia 1.1. Dac¼a Aeste simetric¼a, atunci kAk2 = �(A).
Într-adev¼ar, în acest caz AtA = A2 şi valorile proprii ale matricei A2 sunt

�21; : : : ; �
2
n, decip
�(AtA) =

q
max(�21; : : : ; �

2
n) =

q
�2j = j�j j = maxfj�1j; : : : ; j�njg.

ObservaŢia 1.2.
�(A) � kAk1 .

Într-adev¼ar, �e � o valoare proprie oarecare a matricei A şi �e v un vector
propriu corespunz¼ator acestei valori proprii. Avem:

j�j kvk1 = k�vk1 = kAvk1 � kAk1 kvk1 ,
deci

j�j � kAk1
şi mai departe

�(A) � kAk1 .

Teorema 1.2. Pentru orice matrice A 2 Mn(R) avem limp!1Ap = 0 dac¼a
şi numai dac¼a �(A) < 1.

DemonstraŢie. Necesitatea. Presupunem prin absurd c¼a limp!1Ap = 0 şi
�(A) � 1. Fie � o valorie proprie pentru A şi v un vector propriu corespunz¼ator.

Atunci avem Av = �v şi mai departe Apv = �pv, deci kApvk = j�jp kvk. Cum
lim
p!1

kApvk = 0,

rezult¼a c¼a
lim
p!1

j�jp kvk = 0,

ceea ce este absurd, deoarece j�j � 1.
Su�cienţa. Presupunem c¼a �(A) < 1. Fie C o matrice nesingular¼a cu propri-

etatea c¼a C�1AC = J , unde J este forma Jordan a matricei A.
Dac¼a �1, : : :, �r sunt valorile proprii ale matricei A atunci exist¼a numerele

naturale n1, : : :, nr astfel ca n1 + : : :+ nr = n şi

J =

0BB@
J1(�1) 0 ::: 0
0 J2(�2) ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: Jr(�r)

1CCA ,
unde

Ji(�i) =

0BBBB@
�i 1 0 ::: 0 0
0 �i 1 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 0 ::: �i 1
0 0 0 ::: 0 �i

1CCCCA
este o celul¼a Jordan de ordinul ni.

Deoarece C�1ApC = Jp şi

Jp =

0BB@
Jp1 (�1) 0 ::: 0
0 Jp2 (�2) ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: Jpr (�r)

1CCA ,
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deducem c¼a

lim
p!1

Ap = 0 , lim
p!1

Jp = 0, lim
p!1

Jpi (�i) = 0,

pentru orice i care satisface 1 � i � r.
Pe de alt¼a parte, avem

Ji(�i) = D +N;

unde

D =

0BB@
�i 0 ::: 0
0 �i ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: �i

1CCA
este matrice diagonal¼a de ordinul ni şi

N =

0BBBB@
0 1 0 ::: 0
0 0 1 ::: 0
::: ::: ::: ::: :::
0 0 0 ::: 1
0 0 0 ::: 0

1CCCCA
este o matrice nilpotent¼a de ordinul ni, adic¼a are proprietatea Nni = 0.

În continuare avem pentru p � ni � 1

Jpi (�i) =

pX
k=0

CkpD
p�kNk =

ni�1X
k=0

CkpD
p�kNk =

=

ni�1X
k=0

p(p� 1) � � � (p� k + 1)
k!

Dp�kNk.

Cum kDk1 = j�ij � �(A) < 1, mai departe rezult¼a:

kJpi (�i)k1 �
ni�1X
k=0

p(p� 1) � � � (p� k + 1)
k!

kDkp�k1 � kNkk1 <

<

ni�1X
k=0

pk

k!
kDkp�k1 � kNkk1 =

ni�1X
k=0

kNkk1
k!

� pk � kDkp�k1 .

Deoarece kDk1 < 1, rezult¼a c¼a

lim
p!1

pk kDkp�k1 = 0

şi mai departe c¼a

lim
p!1

Jpi (�i) = 0.

�

Corolar 1.1. Dac¼a �(A) < 1, atunci seria
P1
p=0A

peste convergent¼a, matricea
I �A este nesingular¼a şi

(I �A)�1 = I +A+A2 + : : :+Ap + : : :
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DemonstraŢie. Dac¼a not¼am cu Sp = I +A+A2 + : : :+Ap suma paŗtial¼a de
ordinul p, atunci avem:

I �Ap+1 = (I �A)(I +A+A2 + : : :+Ap) = (I �A)Sp.
Cum �(A) < 1, din teorema 1.2 rezult¼a c¼a

lim
p!1

Ap+1 = 0

şi deci c¼a exist¼a
S = lim

p!1
Sp:

Aşadar, avem I = (I �A)S, deci

(I �A)�1 = S =
1X
p=0

Ap.

�

DefiniŢia 1.1. Fie x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn. Spunem c¼a vectorul x � 0
(respectiv > 0) dac¼a xi � 0 (respectiv > 0), pentru orice i = 1; n.

În mod analog, o matrice A = (aij) 2 Mn(R) este nenegativ¼a ( pozitiv¼a)
dac¼a aij � 0 (> 0), pentru orice i; j = 1; n.

O matrice A se numeşte monoton¼a dac¼a este nesingular¼a şi dac¼a

A�1 � 0.

PropoziŢia 1.1. Matricea A este monoton¼a dac¼a şi numai dac¼a Ax � 0 im-
plic¼a x � 0.

DemonstraŢie. Necesitatea. Fie A monoton¼a şi �e Ax � 0. Atunci x =
A�1(Ax) � 0 pentru c¼a A�1 � 0 şi Ax � 0.

Su�cienţa. Fie A cu proprietatea c¼a Ax � 0 implic¼a x � 0. Pentru început s¼a
observ¼am c¼a Ax = 0 implic¼a x = 0. Într-adev¼ar, dac¼a Ax = 0, atunci Ax � 0 şi
deci x � 0. Pe de alt¼a parte şi A (�x) = 0 � 0, deci �x � 0, adic¼a x � 0. Aşadar
x = 0. Prin urmare, sistemul liniar omogen Ax = 0 admite numai soluţia banal¼a,
de unde deducem c¼a det A 6= 0, deci c¼a A este nesingular¼a.

Fie y � 0 şi �e x 2 Rn astfel încât y = Ax � 0. Din ipotez¼a rezult¼a c¼a x � 0.
În continuare avem

A�1y = A�1 (Ax) = x � 0, pentru orice y � 0.

În particular, pentru y =

0BBB@
1
0
...
0

1CCCA rezult¼a c¼a

0B@ b11
...
bn1

1CA � 0, unde

0B@ b11
...
bn1

1CA
este prima coloan¼a din matricea B = A�1 etc. Aşadar, A�1 � 0, deci A este
monoton¼a. �

Un criteriu practic de monotonie pentru o matrice este urm¼atorul:

Teorema 1.3. Presupunem c¼a matricea A are propriet¼aţile:
1) aij � 0, dac¼a i 6= j;
2)
Pn
j=1 aij > 0, pentru orice i = 1; n.

Atunci matricea A este monoton¼a.
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DemonstraŢie. Din 1) şi 2) rezult¼a c¼a aii > 0, pentru orice i = 1; n. Fie

D = diag(aii) şi D�1 = diag
�
1
aii

�
. Evident, D�1 > 0.

Matricea A admite descompunerea A = D(I�M), undeM = (mij) cumii = 0,
pentru orice i = 1; n, şi mij = �aij

aii
, pentru i 6= j, i; j = 1; n. Din 1) rezult¼a c¼a

mij � 0, deci c¼a M � 0. Pe de alt¼a parte avem:
nX
j=1

jmij j = �
nX

j=1; j 6=i

aij
aii

= 1�
Pn
j=1 aij

aii
< 1,

deoarece aii > 0 şi
P1
j=1 aij > 0. Rezult¼a c¼a kMk1 < 1.

Cum �(M) � kMk1, deducem c¼a �(M) < 1. Din corolarul 1.1 rezult¼a c¼a exist¼a
(I �M)�1 =

P1
j=1M

p � 0. Aşadar, A este inversabil¼a şi A�1 = (I�M)�1 �D�1 �
0, deci A este monoton¼a. �

ObservaŢia 1.3. Dac¼a înlocuim ipoteza 2) cu:
Pn
j=1 aij � 0 şi A este nesin-

gular¼a, concluzia teoremei se p¼astreaz¼a.
Într-adev¼ar, �e B = A+ "I, " > 0. Pentru i 6= j; bij = aij � 0.

nX
j=1

bij =

nX
j=1

aij + " > 0, pentru orice i = 1; n.

Din teorema 1.3 rezult¼a c¼a B�1 = (A + "I)�1 � 0. Cum A�1 exist¼a, trecând
la limit¼a când " ! 0 în inegalitatea de mai sus, obţinem c¼a A�1 � 0 şi deci c¼a A
este monoton¼a.

2. O problem¼a la limit¼a unidimensional¼a

Fie �, � 2 R, a, f 2 C0([0; 1]), a(x) � 0, pentru orice x 2 [0; 1].
Consider¼am urm¼atoarea problem¼a la limit¼a: s¼a se g¼aseasc¼a u 2 C2([0; 1]) care

veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a

(2.1) �u00(x) + a(x)u(x) = f(x), x 2 (0; 1)
şi condi̧tia la limit¼a:

(2.2) u(0) = �; u(1) = �.

Pentru început vom ar¼ata c¼a problema (2.1)-(2.2) are soluţie.
Într-adev¼ar, �e urm¼atoarele probleme Cauchy:

(2.3)
�
�u00(x) + a(x)u(x) = f(x),
u(0) = �; u0(0) = 0.

(2.4)
�
�u00(x) + a(x)u(x) = 0,
u(0) = 0; u0(0) = 1.

Evident, problemele Cauchy (2.3) şi (2.4) admit soluţii unice.
Pentru început ar¼at¼am c¼a dac¼a u2 veri�c¼a problema (2.4), atunci u2(1) 6= 0.
Într-adev¼ar, ampli�când cu u2(x) identitatea

�u002(x) + a(x)u2(x) = 0
şi integrând pe [0; 1], obţinemZ 1

0

a(x)u22(x)dx =

Z 1

0

u002(x)u2(x)dx = u02(x)u2(x)j
1
0 �

Z 1

0

[u02(x)]
2
dx =
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= u02(1)u2(1)� u02(0)u2(0)�
Z 1

0

[u02(x)]
2
dx.

Deoarece u02(0)u2(0) = 0, avem:

(2.5) u02(1)u2(1) =

Z 1

0

[u02(x)]
2
dx| {z }

�0

+

Z 1

0

a(x)u22(x)dx| {z }
�0

� 0.

Cum u02(0) = 1, rezult¼a c¼a u
0
2 nu este identic nul¼a pe [0; 1], deci c¼aZ 1

0

[u02(x)]
2
dx > 0.

Din (2.5) se obţine
u02(1)u2(1) > 0.

În consecinţ¼a, u2(1) 6= 0.
Fie

u(x) = u1(x) +
� � u1(1)
u2(1)

� u2(x), x 2 [0; 1],

unde u1 este soluţie pentru (2.3) şi u2 este soluţie pentru (2.4). Avem

�u00(x) + a(x)u(x) = �u001(x)�
� � u1(1)
u2(1)

� u002(x) + a(x)u1(x)+

+
� � u1(1)
u2(1)

� a(x)u2(x) = �u001(x) + a(x)u1(x)+

+
� � u1(1)
u2(1)

� (�u002(x) + a(x)u2(x)) = f(x).

Pe de alt¼a parte avem:
u(0) = u1(0) = �;

u(1) = u1(1) +
� � u1(1)
u2(1)

� u2(1) = �. �

Fie acum operatorul

(Lu)(x) = �u00(x) + a(x)u(x), x 2 [0; 1].
Evident, L este un operator liniar de�nit pe C2([0; 1]) cu valori în C0([0; 1]).

Teorema 2.1. (Principiul de maxim)
Dac¼a L(u) � 0, atunci u(x) � maxf0; u(0); u(1)g, pentru orice x 2 [0; 1].

DemonstraŢie. Fie " > 0 şi �e u"(x) = u(x)� "x(1� x); x 2 [0; 1].
Atunci rezult¼a c¼a

(Lu")(x) = �u00(x)� 2"+ a(x)u(x)� "a(x)x(1� x) =
= (Lu)(x)� 2"� "a(x)x(1� x)| {z }

�0

< 0.

Pe de alt¼a parte u" este m¼arginit¼a şi î̧si atinge marginile pe [0; 1]. Distingem
dou¼a cazuri:

Cazul 1. Funçtia u" î̧si atinge marginea superioar¼a în 0 sau 1. Atunci

u"(x) �M" = supfu"(x) j x 2 [0; 1]g = u"(0) sau u"(1).
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Evident c¼a

u"(x) � maxf0; u"(0); u"(1)g, pentru orice x 2 [0; 1].
Cazul 2. Exist¼a x0 2 (0; 1) astfel încât u"(x0) = M". Atunci u0"(x0) = 0 şi

u00" (x0) � 0. Pe de alt¼a parte, din de�ni̧tia operatorului L avem
a(x0)u"(x0) = (Lu")(x0) + u00" (x0) < 0.

Cum a(x) � 0, rezult¼a
(2.6) u"(x0) < 0 � maxf0; u"(0); u"(1)g, pentru orice x 2 [0; 1].

Aşadar

u"(x) � u"(x0) � maxf0; u"(0); u"(1)g, pentru orice x 2 [0; 1].
Pe de alt¼a parte

ju"(x)� u(x)j = "jx(1� x)j � "

4
.

Rezult¼a c¼a u" converge uniform la u pe intervalul [0; 1] când " ! 0. Dac¼a în
(2.6) facem "! 0 rezult¼a c¼a

u(x) � maxf0; u(0); u(1)g, pentru orice x 2 [0; 1].
�

Corolar 2.1. Dac¼a u este soluţie a problemei la limit¼a (2.1)-(2.2), atunci

ju(x)j � j�j(1� x) + j�jx+ 1
2
x(1� x) kfk .

DemonstraŢie. Fie

v(x) = j�j(1� x) + j�jx+ 1
2
x(1� x) kfk .

Observ¼am c¼a
(Lv)(x) = kfk+ a(x)v(x) � kfk .

În continuare avem
L(u� v) = L(u)� L(v) � f � kfk � 0
(u� v)(0) = u(0)� v(0) = �� j�j � 0
(u� v)(1) = u(1)� v(1) = � � j�j � 0

.

Din principiul de maxim deducem c¼a u� v � 0.
Analog

L(�u� v) � �f � kfk � 0
(�u� v)(0) = ��� j�j � 0
(�u� v)(1) = �� � j�j � 0

,

de unde deducem c¼a �u� v � 0.
Aşadar, u � v, �u � v, deci juj � v. �

ObservaŢia 2.1. Problema la limit¼a (2.1)-(2.2) are soluţie unic¼a. Într-adev¼ar,
�e u1; u2 dou¼a soluţii ale problemei (2.1)-(2.2). Atunci v = u1�u2 satisface ecuaţia

�v00 (x) + a(x)v(x) = 0,
cu condiţia la limit¼a

v(0) = v(1) = 0.

Din corolarul 2.1 deducem c¼a v = 0, adic¼a u1 = u2.
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Aşadar, �ec¼arui triplet (�, �, f) 2 R� R� C0([0; 1]), îi corespunde o singur¼a
soluţie u 2 C2([0; 1]) pentru problema la limit¼a (2.1)-(2.2). Observ¼am c¼a aplicaţia
liniar¼a (�, �, f) 2 R � R � C0([0; 1]) 7! u 2 C2([0; 1]) este continu¼a în raport cu
topologia convergenţei uniforme pe C0([0; 1]).

Într-adev¼ar, este su�cient s¼a veri�c¼am continuitatea în origine. Fie �i !
0; �i ! 0; fi

u! 0 pe [0; 1]. Din corolarul 2.1 rezult¼a c¼a

jui(x)j � j�ij(1� x) + j�ijx+
1

2
x(1� x) kfik �

� j�ij+ j�ij+
1

4
kfik ! 0.

Deci
ui

u! 0 pe [0; 1].

3. Metoda diferenţelor �nite pentru problema Dirichlet
unidimensional¼a

Pentru început stabilim o formul¼a de aproximare a derivatei de ordinul II a
unei funçtii.

Lema 3.1. Dac¼a ' 2 C4([0; 1]), atunci pentru orice x 2 (0; 1) şi orice h > 0 cu
proprietatea [x� h; x+ h] � [0; 1], exist¼a �, �1 < � < 1, astfel încât

(3.1) '00(x) =
'(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)

h2
� h2

12
'IV (x+ �h).

DemonstraŢie. Din formula Taylor rezult¼a c¼a exist¼a �1, �2 2 (0; 1)

astfel încât

'(x+ h) = '(x) +
h

1!
'0(x) +

h2

2!
'00(x) +

h3

3!
'000(x) +

h4

4!
'IV (x+ �1h)

şi

'(x� h) = '(x)� h

1!
'0(x) +

h2

2!
'00(x)� h3

3!
'000(x) +

h4

4!
'IV (x� �2h).

Adunând cele dou¼a relaţii, obţinem:

'(x+ h) + '(x� h) = 2'(x) + h2'00(x) + h4

12

�
'IV (x+ �1h) + '

IV (x� �2h)
2

�
.

Cum
'IV (x+ �1h) + '

IV (x� �2h)
2

se a�¼a între 'IV (x+�1h) şi 'IV (x��2h), din proprietatea Darboux a funçtiei 'IV pe
intervalul [0; 1] rezult¼a c¼a exist¼a � 2 (�1; 1) satisf¼acând x��2h < x+�h < x+�1h,
astfel încât

'IV (x+ �1h) + '
IV (x� �2h)

2
= 'IV (x+ �h).
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Aşadar, avem

'00(x) =
'(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)

h2
� h2

12
'IV (x+ �h), � 1 < � < 1.

�

ObservaŢia 3.1. 1) Dac¼a ' 2 C4([0; 1]), atunci:����'00(x)� '(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)
h2

���� � M4

12
� h2,

unde
M4 = supfj'IV (x) j j x 2 [0; 1]g.

2) Dac¼a ' 2 C3([0; 1]), atunci:����'00(x)� '(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)
h2

���� � M3h

3
,

unde
M3 = supfj'000 (x) j j x 2 [0; 1]g.

3) Dac¼a ' 2 C2([0; 1]), atunci:����'00(x)� '(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)
h2

���� � !('00; h);

unde
!('00; h) = sup fj'00(x)� '00(y)j ; x; y 2 [0; 1]; jx� yj < hg

este modulul de continuitate al funcţiei '00(x).
Într-adev¼ar 1) rezult¼a din formula (3.1). Pentru a dovedi 2) scriem formula

Taylor cu restul de ordinul 2 şi obţinem

'(x+ h) + '(x� h) = 2'(x) + h2'00(x) + h3

6
['000(x+ �1h)� '000(x� �2h)] .

În continuare avem:����'00(x)� '(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)
h2

���� =
=
h

6
j'000(x+ �1h)� '000(x� �2h)j �

M3h

3
.

Dac¼a ' 2 C2([0; 1]), atunci folosind formula Taylor cu restul de ordinul 1,
obţinem:

'(x+ h) + '(x� h) = 2'(x) + h2'
00(x+ �1h) + '

00(x� �2h)
2

.

Procedând ca în demonstraţia lemei 3.1, ar¼at¼am c¼a exist¼a � care satisface �1 <
� < 1 astfel încât

'00(x+ �1h) + '
00(x� �2h)

2
= '00(x+ �h).

În continuare avem:

'(x+ h) + '(x� h)� 2'(x)
h2

= '00(x+ �h),
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cu �1 < � < 1 şi mai departe:����'00(x)� '(x+ h)� 2'(x) + '(x� h)
h2

���� = j'00(x)� '00(x+ �h)j � !('00; h),

unde
!('00; h) = sup

jt�sj<h
j'00(t)� '00(s)j.

Reamintim acum problema Dirichlet unidimensional¼a. Fie a, f 2 C0([0; 1]), cu a(x) �
0, pentru orice x 2 [0; 1]. Fie de asemenea �; � 2 R. Problema Dirichlet const¼a în
determinarea unei funçtii u 2 C2([0; 1]) care veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a şi condi̧tiile
la limit¼a

(3.2)
�
�u00(x) + a(x)u(x) = f(x)
u(0) = �; u(1) = �

Consider¼am N+2 noduri xi = ih; i = 0; 1; ::N+1, unde h = 1
N+1 , echidistante

ale intervalului [0; 1] şi discretiz¼am problema (3.2) în nodurile interioare. Not¼am
cu ui = u(xi), ai = a(xi), fi = f(xi).

Aplicând formula (3.1) din lema 3.1 în nodurile interioare x1, x2, . . . , xN ,
obţinem:

(3.3)

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�u2�2u1+�
h2 + h2

12u
IV (x1 + �1h) + a1u1 = f1;

�u3�2u2+u1
h2 + h2

12u
IV (x2 + �2h) + a2u2 = f2;

: : :

�uN�2uN�1+uN�2
h2 + h2

12u
IV (xN�1 + �N�1h) + aN�1uN�1 = fN�1;

���2uN+uN�1
h2 + h2

12u
IV (xN + �Nh) + aNuN = fN

.

Sistemul (3.3) se poate pune sub forma

(3.4)

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�
2
h2 + a1

�
u1 � 1

h2u2 = f1 +
�
h2 �

h2

12u
IV (x1 + �1h);

�u1
h2 +

�
2
h2 + a2

�
u2 � u3

h2 = f2 � h2

12u
IV (x2 + �2h);

: : :

�uN�2
h2 +

�
2
h2 + aN�1

�
uN�1 � uN

h2 = fN�1 � h2

12u
IV (xN�1 + �N�1h);

�uN�1
h2 +

�
2
h2 + aN

�
uN = fN +

�
h2 �

h2

12u
IV (xN + �Nh)

.

Introducem notaţiile:

A =
1

h2

0BBBBBB@
(2 + a1h

2) �1 0 0 � � � 0
�1 (2 + a2h

2) �1 0 � � � 0
� � � � � � � � � � � � � � �
0 � � � 0 �1 (2 + aN�1h

2) �1
0 � � � 0 0 �1 (2 + aNh

2)

1CCCCCCA ,
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~u =

0BBB@
u1
u2
...
uN

1CCCA ; ~f =
0BBB@

f1
f2
...
fN

1CCCA ; @ ~f =
0BBBBB@

�
h2

0
...
0
�
h2

1CCCCCA ; �(u) = �
h2

12

0B@ uIV (x1 + �1h)
...

uIV (xN + �N )

1CA :

Cu aceste notaţii sistemul (3.4) devine

(3.5) A~u = ~f + @ ~f + �(u).

Metoda diferenţelor �nite const¼a în neglijarea termenului �(u) în sistemul (3.5).
Obţinem astfel urm¼atoarea problem¼a aproximativ¼a

(3.6) Auh = ~f + @ ~f .

Aşadar, vom aproxima soluţia (ui)1�i�n a sistemului (3.5), deci valorile soluţiei
exacte a problemei (3.2) în nodurile interioare x1, x2,. . . , xN , cu soluţia aproxima-
tiv¼a (uh)i a sistemului (3.6).

Teorema 3.1. Matricea A este monoton¼a. Mai mult, dac¼a Aw = g, atunci

jwij �
1

2
xi(1� xi) kgk1 , i = 1; N .

DemonstraŢie.

nX
j=1

aij =

8<: 1 + a1h
2, dac¼a i = 1

aih
2, dac¼a 1 < i < N

1 + aNh
2, dac¼a i = N

.

Distingem dou¼a cazuri.
Cazul 1. Presupunem c¼a a(x) > 0, pentru orice x 2 [0; 1]. Atunci

nX
j=1

aij > 0, pentru orice i = 1; N .

Pe de alt¼a parte aij � 0, pentru i 6= j, deci A este monoton¼a.
Fie w astfel încât Aw = g, �e

w (x) =
1

2
x(1� x) kgk1

şi �e
H(x) = �w00(x) + a(x)w(x):

Cum w00(x) = �kgk1, rezult¼a c¼a
H(x) = kgk1 + a(x)w(x) � jg(x)j, pentru orice x.

Observ¼am c¼a w este soluţie pentru problema Dirichlet:

(3.7)
�
�w00(x) + a(x)w(x) = H(x)

w(0) = 0; w(1) = 0;

Mai mult wIV (x) = 0, pentru orice x 2 [0; 1].
Dac¼a discretiz¼am problema (3.7), obţinem sistemul

Aw = ~H,

pentru c¼a @f = 0 (� = 0; � = 0) şi �(u) = 0.



12 1. METODA DIFERENŢELOR FINITE

În continuare avem A(w � w) = H � g � 0 şi A(w + w) = H + g � 0.
Cum A este monoton¼a, deducem c¼a w � w şi w � �w, deci c¼a jwj � w sau

jwij �
1

2
xi(1� xi) kgk1 .

Cazul 2. Dac¼a a(x) � 0, pentru orice x 2 [0; 1], atunci consider¼am sistemul
echivalent

(A+ "I)w = g + "w.
Matricea B = A+ "I este evident monoton¼a. Din prima parte a demonstraţiei

deducem c¼a

jwij �
1

2
xi(1� xi) kg + "wk1 , pentru orice " > 0.

Trecând la limit¼a pentru "! 0, obţinem

(3.8) jwij �
1

2
xi(1� xi) kgk1 .

R¼amâne s¼a ar¼at¼am c¼a A este monoton¼a. Cum
nX
j=1

aij � 0, pentru orice i = 1; N

şi
aij � 0, pentru i 6= j,

r¼amâne s¼a ar¼at¼am c¼a A este nesingular¼a. Dar din (3.8) rezult¼a c¼a dac¼a g = 0, atunci
w = 0.

Aa̧dar sistemul Aw = 0, admite numai soluţia banal¼a, deci A este nesingular¼a.
�

Teorema 3.2. (Gersghorin)
Dac¼a

A~u = ~f + @ ~f + �(u)

şi
Auh = ~f + @ ~f ,

atunci

ju(xi)� uh(xi)j �M4 �
h2

24
xi(1� xi), i = 1; N

şi

k~u� uhk1 � M4

96
� h2.

DemonstraŢie. Cum
A(u� uh) = �(u),

din teorema 3.1 deducem c¼a

ju(xi)� uh(xi)j �
1

2
xi(1� xi) k�(u)k �

M4h
2

24
xi(1� xi).

Pe de alt¼a parte

kx(1� x)k = 1

4
,

deci

ku� uhk �
M4h

2

96
.

�
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Exemplul 3.1. Fie problema la limit¼a

�
�u00 + u = 1,
u(0) = 1; u(1) = e.

.

Soluţia exact¼a este

u(x) =
e

e+ 1
(ex � e�x) + 1.

Matricea A este

A =
1

h2

0BBBB@
(2 + h2) �1 0 0 � � � 0 0 0
�1 (2 + h2) �1 0 � � � 0 0 0
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 0 � � � � � � � � � �1 (2 + h2) �1
0 0 � � � � � � � � � 0 �1 (2 + h2)

1CCCCA ,

unde h = 1
N+1 ;

f + @f =

0BBBBB@
1 + 1

h2

1
...
1

1 + e
h2

1CCCCCA :

Soluţiile sistemului

Auh = f + @f;

pentru N = 9 vor � prezentate în continuare. Programul a fost scris în mathcad.
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4. O problem¼a la limit¼a bidimensional¼a

Fie 
 � R2 un domeniu (o muļtime conex¼a şi deschis¼a) m¼arginit, �e � frontiera
sa, despre care presupunem c¼a este de clas¼a C1, �e a, f 2 C0(
), a � 0, şi �e
g 2 C2(�).

Problema Dirichlet const¼a în determinarea unei funçtii u 2 C2(
)\ C0(
) care
veri�c¼a ecuaţia

(4.1) ��u(x; y) + a(x; y)u(x; y) = f(x; y), pentru orice (x; y) 2 
,
şi condi̧tia la limit¼a

(4.2) u(x; y) = g(x; y), pentru orice (x; y) 2 �.
Not¼am cu

(4.3) (Lu)(x; y) = ��u(x; y) + a(x; y)u(x; y), (x; y) 2 
.
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Evident
L : C2(
)! C0(
)

Teorema 4.1. (Principiul de maxim)
Dac¼a L(u) � 0, atunci u(x; y) � max(0; sup(x;y)2� u(x; y)):

DemonstraŢie. Deoarece 
 este m¼arginit, rezult¼a c¼a exist¼a R > 0 astfel încât

 � B(0; R) (bila cu centrul în origine şi de raz¼a R).

Fie u" : 
! R, de�nit¼a astfel:

u"(x; y) = u(x; y)� "(R2 � x2 � y2), (x; y) 2 
.
Deoarece

�u"(x; y) = �u(x; y) + 4"

rezult¼a c¼a

(Lu")(x; y) = (Lu)(x; y)� 4"� "a(x; y)(R2 � x2 � y2) <

< (Lu)(x; y) � 0.
Aşadar

(Lu")(x; y) < 0, pentru orice (x; y) 2 
.
Dac¼a

M" = sup
(x;y)2


u"(x; y) = sup
(x;y)2�

u"(x; y),

atunci, evident
u"(x; y) � max(0; sup

(x;y)2�
u"(x; y)).

Dac¼a exist¼a (x0; y0) 2 
 astfel încât
M" = u"(x0; y0);

atunci 8<: (du")(x0; y0) = 0

�u"(x0; y0) � 0
.

Într-adev¼ar, (x0; y0) 2 
 �ind un punct de maxim local, exist¼a o vecin¼atate a
sa, V � 
 astfel încât

u"(x; y)� u"(x0; y0) � 0, pentru orice (x; y) 2 V .
Dar

u"(x; y)� u"(x0; y0) = du"(x0; y0)| {z }
=0

+
1

2
d2u"(�; �),

unde (�; �) este interior segmentului de dreapt¼a de capete (x0; y0) şi (x; y).
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Rezult¼a c¼a

d2u"(�; �) =
@2u"
@x2

(�; �)(x� x0)2 + 2
@2u"
@x@y

(�; �)(x� x0)(y � y0)+

+
@2u"
@y2

(x0; y0)(y � y0)2 � 0, pentru orice (x; y) 2 V .

Pentru y = y0 rezult¼a

@2u"
@x2

(�; �)(x� x0)2 � 0,

deci
@2u"
@x2

(�; �) � 0.

A�rm c¼a
@2u"
@x2

(x0; y0) � 0:

Într-adev¼ar, dac¼a presupunem c¼a

@2u"
@x2

(x0; y0) > 0,

atunci exist¼a o vecin¼atate V 0 = B((x0; y0); ") � V astfel încât

@2u"
@x2

(x; y) > 0, pentru orice (x; y) 2 V 0.

Alegând (x0; y0) 2 V 0, y0 = y0, rezult¼a c¼a exist¼a (�0; �0) 2 V 0 astfel încât

u"(x
0; y0)� u"(x0; y0) =

1

2
d2u"(�

0; �0) =
1

2

@2u"
@x2

(�0; �0) (x� x0)2 > 0;

ceea ce contrazice faptul c¼a (x0; y0) este punct de maxim local.
Aşadar,

@2u"
@x2

(x0; y0) � 0

şi analog
@2u"
@y2

(x0; y0) � 0,

deci �u"(x0; y0) � 0.
În continuare avem:

(Lu")(x0; y0) = ��u"(x0; y0) + a(x0; y0)u"(x0; y0);

deci

u"(x0; y0)a(x0; y0) = (Lu")(x0; y0) + �u"(x0; y0) < 0:
Cum a(x0; y0) � 0, rezult¼a c¼a u"(x0; y0) � 0.
Prin urmare avem:

u"(x; y) � u"(x0; y0) � 0 � max(0; sup
(x;y)2�

u"(x; y)).

�
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Corolar 4.1. Dac¼a u 2 C2(
) \ C0(
) este soluţie pentru problema Dirichlet
(4.1)-(4.2), atunci

kuk1 � D2

16
kfk1 + kgk1 ,

unde D = 2R este diametrul domeniului 
.

DemonstraŢie. Fie v : 
! R funçtia de�nit¼a astfel:

v(x; y) =
R2 � x2 � y2

4
kfk1 + kgk1 , (x; y) 2 
.

Atunci
�v(x; y) = �kfk1

şi
(Lv)(x; y) = kfk1 + a(x; y)v(x; y)| {z }

�0

� kfk1 ,

deci
�(Lv)(x; y) � �kfk1 .

În continuare avem:

L(u� v) = Lu� Lv = f � kfk1 � 0.

Dac¼a (x; y) 2 �, atunci v (x; y) � kgk1 şi

u(x; y)� v(x; y) = g(x; y)� v(x; y) � 0.

Din teorema 4.1 deducem acum c¼a u� v � 0, deci u � v.
În mod analog, avem

L(�u� v) � 0

(�u� v)j� � 0

9=; , deci � u� v � 0 sau � u � v.

Aşadar
juj � v

sau

kuk1 � R2

4
kfk1 + kgk1 =

D2

16
kfk1 + kgk1 :

�

Admitem urm¼atoarea teorem¼a de existenţ¼a şi unicitate:
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Teorema 4.2. Dac¼a f este continu¼a şi lipschitzian¼a pe 
; g 2 C2(�) şi g00
este lipschitzian¼a, atunci problema (4.1)-(4.2) are soluţie unic¼a. Dac¼a f 2 Ck(
),
derivatele parţiale de ordinul k sunt lipschitziene, g 2 Ck+2(�) şi g(k+2) este lip-
schitzian¼a pe �, atunci u 2 Ck+2(
).

5. Metoda diferenţelor �nite pentru problema Dirichlet bidimensional¼a

Fie

Rh = f(ih; jh); i; j 2 Zg,


h = Rh \ 
 = muļtimea nodurilor interioare,

�h = fM(x; y) 2 � j x = ih sau y = jhg,


h = 
h [ �h:

Fie nodul interior P (ih; jh) 2 
 şi �e punctele vecine P1(ih+h1; jh); P2(ih; jh+
h2); P3(ih� h3; jh); P4(ih; jh� h4).

Vrem s¼a aproxim¼am derivata

@2u

@x2
(P ).

Pentru aceasta consider¼am punctele

~P1(ih+ h; jh); ~P2(ih; jh+ h); ~P3(ih� h; jh); ~P4(ih; jh� h).
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Valorile funçtiei u în punctele ~Pi le obţinem prin extrapolare liniar¼a.
De exemplu, pentru ~P1 consider¼am polinomul Lagrange L1 (x;P; P1) de noduri

P şi P1. Avem:

L1 (x;P; P1) =
x� ih� h1
ih� ih� h1

u(P ) +
x� ih

ih+ h1 � ih
u(P1)

=

�
1� x� ih

h1

�
u(P ) +

x� ih
h1

u(P1)

Observ¼am c¼a

L1(P ) = u(P ), L1(P1) = u(P1)

şi de�nim

~u( ~P1) = L1( ~P1) =

�
1� h

h1

�
u(P ) +

h

h1
u(P1).

În mod analog, polinomul Lagrange pentru nodurile P3 şi P este

L1(x; P3; P ) =

�
1 +

x� ih
h3

�
u(P )� x� ih

h3
u(P3)

şi

~u( ~P3) = L1(ih� h; P3; P ) =
�
1� h

h3

�
u(P ) +

h

h3
u(P3).

De asemenea avem:

~u( ~P2) =

�
1� h

h2

�
u(P ) +

h

h2
u(P2)

~u( ~P4) =

�
1� h

h4

�
u(P ) +

h

h4
u(P4).

Din formula (3.1) din lema 3.1 deducem:

@2u

@x2
(P ) � ~u(P1)� 2u(P ) + ~u(P3)

h2
=

=
1

h2

��
1� h

h1

�
u(P ) +

h

h1
u(P1)� 2u(P ) +

�
1� h

h3

�
u(P ) +

h

h3
u(P3)

�
=
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=
u(P1)

hh1
+
u(P3)

hh3
� 1

h
� h1 + h3
h1h3

u(P ).

O formul¼a analoag¼a se obţine pentru @2u
@y2 (P ). Dac¼a not¼am cu �(1)h valoarea

aproximativ¼a a laplasianului, atunci:

�
(1)
h u(x; y) =

u(P1)

hh1
+
u(P2)

hh2
+
u(P3)

hh3
+
u(P4)

hh4
� 1

h
�
�
h1 + h3
h1h3

+
h2 + h4
h2h4

�
u(P ).

Din 3), observaţia 3.1 la lema 3.1, deducem

j�(1)h u(P )��u(P )j � !

�
@2u

@x2
; h

�
+ !

�
@2u

@y2
; h

�
� 4M2,

unde

M2 = sup

�����@2u@x2
(x; y)

���� ; ����@2u@y2
(x; y)

���� ; (x; y) 2 
� .
O a doua posibilitate de aproximare este s¼a folosim polinomul Lagrange pentru

trei noduri:

L2(x; P3; P; P1) =
(x� ih)(x� ih� h1)
�h3(�h3 � h1)

u(P3) +
(x� ih+ h3)(x� ih� h1)

h3(�h1)
u(P )+

+
(x� ih+ h3)(x� ih)

(h3 + h1)h1
u(P1),

~u( ~P1) = L2(ih+h) =
h(h� h1)
h3(h1 + h3)

u(P3)�
(h+ h3)(h� h1)

h1h3
u(P )+

(h+ h3)h

h1(h1 + h3)
u(P1).

În mod analog,

~u( ~P3) =
(h� h3)h
h1(h1 + h3)

u(P1)�
(h+ h1)(h� h3)

h1h3
u(P ) +

h(h1 + h)

h3(h1 + h3)
u(P3).

În continuare avem:

@2u

@x2
(P ) � ~u(P3)� 2u(P ) + ~u(P1)

h2
=

=
1

h2

�
h(h+ h3)

h1(h1 + h3)
u(P1)�

(h� h1)(h+ h3)
h1h3

u(P ) +
h(h� h1)
h3(h1 + h3)

u(P3)� 2u(P )+

+
h(h� h3)
h1(h1 + h3)

u(P1)�
(h+ h1)(h� h3)

h1h3
u(P ) +

h(h+ h1)

h3(h1 + h3)
u(P3)

�
=

=
2u(P1)

h1(h1 + h3)
+

2u(P3)

h3(h1 + h3)
� 2u(P )

h1h3
.

Dac¼a not¼am cu �(2)h valoarea aproximativ¼a a laplasianului pentru aproximarea
de ordinul 2, atunci
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�
(2)
h u(P ) =

2u(P1)

h1(h1 + h3)
+

2u(P2)

h2(h2 + h4)
+

2u(P3)

h3(h1 + h3)
+

2u(P4)

h4(h2 + h4)

�
�

2

h1h3
+

2

h2h4

�
u(P ).

Dac¼a u 2 C3
�
�

�
şi

M3 = max

�����@3u@x3
(x; y)

���� , ����@3u@y3
(x; y)

���� j (x; y) 2 
� ,
atunci din observaţia 3.1 la lema 3.1 , deducem c¼a

j�(2)h u(P )��u(P )j � 2

3
M3h.

În sfârşit, dac¼a h1 = h2 = h3 = h4 şi u 2 C4
�
�

�
, atunci

�
(1)
h u(P ) = �

(2)
h u(P ) = �hu(P ) =

u(P1) + u(P2) + u(P3) + u(P4)� 4u(P )
h2

şi

j�(i)h u(P )��u(P )j � M4

6
h2, i = 1, 2.

Metoda diferenţelor �nite const¼a în înlocuirea problemei la limit¼a

(5.1)
�
��u(x; y) + a(x; y)u(x; y) = f(x; y), (x; y) 2 

uj� = g

cu determinarea unei funçtii uh : 
h ! R care veri�c¼a sistemul

(5.2)

8>><>>:
��(i)h uh(P ) + a(P )uh(P ) = f(P ), pentru orice P 2 
h .

uh(P ) = g(P ), pentru orice P 2 �h.

unde în cazul aproxim¼arii liniare (i = 1) avem:

�(1)u(P ) =
u(P1)

hh1
+
u(P2)

hh2
+
u(P3)

hh3
+
u(P4)

hh4
� 1

h
�
�
h1 + h3
h1h3

+
h2 + h4
h2h4

�
u(P ).
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Consider¼am domeniul 
 din �gura urm¼atoare şi ne propunem s¼a aproxim¼am
laplacianul în nodul interior 1, care are în vecin¼atatea sa puncte de pe frontiera �h.

Notînd nodul cu P şi cu Pi cele patru noduri vecine avem situaţia din �gura urm¼a-
toare

Fie ui = u(Pi), ai = a(Pi) şi fi = f(Pi).
Not¼am cu Q11 şi Q12 punctele din �h vecine cu P1.

�
(1)
h (P1) =

u2
h2
+
u7
h2
+
g(Q11)

hh3
+
g(Q12)

hh4
� 1

h

�
h+ h3
hh3

+
h+ h4
hh4

�
u1.

Înlocuind în (5.2) rezult¼a

(5.3)
1

h2

��
2 +

h

h3
+

h

h4
+ a1h

2

�
u1

�
� u2
h2
� u7
h2
= f1 +

g(Q11)

hh3
+
g(Q12)

hh4
.

În mod analog, în nodul P2 avem:

�
�
u3
h2
+
u8
h2
+
u1
h2
+
g(Q21)

hh1
� 1

h2

�
3 +

h

h4

�
u2

�
+ a2u2 = f2

sau

(5.4)
1

h2

�
�u1 +

�
3 +

h

h4
+ a2h

2

�
u2 � u3 � u8

�
= f2 +

g(Q21)

hh4
.
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În nodul P8 care nu are puncte vecine în �h, avem:

�
�
u9
h2
+
u15
h2

+
u7
h2
+
u2
h2
� 1

h

�
2h

h2
+
2h

h2

�
u8

�
+ a8u8 = f8

sau
1

h2
�
�u2 � u7 +

�
4 + h2a8

�
u8 � u9 � u15

�
= f8 etc:

Fie A(1) =
�
a
(1)
i;j

�
matricea coe�cienţilor sistemului cu necunoscutele ui. Atunci

din formulele precedente (5.3), (5.4) avem de exemplu pentru i = 1 singurele ele-
mente nenule

a
(1)
1;1 = 2 +

h

h3
+

h

h4
+ a1h

2; a
(1)
1;2 = a

(1)
1;7 = �1

Pentru i = 2 elementele nenule sunt

a
(1)
2;1 = a

(1)
3;1 = a

(1)
8;1 = �1; a

(1)
2;2 = 3 +

h

h4
+ a2h

2

În �nal se obţine sistemul:

A(1)uh(P ) = f(P ) + @g(1)(P );

unde
@g(1)(P ) = 0

dac¼a P este un nod interior care nu are puncte vecine pe frontier¼a şi

@g(1)(P ) =
X

Qi2�h; Qi este vecin cu P

g(Qi)

hhi
.

În mod analog

�
(2)
h (P1) =

2u2
h(h+ h3)

+
2u7

h(h+ h4)
+

2g(Q11)

h3(h+ h3)
+
2g(Q12)

h(h+ h4)
� 2

h

�
1

h3
+
1

h4

�
u1.

În continuare avem:

��(2)h (P1) + a1u1 =

�
2

h

�
1

h3
+
1

h4

�
+ a1

�
u1 �

2

h(h+ h3)
u2 �

2

h(h+ h4)
u7 =

= f1 +
2g(Q11)

h3(h+ h3)
+

2g(Q12)

h4(h+ h4)

şi mai departe

2

h

��
1

h3
+
1

h4
+
a1h

2

�
u1 �

2

h(h+ h3)
u2 �

2

h(h+ h4)
u7

�
= f1+

2g(Q11)

h3(h+ h3)
+
2g(Q12)

h(h+ h4)
.

În nodul P8 care nu are puncte vecine pe frontier¼a se obţine

�
�
u9
h2
+
u15
h2

+
u7
h2
+
u2
h2
� 4u8

h2

�
+ a8u8 = f8

sau
1

h2
�
�u2 � u7 + (4 + h2a8)u8 � u9 � u15

�
= f8

etc.
Sub form¼a matriceal¼a sistemul arat¼a astfel:

A(2)uh(P ) = f(P ) + @g(2)(P ),
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unde

@g(2) (P ) = 0

dac¼a P nu are puncte vecine pe frontier¼a respectiv

@g(2)(P ) =
X

Qi2�h; Qi vecin cu P

2g(Qi)

hi(hi + hj)
.

Soluţia exact¼a a problemei (5.1) veri�c¼a sistemul:

A(1)u = f + @g + �(u) + @�(1)(u),

unde �(u) este eroarea care intervine la aproximarea laplasianului �(P ) cu �(1)(P )
în orice punct interior care nu are puncte vecine pe frontier¼a.

Dac¼a u 2 C4
�
�

�
, rezult¼a c¼a

k�(u)k1 � M4

6
h2,

unde

M4 = max

�����@4u@x4

���� , ����@4u@y4

����� .
Dac¼a

(�(u))i 6= 0 =) (@�(1)(u))i = 0

şi reciproc, @�(1)(u) provenind din aproximarea laplasianului �(P ) cu �(1)(P ) într-
un punct interior, care are puncte vecine pe frontier¼a.

Rezult¼a c¼a 


@�(1)(u)


 � 4M2,

unde

M2 = sup



�����@2u@x2

���� ; ����@2u@y2

����� .
În mod analog, avem:

A(2)u = f + @g + �(u) + @�(2)(u),

unde 


@�(2)(u)


 � 2

3
M3h,

M3 = sup



�����@3u@x3

���� , ����@3u@y3

����� .
Aşadar, avem: �

A(i)u = f + @g + �(u) + @�(i)(u);
A(i)uh = f + @g;

uh �ind soluţia aproximativ¼a.
Rezult¼a c¼a

A(i)(u� uh) = �(u) + @�(i)(u).
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Teorema 5.1. Matricele A(i) sunt monotone. Dac¼a

A(1)w = � + @�, atunci kwk1 �
�
D2

16
+ h2

�
k�k1 + h2 k@�k1 ;

Dac¼a

A(2)w = � + @�, atunci kwk1 � D2

16
k�k1 + h2 k@�k1 ,

unde D = 2R este diametrul domeniului 
 şi @�k = 0 dac¼a Pk nu are nici un punct
vecin pe �h.

DemonstraŢie. Cazul 1. Presupunem c¼a a(x; y) > 0, pentru orice (x; y) 2 
.
Atunci este evident c¼a A(1) şi A(2) sunt monotone pentru c¼a�

aij � 0, pentru i 6= jP
jaij > 0, pentru orice i = 1; N .

Fie

 (x; y) =
R2 � x2 � y2

4
k�k1 + h2 (k�k1 + k@�k1) .

Atunci

��(1)h  (P ) =
k�k1
4

�
(1)
h (x2 + y2)(P )

=
k�k1
4

�
(x+ h1)

2 + y2

hh1
+
x2 + (y + h2)

2

hh2
+
(x� h3)2 + y2

hh3

+
x2 + (y � h4)2

hh4
� 1

h

�
h1 + h3
h1h3

+
h2 + h4
h2h4

�
(x2 + y2)

�
=
k�k1
4

�
h1
h
+
h2
h
+
h3
h
+
h4
h

�
În continuare avem:

��(1)h  (P ) + a(P ) (P ) � 0| {z }
>0

= k�k1
�
1� 4h� h1 � h2 � h3 � h4

4h

�
.

Pe de alt¼a parte avem:

��(1)h  (P1) + a1 1 = (A
(1) )1 �

 (Q11)

hh3
�  (Q12)

hh4
.

Cu (A(1) )1 am notat prima linie din sistem.
Rezult¼a c¼a avem:

(A(1) )1 �
 (Q11)

hh3
�  (Q12)

hh4
� k�k1

�
1� 4h� h1 � h2 � h3 � h4

4h

�
| {z }

�0
sau

(A(1) )1 �
 (Q11)

hh3
+
 (Q12)

hh4
�  (Q11) +  (Q12)

h2

pentru c¼a  � 0 şi h3 < h; h4 < h.
Cum  (Q11) � h2 (k�k1 + k@�k1),  (Q12) � h2 (k�k1 + k@�k1), rezult¼a c¼a:

(A(1) )1 �
2h2(k�k1 + k@�k1)

h2
� k�k1 + k@�k1 .
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Într-un punct interior, care nu are puncte vecine pe frontier¼a, de exemplu în
P8, avem:

(A(1) )8 � k�k1
�
h

h
+
h

h
+
h

h
+
h

h

�
� 1
4
= k�k1 .

În general obţinem:

A(1) � k�k1

0BBB@
1
1
...
1

1CCCA+ k@�k1
0BBB@

@1
@2
...
@N ;

1CCCA
cu @k = 0 dac¼a P nu are puncte vecine pe �h.

Cum
A(1)w = � + @�,

rezult¼a c¼a
A(1)( � w) � k�k1 + k@�k1 � � � @� � 0

şi analog
A(1)( + w) � 0.

Ţinând seama c¼a A(1) este monoton¼a, deducem c¼a  �w � 0;  +w � 0, deci

jwj �  

şi mai departe

kwk1 � k k1 � R2

4
k�k1 + h2(k�k1 + k@�k1) =

=

�
D2

16
+ h2

�
k�k1 + h2 k@�k1).

Cazul 2. Dac¼a a(x; y) � 0, atunci consider¼am sistemul:

(A(1) + "I)w = � + @� + "w

şi deducem din prima parte a demonstraţiei c¼a

jwij �
R2

4
k� + "wk1 + h2(k� + "wk1 + k@� + "wk1).

Trecând la limit¼a pentru "! 0, rezult¼a c¼a

kwk1 � R2

4
k�k1 + h2(k�k1 + k@�k1).

Pentru matricea A(2), consider¼am funçtia auxiliar¼a

'(x; y) =
1

4
(R2 � x2 � y2) k�k1 + h2 k@�k1

şi avem

��(2)h '(x; y) =
1

4
k�k1 ��(2)h (x2 + y2) =

1

4
� 4 k�k1 = k�k1 .

În continuare avem:

��(2)h '(P ) + a(P )'(P ) � ��(2)h  (P ) = k�k1 .
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şi

A(2) � k�k1

0BBB@
1
1
...
1

1CCCA+ k@�k1
0BBB@

@1
@2
...
@N

1CCCA ,

A
(2)
h ( � w) � 0 =) jwj �  =) kwk1 � D2

16
k�k1 + h2 k@�k1

�

Teorema 5.2. Problema aproximativ¼a

A(1)uh = f + @g(1)

respectiv

A(2)uh = f + @g(2)

admite soluţie unic¼a şi dac¼a u 2 C4(
), atunci

max
Pi2
h

ju(Pi)� u(1)h (Pi)j �
��

D2

16
+ h2

�
M4

6
+ 4M2

�
h2

şi

max
Pi2
h

ju(Pi)� u(2)h (Pi)j �
�
M4

D2

96
+ 2M3

h

3

�
h2.

DemonstraŢie. Existenţa soluţiei unice provine din faptul c¼aA(i) este monoton¼a,
deci este nesingular¼a.

Pe de alt¼a parte avem:

A(1)(~u� uh) = �(u) + @�(1)(u)

cu

k�(u)k1 � M4

6
h2

şi 


@�(1)(u)



1
� 4M2.

Din teorema 5.1 deducem c¼a


u� u(1)h 


1 �
�
D2

16
+ h2

�
k�(u)k1+h

2



@�(1)(u)




1
�
�
D2

16
+ h2

�
�M4

6
h2+4M2�h2 =

=

��
D2

16
+ h2

�
M4

6
+ 4M2

�
h2,




u� u(2)h 


1 � D2

16
k�(u)k1 + h2




@�(2)(u)



1
� D2

16
� M4

6
h2 + h2 � 2M3

3
h =

=

�
D2M4

96
+
2M3h

3

�
h2.

�
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În concluzie, observ¼am c¼a cele dou¼a metode sunt de acelaşi ordin.
În prima metod¼a matricea A(1) este simetric¼a, ceea ce este un avantaj pentru

rezolvarea numeric¼a a sistemului pentru c¼a se pot folosi metode de relaxare.
Metoda a doua se pare c¼a este mai precis¼a.
Se poate ar¼ata c¼a dac¼a 
 este o muļtime convex¼a, atunci

ju(Pi)� uh(Pi)j � C � h2 � d(Pi;�h)
pentru metoda a doua, în timp ce pentru prima metod¼a

ju(Pi)� uh(Pi)j � C � h2.

În sfârşit, metoda se poate extinde la cazul unei rȩtele de tipul

Rh;k = fM = (ih; jk); i; j 2 Zg.

6. Programul Mathcad

In cele ce urmeaz¼a este prezentat un program în mathcad de rezolvare a prob-
lemei ��u(x; y) + a(x; y)u(x; y) = f(x; y) în domeniul 
 cu condi̧tia uj
 = g.
Programul urm¼areşte expunerea anterioar¼a. Domeniul 
 este de�nit prin


 =
�
(x; y) 2 R2 j a < x < b; �(x) < y <  (x)

	
Funçtia g este dat¼a pe frontier¼a prin

ginf(x) pe poŗtiunea f(x; � (x)) j a � x � b g

gsup(x) pe poŗtiunea f(x;  (x)) j a � x � b g
gst(y) pe poŗtiunea f(a; y) j � (a) � y �  (a)g
gdr(y) pe poŗtiunea f(b; y) j � (b) � y �  (b)g :

Pasul h al rȩtelei este de�nit prin h = b�a
n , iar rȩteaua este de�nit¼a prin paralele la

Oy duse prin punctele xxi = a+ ih; i 2 N şi prin paralele la Ox duse prin punctele
jh; j 2 N . Funçtia a am numit-o în program af (din cauza con�ictului de nume cu
a=marginea din stânga a domeniului). Informaţii asupra nodurilor, în particular
asupra nodurilor din apropierea frontierei sunt stocate în matricele niv, ninf, h1,
h2, h3, h4. In textul programului sunt inserate unele comentarii. Programul poate
� uşor translatat într-un alt limbaj.

ORIGIN � 1

a 1−:= b 1:= n 8:= h
b a−

n
:= h 0.25=

φ x( ) x2
:= ψ x( ) 3 x2

−:=

af x y,( ) 0:= f x y,( ) 0:=

CONDITIILE LA FRONTIERA
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ginf x( ) x2
:= gsup x( ) x−:=

gst y( )
ginf a( ) ψ a( ) y−( )⋅ y φ a( )−( ) gsup a( )⋅+

ψ a( ) φ a( )−
:=

gdr y( )
ginf b( ) ψ b( ) y−( )⋅ y φ b( )−( ) gsup b( )⋅+

ψ b( ) φ b( )−
:=

CALCULE

i 1 n 1+..:= xxi a i 1−( ) h⋅+:= jos i φ xxi( ):= sus i ψ xxi( ):=

njos i ceil
φ xxi( )

h









:= nsus i floor
ψ xxi( )

h









:=

ε 10 6−
:=

Matricea niv are pe coloane: indicele 1<=i<=n+1, numarul de noduri inte-
rioare deasupra lui xx(i), indicele j al celui mai de jos nod, indicele j al celui mai
de sus nod
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niv i 1←

ninf njos i←

nsup nsus i←

ninf njos i 1+← jos i h njos i⋅− ε<if

nsup nsus i 1−← sus i h nsus i⋅− ε<if

linie i 0 ninf nsup( )←

stare linie←

ninf njos i←

nsup nsus i←

ninf njos i 1+← jos i h njos i⋅− ε<if

nsup nsus i 1−← sus i h nsus i⋅− ε<if

linie i nsup ninf− 1+ ninf nsup( )←

stare stack stare linie,( )←

i 2 n 1+..∈for

stare rows stare( ) 2, 0←

stare

:=

nn este num¼arul de noduri interioare domeniului

nnv submatrix niv 1, n 1+, 2, 2,( ):= nn

1

n 1+

i

nnv i∑
=

:= nn 65=

Matricea ninf are nn linii, iar pe coloane are pentru �ecare nod interior: coor-
donata x, coordonata y, indicele i al verticalei din domeniu, indicele j al nivelului
pe verticala al nodului
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ninf ind 0←

ind ind 1+←

xn xxi←

yn j h⋅←

linie xn yn i j( )←

stare linie← ind 1if

stare stack stare linie,( )← otherwise

j niv i 3, niv i 4,..∈for niv i 2, 0>if

i 2 n..∈for

stare

:=

Reprezentarea gra�c¼a a domeniului şi a nodurilor interioare

xni submatrix ninf 1, nn, 1, 1,( ):= yni submatrix ninf 1, nn, 2, 2,( ):=

ig 1 nn..:= xg a a 0.01+, b..:=

1 0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

φ xg( )

ψ xg( )

yni ig

xg xg, xniig,

Urmeaz¼a s¼a determin¼am pentru �ecare nod interior: h1,h2,h3,h4 pe directiile
est, nord, vest, sud. Câmpurile conţin: distanţa pân¼a la frontier¼a, tipul nodului în
direçtia respectiv¼a (0=interior, -1=pe frontiera de jos, 1=pe frontiera de sus, -2=pe
frontiera din stânga, +2=pe frontiera din dreapta), coordonatele x şi y ale nodului
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din directia respectiv¼a, indicele nodului din directia respectiv¼a (daca este interior),
altfel 0.

h1 ind 0←

ind ind 1+←
pas h←
tip 0←
x xxi h+←

y j h⋅←
iu ind niv i 4,+ niv i 1+ 3,− 1+←

pas root φ xxi t+( ) j h⋅− t, 0, h,( )←

x xxi pas+←

φ xxi h+( ) j h⋅− 0>if

tip 1−← φ xxi h+( ) j h⋅− 0≥if

pas root ψ xxi t+( ) j h⋅− t, 0, h,( )←

x xxi pas+←

ψ xxi h+( ) j h⋅− 0<if

tip 1← ψ xxi h+( ) j h⋅− 0≤if

tip 2← φ xxi h+( ) j h⋅≤ ψ xxi h+( )≤( ) i n∧if

iu 0← tip 0≠if
linie pas tip x y iu( )←
stare linie← ind 1if
stare stack stare linie,( )← otherwise

j niv i 3, niv i 4,..∈for niv i 2, 0>if
i 2 n..∈for

stare

:=

h2 ind 0←

ind ind 1+←
pas h←
tip 0←
x xxi←

y j h⋅ h+←
iu ind 1+←

pas ψ xxi( ) h j⋅−←

tip 1←
y j h⋅ pas+←
iu 0←

j niv i 4,if

linie pas tip x y iu( )←
stare linie← ind 1if
stare stack stare linie,( )← otherwise

j niv i 3, niv i 4,..∈for niv i 2, 0>if
i 2 n..∈for

stare

:=
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h3 ind 0←

ind ind 1+←
pas h←
tip 0←
x xxi h−←

y j h⋅←
iu ind niv i 1− 4, niv i 3,− 1+( )−←

pas root φ xxi t−( ) j h⋅− t, 0, h,( )←

x xxi pas−←

φ xxi h−( ) j h⋅− 0>if

tip 1−← φ xxi h−( ) j h⋅− 0≥if

pas root ψ xxi t−( ) j h⋅− t, 0, h,( )←

x xxi pas−←

ψ xxi h−( ) j h⋅−( ) 0<if

tip 1← ψ xxi h−( ) j h⋅−( ) 0≤if

tip 2−← φ xxi h−( ) j h⋅≤ ψ xxi h−( )≤( ) i 2∧if

iu 0← tip 0≠if
linie pas tip x y iu( )←
stare linie← ind 1if
stare stack stare linie,( )← otherwise

j niv i 3, niv i 4,..∈for niv i 2, 0>if
i 2 n..∈for

stare

:=

h4 ind 0←

ind ind 1+←

pas h←

tip 0←

x xxi←

iu ind 1−←

y j h⋅ h−←

pas h j⋅ φ xxi( )−←

tip 1−←

y j h⋅ pas−←

iu 0←

j niv i 3,if

linie pas tip x y iu( )←

stare linie← ind 1if

stare stack stare linie,( )← otherwise

j niv i 3, niv i 4,..∈for niv i 2, 0>if

i 2 n..∈for

stare

:=
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Determinam matricea sistemului

A

Mi j,
0←

j 1 nn..∈for

i 1 nn..∈for

M
ind ind,

af ninf
ind 1,

ninf
ind 2,

,( ) 2

h1ind 1,
h3ind 1,

⋅
+

2

h2ind 1,
h4ind 1,

⋅
+←

M
ind h1ind 5,,

2−

h1ind 1,
h1ind 1,

h3ind 1,
+( )⋅

← h1
ind 5,

0≠if

M
ind h2ind 5,,

2−

h2ind 1,
h2ind 1,

h4ind 1,
+( )⋅

← h2
ind 5,

0≠if

Mind h3ind 5,,
2−

h3
ind 1,

h1
ind 1,

h3
ind 1,

+( )⋅
← h3ind 5,

0≠if

Mind h4ind 5,,
2−

h4
ind 1,

h2
ind 1,

h4
ind 1,

+( )⋅
← h4ind 5,

0≠if

ind 1 nn..∈for

M

:=

Coe�cienţii mai mari în modul ai matricei A apar în nuanţe mai închise. Cu-
loarea alb înseamn¼a valoarea zero. Se observ¼a cum coe�cienţii nenuli sunt pe diag-
onala principal¼a şi pe câteva câteva direçtii oblice paralele cu diagonala principal¼a.

B A
→

:=

255 255
max B( )

B⋅−
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Termenii liberi

B
Bind f ninf ind 1, ninf ind 2,,( )←

ind 1 nn..∈for

Bind Bind
2 ginf h1 ind 3,( )⋅

h1 ind 1, h1 ind 1, h3 ind 1,+( )⋅
+← h1 ind 5, 0 h1 ind 2, 1−∧if

Bind Bind
2 gsup h1 ind 3,( )⋅

h1 ind 1, h1 ind 1, h3 ind 1,+( )⋅
+← h1 ind 5, 0 h1 ind 2, 1∧if

Bind Bind
2 gdr h1 ind 4,( )⋅

h1 ind 1, h1 ind 1, h3 ind 1,+( )⋅
+← h1 ind 5, 0 h1 ind 2, 2∧if

Bind Bind
2 gsup h2 ind 3,( )⋅

h2 ind 1, h2 ind 1, h4 ind 1,+( )⋅
+← h2 ind 5, 0 h2 ind 2, 1∧if

Bind Bind
2 ginf h3 ind 3,( )⋅

h3 ind 1, h1 ind 1, h3 ind 1,+( )⋅
+← h3 ind 5, 0 h3 ind 2, 1−∧if

Bind Bind
2 gsup h3 ind 3,( )⋅

h3 ind 1, h1 ind 1, h3 ind 1,+( )⋅
+← h3 ind 5, 0 h3 ind 2, 1∧if

Bind Bind
2 gst h3 ind 4,( )⋅

h3 ind 1, h1 ind 1, h3 ind 1,+( )⋅
+← h3 ind 5, 0 h3 ind 2, 2−∧if

Bind Bind
2 ginf h4 ind 3,( )⋅

h4 ind 1, h2 ind 1, h4 ind 1,+( )⋅
+← h4 ind 5, 0 h4 ind 2, 1−∧if

ind 1 nn..∈for

B

:=

Rezolv¼am sistemul liniar

λ A 1− B⋅:=

Determin¼am soluţia aproximativ¼a sol(x,y)

jmin min niv 3〈 〉( ) 1−:= jmax max niv 4〈 〉( ) 1+:= jmin 0= jmax 12=

nvj jmax jmin− 1+:= nvj 13=

i 1 n 1+..:= j 1 nvj..:= Vi j, 0:=

ind 1 nn..:= Vninf ind 3, ninf ind 4, jmin− 1+, λind:=
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ajust V n, nvj,( )

y h jmin j+ 1−( )⋅←

V1 j, gst y( )←

j niv 1 3, jmin− 1+ niv 1 4, jmin− 1+..∈for

y h jmin j+ 1−( )⋅←

Vn 1+ j, gdr y( )←

j niv n 1+ 3, jmin− 1+ niv n 1+ 4, jmin− 1+..∈for

y h jmin j+ 1−( )⋅←

Vi j, ginf xxi( )← y φ xxi( )≤if

Vi j, gsup xxi( )← y ψ xxi( )≥if

j 1 nvj..∈for

i 1 n 1+..∈for

V

:=

VI ajust V n, nvj,( ):=

sol x y,( ) 1return x a< x b>∨if

ginf x( )return y h jmin⋅<if

gsup x( )return y h jmax⋅>if

j1 jmin j+ 1−←

y1 j1 h⋅←

A VIi j,←

B VIi 1+ j,←

C VIi j 1+,←

D VIi 1+ j 1+,←

val A
x xxi−

h
B A−( )⋅+

y y1−

h
C A−( )⋅+

x xxi−( ) y y1−( )⋅

h2
D B− C− A+( )⋅+←

valreturn

y1 y≤ y1 h+≤if

j 1 nvj 1−..∈for xxi x≤ xxi 1+≤if

i 1 n..∈for

:=

Aplic¼am p¼atratul [0; 1]� [0; 1] pe domeniul nostru

xf u v,( ) a u b a−( )⋅+:=

yf u v,( ) φ xf u v,( )( ) v ψ xf u v,( )( ) φ xf u v,( )( )−( )⋅+:= zf u v,( ) 0:=

Suprafaţa (x; y)! sol(x; y) o reprezent¼am parametric
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Sup u v,( )

xf u v,( )

yf u v,( )

sol xf u v,( ) yf u v,( ),( )











:=

Reprezent¼am gra�c soluţia

Sup

Linii de nivel ale soluţiei sol(x,y)
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Sup xf yf, zf,( ),

Suprafaţa (x; y)! sol (x; y) şi domeniul 
.



CAPITOLUL 2

INTRODUCERE ÎN METODA ELEMENTELOR
FINITE PENTRU ECUAŢII ELIPTICE

Urm¼arind în general expunerea din [3] vom face în acest capitol o scurt¼a
incursiune în aplicarea metodei elementelor �nite pentru aproximarea soluţiei unei
probleme la limit¼a pentru ecuaţii cu derivate paŗtiale de ordinul doi de tip eliptic
într-un domeniu plan m¼arginit de un poligon. Deşi se prezint¼a un caz particular
consider¼am c¼a se dau principiile de baz¼a pentru aplicarea metodei şi la ecuaţii
diferenţiale ordinare sau ecuaţii cu derivate paŗtiale pentru funçtii de mai multe
variabile.

Aplicarea metodei elementelor �nite în scopul aproxim¼arii soluţiilor problemelor
la limit¼a pentru ecuaţii cu derivate paŗtiale necesit¼a parcurgerea urm¼atorilor paşi:

- se veri�c¼a dac¼a problema la limit¼a este corect pus¼a, adic¼a dac¼a are soluţie în
sens clasic sau generalizat, dac¼a aceasta este unic¼a şi depinde continuu de datele
sale (membrul drept, condi̧tiile la limit¼a etc.);

- se construieşte problema de aproximare (formularea variaţional¼a) demonstrân-
du-se existenţa şi unicitatea soluţiei acesteia şi faptul c¼a aceasta este o soluţie a
problemei ini̧tiale sau o aproximeaz¼a pe aceasta;

- se discretizeaz¼a domeniul dat (în cazul ce va � prezentat se împarte interiorul
poligonului în triunghiuri numite elemente �nite) şi se construieşte o problem¼a
discret¼a (în cazul nostru un sistem de ecuaţii algebrice) a c¼arei soluţii aproximeaz¼a
valorile soluţiei problemei variaţionale într-un num¼ar �nit de puncte ale domeniului
considerat numite noduri.

În acest capitol nu ne vom ocupa de primul pas pentru care recomand¼am [7]
sau [13]. Peste tot vom nota cu 
 interiorul unui poligon din R2 de frontier¼a �.
Presupunem � = �0[�1; unde �0 şi �1 sunt muļtimi închise iar �0\�1 este format¼a
din punctele A şi B (v. �gura de mai jos).

�
�
�
�
A
A
A
A�

�
�

A
A
A
A
AA

A

�0

�1

B

39
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1. Problema la limit¼a şi formularea ei varia̧tional¼a

Ne propunem s¼a g¼asim soluţia u = u(x1; x2) a ecuaţiei cu derivate paŗtiale
de ordinul al doilea

(1.1) Lu = �
2X

i;j=1

@

@xj

�
aij(X)

@u

@xi
(X)

�
+ a0(X)u(X) = f0(X);

cu condi̧tiile la limit¼a

(1.2) u = u0 pe �0

(1.3)
@u

@�L
= g pe �ecare latur�a a lui �1;

unde X = (x1; x2) 2 
; f0 2 C0(�
); u0 2 C2( ��0); g este de clas¼a C1 pe �ecare
latur¼a a lui �1 având eventual discontinuit¼aţi de prima spȩt¼a în vârfurile poligonului,
aij ; i; j = 1; 2 sunt de clas¼a C1 pe �
 iar a0 2 C0(�
). Notaţia @u

@�L
sau @u

@� într-un
punct al lui � semni�c¼a

(1.4)
@u

@�L
=

2X
i;j=1

aij
@u

@xi
�j ;

unde ~� = �1~i+�2~j este vectorul normalei exterioare într-un punct de pe �. El este
unic determinat dac¼a punctul nu este un vârf al poligonului.

Presupunem dat¼a o triangularizare (triangulaţie) Th al lui �
 adic¼a o familie de
triunghiuri închise K, unde h este lungimea maxim¼a a laturilor triunghiurilor K,
astfel încât:

a) �
 =
S

K2Th
K;

b) pentru orice K1;K2 2 Th distincte, K1 \ K2 este muļtimea vid¼a, un vârf
comun sau o latur¼a comun¼a.

Vom presupune în plus c¼a A şi B sunt vârfuri ale unor triunghiuri din Th (v.
�gura a) de mai jos). În �gurile b) şi c) sunt desenate cazuri care sunt excluse.

�
�
�
�
A
A
A
A�

�
�

A
A
A
A
AA

A

�0

�1

B

a) b) c)

�
�A
A�
�A
A�
�
A
A
PP�
��

JJ
@@
��A

A
A
AA

PPP
���
���

�@
@@�

��A�� A
AA

C
C

�
��XXX
�� ��CC%% B

BH







J
JJ

���
��

�
�
�

�
�
�
�
��

@
@
@

A
A
A
A
AA

�
�
��

@
@�

�@@�
�
@

@
@@

Not¼am

(1.5) aK(u; v) =

ZZ
K

0@ 2X
i;j=1

aij(X)
@u

@xi
(X)

@v

@xj
(X) + a0(X)u(X)v(X)

1A dX;
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(1.6) a(u; v) =
X
K2Th

aK(u; v);

(1.7) (f; v) =

ZZ



f0(X)v(X)dX +

Z
�1

g(X)v(X)ds; unde dX = dx1dx2:

Lema 1.1. (formula de integrare prin p¼arţi)
Dac¼a P; Q 2 C1( �
), atunciZZ




P (X)
@Q

@xk
(X)dX = �

ZZ



Q(X)
@P

@xk
(X)dX

(1.8) +

Z
�

P (X)Q(X) cos (~�; xk)ds; k = 1; 2;

unde cos (~�; xk) este cosinusul unghiului dintre normala exterioar¼a şi axa Oxk.

DemonstraŢie. DeoareceZZ



P (X)
@Q

@xk
(X)dX =

ZZ



@

@xk
(P (X)Q(X))dX

(1.9) �
ZZ




Q(X)
@P

@xk
(X)dX

iar din formula Green-RiemannZZ



�
@u

@x1
(X) +

@v

@x2
(X)

�
dX

(1.10) =

Z
�

(u cos (~�; x1) + v cos (~�; x2)) ds;

înlocuind prima integral¼a din membrul drept din (1.9) cu (1.10) rezult¼a (1.8) �

Fie spaţiile vectoriale reale

(1.11) WTh = fv 2 C0(�
) : 8K 2 Th; v jK2 C1(K)g;

(1.12) VTh = fv 2 WTh : v = 0 pe �0g:

Consider¼am problema g¼asirii unei funçtii u 2 WTh astfel încât

(1.13) a(u; v) = (f; v); 8v 2 VTh
cu condi̧tia

(1.14) u = u0 pe �0

şi vom ar¼ata c¼a dac¼a u 2 C2(�
), problemele (1.1)-(1.3) şi (1.13), (1.14) au aceleaşi
soluţii. Pentru aceasta sunt necesare urm¼atoarele dou¼a leme.

Lema 1.2. Fie H 2 C0(
). Dac¼aZZ



H(X)v(X)dX = 0; 8v 2 C0(�
) \ C1(
); v j�= 0;

atunci H este identic nul¼a pe 
.
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DemonstraŢie. Fie X(0) = (x
(0)
1 ; x

(0)
2 ) 2 
. Ar¼at¼am c¼a H(X(0)) = 0:

Demonstr¼am prin reducere la absurd. Presupunem de exemplu c¼aH(X(0)) > 0:
Fie d =dist(X(0);�) = inf

Y 2�
kX(0) � Y k2, norma �ind cea euclidian¼a pe R2 (v.

capitolul 1, paragraful 1). Deoarece d > 0 iar H este continu¼a şi strict pozitiv¼a în
X(0) exist¼a " 2 (0; d) astfel încât

(1.15) 8X 2 
 cu kX �X(0)k2 < " rezult�a H(X) � H(X(0))

2
:

Consider¼am funçtia v" 2 C1(�
) � C0(�
) \ C1(
) de�nit¼a prin

(1.16) v"(X) =

8<: A"e

� 1

1�
kX�X(0)k22

"2 ; dac�a kX �X(0)k2 < "
0; dac�a kX �X(0)k2 � "

;

unde A" este o constant¼a pozitiv¼a aleas¼a astfel încât

(1.17)
ZZ

kX�X(0)k2<"

v"(X)dX = 1:

Deoarece v" j�= 0; din ipotez¼a obţinem

(1.18)
ZZ

kX�X(0)k2<"

H(X)v"(X)dX =

ZZ



H(X)v"(X)dX = 0:

Dar din (1.15) şi (1.17) ZZ
kX�X(0)k2<"

H(X)v"(X)dX

� H(X(0))

2

ZZ
kX�X(0)k2<"

v"(X)dX =
H(X(0))

2
> 0

ceea ce contrazice (1.18). Deci H(X(0)) � 0: Dac¼a H(X(0)) < 0, aplicând acelaşi
raţionament funçtiei �H, obţinem H(X(0)) = 0: �

Lema 1.3. Fie H 2 C0(�1). Dac¼aZ
�1

H(X)v(X)ds = 0; 8v 2 VTh \ C1(�
);

atunci H este identic nul¼a pe �1.

DemonstraŢie. Se alege X(0) 2 �1 şi se arat¼a c¼a H(X(0)) = 0: Demonstr¼am
prin reducere la absurd. Deoarece H este continu¼a este su�cient s¼a presupunem c¼a
X(0) 62 fA;Bg. Se alege

d = min fkX(0) �Ak; kX(0) �Bkg

şi se raţioneaz¼a analog ca în demonstraţia lemei 1.2 construind o funçtie v" 2
C0(�1) \ C1(�nfA;Bg). �

Teorema 1.1. Fie u 2 C2(�
). Atunci u este o soluţie a problemei (1.1)-(1.3)
dac¼a şi numai dac¼a u este o soluţie a problemei (1.13), (1.14).
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DemonstraŢie. Dac¼a u este o soluţie a problemei (1.1)-(1.3), atunci înmuļtind
relaţia (1.1) cu v 2 VTh şi integrând obţinem

�
2X

i;j=1

ZZ
K

@

@xj

�
aij(X)

@u

@xi
(X)

�
v(X)dX +

ZZ
K

a0(X)u(X)v(X)dX

=

ZZ
K

f0(X)v(X)dX; 8K 2 Th:

Folosind relaţia (1.8) pentru K şi frontiera sa �K orientat¼a în sens trigonometric
rezult¼a

kX
i;j=1

ZZ
K

aij(X)
@u

@xi
(X)

@v

@xj
(X)dX

(1.19) �
2X

i;j=1

Z
�K

aij(X)
@u

@xi
(X)v(X) cos (~�K ; xj)dsK

+

ZZ
K

a0(X)u(X)v(X)dX =

ZZ
K

f0(X)v(X)dX:

Însumând relaţiile (1.19) pentru toţi K 2 Th şi folosind faptul c¼a laturile ce nu
apaŗtin lui � sunt parcurse de dou¼a ori în sensuri diferite iar v 2 VTh se obţine

(1.20) a(u; v)�
2X

i;j=1

Z
�1

aij(X)
@u

@xi
(X)v(X) cos (~�; xj)ds =

ZZ



f0(X)v(X)dX:

Acum din (1.3), (1.4) şi (1.7) deducem c¼a

a(u; v) = (f; v); 8v 2 VTh
şi din (1.2) rezult¼a c¼a u este o soluţie a problemei (1.13), (1.14).

Reciproc presupunem c¼a u 2 C2(�
) � WTh este o soluţie a problemei (1.13),
(1.14). Folosind (1.16) putem construi v 2 C0(�
) \ C1(
) astfel încât v j�= 0:
Atunci din (1.13) obţinemZZ




2X
i;j=1

aij(X)
@u

@xi
(X)

@v

@xj
(X)dX +

ZZ



a0(X)u(X)v(X)dX

=

ZZ



f0(X)v(X)dX:

Aplicând primei integrale relaţia (1.8) g¼asimZZ



�
2X

i;j=1

@

@xj

�
aij(X)

@u

@xi
(X)

�
v(X)dX

+

ZZ



(a0(X)u(X)� f0(X)) v(X)dX = 0



44 2. METODA ELEMENTELOR FINITE PENTRU ECUAŢII ELIPTICE

sau ZZ



0@� 2X
i;j=1

@

@xj

�
aij(X)

@u

@xi
(X)

�
+ a0(X)u(X)� f0(X)

1A v(X)dX;

pentru orice v 2 C0(�
) \ C1(
) cu v j�= 0: Aplicând lema 1.2 obţinem (1.1).
Din demonstraţia lemei 1.3 exist¼a v 2 VTh \ C1(�
) iar din (1.8) analog g¼asimZZ




0@� 2X
i;j=1

@

@xj

�
aij(X)

@u

@xi
(X)

�
+ a0(X)u(X)� f0(X)

1A v(X)dX

+

Z
�1

2X
i;j=1

aij(X)
@u

@xi
(X)�jv(X)ds =

Z
�1

g(X)v(X)ds:

Deoarece u veri�c¼a (1.1) obţinemZ
�1

0@ 2X
i;j=1

aij(X)
@u

@xi
(X)�j � g(X)

1A v(X)ds = 0; 8v 2 VTh \ C1(�
):

Aplicând lema 1.3 rezult¼a (1.3) şi astfel u este soluţie a problemei (1.1)-(1.3). �
ObservaŢia 1.1. Problema (1.13), (1.14) se numeşte formularea variaţio-

nal¼a a problemei (1.1)-(1.3). Deşi soluţiile în C2(�
) ale celor dou¼a probleme co-
incid totuşi ele nu sunt echivalente problema (1.13), (1.14) �ind de�nit¼a şi pentru
u 2 C1(�
). O soluţie a problemei (1.13), (1.14) se numeşte soluţie slab¼a pentru
problema (1.1)-(1.3).

În continuare se impun ipotezele de elipticitate:

(1.21) 9� > 0 astfel ca 8X 2 
; a0(X) � �;

(1.22) 8�1; �2 2 R; 8X 2 
;
2X

i;j=1

aij(X)�i�j � �(�21 + �
2
2):

Dac¼a v 2 WTh ; not¼am

(1.23) kvk2W =
X
K2Th

ZZ
K

 �
@v

@x1
(X)

�2
+

�
@v

@x2
(X)

�2
+ v2(X)

!
dX;

care în cazul când v 2 C1(�
) se scrie

kvk2W =

ZZ



 �
@v

@x1
(X)

�2
+

�
@v

@x2
(X)

�2
+ v2(X)

!
dX:

Deoarece aplicaţia < >:W �W ! R de�nit¼a prin
< v1; v2 >:=X

K2Th

ZZ
K

�
@v1
@x1

(X)
@v2
@x1

(X) +
@v1
@x2

(X)
@v2
@x2

(X) + v1(X)v2(X)

�
dX

este un produs scalar rezult¼a c¼a k kW de�nit¼a în (1.23) este o norm¼a peWTh . Aceste
noţiuni sunt prezentate în capitolul 3 într-un caz mai general.
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ObservaŢia 1.2. Dac¼a v 2 WTh şi au loc relaţiile (1.21),(1.22), atunci

(1.24) a(v; v) � �kvk2W :
Într-adev¼ar din (1.5), (1.6), (1.21) şi (1.22)

a(v; v) =
X
K2Th

ZZ
K

0@ 2X
i;j=1

aij(X)
@v

@xi
(X)

@v

@xj
(X) + a0(X)v

2(X)

1A dX

�
X
K2Th

ZZ
K

�

 �
@v

@x1
(X)

�2
+

�
@v

@x2
(X)

�2
+ v2(X)

!
dX = �kvk2W :

ObservaŢia 1.3. Dac¼a ipotezele de elipticitate (1.21), (1.22) sunt veri�cate,
atunci problema (1.13), (1.14) are cel mult o soluţie în C1(�
).

Într-adev¼ar dac¼a u1; u2 sunt dou¼a soluţii, atunci v1 = u1 � u22 VTh iar din
(1.13) rezult¼a a(u1; v)� a(u2; v) = 0; 8v 2 VTh : Deoarece a este o form¼a biliniar¼a,
alegând v = v1; din (1.24) obţinem

0 = a(u1 � u2; u1 � u2) � �ku1 � u2k2W
ceea ce implic¼a u1 = u2:

Atunci din teorema 1.1 deducem c¼a problema (1.1)-(1.3) are cel mult o soluţie
u 2 C2(�
). În acest caz (1.1)-(1.3) se numeşte problem¼a la limit¼a eliptic¼a de
ordinul doi.

2. Metoda elementelor �nite Lagrange de gradul 1

Fie

(2.1) Wh = fv 2 C0(�
) : 8K 2 Th; v jK2 P1g;
unde P1 este spaţiul vectorial real al polinoamelor de dou¼a variabile de grad cel
mult egal cu 1 şi

(2.2) Vh = fv 2 Wh : v = 0 pe �0g:
Se veri�c¼a uşor c¼a Wh şi Vh sunt spaţii vectoriale reale iar Vh � Wh.

Consider¼am problema de aproximare:
S¼a se determine uh 2 Wh astfel încât

(2.3) uh(P ) = u0(P ); 8P 2 �0;h
şi

(2.4) 8vh 2 Vh; a(uh; vh) = (f; vh);
unde

(2.5) �0;h = fP 2 �0 : P este un vârf al unui K 2 Thg:
Numerot¼am P1; :::; PN vârfurile triunghiurilor K 2 Th ce nu apaŗtin lui �0 iar

cu PN+1; :::; PQ cele din �0;h. Triunghiurile K 2 Th se numesc elemente �nite iar
Pi noduri.

Lema 2.1. Fie un triunghi M1M2M3. Atunci exist¼a funcţiile 'i 2 P1; i =
1; 2; 3; astfel încât

(2.6) 'i(Mj) = �i;j ; j = 1; 2; 3:
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DemonstraŢie. Fie Mk(x
(k)
1 ; x

(k)
2 ); k = 1; 2; 3 şi M(x1; x2) un punct a�at în

interiorul sau pe frontiera triunghiului M1M2M3 (v. �gura de mai jos).

-

6

PPPPPPP

�
�
�
�A
A
A
A
A
AA

�
�
�
�
HHHHH

x1O

x2

M1 M

M3

M2

Dac¼a �(M1M2M3) este aria triunghiului M1M2M3, de�nim

(2.7) '1(M) =
�(MM2M3)

�(M1M2M3)
=

�������
x1 x2 1

x
(2)
1 x

(2)
2 1

x
(3)
1 x

(3)
2 1

�������
2�(M1M2M3)

=
(x
(2)
2 � x(3)2 )x1 + (x

(3)
1 � x(2)1 )x2 + x

(2)
1 x

(3)
2 � x(3)1 x

(2)
2

2�(M1M2M3)
;

(2.8) '2(M) =
�(M1MM3)

�(M1M2M3)

=
(x
(3)
2 � x(1)2 )x1 + (x

(1)
1 � x(3)1 )x2 + x

(3)
1 x

(1)
2 � x(1)1 x

(3)
2

2�(M1M2M3)
;

(2.9) '3(M) =
�(M1M2M)

�(M1M2M3)

=
(x
(1)
2 � x(2)2 )x1 + (x

(2)
1 � x(1)1 )x2 + x

(1)
1 x

(2)
2 � x(2)1 x

(1)
2

2�(M1M2M3)
:

Rezult¼a uşor c¼a 'i; i = 1; 2; 3 veri�c¼a (2.6). �

Pentru un punct M �xat numerele 'i(M) se numesc coordonatele baricentrice
ale punctului M a�at în triunghiul M1M2M3. Din relaţiile (2.7)-(2.9) rezult¼a

(2.10) '1(M) + '2(M) + '3(M) = 1:

Lema 2.2. Fie yk(X) = �kx1 + �kx2 + 
k 2 P1, k = 1; 2 şi M1; M2; M3 trei
puncte necoliniare.

a) Dac¼a y1(Mi) = y2(Mi); i = 1; 2, atunci y1(M) = y2(M), 8M 2M1M2;
b) Dac¼a y1(Mi) = y2(Mi); i = 1; 2; 3, atunci y1 = y2:

DemonstraŢie. a) Deoarece x3 = �kx1+�kx2+
k este ecuaţia unui plan (�k);
k = 1; 2, y1(Mi) = y2(Mi) implic¼aMi = (�1)\ (�2): Dar dou¼a plane ce conţin dou¼a
puncte distincte conţin şi dreapta determinat¼a de ele. Deci M1M2 � (�1) \ (�2)
ceea ce implic¼a y1(M) = y2(M), 8M 2M1M2.
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b) În acest caz cele dou¼a plane conţin trei puncte necoliniare, deci ele coincid.
�

Teorema 2.1. Pentru orice i = 1; 2; :::; Q exist¼a o unic¼a funcţie wi 2 Wh astfel
încât

(2.11) wi(Pj) = �ij ; j = 1; 2; :::; Q:

Funcţiile fw1; :::; wQg formeaz¼a o baz¼a a lui Wh şi pentru orice v 2 Wh

(2.12) v(X) =

QX
i=1

v(Pi)wi(X):

De asemenea fw1; :::; wNg formeaz¼a o baz¼a a lui Vh.

DemonstraŢie. Fie K 2 Th. Atunci pentru orice i = 1; 2; :::; Q şi Pj un vârf
al lui K exist¼a o unic¼a funçtie wi;K 2 P1 astfel încât wi;K(Pj) = �ij , pentru orice
Pj 2 K.

Într-adev¼ar dac¼a Pi 62 K, alegem wi;K � 0 iar dac¼a Pi 2 K; wi;K este coordo-
nata baricentric¼a relativ¼a la Mi în K (v. lema 2.1). Deci wi;K veri�c¼a condi̧tiile
cerute şi este unic determinat¼a din lema 2.2 b).

Dac¼a P�P� este o latur¼a comun¼a a dou¼a triunghiuri K1; K2 2 Th, atunci din
lema 2.2 a) rezult¼a c¼a wi;K1

= wi;K2
pe P�P� . Astfel funçtia wi 2 Wh de�nit¼a prin

(2.13) wi jK= wi;K ; 8K 2 Th;

este unic determinat¼a de (2.11). În plus dac¼a v 2 Wh; v(X)�
QP
i=1

v(Pi)wi(X)2 Wh

şi se anuleaz¼a în orice Pi; i = 1; 2; :::; Q: Din lema 2.2 b) deducem c¼a ea este identic
nul¼a pe orice K 2 Th; deci este identic nul¼a pe �
: De aici rezult¼a (2.12).

Analog se arat¼a c¼a fw1; :::; wNg formeaz¼a o baz¼a a lui Vh. �

ObservaŢia 2.1. Din teorema 2.1 rezult¼a c¼a dimWh = Q; dimVh = N şi orice
funcţie din Wh; (respectiv Vh) este unic determinat¼a de valorile sale în vârfurile
Pi, i = 1; :::; Q (respectiv i = 1; :::; N).

Teorema 2.2. Dac¼a sunt veri�cate condiţiile de elipticitate (1.21), (1.22),
problema (2.3),(2.4) are o soluţie şi numai una.

DemonstraŢie. Ar¼at¼am c¼a problema (2.3),(2.4) are cel mult o soluţie.
Într-adev¼ar dac¼a uh; ~uh sunt soluţii, rezult¼a:

(2.14) uh � ~uh 2 Wh;

(2.15) (uh � ~uh)(Pj) = 0; 8Pj 2 �0;h;

(2.16) a(uh; vh) = a(~uh; vh); 8vh 2 Vh:
Deoarece a este o form¼a biliniar¼a luând vh = uh � ~uh 2 Vh din (2.16) se obţine
a(uh� ~uh; uh� ~uh) = 0: Apoi din (1.24) obţinem c¼a kuh� ~uhkW = 0; deci uh = ~uh:

Pentru a demonstra existenţa soluţiei consider¼am uh 2 Wh şi not¼am uj =
uh(Pj). Atunci din teorema 2.1

(2.17) uh(X) =

QX
j=1

ujwj(X):
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Deoarece a este o form¼a biliniar¼a iar din teorema 2.1 fw1; :::; wNg este o baz¼a a lui
Vh deducem c¼a problema (2.3), (2.4) se scrie sub forma echivalent¼a:

S¼a se determine numerele reale u1; u2; :::; uQ astfel încât

(2.18)
QX
j=1

a(wj ; wi)uj = (f; wi); i = 1; 2; :::; N;

(2.19) ui = u0(Pi); i = N + 1; :::; Q:

S-a obţinut astfel un sistem de Q ecuaţii liniare cu Q necunoscute. Dac¼a f0 = g =
u0 = 0; atunci ui = 0; i = 1; 2; :::; Q este o soluţie a acestui sistem iar din unicitatea
demonstrat¼a anterior este unica soluţie. De aici rezult¼a c¼a sistemul (2.18), (2.19)
are o soluţie unic determinat¼a. �

3. Considera̧tii practice privind metoda elementelor �nite

Pentru a rezolva problema de aproximare (2.3), (2.4) trebuie calculaţi co-
e�cienţii sistemului de ecuaţii liniare (2.18). Aceasta presupune de�nirea triangu-
lariz¼arii Th a lui �
 şi apoi folosind (1.6) calculul pentru orice element �nit K a
valorilor aK(wj ; wi) şi

(f; wi)K =

ZZ
K

f0(X)wi(X)dX +

Z
�1\K

g(X)wi(X)ds:

În continuare ţinând cont c¼a wi sunt nule pe K exceptând cele 3 valori ale lui i
pentru care Pi 2 K se obţine o matrice de tip 3�3 ce conţine elementele aK(wi; wj)
cu Pj ; Pi 2 K şi vectorul coloan¼a cu 3 componente (f; wi)K . În continuare se
asambleaz¼a aceste matrice locale (calculate pentru �ecare K 2 Th) obţinându-se
din (1.6) matricea de rigiditate de ordin Q � Q ce conţine elementele a(wj ; wi) şi
vectorul coloan¼a cu Q componente (f; wi). Apoi se rezolv¼a sistemul (2.18), (2.19)
şi se compar¼a valorile funçtiei uh dat¼a în (2.17) cu datele reale.

Observ¼am c¼a aK(wj ; wi) = 0; dac¼a Pi sau Pj nu sunt vârfuri ale lui K, deci
a(wj ; wi) = 0; dac¼a Pi şi Pj nu sunt vârfuri ale aceluiaşi triunghi. Astfel matricea
de rigiditate este o matrice rar¼a. Analog (f; wi)K = 0; dac¼a Pi nu este un vârf al
lui K.

Deoarece Wh este subspaţiu vectorial al lui WTh se consider¼a pe Wh norma in-
dus¼a de�nit¼a în (1.23). Atunci din (5.7) şi (5.36) rezult¼a c¼a pentru max

K2Th
hK
�K
m¼arginit

(unde �K este diametrul cercului înscris în triunghiul K iar hK este lungimea celei
mai mari laturi a triunghiului) şi h! 0; uh ! u relativ la norma dat¼a în (1.23).

Exemplul 3.1. (v. [6], capitolul 6) Folosind metoda elementelor �nite ne
propunem s¼a aproxim¼am soluţia problemei Dirichlet de�nit¼a pe 
 = [0:1]� [0; 1]

(3.1) �@
2u

@x2
� @2u

@y2
= x� y; (x; y) 2 
;

cu condiţiile la limit¼a

(3.2) u(0; y) = u(1; y) = u(x; 0) = u(x; 1) = 0;

considerând triangulaţia din �gura de mai jos.
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K3

K4

K5

K6

K7

K8
K9

P6

K10
K11

P7

K12

K13

K14

K15
P10

K16

K17
P11

K18

P1 P2 P3 P4

P5

P9

P13
P14 P15

P8(1; 1=3)

P12(1; 2=3)

P16(1; 1)

x

y

Astfel s-a obţinut o problem¼a de tipul (1.1)-(1.3) unde a11 = a22 = 1; a12 =
a21 = a0 = 0; X = (x; y), f0(X) = x � y; �0 = P1P4 [ P4P16 [ P16P13 [ P13P1
iar �1 este mulţimea vid¼a. În acest caz triangulaţia conţine 18 elemente �nite Ki;
i = 1; 2; :::; 18 şi 16 noduri Pi(xi; yi); i = 1; 2; :::; 16. Din (1.5) g¼asim c¼a

(3.3) aKi
(u; v) =

ZZ
Ki

�
@u

@x
(x; y)

@v

@x
(x; y) +

@u

@y
(x; y)

@v

@y
(x; y)

�
dxdy

iar din (1.7)

(3.4) (f; v) =

ZZ



(x� y)v(x; y)dxdy:

Problema variaţional¼a ataşat¼a (1.13), (1.14) cere în acest caz s¼a se g¼aseasc¼a u 2 Wh

astfel încât

(3.5)
18X
i=1

aKi(u; v) = (f; v); 8v 2 Vh;

cu condiţia (3.2). Condiţia de elipticitate (1.22) este satisfacut¼a cu � = 1 iar dac¼a
în (1.23) se consider¼a norma

(3.6) kvk2W0 =
X
K2Th

ZZ
K

 �
@v

@x1
(X)

�2
+

�
@v

@x2
(X)

�2!
dX;

undeW 0 este un subspaţiu vectorial al luiW ce conţine numai funcţii ce se anuleaz¼a
pe o submulţime nevid¼a �xat¼a a lui �0 relaţia (1.24) are loc chiar dac¼a a0(X) = 0
şi metoda elementelor �nite se poate aplica (v. şi paragraful 5).

Deoarece �0;h = fP1; P2; P3; P4; P5; P8; P9; P12; P13; P14; P15; P16g (v. (2.5))
g¼asim N = 4; Q = 16. Din (2.17)

(3.7) uh(x; y) =
16X
j=1

ujwj(x; y)
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şi ţinând cont de (3.2) sistemul (2.18), (2.19) devine

(3.8)
16X
j=1

a(wj ; wi)uj = (f; wi); i = 6; 7; 10; 11;

(3.9) u1 = u2 = u3 = u4 = u5 = u8 = u9 = u12 = u13 = u14 = u15 = u16 = 0:

Se obţine astfel sistemul

(3.10)
X

j2f6;7;10;11g

a(wj ; wi)uj = (f; wi); i = 6; 7; 10; 11;

relativ la necunoscutele uj, j = 6; 7; 10; 11: Folosind c¼a a(u; v) = a(v; u) (forma
biliniar¼a este simetric¼a) şi notând ci;j = a(wi; wj) sistemul (3.10) se scrie

(3.11)

8>><>>:
c6;6u6 + c6;7u7 + c6;10u10 + c6;11u11 = (f; w6)
c6;7u6 + c7;7u7 + c7;10u10 + c7;11u11 = (f; w7)
c6;10u6 + c7;10u7 + c10;10u10 + c10;11u11 = (f; w10)
c6;11u6 + c7;11u7 + c10;11u10+ c11;11u11 = (f; w11)

:

Deoarece dac¼a Pm 62 Ki sau Pn 62 Ki, atunci aKi
(wm; wn) = 0, rezult¼a c¼a c6;11 = 0.

Calcul¼am ceilalţi coe�cienţi ci;j folosind relaţiile (1.6), (3.3). Astfel

(3.12) c6;6 =
X

i=2;3;4;7;8;9

ZZ
Ki

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy:

Vom renumerota vârfurile oric¼arui triunghi Ki cu M
(i)
1 ; M

(i)
2 şi M (i)

3 , în sens
trigonometric, unde pentru a da o regul¼a presupunem c¼a M (i)

1 va � vârful ce se
opune ipotenuzei (numerotarea local¼a a nodurilor). Astfel în K2 M

(2)
1 = P6,

M
(2)
2 = P5, M

(2)
3 = P2 iar din (2.13), pentru (x; y) 2 K6, w6(x; y) = '

(2)
1 (x; y).

Din (2.7) g¼asim

'
(2)
1 (x; y) =

(1=3� 0)x+ (1=3� 0)y + 0 � 0� 1=3 � 1=3
1=9

= 3x+ 3y � 1:

De aiciZZ
K2

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy =

ZZ
K2

�
32 + 32

�
dxdy = 18�(K2) = 1

Analog în K3 w6(x; y)) = '
(3)
3 (x; y) = 3y iarZZ

K3

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy = 1=2:

Apoi se obţinZZ
K4

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy =

ZZ
K7

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy

=

ZZ
K8

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy = 1=2
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şi ZZ
K4

 �
@w6
@x

�2
+

�
@w6
@y

�2!
dxdy = 1:

Atunci din (3.12) c6;6 = 4 şi analog c7;7 = c10;10 = c11;11 = 4.
Pentru al calcula pe c6;7 folosim relaţiile (1.6), (3.3). Deoarece dac¼a Pm 62 Ki

sau Pn 62 Ki, atunci aKi
(wm; wn) = 0 obţinem

(3.13) c6;7 =
X
i=4;9

ZZ
Ki

�
@w6
@x

@w7
@x

+
@w6
@y

@w7
@y

�
dxdy:

Deoarece în K4 w6(x; y)) = '
(4)
2 (x; y), w7(x; y)) = '

(4)
1 (x; y) iar în K9 w6(x; y)) =

'
(9)
1 (x; y), w7(x; y)) = '

(9)
2 (x; y) cu ajutorul formulelor (2.7), (2.8) se g¼aseşte c6;7 =

�1. Similar g¼asim c6;10 = c7;11 = c10;11 = �1; c7;10 = 0. Apoi din (3.4)

(f; w6) =
X

i=2;3;4;7;8;9

ZZ
Ki

((x� y)w6(x; y)) dxdy = 0

iar (f; w7) = 1=27; (f; w10) = �1=27; (f; w11) = 0. Astfel sistemul (3.11) devine

(3.14)

8>><>>:
4u6 �u7 �u10 = 0
�u6 +4u7 �u11 = 1=27
�u6 +4u10 �u11 = �1=27

�u7 �u10 +4u11 = 0

:

Soluţiile sistemului sunt u6 = u11 = 0; u7 = 1=108; u10 = �1=108 şi astfel din (3.7)
soluţia aproximativ¼a este

uh(x; y) =
1

108
(w7(x; y)� w10(x; y)):

Exemplul 3.2. (v. [2], capitolul 5) Se consider¼a mişcarea bidimensional¼a plan
paralel¼a, potenţial¼a a unui �uid ideal incompresibil în jurul unui cilindru plasat
între doi pereţi plani paraleli (v. �gura de mai jos).
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Având în vedere simetria mecanic¼a şi geometric¼a a problemei consider¼am sfertul
de domeniu 
1 m¼arginit de conturul AGCDB. Ecuaţiile ce descriu mişcarea sunt:

(3.15) �@
2�

@x2
� @2�

@y2
= 0; (x; y) 2 
1;

cu condiţiile la limit¼a:

(3.16)
@�

@�
= 1; pe AB;

(3.17)
@�

@�
= 0; pe BD;

(3.18) � = C1 = const: pe CD;

(3.19)
@�

@�
= 0; pe arcul GC reunit cu AG;

unde � este potenţialul vitezei adic¼a

(3.20) vx =
@�

@x
; vy =

@�

@y

şi

(3.21) �@
2	

@x2
� @2	

@y2
= 0; (x; y) 2 
1;

cu condiţiile la limit¼a:

(3.22) 	 =  (y); pe AB;

(3.23) 	 = C2 = const: pe BD;

(3.24)
@	

@�
= 0 pe CD;

(3.25) 	 = 0; pe arcul GC reunit cu AG;

unde 	 este funcţia de curent adic¼a

(3.26) vx =
@	

@y
; vy = �

@	

@x
:

Vom aproxima problema la limit¼a (3.21)-(3.25) pe domeniul 
1 cu o problem¼a si-
milar¼a pe domeniul 
 a�at în interiorul poligonului AGCDB f¼ar¼a a intra în detalii
privind evaluarea erorii (v. �gura ce urmeaz¼a).
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A

B

G

C

D

x

y
2; 5 1

P7

1

1

P1

K1

P2

K2

P3

K4

P5

K3

P6
K6

K5
K7

K8
K9

K10

P10P4

P8 P9

Pentru simplitate vom lua 	 = u, x1 = x; x2 = y,  (y) = y şi C2 = 2.
Deoarece pe CD @	

@� =
@	
@x se obţine problema

(3.27) �@
2u

@x2
� @2u

@y2
= 0; (x; y) 2 
;

cu condiţiile la limit¼a:

(3.28) u(x; y) =

8<: y; dac�a (x; y) 2 AB
2; dac�a (x; y) 2 BD
0; dac�a (x; y) 2 AG [GC

(3.29)
@u

@x
= 0 pe CD:

Astfel s-a obţinut o problem¼a de tipul (1.1)-(1.3) unde a11 = a22 = 1; a12 =
a21 = a0 = 0; f0(X) = 0; �0 = AG [ GC [ DB [ BA iar �1 = CD. În acest
caz considerând triangularizarea din �gura anterioar¼a se obţin 10 elemente �nite
Ki; i = 1; 2; :::; 10 şi 10 noduri Pi(xi; yi); i = 1; 2; :::; 10. Analog ca în exemplul 3.1
g¼asim

(3.30) aKi
(u; v) =

ZZ
Ki

�
@u

@x
(x; y)

@v

@x
(x; y) +

@u

@y
(x; y)

@v

@y
(x; y)

�
dxdy

şi

(3.31) (f; v) = 0:

Problema variaţional¼a ataşat¼a (1.13), (1.14) cere în acest caz s¼a se g¼aseasc¼a u 2 Wh

astfel încât

(3.32)
10X
i=1

aKi
(u; v) = 0; 8v 2 Vh;
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cu condiţia (3.28). Condiţia de elipticitate (1.22) este satisfacut¼a cu � = 1 şi
analog ca pentru exemplul 3.1 se arat¼a c¼a metoda elementelor �nite se poate aplica
şi în acest caz.

Deoarece �0;h = fP1; P2; P3; P4; P8; P9; P10g (v. (2.5)) g¼asim N = 3; Q = 10.
Din (2.17)

(3.33) uh(x; y) =
10X
j=1

ujwj(x; y)

şi ţinând cont de (3.28) sistemul (2.18), (2.19) devine

(3.34)
10X
j=1

a(wj ; wi)uj = 0; i = 5; 6; 7;

(3.35) u1 = u2 = u3 = 2; u4 = 1; u8 = u9 = u10 = 0:

Se obţine astfel sistemul

(3.36)
7X
j=5

a(wj ; wi)uj = �2
3X
j=1

a(wj ; wi)� a(w4; wi); i = 5; 6; 7;

relativ la necunoscutele uj, j = 5; 6; 7: Deoarece a(wj ; wi) = 0 dac¼a Pi; Pj nu
sunt vârfuri ale aceluiaşi triunghi deducem c¼a a(w1; w5) = a(w1; w6) = a(w1; w7) =
a(w2; w7) = a(w3; w5) = a(w4; w6) = a(w4; w7) = a(w5; w7) = 0. Folosind faptul c¼a
a(u; v) = a(v; u) (forma biliniar¼a este simetric¼a) şi notând ci;j = a(wi; wj) sistemul
(3.36) se scrie

(3.37)

8<: c5;5u5 + c5;6u6 = � 2c2;5 � c4;5
c5;6u5 + c6;6u6 + c6;7u7 = � 2c2;6 � 2c3;6

c6;7u6 + c7;7u7 = � 2c3;7
:

Calcul¼am coe�cienţii ci;j folosind relaţiile (1.6), (3.30) şi faptul c¼a aKi
(wm; wn) = 0

dac¼a Pm 62 Ki sau Pn 62 Ki. Atunci

c5;5 = a(w5; w5) =
X

i2f2;3;6;9;10g

ZZ
Ki

 �
@w5
@x

�2
+

�
@w5
@y

�2!
dxdy:

Analog ca în exemplul 3.1 se calculeaz¼a coe�cienţii ci;j. Înlocuind valorile în (3.37)
rezult¼a

(3.38)

8<: 4; 9u5 � u6 = 2; 9
�u5 + 4u6 � u7 = 3

�u6 + 2u7 = 1
:

Soluţia sistemului este u5 = 0; 845, u6 = 1; 241, u7 = 1; 120 şi astfel din (3.33)

(3.39)
uh(x; y) = 2w1(x; y) + 2w2(x; y) + 2w3(x; y) + w4(x; y)+

0; 845w5(x; y) + 1; 241w6(x; y) + 1; 120w7(x; y)

aproximeaz¼a funcţia de curent pe 
. Folosind leg¼atura dintre funcţia de curent şi
vitez¼a putem calcula aproximativ componentele acesteia. De exemplu

vx(P7) �
uh(P7)� uh(P10)

y7 � y10
=
1; 12� 0
1; 5� 1 = 2; 24;

vy(P7) � �
uh(P6)� uh(P7)

x6 � x7
= �1; 241� 1; 12

3� 3; 5 = 0; 242;
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şi analog

vx(P3) �
uh(P7)� uh(P3)

y7 � y3
=
1; 12� 2
1; 5� 2 = 1; 76;

vy(P3) � �
uh(P2)� uh(P3)

x2 � x3
= � 2� 2

2; 5� 3; 5 = 0:

4. Metoda elementelor �nite Lagrange de gradul 2

Consider¼am spaţiile vectoriale reale

(4.1) Wh = fv 2 C0(�
) : 8K 2 Th; v jK2 P2g;

unde P2 este spaţiul vectorial real al polinoamelor de dou¼a variabile de grad cel
mult egal cu 2 şi

(4.2) Vh = fv 2 Wh : v = 0 pe �0g:

Fie din nou ca în paragraful 2 problema de aproximare:
S¼a se g¼aseasc¼a uh 2 Wh astfel încât

(4.3) uh(P ) = u0(P ); 8P 2 �0;h
şi

(4.4) 8vh 2 Vh; a(uh; vh) = (f; vh);

unde

(4.5) �0;h = fP 2 �0 : P este un vârf sau mijloc de latur�a al unui K 2 Thg:

Elementele �nite sunt şi în acest caz triunghiurile K 2 Th iar nodurile sunt vârfurile
triunghiurilor şi mijloacele laturilor.

Lema 4.1. Fie un triunghi cu vârfurileM1; M2; M3 şiM4; M5; M6 mijloacele
laturilor M1M2, M2M3 şi respectiv M3M1. Date numerele reale �i; i = 1; 2; :::; 6
exist¼a un unic polinom w 2 P2 astfel încât

(4.6) w(Mi) = �i; i = 1; 2; :::; 6:

DemonstraŢie. Consider¼am 'i; i = 1; 2; 3 coordonatele baricentrice de�nite
în lema 2.1. Not¼am

(4.7)  i(X) = (2'i(X)� 1)'i(X);  i+2(X) = 4'i(X)'i+1(X); i = 1; 2; 3;

unde '4 = '1. Atunci  i 2 P2 şi

(4.8)  i(Mj) = �ij ; i; j = 1; 2; :::; 6;

deoarece din (2.7)-(2.9), '1(M4) =
1
2 , '3(M4) = 0; etc. Din (4.8) rezult¼a c¼a funçtiile

 i sunt liniar independente şi deoarece dimP2 = 6 ele formeaz¼a o baz¼a a lui P2.

Atunci w =
6P
i=1

�i i şi deoarece �i = w(Mi); w este unic determinat de relaţiile

(4.6). �

Fie P1; :::; PN vârfurile şi mijloacele laturilor triunghiurilor K 2 Th ce nu
apaŗtin lui �0;h iar PN+1; :::; PQ cele din �0;h.
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Teorema 4.1. Pentru orice i = 1; 2; :::; Q exist¼a o unic¼a funcţie wi 2 Wh astfel
încât

(4.9) wi(Pj) = �ij ; i; j = 1; 2; :::; Q:

Funcţiile fw1; w2; :::; wQg formeaz¼a o baz¼a a lui Wh şi pentru orice v 2 Wh

(4.10) v(X) =

QX
i=1

v(Pi)wi(X):

De asemenea mulţimea fw1; w2; :::; wNg este o baz¼a a lui Vh.

DemonstraŢie. Dac¼a i = 1; 2; :::; Q; din lema 4.1 deducem c¼a pentru orice
K 2 Th exist¼a wi;K 2 P2 unic determinat astfel încât wi;K(Pj) = �ij ; pentru orice
Pj 2 K:

Dac¼a L este o latur¼a comun¼a a triunghiurilor K1; K2 2 Th; pe aceast¼a latur¼a
wi;K1 şi wi;K2 devin polinoame de o variabil¼a de grad mai mic sau egal cu 2 ce
coincid în 3 puncte distincte. De aici obţinem c¼a wi;K1

= wi;K2
pe L = K1 \K2.

Astfel se poate de�ni wi 2 C0(�
) prin wi jK= wi;K ; pentru orice K 2 Th. În
continuare demonstraţia este analoag¼a cu cea a teoremei 2.1. �

ObservaŢia 4.1. Din teorema 4.1 obţinem dim Wh = Q; dim Vh = N şi
orice funcţie din Wh (respectiv Vh) este unic de�nit¼a de valorile în nodurile Pi;
i = 1; 2; :::; Q (respectiv i = 1; 2; :::; N). De asemenea teorema 2.2 este adev¼arat¼a
iar problema (4.3), (4.4) este echivalent¼a cu (2.18), (2.19).

Prin trecerea de la P1 la P2 dimensiunile lui Wh şi Vh cresc şi în plus exist¼a
dou¼a tipuri de funcţii de baz¼a sau funcţii de form¼a wi (v. �gura de mai jos ce
reprezint¼a gra�cele acestor funcţii pentru elementele �nite Lagrange de gradul 1 în
a) iar pentru elementele �nite Lagrange de gradul 2 în b) şi c) ). Acest inconvenient
este compensat de o precizie mai bun¼a.
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5. Evaluarea erorii

Deoarece a este o form¼a biliniar¼a din (1.24) rezult¼a c¼a a este un produs
scalar pe Wh. Not¼am

(5.1) kvka = a(v; v)
1
2 ; 8v 2 Wh;

norma asociat¼a acestui produs scalar. Folosind faptul c¼a funçtiile a0 şi aij sunt
continue pe muļtimea compact¼a �
, exist¼a o constant¼a M > 0 astfel încât pentru
orice X din �


(5.2) a0(X) �M; jaij(X)j �
M

2
; i = 1; 2:

Atunci din (1.5), (1.6), (1.21), (1.22) şi (5.1)

kvk2a =
X
K2Th

ZZ
K

0@ 2X
i;j=1

aij(X)
@v

@xi
(X)

@v

@xj
(X) + a0(X)v

2(X)

1A dX

=

������
X
K2Th

ZZ
K

0@ 2X
i;j=1

aij(X)
@v

@xi
(X)

@v

@xj
(X) + a0(X)v

2(X)

1A dX

������
�
X
K2Th

ZZ
K

 
M

2

 �
@v

@x1
(X)

�2
+ 2

@v

@x1
(X)

@v

@x2
(X)

+

�
@v

@x2
(X)

�2!
+Mv2(X)

!
dX

�
X
K2Th

ZZ
K

M

 �
@v

@x1
(X)

�2
+

�
@v

@x2
(X)

�2
+ v2(X)

!
dX

�Mkvk2W ;
pentru orice v 2 Wh. De aici folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz relativ la pro-
dusul scalar de�nit de a obţinem

ja(v; w)j � kvkakwka �
p
MkvkW

p
MkwkW =MkvkWkwkW ;

deci

(5.3) ja(v; w)j �MkvkWkwkW ; 8v; w 2 Wh:

Fie uh o soluţie a problemei de aproximare (2.3), (2.4) sau (4.3), (4.4). Not¼am

(5.4) Wh(u0) = fvh 2 Wh : 8P 2 �0;h; vh(P ) = u0(P )g:
Dac¼a vh 2 Wh(u0); atunci uh � vh 2 Vh � VTh şi dac¼a u este o soluţie a problemei
(1.13), (1.14)

a(u� uh; u� uh) = a(u� uh; u� vh) + a(u; vh � uh)� a(uh; vh � uh)
= a(u� uh; u� vh) + (f; vh � uh)� (f; vh � uh) = a(u� uh; u� vh):

Din (1.24) şi (5.3) obţinem

�ku� uhk2W � a(u� uh; u� uh) = a(u� uh; u� vh) �Mku� uhkWku� vhkW
şi astfel

(5.5) ku� uhkW � M

�
ku� vhkW ; 8vh 2 Wh(u0):
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De aici deducem c¼a

(5.6) ku� uhkW � M

�
inf

vh2Wh(u0)
ku� vhkW :

În particular g¼asim

(5.7) ku� uhkW � M

�
ku� rhukW ;

unde

(5.8) rhu(X) =

QX
i=1

u(Pi)wi(X)

este funçtia din Wh ce coincide cu u în nodurile triangulariz¼arii (vârfurile şi mij-
loacele laturilor). Ea se numeşte funcţia de interpolare Lagrange a lui u.

Ţinând cont de (5.7) rezult¼a c¼a eroarea (în norma k kW) ce se face aproximând
soluţia u 2 C2(�
) a problemei (1.1)-(1.3) în ipotezele de elipticitate (1.21), (1.22)
cu soluţia problemei de aproximare (2.3), (2.4) este mai mic¼a decât ku � rhukW
înmuļtit¼a cu M

� . Pentru a obţine o estimare a erorii vom evalua în continuare
ku � rhukW în cazul utiliz¼arii elementelor �nite Lagrange de ordinul întâi, în alte
cazuri procedându-se similar. Pentru aceasta avem nevoie de lemele ce urmeaz¼a.

Lema 5.1. Fie K = P
(K)
1 P

(K)
2 P

(K)
3 2 Th; u 2 C2(K) şi uK = rhujK . Atunci

pentru orice X din K,

(5.9) uK(X) = u(X) +
1

2!

3X
i=1

D2u(�iP
(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2'(K)i (X);

DuK(X) = Du(X)

(5.10) +
1

2!

3X
i=1

D2u(�iP
(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2D'(K)i (X);

unde �i 2 (0; 1); '(K)i (X); sunt coordonatele baricentrice ale lui X, P (K)i (x
(i)
1 ; x

(i)
2 )

i = 1; 2; 3, Du(X) =
�
@u
@x1
(X); @u@x2 (X)

�
, Du(X) �(P (K)i �X) = @u

@x1
(X)(x

(i)
1 �x1)+

@u
@x2
(X)(x

(i)
2 � x2) etc.

DemonstraŢie. Din (5.8) şi teorema 2.1 putem scrie

(5.11) uK(X) =
3X
i=1

u(P
(K)
i )'

(K)
i (X); X 2 K:

De aici

(5.12) DuK(X) =
3X
i=1

u(P
(K)
i )D'

(K)
i (X)

iar din formula lui Taylor, pentru orice i = 1; 2; 3;

u(P
(K)
i ) = u(X) +Du(X) � (P (K)i �X)

(5.13) +
1

2!
D2u(�iP

(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2; �i 2 (0; 1):
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Înlocuind (5.13) în (5.11) şi folosind (2.10) obţinem

uK(X) =
3X
i=1

�
u(X) +Du(X) � (P (K)i �X)

+
1

2!
D2u(�iP

(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2

�
'
(K)
i (X)

= u(X)
3X
i=1

'
(K)
i (X) +

3X
i=1

Du(X) � (P (K)i �X)'(K)i (X)

+
1

2!

3X
i=1

D2u(�iP
(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2'(K)i (X)

sau

uK(X) = u(X) +

3X
i=1

Du(X) � (P (K)i �X)'(K)i (X)

(5.14) +
1

2!

3X
i=1

D2u(�iP
(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2'(K)i (X):

Deoarece relaţia (5.14) are loc pentru orice u 2 C2(K), alegem u(X) = x1. Atunci
uK(X) = u(X) şi din (5.14) g¼asim

(5.15)
3X
i=1

(x
(i)
1 � x1)'(K)i (X) = 0:

Analog rezult¼a

(5.16)
3X
i=1

(x
(i)
2 � x2)'(K)i (X) = 0

şi atunci pentru orice u 2 C2(K)
3X
i=1

Du(X) � (P (K)i �X)'(K)i (X)

=

3X
i=1

�
@u

@x1
(X)(x

(i)
1 � x1) +

@u

@x2
(X)(x

(i)
2 � x2)

�
'
(K)
i (X)

=
@u

@x1
(X)

3X
i=1

(x
(i)
1 � x1)'(K)i (X) +

@u

@x2
(X)

3X
i=1

(x
(i)
2 � x2)'(K)i (X) = 0:

Înlocuind în (5.14) obţinem (5.9).
Vom ar¼ata acum relaţia (5.10). Înlocuind (5.13) în (5.12) g¼asim

DuK(X) = u(X)
3X
i=1

D'
(K)
i (X) +

3X
i=1

Du(X) � (P (K)i �X)D'(K)i (X)

+
1

2!

3X
i=1

D2u(�iP
(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2D'(K)i (X):
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Dar din (2.10) rezult¼a
3X
i=1

D'
(K)
i (X) = (0; 0)

şi astfel

DuK(X) =
3X
i=1

Du(X) � (P (K)i �X)D'(K)i (X)

(5.17) +
1

2!

3X
i=1

D2u(�iP
(K)
i + (1� �i)X) � (P (K)i �X)2D'(K)i (X):

Deoarece (5.17) are loc pentru orice u 2 C2(K) alegând u(X) = x1 se obţine

(1; 0) = (
3P
i=1

(x
(i)
1 � x1)@'

(K)
i

@x1
;
3P
i=1

(x
(i)
1 � x1)@'

(K)
i

@x2
) şi astfel

3P
i=1

(x
(i)
1 � x1)@'

(K)
i

@x1
=

1;
3P
i=1

(x
(i)
1 � x1)@'

(K)
i

@x2
= 0: Analog se g¼asesc relaţiile

3P
i=1

(x
(i)
2 � x2)@'

(K)
i

@x2
= 1;

3P
i=1

(x
(i)
2 � x2)@'

(K)
i

@x1
= 0: Atunci

3X
i=1

Du(X) � (P (K)i �X)D'(K)i (X)

=
3X
i=1

�
@u

@x1
(X)(x

(i)
1 � x1) +

@u

@x2
(X)(x

(i)
2 � x2)

�
(
@'

(K)
i

@x1
;
@'

(K)
i

@x2
)

=

 
@u

@x1
(X)

3X
i=1

(x
(i)
1 � x1)

@'
(K)
i

@x1
(X) +

@u

@x2
(X)

3X
i=1

(x
(i)
2 � x2)

@'
(K)
i

@x1
(X);

@u

@x1
(X)

3X
i=1

(x
(i)
1 � x1)

@'
(K)
i

@x2
(X) +

@u

@x2
(X)

3X
i=1

(x
(i)
2 � x2)

@'
(K)
i

@x2
(X)

!

=

�
@u

@x1
(X);

@u

@x2
(X)

�
= Du(X):

Înlocuind în (5.17) rezult¼a (5.10). �

Lema 5.2. Fie triunghiurile K = M1M2M3 şi ~K = fM1
fM2
fM3, cu vârfurile

Mi(x
(i)
1 ; x

(i)
2 );

fMi(
g
x
(i)
1 ;
g
x
(i)
2 ); i = 1; 2; 3. Atunci exist¼a matricele

(5.18) B =

0@ g
x
(2)
1 �gx(1)1 g

x
(3)
1 �gx(1)1g

x
(2)
2 �gx(1)2 g

x
(3)
2 �gx(1)2

1A ; C =

0@ g
x
(1)
1g
x
(1)
2

1A ;

B inversabil¼a astfel încât

(5.19)

0@ g
x
(i)
1g
x
(i)
2

1A = B

 
x
(i)
1

x
(i)
2

!
+ C; i = 1; 2; 3;

iar pentru orice X 2 K, ~X = BX + C 2 ~K.
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DemonstraŢie. Fie triunghiul de referinţ¼a K(0) cu vârfurile în M
(0)
1 (0; 0),

M
(0)
2 (1; 0), M (0)

3 (0; 1). Din (5.19), pentru K = K(0) obţinem sistemele de ecuaţii
liniare

(5.20)
g
x
(i)
1 = b11x

(i)
1 + b12x

(i)
2 + ci; i = 1; 2; 3

şi

(5.21)
g
x
(i)
2 = b21x

(i)
1 + b22x

(i)
2 + ci; i = 1; 2; 3;

relativ la necunoscutele bij ; ci, unde

B =

�
b11 b12
b21 b22

�
; C =

�
c1
c2

�
:

Din (5.20) g¼asim

b11 =

��������
g
x
(1)
1 0 1g
x
(2)
1 0 1g
x
(3)
1 1 1

��������
2�(K(0))

=
g
x
(2)
1 �gx(1)1 ; b12 =

��������
0

g
x
(1)
1 1

1
g
x
(2)
1 1

0
g
x
(3)
1 1

��������
2�(K(0))

=
g
x
(3)
1 �gx(1)1 ;

c1 =

��������
0 0

g
x
(1)
1

1 0
g
x
(2)
1

0 1
g
x
(3)
1

��������
2�(K(0))

=
g
x
(1)
1 ;

iar din (5.21)

b21 =
g
x
(2)
2 �gx(1)2 ; b22 =

g
x
(3)
2 �gx(1)2 ; c2 =

g
x
(1)
2 :

Deoarece

(5.22) detB =

������
g
x
(2)
1 �gx(1)1 g

x
(3)
1 �gx(1)1g

x
(2)
2 �gx(1)2 g

x
(3)
2 �gx(1)2

������ = 2�( ~K) 6= 0;
deducem c¼a B este inversabil¼a şi

(5.23)

 
x
(i)
1

x
(i)
2

!
= B�1

0@ g
x
(i)
1g
x
(i)
2

1A�B�1C; i = 1; 2; 3:
Dar compunerea a dou¼a aplicaţii de forma (5.19) este o aplicaţie de acelaşi tip şi
atunci din (5.19) pentru K = K(0) şi (5.23) deducem c¼a (5.19) are loc pentru un
K arbitrar,

Deoarece, identi�când punctele din plan cu spaţiul vectorial R2, putem scrie
pentru orice X 2 K,

(5.24) X = �1M1 + �2M2 + �3M3;
3X
i=1

�i = 1;

rezult¼a
BX + C = �1(BM1 + C) + �2(BM2 + C) + �3(BM3 + C)

= �1fM1 + �2fM2 + �3fM3 2 ~K:
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�

Lema 5.3. Cu notaţiile din lema 5.2

(5.25) kBk2 �
~h

�
;

unde ~h este lungimea celei mai mari laturi a lui ~K, � este diametrul cercului înscris
în K iar kBk2 este dat¼a în capitolul 1, paragraful 1.

DemonstraŢie. Ştiim c¼a

(5.26) kBk2 = sup
� 2 R2
k�k2 = �

kB�k2
k�k2

:

Deoarece � = Y � Z cu Y; Z 2 K, obţinem B� = B(Y � Z) = BY � BZ =

BY + C � (BZ + C) = ~Y � ~Z; cu ~Y ; ~Z 2 ~K: De aici şi din (5.26) se g¼aseşte
(5.25). �

Teorema 5.1. Fie K = P
(K)
1 P

(K)
2 P

(K)
3 2 Th; u 2 C2(K) şi

M
(K)
2 = sup

X2K
kD2u(X)k2:

Atunci

(5.27) ku� uKk1 � ~CM
(K)
2 h2K ; kDu�DuKk1 � ~~CM

(K)
2

h2K
�K

;

unde ~C, ~~C sunt constantele pozitive ce nu depind de K 2 Th, �K este diametrul
cercului înscris în K, hK este lungimea celei mai mari laturi a triunghiului iar

kDuk1 = sup
X2K

s�
@u

@x1
(X)

�2
+

�
@u

@x2
(X)

�2
:

DemonstraŢie. Din lema 5.1, pentru x 2 K,

ju(X)� uK(X)j �
1

2

3X
i=1




D2u(�
(K)
i P

(K)
i + (1� �(K)i )X)





2

kP (K)i �Xk22j'
(K)
i (X)j � M

(K)
2 h2

2

3X
i=1

j'(K)i (X)j;

deci

(5.28) ju(X)� uK(X)j �
M

(K)
2 h2

2

3X
i=1

j'(K)i (X)j:

Alegem ~K = K(0) în lema 5.2 şi astfel pentru X 2 K
~X = BX + C 2 ~K:

Atunci

(5.29) '
(K)
i (X) = '

(K)
i (B�1 ~X �B�1C) = '

( ~K)
i ( ~X)
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şi din (5.28) rezult¼a c¼a pentru orice X 2 K

(5.30) ju(X)� uK(X)j �
3M

(K)
2 h2

2
max
1�i�3

sup
~X2 ~K

j'( ~K)i ( ~X)j:

Din (5.30), notând ~C = 3
2 max1�i�3

sup
~X2 ~K

j'( ~K)i ( ~X)j rezult¼a prima relaţie (5.27).

Derivând (5.29) g¼asim

(5.31) D'
(K)
i (X) = BD'

( ~K)
i ( ~X)

şi din lema 5.3

(5.32) kD'(K)i (X)k1 �
~h

�
kD'( ~K)i ( ~X)k1:

Atunci din (5.10) şi (5.32) notând ~~C = 3
2
~h max
1�i�3

sup
~X2 ~K

jD'( ~K)i ( ~X)j obţinem a doua

relaţie din (5.27). �

Din teorema 5.1 se obţine evaluarea erorii.

Corolar 5.1. Dac¼a u 2 C2(�
); M2 = kD2uk1, atunci
(5.33) ku� rhuk1 � ~CM2h

2
K ;

(5.34) kDu�Drhuk1 � ~~CM2h max
K2Th

hK
�K

;

unde în (5.34) se exclud punctele X în care Drhu nu exist¼a iar h = max
K2Th

hK .

ObservaŢia 5.1. Deoarece, pentru u 2 C2(�
);

kuk2W =

ZZ



 �
@u

@x1
(X)

�2
+

�
@u

@x2
(X)

�2
+ u2(X)

!
dX

�
ZZ



�
kDuk21 + kuk21

�
dX � 2�(
) (kuk1 + kDuk1)2

rezult¼a

(5.35) kukW �
p
2�(
)(kuk1 + kDuk1):

Atunci din (5.7), (5.33) şi (5.35) g¼asim

(5.36) ku� uhkW � Ch max
K2Th

hK
�K

;

unde C este o constant¼a strict pozitiv¼a. Aceasta, în cazul când max
K2Th

hK
�K

este

m¼arginit, implic¼a convergenţa metodei pentru h! 0 şi d¼a o evaluare a erorii.
Se observ¼a c¼a pentru a micşora eroarea trebuie ca h s¼a scad¼a. Din (5.34) de-

ducem c¼a pentru micşorarea erorii aproxim¼arii derivatei în interiorul elementelor
�nite trebuie ca hK

�K
s¼a �e mic. Ar¼at¼am c¼a

(5.37)
1

2 tan �2
� hK
�K

� 2

sin �
;

unde � este cel mai mic unghi al triunghiului K (v. �gura de mai jos)
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�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
AA

HH
HH

D
D
D
D
D
D
D
D
DD��

�

P1

P2 P3

�
2

� �

A

h1

�1I

d

Fie I centrul cercului înscris triunghiului P1P2P2, hK = P3P1 şi � m¼asura
unghiului din P1. Not¼am �1 =

�K
2 raza cercului înscris, IP1 = d, A piciorul

perpendicularei duse din I pe P3P1 şi AP1 = h1. Relaţiile (5.37) sunt echivalente
cu

cos �2
2

�
hK sin

�
2

2�1
� 1

cos �2
:

Dar cos �2 =
h1
d ,

hK sin �
2

2�1
= h

2d şi prima inegalitate devine
h1
2d �

h
2d ceea ce este

evident. A doua inegalitate este echivalent¼a cu hK
2d �

1
cos �2

sau hK � 2d
cos �2

ceea ce

este adev¼arat deoarece IP3 < IP1 = d şi 2d
cos �2

� d+IP3
cos �2

� hK .

Din (5.37) deducem c¼a eroarea este cu atât mai mic¼a cu cât în orice element
�nit K unghiul cel mai mic este cât mai mare adic¼a se consider¼a triunghiuri cât
mai "apropiate" de cele echilaterale.



CAPITOLUL 3

ELEMENTE DE ANALIZ¼A FUNCŢIONAL¼A

1. Integrala Lebesgue

Peste tot în acest capitol folosim numai integrala Lebesgue. Menţion¼am c¼a
funçtiile integrabile Riemann sunt m¼asurabile şi integrabile Lebesgue. Pentru o
funçtie integrabil¼a Riemann integrala Lebesgue coincide cu integrala Riemann.

Prezentarea de faţ¼a urmeaz¼a [13].

DefiniŢia 1.1. Vom spune c¼a mulţimea A � RN , N 2 N�, este o mulţime
de m¼asur¼a nul¼a, dac¼a pentru orice " > 0, aceast¼a mulţime poate � acoperit¼a cu
sfere al c¼aror volum total este mai mic decât ".

Rezult¼a c¼a orice submuļtime a unei muļtimi de m¼asur¼a nul¼a este de m¼asur¼a
nul¼a.

De asemenea, reuniunea unui num¼ar cel mult num¼arabil de muļtimi de m¼a-
sur¼a nul¼a este o muļtime de m¼asur¼a nul¼a. De exemplu, muļtimile num¼arabile şi
suprafȩtele netede pe poŗtiuni sunt muļtimi de m¼asur¼a nul¼a.

DefiniŢia 1.2. Spunem c¼a o anumit¼a proprietate are loc aproape peste tot
(prescurtat a.p.t.) în domeniul G � RN , dac¼a mulţimea punctelor din G pentru
care proprietatea nu are loc este de m¼asur¼a nul¼a.

DefiniŢia 1.3. Funcţia f : RN ! R se numeşte m¼asurabil¼a, dac¼a ea coincide
aproape peste tot cu limita unui şir de funcţii continue pe porţiuni, convergent
aproape peste tot.

Din de�ni̧tie rezult¼a c¼a, dac¼a funçtiile f; g : RN ! R sunt m¼asurabile, atunci
şi funçtiile f + g, fg, max (f; g), min (f; g), jf j şi f=g, dac¼a g 6= 0, sunt m¼asurabile.

O funçtie care coincide a.p.t cu limita unui şir de funçtii m¼asurabile, convergent
a.p.t., este m¼asurabil¼a.

Fie G � RN . Funçtia �G : RN ! R,

�G (x) =

�
1, dac¼a x 2 G
0, dac¼a x =2 G ,

se numeşte funcţie caracteristic¼a a muļtimii G.

DefiniŢia 1.4. Mulţimea G � RN se numeşte mulţime m¼asurabil¼a dac¼a
funcţia �G este m¼asurabil¼a.

În cele ce urmeaz¼a vom presupune c¼a toate muļtimile întâlnite sunt m¼asurabile,
iar funçtiile întâlnite sunt m¼asurabile şi �nite a.p.t.

DefiniŢia 1.5. Fie funcţia f : 
 � RN ! R. Se numeşte suport al funcţiei f
mulţimea

supp f = fx 2 
 j f (x) 6= 0g.

65
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Fie f o funçtie continu¼a pe poŗtiuni, cu suport compact. Integrala Riemann a

funçtiei f pe RN se va scrie
Z
f (x)dx.

DefiniŢia 1.6. O funcţie nenegativ¼a (m¼asurabil¼a şi �nit¼a a.p.t.) se numeşte
integrabil¼a în sens Lebesgue (sumabil¼a), dac¼a ea coincide a.p.t. cu limita
unui şir nedescresc¼ator de funcţii cu suport compact, continue pe porţiuni, (fn)n,

pentru care şirul de integrale
�Z

fn (x) dx
�
n

este m¼arginit. Limita acestui şir

nedescresc¼ator şi m¼arginit de integrale se numeşte integrala Lebesgue a funcţiei

f . Integrala Lebesgue se va nota tot cu
Z
f (x)dx, deciZ

f (x) dx = lim
n!1

Z
fn (x) dx.

ObservaŢia 1.1. Se poate ar¼ata c¼a integrala Lebesgue a unei funcţii nenegative
nu depinde de şirul (fn)n utilizat pentru de�nirea integralei. De asemenea, condiţia
necesar¼a şi su�cient¼a pentru ca funcţia nenegativ¼a f s¼a �e egal¼a cu zero a.p.t. este

ca
Z
f (x)dx = 0.

Fie f o funçtie m¼asurabil¼a oarecare. De�nim funçtiile nenegative:

f+ (x) = max [f (x) ; 0] , f� (x) = max [�f (x) ; 0] .
Este evident c¼a

f (x) = f+ (x)� f� (x) şi jf (x)j = f+ (x) + f� (x) .

DefiniŢia 1.7. Funcţia m¼asurabil¼a f se numeşte integrabil¼a Lebesgue
(sumabil¼a), dac¼a funcţiile f+ şi f� sunt sumabile. Num¼arulZ

f+ (x) dx�
Z
f� (x) dx =

Z
f (x) dx

se numeşte integrala Lebesgue a funcţiei f .
Funcţia f se numeşte integrabil¼a Lebesgue pe mulţimea m¼asurabil¼a 
,

dac¼a funcţia f � �
 este sumabil¼a. Num¼arulZ
f (x)�
 (x) dx =

Z



f (x) dx

se numeşte integrala Lebesgue a funcţiei f pe mulţimea 
.

PropoziŢia 1.1. (Propriet¼aţi ale integralei Lebesgue)
1) funcţiile f şi jf j sunt simultan integrabile Lebesgue şi����Z f (x) dx���� � Z jf (x)j dx;

2) dac¼a funcţiile f şi g sunt integrabile Lebesgue şi �; � 2 R atunci �f + �g
este integrabil¼a Lebesgue şiZ

[�f (x) + �g (x)] dx = �

Z
f (x) dx+ �

Z
g (x) dx;

3) dac¼a funcţiile f şi jf j sunt integrabile Riemann (posibil şi în sens impropriu),
atunci ele sunt integrabile Lebesgue şi integralele respective coincid;
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4) dac¼a funcţia g este integrabil¼a şi jf (x)j � g (x) a.p.t., atunci funcţia f este
integrabil¼a şi Z

jf (x)j dx �
Z
g (x) dx.

Din 4) rezult¼a c¼a orice funçtie m¼arginit¼a este integrabil¼a pe orice muļtime

m¼arginit¼a. În particular,
Z



dx =
Z



�
 (x)dx exist¼a şi se numeşte m¼asura Lebesgue

a muļtimii 
. În mod evident, m¼asura unui domeniu m¼arginit cu frontier¼a neted¼a
pe poŗtiuni coincide cu volumul s¼au.

Dou¼a funçtii care coincid a.p.t. se numesc echivalente.

Exemplul 1.1. Funcţia �Q : (�1; 1)! R,

�Q (x) =

�
1, dac¼a x 2 (�1; 1) \Q
0, dac¼a x 2 (�1; 1) \ (R nQ) ,

este echivalent¼a cu funcţia u : (�1; 1)! R, u (x) = 0.

Dac¼a dou¼a funçtii sunt echivalente pe o muļtime, atunci au aceeaşi integral¼a
Lebesgue pe aceast¼a muļtime (conform observaţiei 1.1). Este binecunoscut faptul c¼a
funçtia �Q nu este integrabil¼a Riemann pe [�1; 1]. Ea este îns¼a integrabil¼a Lebesgue
şi

1Z
�1

�Q (x) dx =

1Z
�1

u (x)dx = 0.

2. Spa̧tii funçtionale

DefiniŢia 2.1. Fie X un spaţiu vectorial real. Aplicaţia k�k : X ! R se
numeşte norm¼a pe X dac¼a are urm¼atoarele propriet¼aţi:

1) kxk � 0 pentru orice x 2 X; kxk = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0X ;
2) k�xk = j�j kxk pentru orice � 2 R şi x 2 X;
3) kx+ yk � kxk+ kyk pentru orice x; y 2 X.
Un spaţiu vectorial înzestrat cu o norm¼a se numeşte spaţiu vectorial normat.

Inegalitatea din proprietatea 3) este cunoscut¼a sub numele de inegalitatea tri-
unghiului.

Pe un spaţiu vectorial se pot de�ni mai multe norme.

DefiniŢia 2.2. Dou¼a norme k�k1 şi k�k2 pe spaţiul X se numesc echivalente
dac¼a exist¼a contantele k1, k2 > 0 astfel ca pentru orice x 2 X au loc inegalit¼aţile

k1 kxk1 � kxk2 � k2 kxk1 .

DefiniŢia 2.3. Fie (X; k�k) un spaţiu normat. Şirul (xn)n � X se numeşte
convergent la un element x 2 X dac¼a kxn � xk ! 0 când n!1. Şirul (xn)n �
X se numeşte şir fundamental sau şir Cauchy dac¼a kxm � xnk ! 0 când m,
n!1.

Se vede uşor c¼a orice şir convergent este fundamental. A�rmaţia reciproc¼a nu
este adev¼arat¼a în general.

DefiniŢia 2.4. Un spaţiu normat (X; k�k) în care orice şir fundamental din X
converge la un element din X, se numeşte spaţiu complet sau spaţiu Banach.
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Orice şir convergent (xn)n este m¼arginit, adic¼a exist¼a o constant¼a M > 0 astfel
încât kxnk �M pentru orice n.

DefiniŢia 2.5. Fie (X; k�k) un spaţiu normat, x0 2 X şi r > 0. Se numeşte
bil¼a deschis¼a cu centrul x0, de raz¼a r şi se noteaz¼a B (x0; r) urm¼atoarea mulţime:

B (x0; r) = fx 2 X j kx� x0k < rg .
Vom spune c¼a x0 este punct interior al mulţimii A � X, dac¼a exist¼a o bil¼a

deschis¼a B (x0; r) inclus¼a în mulţimea A. Dac¼a toate punctele unei mulţimi sunt
puncte interioare, aceast¼a mulţime se va numi mulţime deschis¼a. Vom spune c¼a x
este punct limit¼a al mulţimii A, dac¼a exist¼a un şir (xn)n � A, astfel încât xn ! x
când n ! 1. Ad¼augând la mulţimea A mulţimea punctelor sale limit¼a, se obţine
închiderea lui A, notat¼a cu A. Este clar c¼a A � A. O mulţime care coincide cu
închiderea sa se numeşte mulţime închis¼a. Mulţimea D se numeşte dens¼a în X
dac¼a D = X.

DefiniŢia 2.6. Fie H un spaţiu vectorial real. Prin produs scalar h�; �i pe H
se înţelege o form¼a biliniar¼a pe H �H cu valori în R, simetric¼a şi pozitiv de�nit¼a.

Reamintim c¼a un produs scalar satisface inegalitatea lui Cauchy-Schwarz

jhu; vij �
p
hu; ui �

p
hv; vi, 8u; v 2 H.

Din aceast¼a inegalitate rezult¼a c¼a aplicaţia k�k : H ! R,

(2.1) kuk =
p
hu; ui

este o norm¼a pe H.

DefiniŢia 2.7. Un spaţiu vectorial H înzestrat cu un produs scalar astfel încât
H este complet în norma k�k, de�nit¼a de (2:1), se numeşte spaţiu Hilbert.

În continuare vom prezenta un spaţiu de funçtii m¼asurabile (Lebesgue), spaţiu
care joac¼a un rol important în teoria ecuaţiilor diferenţiale şi a ecuaţiilor cu derivate
paŗtiale.

Fie 
 � RN , N 2 N�, o muļtime deschis¼a. Vom nota

L1 (
) =

�
u : 
! R j u m¼asurabil¼a şi

Z



ju (x)jdx <1
�
.

Pe L1 (
) putem considera norma

kukL1(
) =
Z



ju (x)jdx, u 2 L1 (
) .

Înzestrat cu aceast¼a norm¼a, L1 (
) este un spaţiu Banach (vezi [1, cap. IV]).
Ca de obicei, vom identi�ca dou¼a funçtii din L1 (
) care coincid a.p.t. Funçtiile

din L1 (
) se numesc funçtii sumabile pe 
.

DefiniŢia 2.8. Funcţia m¼asurabil¼a u : 
! R se numeşte funcţie de p¼atrat
sumabil pe 
 dac¼a funcţia u2 este sumabil¼a pe 
, adic¼a dac¼aZ




u2 (x) dx <1.

Vom nota cu L2 (
) muļtimea funçtiilor de p¼atrat sumabil pe 
. Aceast¼a
muļtime de funçtii are urm¼atoarele propriet¼aţi (vezi, de exemplu, [12]):
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PropoziŢia 2.1. 1) Dac¼a 
 este de m¼asur¼a �nit¼a, atunci L2 (
) � L1 (
);
2) Dac¼a u; v 2 L2 (
), atunci produsul u � v 2 L1 (
);
3) L2 (
) este un spaţiu vectorial real.

DemonstraŢie. Folosim inegalitatea elementar¼a

ab � 1

2

�
a2 + b2

�
.

1) Fie u 2 L2 (
). AtunciZ



ju (x)jdx =
Z



1 � ju (x)jdx � 1

2

�
vol (
) +

Z



ju (x)j2 dx
�
<1,

deci u 2 L1 (
).
2) Este su�cient s¼a observ¼am c¼a

(2.2)
Z



ju (x) � v (x)jdx � 1

2

�Z



ju (x)j2 dx+
Z



jv (x)j2 dx
�
<1.

3) Dac¼a u, v 2 L2 (
), atunci, ţinând seama de (2.2), obţinemZ



ju (x) + v (x)j2 dx � 2
�Z




ju (x)j2 dx+
Z



jv (x)j2 dx
�
<1,

deci u+ v 2 L2 (
).
Se vede uşor c¼a dac¼a � 2 R şi u 2 L2 (
), atunci �u 2 L2 (
), deci L2 (
) este

un spaţiu vectorial real. �

Introducem acum produsul scalar a dou¼a elemente u, v 2 L2 (
), prin relaţia

(2.3) hu; vi =
Z



u (x) � v (x)dx.

Se veri�c¼a uşor c¼a relaţia (2.3) de�neşte un produs scalar pe L2 (
). Conform
(2.1), folosind acest produs scalar, L2 (
) devine spaţiu normat în raport cu norma

(2.4) kukL2(
) =
�Z




ju (x)j2 dx
�1=2

.

Inegalitatea lui Cauchy-Schwarz devine în acest caz

(2.5)

����Z



u (x) � v (x)dx
����2 � kukL2(
) � kvkL2(
) , pentru orice u, v 2 L2 (
) .

Se poate demonstra c¼a spaţiul L2 (
) înzestrat cu norma (2.4) este complet.
Cu alte cuvinte L2 (
) este un spaţiu Hilbert.

3. Funçtii test

Vom de�ni în aceast¼a seçtiune spaţiul funçtiilor test (mai sunt numite şi funçtii
de prob¼a), un spaţiu de funçtii su�cient de "cuminţi".

Fie 
 � RN , N 2 N�, o muļtime deschis¼a.

DefiniŢia 3.1. Funcţia f : 
 ! R se numeşte funcţie test pe 
 dac¼a este
inde�nit derivabil¼a şi cu suport compact în 
.
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Vom nota cu C10 (
) muļtimea funçtiilor test. În raport cu adunarea funçtiilor
şi înmuļtirea unei funçtii cu un num¼ar real, C10 (
) este un spaţiu vectorial real.

Se pune problema dac¼a exist¼a funçtii test diferite de funçtia identic nul¼a.
R¼aspunsul este a�rmativ, dup¼a cum se va vedea în cele ce urmeaz¼a.
Pentru început prezent¼am un exemplu de funçtie de o variabil¼a inde�nit deriva-

bil¼a.

Exemplul 3.1. Funcţia a : R! R,

(3.1) a (x) =

�
e�

1
x , dac¼a x > 0
0, dac¼a x � 0 ,

este inde�nit derivabil¼a. Este imediat c¼a funcţia a este inde�nit derivabil¼a dac¼a
x > 0 şi x < 0. Este deci su�cient s¼a stabilim c¼a funcţia a are pentru x = 0
derivate de orice ordin nule. De fapt, vom ar¼ata c¼a

(3.2) a(n) (x) =

�
P2n

�
1
x

�
e�

1
x , dac¼a x > 0

0, dac¼a x � 0 , n 2 N�,

P2n �ind o funcţie polinomial¼a de grad 2n.
Raţion¼am prin inducţie matematic¼a. Funcţia a este continu¼a în 0 şi

a0 (x) =

�
1
x2 e

� 1
x , dac¼a x > 0

0, dac¼a x < 0
.

Totodat¼a, notând 1
x = t şi folosind regula lui L�Hôspital, obţinem a0d (0) =

lim
x!0+0

a0 (x) = lim
t!1

t2e�t = 0. De asemenea a0s (0) = lim
x!0�0

a0 (x) = 0, deci a este

derivabil¼a în 0 şi a0 (0) = 0.
Aşadar

a0 (x) =

�
1
x2 e

� 1
x , dac¼a x > 0

0, dac¼a x � 0 ,

deci formula (3.2) este adev¼arat¼a pentru n = 1.
Presupunem c¼a formula (3.2) este adev¼arat¼a pentru n. Vom ar¼ata c¼a aceasta

implic¼a faptul c¼a formula (3.2) este adev¼arat¼a pentru n + 1. Într-adev¼ar, pentru
x > 0, avem

a(n+1) (x) =
�
a(n) (x)

�0
=
1

x2

�
�P 02n

�
1

x

�
+ P2n

�
1

x

��
e�

1
x = P2n+2

�
1

x

�
e�

1
x

şi a(n+1) (x) = 0, dac¼a x < 0. Deoarece a(n) este continu¼a în 0, procedând ca mai
sus, avem a

(n+1)
d (0) = lim

x!0+0
a(n+1) (x) = lim

t!1
P2n+2 (t) e

�t = 0 şi a(n+1)s (0) =

lim
x!0�0

a(n+1) (x) = 0, deci a(n+1)s (0) = 0. Prin urmare, formula (3.2) este ade-

v¼arat¼a pentru n 2 N�.

Prezent¼am acum un exemplu de funçtie de N variabile reale, inde�nit derivabil¼a
în raport cu aceste variabile şi cu suport compact.

Exemplul 3.2. Funcţia b : RN ! R, b (x) = a
�
1� x21 � :::� x2N

�
, x =

(x1; :::; xN ) 2 RN , unde funcţia a este dat¼a de (3.1), este strict pozitiv¼a pe bila
unitate deschis¼a din RN şi este nul¼a în afara ei; suportul acestei funcţii este bila
unitate închis¼a din RN . Evident b 2 C10

�
RN
�
.
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Fie acum " > 0. Funçtia �" : RN ! R,

(3.3) �" (x) = c" � b
�
1

"
x

�
,

unde c" =
�Z

RN
b
�
1
"x
�
dx
��1

, are urm¼atoarele propriet¼aţi:

1) suportul funçtiei �" este bila închis¼a din RN , cu centrul în 0 şi de raz¼a ";
2) pentru orice x 2 RN , �" (x) � 0;
3) �" 2 C10

�
RN
�
;

4)
Z
RN
�" (x)dx = 1.

Funçtia �" se numeşte nucleu de mediere, noţiunea �ind introdus¼a (ca şi cea de
funcţie de medie care urmeaz¼a) de V. A. Steklov. Dezvoltarea ulterioar¼a a acestor
noţiuni apaŗtine lui S. L. Sobolev. Familia de funçtii (�")">0 se numeşte familie
regularizant¼a.

În continuare vom utiliza urm¼atorul rezultat privind derivarea sub semnul in-
tegralei.

Teorema 3.1. ([8, teorema 2.4.2]) (teorema de derivare sub semnul integralei
Lebesgue) Fie G � RM o submulţime m¼asurabil¼a, �e 
 � RN o submulţime deschis¼a
şi �e f : G� 
! R o funcţie cu urm¼atoarele propriet¼aţi:

i) pentru orice y 2 
 funcţia x 7! f (x; y), x 2 G, este integrabil¼a;
ii) pentru a.p.t. x 2 G, funcţia y 7! f (x; y), y 2 
, este de clas¼a C1;
iii) exist¼a o funcţie integrabil¼a g astfel încât���� @f@yk (x; y)

���� � g (x) ,

pentru a.p.t. y 2 
 şi pentru orice k ce satisface 1 � k � N .
Atunci funcţia

F : 
! R, F (y) =
Z
G

f (x; y) dx,

este de clas¼a C1 şi
@F

@yk
(y) =

Z
G

@f

@yk
(x; y) dx, 1 � k � N .

DefiniŢia 3.2. Se numeşte şir regularizant orice şir de funcţii (�n)n�1
de�nit pe RN astfel încât

�n 2 C10
�
RN
�
, supp�n = B (0; 1=n),

Z
RN
�n (x) dx = 1, �n � 0 în RN .

Din cele de mai sus rezult¼a c¼a
�
�1=n

�
n�1 este un astfel de şir regularizant.

Fie acum 
 � RN un domeniu m¼arginit şi u : 
! R o funçtie integrabil¼a. În
particular u poate � în L2 (
). Prelungim aceast¼a funçtie cu 0 în exteriorul lui 
.

Pentru �ecare n � 1 de�nim funçtia un : RN ! R,

(3.4) un (x) = (�n � u) (x) =
Z



�n (x� y)u (y) dy, x 2 RN .

( Se poate ar¼ata c¼a funçtia y 7! �n (x� y)u (y), y 2 
, este integrabil¼a (vezi,
de exemplu, [1, teorema IV.15]), deci integrala din (3.4) are sens).
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De fapt, integrala în formula (3.4) se face numai pe 
\B (x; 1=n), deoarece în
afara acestei muļtimi se anuleaz¼a unul dintre cei doi factori.

Funçtiile un, n � 1, se numesc funcţii de medie.
Teorema 3.1 asigur¼a c¼a funçtiile de medie sunt inde�nit derivabile pe tot spaţiul

RN , derivatele de orice ordin ale unei funçtii de medie obţinându-se prin derivarea
sub semnul integralei în formula (3.4), deci cu formula

D�un (x) =

Z



u (y)D�
x�n (x� y) dy,

unde � este un multiindice arbitrar.
Se pot demonstra urm¼atoarele rezultate importante:

Teorema 3.2. ([1, teorema IV.22])Pentru orice u 2 L1 (
) are loc

lim
n!1

k�n � u� ukL1(
) = 0.

Teorema 3.3. ([1, corolar IV.23]) C10 (
) este dens în L1 (
).

Fie 
 � RN o muļtime deschis¼a.

DefiniŢia 3.3. L1loc (
) =
�
u : 
! R j ujD 2 L1 (D) pentru orice mulţime

deschis¼a şi m¼arginit¼a astfel încât D � 

	
.

Evident D este o muļtime compact¼a.

Lema 3.1. (Lema fundamental¼a a calculului variaţional) Dac¼a u 2 L1loc (
)
satisface Z




u (x)' (x) dx = 0, 8' 2 C10 (
) ,

atunci u = 0 a.p.t. în 
.

DemonstraŢie. Fie D o muļtime deschis¼a şi m¼arginit¼a astfel încât D � 
 şi
0 < " < dist (D; @
). Consider¼am funçtia �" dat¼a de (3.3). Pentru �ecare x 2 D,
�e funçtia '";x (y) = �" (x� y). Atunci '";x 2 C10 (
). Conform ipotezei

(3.5) (�" � u) (x) =
Z



�" (x� y)u (y)dy = 0 pentru orice x 2 D.

Dar �1=n � u! u în L1 (D) când n!1, adic¼aZ
D

����1=n � u� (x)� u (x)�� dx! 0 când n!1.

Ţinând seama de (3.5), obţinem
Z
D

ju (x)jdx = 0 pentru orice D � 
. Rezult¼a
c¼a u = 0 a.p.t. în 
. �

4. Derivate slabe

În anul 1936, S. L. Sobolev a introdus noţiunea de derivat¼a slab¼a a unei funçtii,
în leg¼atur¼a cu studiul problemei Cauchy pentru ecuaţii cu derivate paŗtiale de tip
hiperbolic. Aceast¼a noţiune este des utilizat¼a în �zica matematic¼a modern¼a.

Noţiunea de derivat¼a slab¼a generalizeaz¼a conceptul de derivat¼a a unei funçtii
(derivata tare) pentru funçtii care sunt integrabile, nu neaparat diferenţiabile.
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Fie 
 � RN o muļtime deschis¼a, unde N 2 N�. Un vector � = (�1; �2; :::; �N )
unde �i 2 N, 1 � i � N , se numeşte multiindice de dimensiune N . Num¼arul

j�j =
NX
i=1

�i

se numeşte lungimea multiindicelui �.
Este cunoscut conceptul clasic de derivat¼a paŗtial¼a a unei funçtii reale u de N

variabile reale. Dac¼a u 2 C1 (
) şi � = (�1; �2; :::; �N ) este un multiindice, atunci
prin D�u se înţelege

D�u =
@j�ju

@x�11 @x�22 :::@x�NN
.

De exemplu, dac¼a N = 3, j�j = 5, � = (3; 2; 0), atunci D�u înseamn¼a
@5u

@x31@x
2
2

.

Dac¼a � = (�1; �2; :::; �N ) şi � = (�1; �2; :::; �N ) sunt doi multiindici, atunci,
prin de�ni̧tie, �+ � = (�1 + �1; �2 + �2; :::; �N + �N ).

Este clar c¼a D�+�u = D�
�
D�u

�
= D� (D�u).

Dac¼a, de exemplu, N = 2, j�j = 2, � = (1; 1), atunci D�u înseamn¼a �e
@2u

@x1@x2

�e
@2u

@x2@x1
.

Vom introduce noţiunea de derivat¼a slab¼a pentru funçtii reale de o variabil¼a
real¼a.

ObservaŢia 4.1. Fie I � R un interval şi f : I ! R o funcţie integrabil¼a.
Deoarece scoaterea unui punct din intervalul I nu schimb¼a integrala

Z
I

f (x) dx,

avem dreptul s¼a not¼am integrala pe oricare din intervalele [a; b), (a; b], (a; b) şi [a; b]

cu simbolul

bZ
a

f (x) dx.

ObservaŢia 4.2. Fie [a; b] � R şi u; v : [a; b] � R dou¼a funcţii derivabile cu
derivate continue. Este cunoscut¼a formula de integrare prin p¼arţi:

bZ
a

u (x) v0 (x) dx = u (x) v (x)jba �
bZ
a

u0 (x) v (x) dx.

Dac¼a, în plus, v satisface v (a) = v (b) = 0, atunci

(4.1)

bZ
a

u (x) v0 (x) dx = �
bZ
a

u0 (x) v (x) dx.

Formula (4.1) poate �folosit¼a pentru a de�ni o noţiune mai general¼a de derivat¼a.

DefiniŢia 4.1. Fie [a; b] � R şi u 2 L1 ([a; b]). Spunem c¼a funcţia v 2
L1 ([a; b]) este derivata slab¼a a funcţiei u, dac¼a

bZ
a

u (x)'0 (x) dx = �
bZ
a

v (x)' (x) dx

pentru orice funcţie continu¼a şi derivabil¼a ' care satisface ' (a) = ' (b) = 0.
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Prin urmare, noţiunea de derivat¼a slab¼a se poate de�ni pentru anumite funçtii
integrabile care nu sunt derivabile (nici chiar continue) în mod uzual.

Exemplul 4.1. Funcţia u : (�1; 1) ! R, u (x) = jxj, nu este derivabil¼a în 0
în sens clasic, dar are derivata slab¼a u0 (x) = sign x. Într-adev¼ar, �e ' o funcţie
continu¼a şi derivabil¼a care satisface ' (�1) = ' (1) = 0. Atunci

1Z
�1

jxj'0 (x) dx = �
0Z

�1

x'0 (x) dx+

1Z
0

x'0 (x) dx.

Integrând prin p¼arţi, obţinem
1Z

�1

jxj'0 (x) dx =
0Z

�1

' (x) dx�
1Z
0

' (x) dx = �
1Z

�1

sign x ' (x) dx,

unde

sign x : (�1; 1)! R, sign x =

8<: �1, dac¼a x 2 (�1; 0)
0, dac¼a x = 0
1, dac¼a x 2 (0; 1)

.

Aceast¼a funcţie nu este singura derivat¼a slab¼a a funcţiei u: orice funcţie v
egal¼a cu sign x a.p.t. este de asemenea derivat¼a slab¼a pentru u. Aceasta nu creeaz¼a
probleme, deoarece, în teoria spaţiilor Sobolev, funcţiile egale a.p.t. sunt identi�cate.

Aşadar, orice funcţie de forma

w : (�1; 1)! R, w (x) =

8<: �1, dac¼a x 2 (�1; 0)
c0, dac¼a x = 0
1, dac¼a x 2 (0; 1)

,

unde c0 2 R, este derivat¼a slab¼a de ordinul întâi a funcţiei u.

Exemplul 4.2. Funcţia �Q : (�1; 1)! R,

�Q (x) =

�
1, dac¼a x 2 (�1; 1) \Q
0, dac¼a x 2 (�1; 1) \ (R nQ) ,

nu este derivabil¼a în nici un punct, dar are derivata slab¼a peste tot funcţia v :
(�1; 1) ! R, v (x) = 0. Într-adev¼ar, deoarece mulţimea numerelor raţionale este
de m¼asur¼a Lebesgue nul¼a, are loc

1Z
�1

�Q (x)'
0 (x) dx = 0.

Acest fapt corespunde intuiţiei, deoarece în spaţii Lebesgue, �Q se identi�c¼a cu
funcţia nul¼a.

În general, nu toate funçtiile integrabile admit derivate slabe. Exist¼a funçtii
local integrabile care nu au derivate slabe, ca în exemplul care urmeaz¼a.

Exemplul 4.3. Funcţiile cu discontinuit¼aţi de prima speţ¼a nu sunt slab deriva-
bile. De exemplu, funcţia

u : (�1; 1)! R, u (x) =

8<: �1, dac¼a x 2 (�1; 0)
c0, dac¼a x = 0
1, dac¼a x 2 (0; 1)

,
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unde c0 2 R, nu are derivat¼a slab¼a. Presupunem prin absurd c¼a funcţia u are
derivat¼a slab¼a funcţia v 2 L1loc (�1; 1). Conform de�niţiei

(4.2)

1Z
�1

u (x)'0 (x) dx = �
1Z

�1

v (x)' (x) dx,

pentru orice ' 2 C10 (�1; 1). Dar, din de�niţia lui u, avem
1Z

�1

u (x)'0 (x) dx = �
0Z

�1

'0 (x) dx+

1Z
0

'0 (x) dx = �2' (0) .

Ţinând seama de (4.2), obţinem

(4.3)

1Z
�1

v (x)' (x) dx = 2' (0)

pentru orice ' 2 C10 (�1; 1). Luând ' 2 C10 (0; 1) în (4.2), rezult¼a c¼a

1Z
0

v (x)' (x) dx = 0,

pentru orice ' 2 C10 (0; 1). Conform lemei 3.1, v (x) = 0 a.p.t. pe (0; 1). Similar
se poate obţine c¼a v (x) = 0 a.p.t. pe (�1; 0), deci v (x) = 0 a.p.t. pe (�1; 1). În
consecinţ¼a, din (4.3) vom avea

0 = 2' (0)

pentru orice ' 2 C10 (�1; 1), ceea ce este absurd. Prin urmare, funcţia u nu este
slab derivabil¼a.

Exemplul 4.4. Mai general, �e u 2 C ([a; b]) o funcţie continuu derivabil¼a pe
porţiuni, adic¼a exist¼a o partiţie a intervalului [a; b], a = x0 < x1 < ::: < xn = b,
astfel încât u 2 C1 [xi�1; xi], 1 � i � n. Se poate veri�ca direct cu de�niţia c¼a
derivata slab¼a a funcţiei u este funcţia

w (x) =

8><>: u0 (x) , dac¼a x 2
n[
i=1

(xi�1; xi)

ci, dac¼a x = xi, 1 � i � n

,

unde ci 2 R, 1 � i � n, sunt constante arbitrare.
Aşadar derivata slab¼a exist¼a şi este egal¼a cu derivata clasic¼a pe �ecare interval

(xi�1; xi). Valorile derivatei slabe în nodurile xi sunt nede�nite. Acest fapt nu
creeaz¼a di�cult¼aţi deoarece de�niţia derivatei slabe cu o integral¼a determin¼a derivata
slab¼a numai a.p.t.

Ca în exemplul anterior se poate ar¼ata c¼a derivata slab¼a de ordinul doi a lui u
nu exist¼a decât dac¼a u0 (xi � 0) 6= u0 (xi + 0), 1 � i � n.

Vom introduce acum noţiunea de derivat¼a slab¼a pentru funçtii reale de dou¼a
variabile reale. Fie 
 � R2 o muļtime deschis¼a şi m¼arginit¼a şi u 2 C1 (
), ' 2
C10 (
). Atunci u � ' 2 C10 (
). Extindem funçtia u � ' cu 0 la tot R2.
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Consider¼am un disc B cu raz¼a su�cient de mare astfel ca supp' � B. Aplicând
formula Green-Riemann pe B, obţinemZZ




@

@x1
(u � ') dx1dx2 =

ZZ
B

@

@x1
(u � ') dx1dx2 = �

I
@B

(u � ')dx1 = 0.

Derivând primul termen rezult¼aZZ



@u

@x1
'dx1dx2 +

ZZ



u
@'

@x1
dx1dx2 = 0,

deci ZZ



u
@'

@x1
dx1dx2 = �

ZZ



@u

@x1
'dx1dx2.

Similar, se obţineZZ



u
@'

@x2
dx1dx2 = �

ZZ



@u

@x2
'dx1dx2.

Raţionamentul se poate repeta dac¼a 
 � R3, folosind formula Gauss-Ostrogradski
în locul formulei Green-Riemann.

Aceste formule se extind la cazul N -dimensional. Folosind integrarea prin p¼aŗti,
vom avea: dac¼a u 2 C1 (
), ' 2 C10 (
), atunci

(4.4)
Z



u
@'

@xj
dx = �

Z



@u

@xj
'dx, pentru orice j cu 1 � j � N ,

deoarece termenii pe frontier¼a sunt nuli.
Dac¼a � = (�1; �2; :::; �N ) este un multiindice şi u 2 Cj�j (
), aplicând formula

(4.4) de �j ori pentru �ecare j, deducem c¼aZ



uD�'dx = (�1)j�j
Z



D�u'dx.

De�ni̧tia derivatei slabe se poate generaliza la N dimensiuni în modul urm¼ator.

DefiniŢia 4.2. Spunem c¼a o funcţie u 2 L1loc (
) are D�-derivat¼a slab¼a dac¼a
exist¼a o funcţie g 2 L1loc (
) astfel încât

(4.5)
Z



uD�'dx = (�1)j�j
Z



g'dx, pentru orice ' 2 C10 (
) .

Derivata slab¼a se noteaz¼a cu D�u.

Teorema 4.1. 1) Dac¼a exist¼a derivata slab¼a a unei funcţii, atunci ea este
unic¼a.

2) Derivata slab¼a nu depinde de ordinea în care se face derivarea.
3) Dac¼a funcţiile u; v 2 L1loc (
) au D

�-derivatele slabe f respectiv g, atunci
�u+ �v, �; � 2 R, are D�-derivata slab¼a �f + �g,

DemonstraŢie. 1) Presupunem c¼a funçtia u 2 L1loc (
) are dou¼a D�-derivate
slabe, g; h 2 L1loc (
). AtunciZ




uD�'dx = (�1)j�j
Z



g'dx, pentru orice ' 2 C10 (
) .Z



uD�'dx = (�1)j�j
Z



h'dx, pentru orice ' 2 C10 (
) .
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Sc¼azând cele dou¼a egalit¼aţi şi notând w = g � h, obţinemZ



w'dx = 0, pentru orice ' 2 C10 (
) .

Atunci, din lema 3.1 rezult¼a c¼a w (x) = 0 a.p.t. x 2 
, deci g (x) = h (x) a.p.t.
x 2 
.

2) Este evident, deoarece în formula (4.5) se poate schimba arbitrar ordinea de
derivare a funçtiei '. �

Exemplul 4.5. (Funcţia lui Heaviside bidimensional¼a) Fie funcţia h : R2 ! R,

h(x; y) =

�
1, dac¼a x; y > 0
0, altfel

.

Vom ar¼ata c¼a D�h, unde � = (1; 1), nu exist¼a. Pentru orice ' 2 C10
�
R2
�

exist¼a M > 0 astfel încât supp' � (�M;M)� (�M;M). Atunci

(4.6)
ZZ

R2
h (x; y)

@2'

@x@y
(x; y) dxdy =

MZ
0

0@ MZ
0

@2'

@x@y
(x; y) dy

1A dx =
= �

MZ
0

@'

@x
(x; 0) dx = ' (0; 0) .

Proced¼am ca în exemplul 4.3. Presupunem prin absurd c¼a funcţia h are derivat¼a
slab¼a funcţia v 2 L1loc

�
R2
�
. Conform de�niţiei

(4.7)
ZZ

R2
h (x; y)

@2'

@x@y
dxdy =

ZZ
R2
v (x; y)' (x; y) dxdy,

pentru orice ' 2 C10
�
R2
�
. Ţinând seama de (4:6) şi (4:7), obţinemZZ
R2
v (x; y)' (x; y) dxdy = ' (0; 0) ,

pentru orice ' 2 C10
�
R2
�
. Luând în (4:7) ' 2 C10 (D), unde D este primul cadran,

rezult¼a c¼a ZZ
D

v (x; y)' (x; y) dx = 0,

pentru orice ' 2 C10 (D). Conform lemei 3.1, v (x; y) = 0 a.p.t. pe D. Dac¼a lu¼am
în (4:7) ' 2 C10

�
R2nD

�
, se obţine c¼a v (x; y) = 0 a.p.t. pe R2nD, deci v (x; y) = 0

a.p.t. pe R2. În consecinţ¼a, din (4:6) vom avea

0 = ' (0; 0)

pentru orice ' 2 C10
�
R2
�
, ceea ce este absurd. Prin urmare, funcţia D(1;1)u nu

exist¼a.

Exemplul 4.6. În metoda elementului �nit pentru rezolvarea ecuaţiilor dife-
renţiale şi a ecuaţiilor cu derivate parţiale, întâlnim adesea funcţii polinomiale pe
porţiuni.

Presupunem c¼a 
 � R2 este un domeniu poligonal care este partiţionat în
domenii poligonale:


 =
n[
i=1


i.
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În mod uzual, �ecare subdomeniu este un triunghi sau un patrulater.
Presupunem c¼a pentru k 2 N�

u 2 Ck
�


�
, uj
i 2 C

k+1
�

i
�
, 1 � i � n.

Atunci exist¼a derivata slab¼a de ordin k+1 a funcţiei u, pentru orice multiindice
� de lungime k + 1. Derivata slab¼a D�u este dat¼a de

D�u (x) =

8><>: D�u (x) , dac¼a x 2
n[
i=1

int 
i

arbitrar, altfel

.

Ordinul k este determinat de ordinul ecuaţiei diferenţiale sau al ecuaţiei cu
derivate parţiale şi de tipul de element �nit. De exemplu, pentru o problem¼a eliptic¼a
de ordinul doi, funcţiile element �nit au derivate slabe de ordinul întâi.

Se poate întâmpla ca o funçtie s¼a admit¼a derivata slab¼a de ordinul doi, f¼ar¼a s¼a
admit¼a derivate slabe de ordinul întâi.

Exemplul 4.7. Fie funcţia u : R2 ! R, u (x; y) = signx + signy. Dac¼a
� = (1; 1), vom ar¼ata c¼a D�u = 0. Pentru orice ' 2 C10

�
R2
�
exist¼a M > 0 astfel

încât supp' � (�M;M)� (�M;M). AtunciZZ
R2
u (x; y)

@2'

@x@y
dxdy =

MZ
�M

0@ MZ
�M

(signx+ signy)
@2'

@x@y
(x; y) dy

1A dx.
Dar

MZ
�M

(signx+ signy)
@2'

@x@y
(x; y) dy =

= (signx� 1)
0Z

�M

@2'

@x@y
(x; y) dy + (signx+ 1)

MZ
0

@2'

@x@y
(x; y) dy =

= (signx� 1) @'
@x
(x; 0)� (signx+ 1) @'

@x
(x; 0) = �2@'

@x
(x; 0) ,

deoarece @'
@x (x;�M) =

@'
@x (x;M) = 0. În consecinţ¼aZZ

R2
u (x; y)

@2'

@x@y
dxdy = �2

MZ
�M

@'

@x
(x; 0) dx = 0,

deoarece @'
@x (�M; 0) = @'

@x (M; 0) = 0. Rezult¼a c¼a D(1;1)u = 0.
Vom ar¼ata acum c¼a D(0;1)u nu exist¼a. Proced¼am ca mai sus. Obţinem succesivZZ

R2
u (x; y)

@'

@y
dxdy =

MZ
�M

0@ MZ
�M

(signx+ signy)
@'

@y
(x; y) dy

1A dx,
MZ

�M

(signx+ signy)
@'

@y
(x; y) dy =
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=

0Z
�M

(signx� 1) @'
@y
(x; y) dy +

MZ
0

(signx+ 1)
@'

@y
(x; y) dy =

= (signx� 1)' (x; 0)� (signx+ 1)' (x; 0) = �2' (x; 0) ,
deoarece ' (x;�M) = ' (x;M) = 0. În consecinţ¼a

(4.8)
ZZ

R2
u (x; y)

@'

@y
dxdy = �2

MZ
�M

' (x; 0) dx,

Dac¼a ar exista g 2 L1loc
�
R2
�
astfel ca D(0;1)u = g atunci am avea

�
Z Z

R2

g (x; y)' (x; y) dxdy =

ZZ
R2
u (x; y)

@'

@y
dxdy = �2

MZ
�M

' (x; 0) dx

de unde rezult¼a c¼a pentru suportul lui ' în afara axei Ox integrala de mai sus este
zero, deci conform lemei fundamentale a calculului variaţional g este nul¼a în afara
axei Ox. Cum muļtimea punctelor de pe axa Ox este neglijabil¼a rezult¼a g=0 a.p.t.
deci termenii din (4.8) ar trebui s¼a �e zero pentru orice ', ceea ce este imposibil.
Prin urmare D(0;1)u nu exist¼a.

5. Spa̧tii Sobolev

Fie 
 o submuļtime deschis¼a a lui RN . De�nim

(5.1) Hm (
) =
�
u 2 L2 (
) j D�u 2 L2 (
) pentru orice � cu j�j � m

	
.

În aceast¼a de�ni̧tie derivatele sunt derivate slabe. Cu alte cuvinte, pentru orice
multiindice � care satisface j�j � m, exist¼a o funçtie v� 2 L2 (
) astfel ca

(5.2)
Z



uD�'dx = (�1)j�j
Z



v�'dx, pentru orice ' 2 C10 (
) .

Atunci D�u = v�, pentru orice � cu j�j � m.
Spaţiul Hm (
) este spaţiu normat în raport cu norma

(5.3) kukHm =

�X
j�j�m

kD�uk2L2(
)
�1=2

.

De asemenea, pe Hm (
) se poate considera produsul scalar

(5.4) hu; viHm =
X

j�j�m

Z



D�uD�vdx.

De fapt, norma dat¼a de (5.3) este norma de�nit¼a de produsul scalar (5.4). Are
loc

Teorema 5.1. Spaţiul Hm (
) este un spaţiu Hilbert.

DemonstraŢie. Fie (un)n un şir Cauchy în Hm (
). Atunci pentru orice
multiindice � cu j�j � m, (D�un)n este şir Cauchy în L

2 (
). Spaţiul L2 (
) �ind
complet, rezult¼a c¼a pentru �ecare � cu j�j � m, exist¼a v� 2 L2 (
) astfel ca
(5.5) kD�un � v�kL2(
) ! 0 când n!1.
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Not¼am cu w funçtia v� corespunz¼atoare singurului multiindice � pentru care
j�j = 0, pentru care (5.5) are forma
(5.6) kun � wkL2(
) ! 0 când n!1.

Pe de alt¼a parte, ţinând seama de (5.2) putem scrie

(5.7)
Z



unD
�'dx = (�1)j�j

Z



D�un'dx, pentru orice ' 2 C10 (
) .

Din inegalitatea lui Hölder avem

(5.8)

����Z



unD
�'dx�

Z



wD�'dx

���� � kun � wkL2(
) kD�'kL2(
)

şi pentru orice � cu j�j > 0

(5.9)

����Z



D�un'dx�
Z



v�'dx

���� � kD�un � v�kL2(
) k'kL2(
) .

Trecând la limit¼a în (5.7) şi ţinând seama de (5.8), (5.6), (5.9), (5.5), rezult¼aZ



wD�'dx = (�1)j�j
Z



v�'dx, pentru orice ' 2 C10 (
) ,

ceea ce înseamn¼a c¼a D�w = v� în sens slab.
Prin urmare w 2 Hm (
). Din (5.5) obţinem

kun � wkHm =

�X
j�j�m

kD�un � v�kL2(
)
�1=2

! 0 când n!1.

Aşadar Hm (
) este complet, deci este un spaţiu Hilbert. �

Exemplul 5.1. Fie funcţia u : (0; 1) ! R, u (x) = x�, � 2 R. Se arat¼a uşor
c¼a u 2 L2 (0; 1) dac¼a � > �1=2 şi u 2 H1 (0; 1) dac¼a � > 1=2.

Exemplul 5.2. Fie funcţia u : (�1; 1) ! R, u (x) = jxj. Ţinând seama de
exemplul 4.1, rezult¼a c¼a u 2 H1 (�1; 1), dar u =2 H2 ((�1; 1)). De asemenea, funcţia
lui Heaviside unidimensional¼a,

� : (�1; 1)! R, � (x) =
�
1, dac¼a x > 0
0, dac¼a x � 0 ,

este în L2 (�1; 1), dar nu este în H1 (�1; 1).

Lucrul cu funçtiile din L2 (
) şi cu derivatele lor slabe este destul de delicat.
În multe probleme, teorema urm¼atoare permite lucrul cu funçtii regulate, ur-

mate apoi de o trecere la limit¼a.

DefiniŢia 5.1. Spunem c¼a domeniul 
 este tare stelat în raport cu punctul
M 2 
, dac¼a pentru orice P 2 
, segmentul deschis (MP ) � 
.

Spunem c¼a domeniul 
 este de clas¼a Ck dac¼a pentru orice punctM0 al frontierei
� a lui 
 exist¼a o vecin¼atate a acestui punct V0, un sistem de axe

�
O0;x

0
1; :::; x

0
N

�
şi o funcţie a0 2 Ck

�
RN�1

�
astfel încât

� \ V0 =
�
x 2 V0 j x0N = a0

�
x01; :::; x

0
N�1

�	

 \ V0 =

�
x 2 V0 j x0N > a0

�
x01; :::; x

0
N�1

�	


c \ V0 =

�
x 2 V0 j x0N < a0

�
x01; :::; x

0
N�1

�	 .
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Se observ¼a c¼a , dac¼a 
 este de clas¼a Ck, aceasta implic¼a faptul c¼a, local, 
 este
situat de aceeaşi parte a frontierei �.

Vom nota cu C1
�


�
muļtimea restriçtiilor la 
 a funçtiilor din C10

�
RN
�
.

Teorema 5.2. Dac¼a 
 este tare stelat în raport cu un punct al s¼au sau dac¼a

 este de clas¼a C0, atunci C1

�


�
este dens în Hm (
).

Este clar c¼a C10 (
) � Hm (
).

DefiniŢia 5.2. Vom nota cu Hm
0 (
) închiderea lui C10 (
) în Hm (
).

Prin urmare, dac¼a u 2 Hm
0 (
), atunci exist¼a un şir (un)n � C10 (
) astfel

încât

limn!1 kun � ukHm = 0.

SpaţiulHm
0 (
) este înzestrat cu produsul scalar dinH

m (
) şi cu norma indus¼a
de acesta. Fiind subspaţiu închis al lui Hm (
), Hm

0 (
) este la rândul s¼au un spaţiu
Hilbert.

ObservaŢia 5.1. Ecuaţiile diferenţiale (sau cu derivate parţiale) sunt adesea
cuplate cu condiţii la limit¼a. În general nu putem vorbi de valorile pe @
 ale
unei funcţii din L2 (
). Spre exemplu, dac¼a 
 = (0; 1) � (0; 1) şi u : 
 ! R,
u (x1; x2) = x��1 , 0 < � < 1, atunci u 2 L2 (
), dar nu putem vorbi de valorile lui
u pe @
.

Introducem acum noţiunea de urm¼a pe frontier¼a a unei funçtii din Hm (
).
Fie 
0 : C0

�


�
! C0 (@
) aplicaţia care duce o funçtie din C0

�


�
în urma sa

pe @
. Dac¼a 
 are frontiera su�cient de regulat¼a, ţinând seama de teorema 5.2, 
0
se extinde prin continuitate la H1 (
). Se poate demonstra c¼a funçtiile din H1

0 (
)
sunt acele funçtii din H1 (
), nule pe @
.

Teorema 5.3. (Inegalitatea lui Friedrichs-Poincaré) Fie 
 � RN o mulţime
deschis¼a şi m¼arginit¼a. Atunci, exist¼a o constant¼a pozitiv¼a c
 astfel ca

(5.10)
Z



u2 (x) dx � c


Z



jru (x)j2 dx, pentru orice u 2 H1
0 (
) .

DemonstraŢie. Ţinând seama de de�ni̧tia spaţiului H1
0 (
), este su�cient s¼a

demonstr¼am inegalitatea pentru funçtii din C10 (
). Inegalitatea se extinde apoi
prin densitate la H1

0 (
).
Pentru simplitatea scrierii vom considera N = 2.
Fie u 2 C10 (
). Domeniul 
 �ind m¼arginit, exist¼a un p¼atrat cu latura M ,

su�cient de mare, � =
�
(x; y) 2 R2 j �M � x; y �M

	
, care conţine 
 în interiorul

s¼au. Prelungim funçtia u cu valoarea 0 în �n
,

(5.11) u (x; y) =

�
u (x; y) , dac¼a (x; y) 2 

0, dac¼a (x; y) 2 �n
 .

Dup¼a formula lui Leibniz-Newton, avem

(5.12) u (x; y)� u (�M;y) =

xZ
�M

@u

@t
(t; y) dt.
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Cum punctul (�M;y) se a�¼a în afara domeniului 
, vom avea u (�M;y) = 0,
deci (5.12) se mai scrie

u (x; y) =

xZ
�M

1 � @u
@t
(t; y)dt.

Din inegalitatea lui Cauchy-Schwarz (2.5), obţinem

(5.13) u2 (x; y) =

0@ xZ
�M

1 � @u
@t
(t; y) dt

1A2

�

0@ xZ
�M

12dt

1A � xZ
�M

�
@u

@t
(t; y)

�2
dt �

� 2M
xZ

�M

�
@u

@t
(t; y)

�2
dt

Integr¼am (5.13) pe �. AvemZZ
�

u2 (x; y) dxdy � 2M
MZ

�M

0@ MZ
�M

0@ xZ
�M

�
@u

@t
(t; y)

�2
dt

1A dy
1A dx =

= 4M2

MZ
�M

0@ xZ
�M

�
@u

@t
(t; y)

�2
dt

1A dy � 4M2

MZ
�M

0@ MZ
�M

�
@u

@t
(t; y)

�2
dt

1A dy =
= 4M2

ZZ
�

�
@u

@x
(x; y)

�2
dxdy.

Ţinând seama de (5.11), am ar¼atat c¼aZZ



u2 (x; y) dxdy � 4M2

ZZ



�
@u

@x
(x; y)

�2
dxdy.

Analog se arat¼aZZ



u2 (x; y) dxdy � 4M2

ZZ



�
@u

@y
(x; y)

�2
dxdy.

Prin adunarea celor dou¼a inegalit¼aţi de mai sus rezult¼a (5.10) cu c
 = 2M2. �

Pe H1
0 (
) putem considera norma dat¼a de (5.3), care se mai scrie

(5.14) kukH1(
) =

�Z



u2 (x) dx+
Z



jru (x)j2 dx
�1=2

, pentru orice u 2 H1
0 (
) .

Din teorema 5.3, obţinem

Corolar 5.1. Pe H1
0 (
) norma (5.14) este echivalent¼a cu norma

(5.15) kukH1
0 (
)

=

�Z



jru (x)j2 dx
�1=2

, u 2 H1
0 (
) .
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DemonstraŢie. Mai întâi vom ar¼ata c¼a (5.15) este o norm¼a pe H1
0 (
).

Într-adev¼ar, dac¼a kukH1
0 (
)

= 0, atunci din inegalitatea lui Friedrichs rezult¼a
c¼a u = 0.

Pe de alt¼a parte, (5.15) se mai scrie

kukH1
0 (
)

= kjru (x)jkL2(
) ,

deci

ku+ vk2H1
0 (
)

= kjru (x) +rv (x)jk2L2(
) � kjru (x)j+ jrv (x)jk
2
L2(
) �

�
�
kjru (x)jkL2(
) + kjrv (x)jkL2(
)

�2
=
�
kukH1

0 (
)
+ kvkH1

0 (
)

�2
,

deoarece, din inegalitatea lui Cauchy pentru forma biliniar¼a simetric¼a Q (u; v) =
ru (x) � rv (x) se obţine imediat

jru (x) +rv (x)j � jru (x)j+ jrv (x)j .
În sfârşit, se vede uşor c¼a

k�ukH1
0 (
)

= j�j kukH1
0
, pentru orice � 2 R şi u 2 H1

0 (
) .

Pe de alt¼a parte, este evident c¼a

kukH1
0 (
)

� kukH1(
)

şi din (5.10) se obţine imediat c¼a

kukH1(
) �
q
1 + c2
 � kukH1

0 (
)
,

deci pe H1
0 (
) normele (5.14) şi (5.15) sunt echivalente. �

6. Operatori liniari şi continui pe spa̧tii normate. Spa̧tii re�exive

Fie (X; k�kX) şi (Y; k�kY ) dou¼a spaţii vectoriale reale normate.

DefiniŢia 6.1. Operatorul A : X ! Y se numeşte continuu în punctul u 2 X
dac¼a pentru orice şir (un)n � X astfel încât un ! u când n ! 1, rezult¼a c¼a
Aun ! Au când n ! 1. Operatorul A se numeşte continuu pe X dac¼a este
continuu în orice punct u 2 X.

DefiniŢia 6.2. Operatorul A : X ! Y se numeşte operator liniar dac¼a

A (�u+ �v) = �Au+ �Av pentru orice u; v 2 X, �; � 2 R.

ObservaŢia 6.1. Dac¼a un operator liniar A : X ! Y este continuu în punctul
u 2 X, atunci el este continuu pe X. Într-adev¼ar, �e (xn)n � X astfel ca xn ! x
când n ! 1. Atunci şirul (un)n cu un = (xn � x) + u converge la u. Deoarece A
este continuu în u, va rezulta c¼a Aun ! Au când n!1. Dar xn = (un � u) + x.

Operatorul A �ind liniar, avem Axn = Aun�Au+Ax. Prin urmare Axn ! Ax
când n!1.

DefiniŢia 6.3. Operatorul liniar A : X ! Y se numeşte m¼arginit dac¼a exist¼a
o constant¼a pozitiv¼a C astfel ca

(6.1) kAukY � C kukX , 8u 2 X.

PropoziŢia 6.1. Pentru ca operatorul liniar A : X ! Y s¼a �e continuu, este
necesar şi su�cient ca A s¼a �e m¼arginit.
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DemonstraŢie. Necesitatea. Presupunem c¼a A este liniar şi continuu. Vom
ar¼ata c¼a

(6.2) C0 = supfkAukY j u 2 X, kukX = 1g <1.

Dac¼a C0 = 1, atunci din de�ni̧tia supremumului rezult¼a c¼a exist¼a un şir
(un)n � X, kunkX = 1, pentru orice n, astfel ca �n = kAunkY !1 când n!1.
Consider¼am şirul (vn)n, vn = un=�n. Este clar c¼a vn ! 0X când n ! 1. Cum
A este continuu, rezult¼a c¼a Avn ! 0Y când n ! 1, ceea ce contrazice faptul c¼a
kAvnkY = 1.

Fie acum u 2 X, u 6= 0X . Dac¼a v = u= kukX , atunci kvkX = 1, deci kAvkY �
C0.

Dar Av = 1
kukX

Au, prin urmare

(6.3) kAukY � C0 kukX
şi relaţia (6.1) este satisf¼acut¼a cu C = C0.

Su�cienţa. Din (6.1) rezult¼a imediat continuitatea lui A în punctul 0X . Ţinând
seama de observaţia 6.1, rezult¼a c¼a A este continuu pe X.

Propozi̧tia este demonstrat¼a. �

Dac¼a A este operatorul nul, adic¼a Au = 0Y pentru orice u 2 X, atunci în (6.1)
se poate lua C = 0. Pentru orice alt operator avem obligatoriu C > 0.

ObservaŢia 6.2. C0 dat de (6:2) este cea mai mic¼a constant¼a care veri�c¼a
inegalitatea (6:1). Într-adev¼ar, conform (6:3), C0 satisface (6:1). Fie C satisf¼acând
(6:1). Dac¼a u 2 X şi kukX = 1, atunci din (6:1) se obţine kAukY � C, deci
C0 � C.

Fie acum C = sup
kukX�1

kAukY . Este clar c¼a C � C0. Fie acum u 6= 0X ,

kukX � 1 şi v = u= kukX . Cum kvkX = 1, rezult¼a c¼a kAvkY � C0. , adic¼a
kAukY � C0 kukX . Atunci C � C0, deci C = C0.

C0 se numeşte norm¼a a operatorului A şi se noteaz¼a cu kAk. Aşadar

kAk = sup
kukX=1

kAukY = sup
kukX�1

kAukY .

Luând în (6:1) C = C0 = kAk, obţinem

kAukY � kAk kukX , pentru orice u 2 X.

ObservaŢia 6.3. Un operator liniar f : X ! R se numeşte funcţional¼a liniar¼a.
Aşadar funcţionala liniar¼a este un caz particular de operator liniar. M¼arginirea

funcţionalei se de�neşte prin inegalitatea

jf (u)j � C kukX .

Norma funcţionalei liniare şi continue f este

kfk = sup
kukX=1

jf (u)j

şi

jf (u)j � kfk kukX .
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Not¼am cu X� dualul topologic al lui X, adic¼a spaţiul tuturor funçtionalelor
liniare şi continue pr X. Norma dual¼a pe X� este de�nit¼a prin

(6.4) kfkX� = sup
kukX�1

jf (u)j .

Dac¼a f 2 X� şi u 2 X, vom scrie în general hf; ui în loc de f (u). Este cunoscut
c¼a X� este spaţiu Banach, chiar dac¼a X nu este complet.

Fie X un spaţiu Banach, X� dualul s¼au înzestrat cu norma dual¼a (6.4) şi X��

bidualul s¼au, adic¼a dualul lui X�, înzestrat cu norma

k�k = sup
kfkX��1

jh�; fij .

De�nim injecţia canonic¼a J : X ! X�� astfel: dac¼a x 2 X, atunci
hJx; fi = hf; xi , 8x 2 X, pentru orice f 2 X�.

Este evident c¼a J este liniar¼a. Se poate ar¼ata c¼a J este o izometrie, adic¼a
kJxkX�� = kxkX . Se poate întâmpla ca J s¼a nu �e surjectiv. Dac¼a J este surjectiv,
atunci spaţiul X se numeşte re�exiv.

7. Teorema Riesz-Fréchet

PropoziŢia 7.1. Fie H un spaţiu Hilbert. Dac¼a un ! u şi vn ! v când
n!1, atunci hun; vni ! hu; vi când n!1.

DemonstraŢie. Într-adev¼ar

jhun; vni � hu; vij � jhun � u; vnij+ jhu; vn � vij �
� kun � uk kvnk+ kuk kvn � vk ! 0

când n!1, deoarece şirul (vn)n este m¼arginit. �
Elementele x; y 2 H se numesc ortogonale şi se noteaz¼a x?y dac¼a hx; yi = 0.
Dac¼a S este un subspaţiu vectorial al lui H, atunci elementul x 2 H se numeşte

ortogonal pe S dac¼a x?y pentru orice y 2 S. Evident 0H?S. Vom nota

S? = fy 2 H j hy; xi = 0, pentru orice x 2 Sg.
Muļtimea S? este un subspaţiu vectorial al lui H. Într-adev¼ar, �e �; � 2 R,

y; z 2 S? şi x 2 S. Atunci
h�y + �z; xi = � hy; xi+ � hz; xi = 0,

deci �y + �z 2 S?.

Teorema 7.1. Dac¼a S este un subspaţiu vectorial închis al spaţiului Hilbert
H, atunci

H = S � S?.

DemonstraŢie. Vom ar¼ata c¼a orice element x 2 H se reprezint¼a în mod unic
sub forma

(7.1) x = y + z, y 2 S şi z 2 S?.
Vom demonstra mai întâi unicitatea acestei reprezent¼ari. Se observ¼a c¼a dac¼a

v 2 S \ S?, atunci kvk2 = hv; vi = 0, deci v = 0H . Prin urmare, dac¼a x = y + z =
y1 + z1 cu y, y1 2 S şi z, z1 2 S?, atunci y � y1 = z1 � z. Cum y � y1 2 S şi
z1 � z 2 S?, dup¼a observaţia anterioar¼a, vom avea y = y1 şi z1 = z. Unicitatea
reprezent¼arii (7.1) este dovedit¼a.
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Vom ar¼ata acum cum se obţine reprezentarea (7.1).
Dac¼a x 2 S, atunci x = x+ 0H . Presupunem acum c¼a x =2 S. Fie

d = inf
y2S

kx� yk2 .

Exist¼a un şir (yn)n � S astfel ca

(7.2) kx� ynk2 = dn ! d când n!1.
Fie u un element oarecare din S. Pentru orice t 2 R, yn + tu 2 S, deci

kx� yn � tuk2 � d,

sau hx� yn � tu; x� yn � tui � d care se mai scrie

kuk2 t2 � 2 hx� yn; ui t+ dn � d � 0 pentru orice t 2 R.
În consecinţ¼a trebuie s¼a avem

(7.3) jhx� yn; uij �
p
dn � d kuk , 8n 2 N.

Deoarece yn � ym = (yn � x) + (x� ym), ţinând seama de (7.3), obţinem
jhyn � ym; uij � jhx� yn; uij+ jhx� ym; uij �

�
�p

dn � d+
p
dm � d

�
kuk .

Punând în aceast¼a inegalitate u = yn � ym şi simpli�când cu kyn � ymk,
ajungem la inegalitatea

kyn � ymk �
p
dn � d+

p
dm � d.

Având în vedere (7.2), rezult¼a c¼a şirul (yn)n � S este fundamental. Spaţiul H
�ind complet, rezult¼a c¼a exist¼a y 2 H astfel ca yn ! y când n ! 1. Mai mult,
y 2 S, deoarece subspaţiul S este închis.

Trecând la limit¼a în (7.3), se obţine

(7.4) hx� y; ui = 0 pentru orice u 2 S.
Not¼am z = x� y. Conform (7.4), avem z 2 S?.
Prin urmare, x = y + z, y 2 S şi z 2 S?. �
DefiniŢia 7.1. Unicul element y 2 S din reprezentarea (7:1) a unui element

x 2 H se numeşte proiecţia elementului x pe subspaţiul S. Subspaţiile S şi S?

se numesc subspaţii complementare.

Teorema 7.2. (Teorema de reprezentare a lui Riesz-Fréchet-1907)
Fie ' 2 H�. Atunci exist¼a şi este unic f 2 H astfel încât

h'; ui = hf; ui , pentru orice u 2 H.
Mai mult,

(7.5) kfk = k'kH� .

DemonstraŢie. Unicitatea reprezent¼arii lui ' ca un produs scalar este imedi-
at¼a.

Presupunem c¼a h'; ui = hf; ui = hg; ui pentru orice u 2 H. Atunci hf � g; ui =
0 pentru orice u 2 H. Punând u = f � g, obţinem kf � gk = 0, adic¼a f = g şi
unicitatea reprezent¼arii este demonstrat¼a.

Dac¼a ker' = H, atunci ' coincide cu aplicaţia nul¼a � : H ! R, � (x) = 0,
pentru orice x 2 H. În acest caz putem lua f = 0H şi demonstraţia se încheie.
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Presupunem acum c¼a ' 6= �, deci ker' nu este totH. Deoarece ' este continu¼a,
ker' este subspaţiu închis al lui H. Conform teoremei 7.1, are loc descompunerea

H = ker'� (ker')? ,

unde (ker')? 6= f0Hg. Fie w 2 (ker')?, w 6= 0H . În consecinţ¼a h';wi 6= 0.
Fie u un element arbitrar din H. Construim elementul g = u� h';ui

h';wiw 2 H.
Se veri�c¼a uşor c¼a h'; gi = 0, deci g 2 ker'. Cum w ? ker', rezult¼a c¼a

hg; wi = 0.
Dezvoltând produsul scalar, obţinem

hu;wi � h'; ui
h';wi kwk

2
= 0,

de unde rezult¼a reprezentarea lui ' ca produs scalar

h'; ui =
*
u;
h';wi
kwk2

w

+
= hu; fi ,

unde f = h';wi
kwk2 w.

Din expresia lui f se obţine imediat c¼a kfk � k'kH� . Totodat¼a, din inegalitatea
lui Cauchy-Schwarz rezult¼a

jh'; uij � jhf; uij � kfk � kuk ,

deci k'kH� � kfk, adic¼a (7.5).
Teorema este demonstrat¼a. �

Corolar 7.1. Orice spaţiu Hilbert este re�exiv.

DemonstraŢie. Dualul unui spaţiu Hilbert H este, de asemenea un spaţiu
Hilbert, norma �ind indus¼a de un produs scalar de�nit dup¼a cum urmeaz¼a.

Fie '; 2 H�. Conform teoremei Riesz, exist¼a f 2 H respectiv g 2 H astfel
ca

h'; ui = hf; ui , pentru orice u 2 H
h ; ui = hg; ui , pentru orice u 2 H .

De�nim pe H� urm¼atorul produs scalar

h'; i� = hf; gi , pentru orice '; 2 H
�.

Fie T 2 H�� = (H�)
�. Conform teoremei Riesz, exist¼a  2 H� astfel ca

T (') = h'; i� , pentru orice ' 2 H
�.

Exist¼a g 2 H astfel ca h ; ui = hg; ui, 8u 2 H. Fie ' 2 H� oarecare. Exist¼a
f' astfel ca h'; ui = hf'; ui, 8u 2 H. În particular h'; gi = hf'; gi.

Atunci

T (') = h'; i� = hf'; gi = h'; gi = hJg; 'i ,

unde J : H ! H�� este injeçtia canonic¼a. Aşadar T = Jg, g 2 H, deci J este
surjeçtie. Prin urmare H este re�exiv. �
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8. Teorema Lax-Milgram

Fie H un spaţiu Hilbert real.

DefiniŢia 8.1. O form¼a biliniar¼a a : H � H ! R se numeşte continu¼a
(m¼arginit¼a) dac¼a exist¼a o constant¼a C astfel încât

(8.1) ja (u; v)j � C kuk kvk , pentru orice u; v 2 H.
Forma biliniar¼a a se numeşte coerciv¼a dac¼a exist¼a o constant¼a � > 0 astfel

încât

(8.2) ja (v; v)j � � kvk2 , pentru orice v 2 H.

Demonstraţia teoremei Lax-Milgram se bazeaz¼a pe urm¼atorul rezultat clasic:

Teorema 8.1. (Teorema de punct �x a lui Banach - metoda aproximaţiilor
succesive a lui Picard) Fie X un spaţiu metric complet şi S : X ! X o contracţie
strict¼a, adic¼a exist¼a k < 1 astfel încât

d (Su; Sv) � kd (u; v) , pentru orice u; v 2 X.
Atunci S are un punct �x unic, u = Su.

Teorema 8.2. (Lax-Milgram) (Peter Lax, Arthur Milgram 1954) Fie a : H �
H ! R o form¼a biliniar¼a simetric¼a, continu¼a şi coerciv¼a pe H. Atunci, pentru
orice ' 2 H� exist¼a un element unic u 2 H astfel încât

(8.3) a (u; v) = h'; vi pentru orice v 2 H.
Mai mult, elementul u este caracterizat de proprietatea

(8.4) u 2 H şi
1

2
a (u; u)� h'; ui = minv2H

�
1

2
a (v; v)� h'; vi

�
.

În plus are loc

kuk � 1

�
k'kH� .

DemonstraŢie. Pasul 1.Vom ar¼ata c¼a exist¼a un operator liniar şi continuu
A : H ! H astfel încât

(8.5) a (u; v) = hAu; vi , 8v 2 H.
Fie u 2 H �xat. Consider¼am funçtionala

(8.6)  : H ! R,  (v) = a (u; v) , v 2 H.
Din biliniaritatea lui a rezult¼a c¼a funçtionala  este liniar¼a. Într-adev¼ar

 (�v1 + �v2) = a (u; �v1 + �v2) = �a (u; v1) + �a (u; v2) = � (v1) + � (v2) ,

pentru orice �; � 2 R, u; v 2 H.
Pe de alt¼a parte, forma biliniar¼a a �ind continu¼a, din (8.1) obţinem

j (v)j = ja (u; v)j � C kuk kvk pentru orice v 2 H.
În consecinţ¼a

k kH� = sup
kvk=1

j (v)j � C kuk <1.

Prin urmare  2 H�.
Conform teoremei Riesz-Fréchet, exist¼a un unic u 2 H astfel încât

(8.7)  (v) = hu ; vi , 8v 2 H.
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De�nim operatorul

(8.8) A : H ! H, Au = u , u 2 H.

Din (8.6), (8.7), (8.8) se obţine (8.5).
Liniaritatea lui A este consecinţ¼a a liniarit¼aţii în primul argument al formei

biliniare a:

hA (�u1 + �u2) ; vi = a (�u1 + �u2; v) = �a (u1; v) + �a (u2; v) =

= � hAu1; vi+ � hAu2; vi = h�Au1 + �Au2; vi ,
pentru orice �; � 2 R, u1; u2; v 2 H. Prin urmare

A (�u1 + �u2) = �Au1 + �Au2, 8�; � 2 R, u1; u2 2 H,

adic¼a operatorul A este liniar.
Continuitatea lui A este consecinţ¼a a continuit¼aţii formei biliniare a. Într-

adev¼ar:

kAuk2 = hAu;Aui = a (u;Au) � C kuk kAuk pentru orice u 2 H.

Prin urmare

(8.9) kAuk � C kuk , 8u 2 H,

deci operatorul A este continuu.
Pasul 2. Vom ar¼ata c¼a operatorul A este inversabil şi A�1 este liniar şi continuu.
Operatorul A este injectiv. Într-adev¼ar, din (8.2), (8.5) şi inegalitatea lui

Cauchy-Schwarz obţinem succesiv

� kvk2 � ja (v; v)j = jhAv; vij � kAvk kvk ,

deci

(8.10) � kvk � kAvk , 8v 2 H.

Deci kerA = f0Hg, deci A este injectiv.
Pentru a ar¼ata c¼a A este surjectiv folosim teorema de punct �x a lui Banach.
Fie f 2 H. Vom ar¼ata c¼a exist¼a u 2 H astfel încât Au = f .
Vom încerca s¼a g¼asim � 6= 0 astfel ca

T : H ! H, Tv = v � � (Av � f) , v 2 H,

s¼a �e o contraçtie strict¼a. Dar, dac¼a v = v1 � v2, atunci

kTv1 � Tv2k2 = kv � �Avk2 = kvk2 � 2� hAv; vi+ �2 kAvk2 .

Ţinând seama de (8.2) şi (8.9), rezult¼a c¼a

kTv1 � Tv2k2 �
�
1� 2��+ C2�2

�
kv1 � v2k2 .

Din (8.1) şi (8.2) este imediat c¼a C � �; putem presupune c¼a C > �, deci
c� = 1� 2��+ C2�2 > 0 deoarece discriminantul expresiei este negativ. Totodat¼a
c� < 1 dac¼a � 2

�
0; 2�C2

�
. Aşadar pentru orice � 2

�
0; 2�C2

�
T este o contraçtie, deci

are un punct �x unic. Pentru un � astfel ales exist¼a un unic u 2 H astfel ca Tu = u
sau înc¼a Au = f .

Prin urmare, operatorul A este surjectiv, deci este inversabil. Operatorul A�1

este, evident, liniar. Pentru a ar¼ata c¼a A�1 este continuu este su�cient s¼a ar¼at
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c¼a este m¼arginit. Deoarece pentru orice v 2 H exist¼a un unic u 2 H astfel ca
v = A�1u. Înlocuind în (8.10), rezult¼a c¼a

(8.11)


A�1u

 � 1

�
kuk ,

deci A�1 este m¼arginit şi


A�1

 � 1

� .
Pasul 3. Vom ar¼ata c¼a ecuaţia (8.3) are soluţie unic¼a. Deoarece ' 2 H�,

conform teoremei Riesz, exist¼a f 2 H unic, astfel încât

(8.12) h'; vi = hf; vi , 8v 2 H

şi k'k = kfk.
Ţinând seama de (8.5) şi (8.12), ecuaţia (8.3) se mai scrie sub forma

hAu; vi = hf; vi , 8v 2 H,

de unde rezult¼a c¼a ecuaţia (8.3) este echivalent¼a cu ecuaţia Au = f , care admite o
soluţie şi numai una deoarece A este inversabil. Deci u = A�1f . Conform (8.11),
avem

kuk =


A�1f

 � 1

�
kfk = 1

�
k'k ,

adic¼a (8.12):
Pasul 4. Ar¼at¼am c¼a u este soluţie a problemei de minim (8.4). Fie F : H ! R,

F (v) = 1
2a (v; v) � h'; vi, v 2 H. Fie u soluţie a ecuaţiei (8.3). Punând v = u în

(8.3), obţinem

a (u; u) = h'; ui .

Atunci

a (u� v; u� v) = a (u; u)� 2a (u; v) + a (v; v) =

= h'; ui � 2 h'; vi+ a (v; v) = h'; ui+ 2F (v) .

Prin calcul direct se obţine

F (v)� F (u) = 1

2
a (u� v; u� v) � 0, 8v 2 H.

Prin urmare, u este soluţie a problemei de minim (8.4).
Teorema este demonstrat¼a. �

ObservaŢia 8.1. 1) În multe aplicaţii, funcţionala J dat¼a de

J (u) =
1

2
a (u; u)� h'; ui , u 2 H,

(care apare în (10:44)) reprezint¼a o energie. De exemplu, în mecanica mediilor
continue, consider¼am un corp elastic deformat în urma unei înc¼arc¼ari externe.

Atunci 12a (u; u) este energia elastic¼a de deformare în con�guraţia de echilibru,
iar �h'; ui este energia potenţial¼a datorat¼a înc¼arc¼arii externe.

2) Problema determin¼arii unui u 2 H care satisface (8:3) se numeşte formu-
lare variaţional¼a.
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9. Aplica̧tii ale teoremei Lax-Milgram

Exemplul 9.1. (Condiţie Dirichlet omogen¼a) Consider¼am problema la
limit¼a

(9.1)
�
�u00 + u = f în I = (0; 1)
u(0) = u(1) = 0

,

unde f este o funcţie dat¼a din L2 (I).
Condiţia la limit¼a u(0) = u(1) = 0 se numeşte condiţie Dirichlet omogen¼a.
Preciz¼am pentru început cadrul funcţional. Reamintim

H1 (I) =

8<:u 2 L2 (I) j exist¼a g 2 L2 (I) astfel încâtZ



u'0dx = �
Z



g'dx, 8' 2 C10 (I)

9=; .
Pentru u 2 H1 (I) de�nim u0 = g.
Spaţiul H1 (I), înzestrat cu produsul scalar

hu; viH1(I) =

Z
I

uv dx+
Z
I

u0v0 dx,

este un spaţiu Hilbert.
Norma asociat¼a este

kukH1(I) =
�
kuk2L2(I) + ku

0k2L2(I)
�1=2

.

Spaţiul H1
0 (I) se de�neşte ca �ind închiderea lui C10 (I) în H1 (I). Înzestrat cu

norma indus¼a de H1 (I) este un spaţiu Banach re�exiv. Se poate ar¼ata c¼a C10 (
)
este dens în H1

0 (I). Prin urmare se poate de�ni H1
0 (I) ca �ind închiderea lui

C10 (I) în H1 (I).
Are loc

Teorema 9.1. ([1, Teorema VIII.11]) Fie u 2 H1 (I). Atunci u 2 H1
0 (I) dac¼a

şi numai dac¼a u (0) = u (1) = 0.

În particular are loc inegalitatea lui Poincaré ( teorema 5.3). Presupunem c¼a I
este un interval m¼arginit. Atunci exist¼a o constant¼a C (depinzând de lungimea lui
I ) astfel încât

kukL2(I) � C ku0kL2(I) , pentru orice u 2 H
1
0 (I) .

În consecinţ¼a, expresia ku0kL2(I) este o norm¼a pe H1
0 (I) care este echivalent¼a

cu norma kukH1(I) (corolar 5.1); pe H
1
0 (I) expresia

Z



u0v0 dx este un produs scalar

care induce norma ku0kL2(I) echivalent¼a cu norma kukH1(I).

O soluţie clasic¼a a problemei (9:1) este o funcţie u 2 C2
�
I
�
care veri�c¼a (9:1)

în sens uzual. O soluţie slab¼a a lui (9:1) este o funcţie u 2 H1
0 (I), care satisface

(9.2)
Z
I

u0v0dx+

Z
I

uvdx =

Z
I

fvdx, pentru orice v 2 H1
0 (I) .

Are loc
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PropoziŢia 9.1. Pentru orice f 2 L2 (I), exist¼a şi este unic u 2 H1
0 (I) soluţie

a problemei (9:2). În plus u se obţine prin

min
v2H1

0 (I)

�
1

2

Z
I

�
v02 + v2

�
dx�

Z
I

fvdx

�
.

Acesta este principiul lui Dirichlet.

DemonstraŢie. Se aplic¼a teorema Lax-Milgram în spaţiul HilbertH = H1
0 (I)

înzestrat cu norma ku0kL2(I), cu forma biliniar¼a

a (u; v) =

Z
I

u0v0dx+

Z
I

uvdx = hu; vi

şi cu funçtionala liniar¼a ': v 7!
Z
I

fvdx. �

Exemplul 9.2. (Condiţie Dirichlet neomogen¼a) Fie problema la limit¼a

(9.3)
�
�u00 + u = f în I = (0; 1)
u(0) = �, u(1) = �

,

unde �; � 2 R sunt date şi f este o funcţie dat¼a din L2 (I).

PropoziŢia 9.2. Fiind date �; � 2 R şi f 2 L2 (I), exist¼a o unic¼a funcţie
u 2 H1 (I) care satisface (9:3). În plus, u se obţine prin

min
v 2 H1 (I)

u(0) = �; u(1) = �

�
1

2

Z
I

�
v02 + v2

�
dx�

Z
I

fvdx

�
.

Dac¼a, în plus, f 2 C
�
I
�
, atunci u 2 C2

�
I
�
.

DemonstraŢie. Fix¼am o funçtie neted¼a w astfel încât w(0) = � şi w(1) = �.
Putem lua, de exemplu, w (x) = (� � �)x+�. Introducem funçtia necunoscut¼a

v = u� w. Atunci v satisface�
�v00 + v = f + w00 � w
v(0) = 0, v(1) = 0

.

Problema se reduce astfel la cazul anterior pentru funçtia v. �

Exemplul 9.3. (Condiţie Neumann omogen¼a) Consider¼am problema la
limit¼a

(9.4)
�
�u00 + u = f în I = (0; 1)
u0(0) = u0(1) = 0

,

unde f este o funcţie dat¼a din L2 (I).
Condiţia la limit¼a u0(0) = u0(1) = 0 se numeşte condiţie Neumann omogen¼a.
O soluţie clasic¼a a problemei (9:4) este o funcţie u 2 C2

�
I
�
care veri�c¼a (9:4)

în sens uzual. O soluţie slab¼a a lui (9:4) este o funcţie u 2 H1 (I), care satisface

(9.5)
Z
I

u0v0dx+

Z
I

uvdx =

Z
I

fvdx, pentru orice v 2 H1 (I) .

Este convenabil s¼a lucr¼am în spaţiul Hilbert H1 (I) şi nu în H1
0 (I) ca mai sus,

deoarece u (0) şi u (1) sunt a priori necunoscute.
Are loc



9. APLICAŢII ALE TEOREMEI LAX-MILGRAM 93

PropoziŢia 9.3. Pentru orice f 2 L2 (I), exist¼a şi este unic u 2 H1 (I) soluţie
a problemei (9:5). În plus u se obţine prin

min
v2H1(I)

�
1

2

Z
I

�
v02 + v2

�
dx�

Z
I

fvdx

�
.

DemonstraŢie. Se aplic¼a teorema Lax-Milgram în spaţiul HilbertH = H1 (I)
cu forma biliniar¼a

a (u; v) =

Z
I

u0v0dx+

Z
I

uvdx = hu; vi

şi cu funçtionala liniar¼a ': v 7!
Z
I

fvdx.

Folosind inegalitatea lui Schwarz, obţinem

ja (u; v)j � ku0kL2(I) kv
0kL2(I) + kukL2(I) kvkL2(I) � 2 kukH1(I) kvkH1(I) ,

deci forma biliniar¼a a este m¼arginit¼a.
Pe de alt¼a parte

a (u; u) = ku0k2L2(I) + kuk
2
L2(I) = kuk

2
H1(I) ,

deci a este coerciv¼a.
De asemenea, din inegalitatea lui Schwarz, obţinem

jh'; vij � kfkL2(I) kvkL2(I) � kfkL2(I) kvkH1(I) .

Prin urmare, ' este o funçtional¼a liniar¼a şi m¼arginit¼a, deci continu¼a pe H1 (I). �

ObservaŢia 9.1. Dac¼a soluţia problemei (9:5) este de clas¼a C2, atunci este
soluţie clasic¼a. Într-adev¼ar, cum u 2 H2 (I), integrând prin p¼arţi în primul termen
din (9.5), deducem

(9.6)
Z
I

(�u00 + u� f) vdx+ u0 (1) v (1)� u0 (0) v (0) = 0;8v 2 H1 (I) :

Dac¼a aleg în (9:6) v 2 H1
0 (I), obţinem �u00+u = f a.p.t. Revenind la (9:6), g¼asim

u0 (1) v (1)� u0 (0) v (0) = 0, pentru orice v 2 H1 (I) .

Deoarece v (0) şi v (1) sunt arbitrare, deducem c¼a u0 (0) = u0 (1) = 0.

Exemplul 9.4. (Problema Dirichlet omogen¼a bidimensional¼a) Fie 
 �
R2 o mulţime deschis¼a şi m¼arginit¼a. C¼aut¼am o funcţie u : 
! R care veri�c¼a

(9.7)
�
��u+ u = f în 

u = 0 pe � = @


,

unde

�u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2
= laplacianul lui u

şi f este o funcţie dat¼a pe 
. Condiţia pe frontier¼a u = 0 pe � se numeşte
condiţie Dirichlet (omogen¼a).

Preciz¼am pentru început cadrul funcţional. Reamintim

H1 (
) =

8>>>><>>>>:u 2 L
2 (
) j

exist¼a g1; g2 2 L2 (
) astfel încâtZ



u@'@xdx = �
Z



g1'dxZ



u@'@y dx = �
Z



g2'dx
, pentru orice ' 2 C10 (
)

9>>>>=>>>>; .
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Pentru u 2 H1 (
) de�nim
@u

@x
= g1,

@u

@y
= g2.

Spaţiul H1 (
) este înzestrat cu produsul scalar

hu; viH1 =

Z



uv dx+
Z



ru � rv dx,

unde ru � rv = @u

@x

@v

@x
+
@u

@y

@v

@y
. Este un spaţiu Hilbert, deci este re�exiv.

Norma asociat¼a este

kukH1(I) =

 
kuk2L2(I) +





@u@x




2
L2(I)

+





@u@y




2
L2(I)

!1=2
.

Spaţiul H1
0 (
) se de�neşte ca �ind închiderea lui C10 (
) în H1 (
). Înzestrat cu

norma indus¼a de H1 (
) este un spaţiu Banach re�exiv. Se poate ar¼ata c¼a C10 (
)
este dens în H1

0 (
). Prin urmare se poate de�ni H
1
0 (
) ca �ind închiderea lui

C10 (
) în H1 (
).
Funcţiile din H1

0 (
) sunt "în mare" funcţiile din H
1 (
), care se anuleaz¼a pe

� = @
. Are loc

Teorema 9.2. ([1, Teorema IX.17]) Presupunem c¼a 
 este cu fontier¼a su�cient
de neted¼a. Fie u 2 H1 (
) \ C

�


�
. Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:

(i) u = 0 pe �;
(ii) u 2 H1

0 (
).

Şi în acest caz are loc inegalitatea lui Poincaré ( teorema 5.3). Presupunem c¼a

 este un deschis m¼arginit. Atunci exist¼a o constant¼a C (depinzând de 
) astfel
încât

kukL2(
) � C krukL2(
) , pentru orice u 2 H
1
0 (
) .

În particular, expresia krukL2(
) este o norm¼a pe H1
0 (
) care este echivalent¼a

cu norma kukH1(
); pe H
1
0 (
) expresia

Z



ru � rv dx este un produs scalar care
induce norma krukL2(
) echivalent¼a cu norma kukH1(
).

O soluţie clasic¼a a problemei (9:7) este o funcţie u 2 C2
�


�
care veri�c¼a

(9:7). O soluţie slab¼a a problemei (9:7) este o funcţie u 2 H1
0 (
) care veri�c¼aZ




ru � rv dx+
Z



uv dx =
Z



fv dx, pentru orice v 2 H1
0 (
) .

Orice soluţie clasic¼a este soluţie slab¼a. Într-adev¼ar, u 2 H1 (
)\C
�


�
şi u = 0

pe �, deci u 2 H1
0 (
) conform teoremei 9.2. Pe de alt¼a parte, dac¼a v 2 C10 (
) avemZ




ru � rv dx+
Z



uv dx =
Z



fv dx

şi, prin densitate, aceast¼a egalitate r¼amâne valabil¼a pentru orice u 2 H1
0 (
). Pen-

tru existenţa şi unicitatea soluţiei slabe vom aplica teorema Lax-Milgram.

Teorema 9.3. (Principiul lui Dirichlet) ( Dirichlet, Riemann, Hilbert )
Pentru orice f 2 L2 (
) exist¼a şi este unic¼a o soluţie slab¼a u 2 H1

0 (
) a problemei
(9:7). În plus, u este soluţie a problemei de minim

min
v2H1

0 (
)

�
1

2

Z



�
jrvj2 + jvj2

�
dx�

Z



fvdx

�
.
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DemonstraŢie. Se alege în teorema Lax-Milgram H = H1
0 (
) cu norma

kukH1
0 (
)

= krukL2(
), forma biliniar¼a simetric¼a

a (u; v) =

Z



ru � rv dx+
Z



uv dx

şi funçtionala liniar¼a ': v 7!
Z



fvdx.

Folosind inegalitatea lui Schwarz şi inegalitatea lui Poincaré, obţinem

ja (u; v)j � krukL2(
) krvkL2(
) + kukL2(
) kvkL2(
) �

�
�
1 + C2

�
krukL2(
) krvkL2(
) =

�
1 + C2

�
kukH1

0 (
)
kvkH1

0 (
)
,

deci forma biliniar¼a a este m¼arginit¼a.
Pe de alt¼a parte

a (u; u) = kruk2L2(
) + kuk
2
L2(
) � kruk

2
L2(
) = kuk

2
H1
0 (
)

,

deci a este coerciv¼a.
De asemenea, din inegalitatea lui Schwarz şi inegalitatea lui Poincaré, obţinem

jh'; vij � kfkL2(
) kvkL2(
) � C kfkL2(
) krvkL2(
) = C kfkL2(
) kukH1
0 (
)

.

Prin urmare, ' este o funçtional¼a liniar¼a şi m¼arginit¼a, deci continu¼a pe H1
0 (
).

�

Exemplul 9.5. (Problema Neumann omogen¼a) Fie 
 � R2 o mulţime
deschis¼a şi m¼arginit¼a, cu frontiera su�cient de neted¼a. C¼aut¼am o funcţie u : 
! R
care veri�c¼a

(9.8)

( ��u+ u = f în 

@u

@n
= 0 pe � = @


,

unde f este o funcţie dat¼a pe 
;
@u

@n
reprezint¼a derivata normal¼a exterioar¼a a lui

u, adic¼a
@u

@n
= ru � �!n , unde �!n este versorul normalei exterioare la �. Condiţia

pe frontier¼a
@u

@n
= 0 pe � se numeşte condiţie Neumann (omogen¼a).

O soluţie clasic¼a a problemei (9:8) este o funcţie u 2 C2
�


�
care satisface

(9:8). O soluţie slab¼a a problemei (9:8) este o funcţie u 2 H1 (
) care veri�c¼aZ



ru � rv dx+
Z



uv dx =
Z



fv dx, pentru orice v 2 H1 (
) .

Orice soluţie clasic¼a este soluţie slab¼a. Pentru aceasta, din formula lui Green
avem Z




(�u) vdx =

Z
�

@u

@n
vd� �

Z



ru � rv dx,

pentru orice u 2 C2
�


�
şi pentru orice v 2 C1

�


�
.

Dac¼a u este soluţie clasic¼a a lui (9:8), atunci u 2 H1 (
) şi avemZ



ru � rv dx+
Z



uv dx =
Z



fv dx, pentru orice v 2 C1
�


�
.

Atunci (9:8) se obţine prin densitate.
Pentru existenţa şi unicitatea soluţiei slabe vom aplica teorema Lax-Milgram.
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Teorema 9.4. Pentru orice f 2 L2 (
) exist¼a şi este unic¼a o soluţie slab¼a
u 2 H1 (
) a problemei (9:8). În plus, u este soluţie a problemei de minim

min
v2H1(
)

�
1

2

Z



�
jrvj2 + jvj2

�
dx�

Z



fvdx

�
.

DemonstraŢie. Se alege în teorema Lax-MilgramH = H1 (
), forma biliniar¼a
simetric¼a

a (u; v) =

Z



ru � rv dx+
Z



uv dx

şi funçtionala liniar¼a ': v 7!
Z



fvdx.

Folosind inegalitatea lui Schwarz, obţinem

ja (u; v)j � krukL2(
) krvkL2(
) + kukL2(
) kvkL2(
) � 2 kukH1(
) kvkH1(
) ,

deci forma biliniar¼a a este m¼arginit¼a.
Pe de alt¼a parte

a (u; u) = kruk2L2(
) + kuk
2
L2(
) = kuk

2
H1(
) ,

deci a este coerciv¼a.
De asemenea, din inegalitatea lui Schwarz, obţinem

jh'; vij � kfkL2(
) kvkL2(
) � kfkL2(
) kvkH1(
) .

Prin urmare, ' este o funçtional¼a liniar¼a şi m¼arginit¼a, deci continu¼a pe H1 (
).
�



CAPITOLUL 4

PROGRAMAREA UNOR PROBLEME SIMPLE

DE ELEMENT FINIT

1. O problem¼a unidimensional¼a

1.1. Formularea problemei. In cele ce urmeaz¼a este exempli�cat¼a utilizarea
metodei elementului �nit pentru rezolvarea unei probleme bilocale pe intervalul
I=(0,1). Prezentarea este conceput¼a a � de sine st¼at¼atoare deşi o parte din cele ce
urmeaz¼a este conţinut¼a în capitolul 3 (vezi exemplul 9.1 , pag. 90 ).

Fie I = [0; 1] şi �e Hm (I) completarea spaţiului C1 (I) faţ¼a de norma

kfkm =
�Z

I

f2 (x) dx+
Z
I

f 02 (x) dx+ :::+
Z
I

f (m) (x) dx
�1=2

Not¼am cu Hm
0 (I) completarea în aceeaşi norm¼a a spaţiului C

1
0 (I). Elementele din

Hm
0 (I) au ca restriçtie pe zero la capetele intervalului. In exemplul nostru soluţia

problemei va � în spaţiul H1
0 (I), spaţiu pe care îl not¼am în cele ce urmeaz¼a cu V .

Mai multe detalii despre spaţiile Sobolev Hm se g¼asesc în capitolul 3.

PropoziŢia 1.1. a)Exist¼a o constant¼a C0 astfel ca pentru orice f 2 C10 (I)
avem

(1.1)
Z
I

f2 (x) dx � C0

Z
I

f 02 (x) dx

b)Pentru c : [0; 1]! R, c � 0, m¼arginit¼a şi integrabil¼a, normele

kfk1a =
�Z

I

c(x)f2 (x) dx+
Z
I

f 02 (x) dx
�1=2

şi

kfk1b =
�Z

I

f2 (x) dx+
Z
I

f 02 (x) dx
�1=2

sunt echivalente pe V .

DemonstraŢie. a)Pentru a demonstra inegalitatea ( 1.1) proced¼am astfel

jf (x) j =
����Z x

0

f 0 (t) dt

���� � �Z x

0

f 02 (t)dt
�1=2�Z x

0

1dt
�1=2

�
�Z x

0

f 02 (t) dt
�1=2

97



98 4. PROGRAMAREA UNOR PROBLEME SIMPLE DE ELEMENT FINIT

Avem acumZ 1

o

f2 (x) dx =
Z 1

0

�Z x

0

f 0 (t) dt
�2

dx

�
Z 1

0

�Z x

0

f 02 (t) dt
�
dx �

Z 1

0

�Z 1

0

f 02 (t) dt
�
dx

=

Z 1

0

�Z 1

0

f 02 (t)dx
�
dt =

Z 1

0

f 02 (t) dt �
Z 1

0

f 02 (t)dt

Putem deci lua constanta C0 egal¼a cu 1.
b) este consecinţ¼a a lui a). Anume avem

kfk21a � (max jcj) + 1) kfk
2
1b

kfk21b � (max jcj � C0 + 1) kfk1a
�

Problema c¼areia îi c¼aut¼am o soluţie este urm¼atoarea

(p)
�
�u00 (x) + c (x)u (x) = f (x) x 2 (0; 1); c (x) � 0

u (0) = 0; u (1) = 0
;

unde c şi f sunt continue pe I (vezi şi exemplul de la pagina 90). Soluţiile clasice
ale acestei probleme sunt funçtii u 2 C2 (I) \ C0

�
�I
�
care veri�c¼a cerinţele (p).

De�nim a : V � V ! R, L : V ! R, J : V ! R prin

a (u; v) =

Z
I

(u0 (x) v0 (x) + c (x)u (x) v (x))dx

L (v) =

Z
I

f (x) v (x) dx

J (v) =
1

2
a (v; v)� L (v)

Din propozi̧tia 1.1 rezult¼a c¼a a este un produs scalar pe V echivalent cu produsul
standard. Vom nota

kuka =
p
a (u; u)

norma pe 6 V indus¼a de produsul scalar a. L şi J sunt aplicaţii continue pe V , L
�ind în plus liniar¼a.

In continuare consider¼am urm¼atoarele probleme

(pv)
�

u 2 V
a (u; v) = L (v) 8v 2 V

(mv)

(
u 2 V

J (u) = inf
v2V

J (v)

Avem urm¼atorul rezultat

PropoziŢia 1.2. a)Problemele (pv) şi (mv) sunt echivalente.
b) Dac¼a problema (p) are soluţia u atunci u este soluţie şi pentru problemele (pv)
şi (mv).
c) Dac¼a una din problemele (pv) sau (mv) are o soluţie de clas¼a C2 atunci aceea
este soluţie şi pentru problema (p) .
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DemonstraŢie. a) Acest punct rezult¼a din teorema Lax-Milgram (vezi teo-
rema 8.2, pag. 88 sau exemplul 9.1, pag. 90), dar d¼am o demonstraţie direct¼a.
Dac¼a u este o soluţie a problemei (pv) atunci pentru orice v 2 V

J (u+ v)� J (u) = 1

2
a (u+ v; u+ v)� L (u+ v)�

�
1

2
a (u; u)� L (u)

�
=
1

2
a (v; v) + a (u; v)� L (v)| {z }

=0

=
1

2
a (v; v) � 0

deci J (u) = inf
w2V

J (w), adic¼a problema (mv). Invers, dac¼a u este soluţie a problemei

(mv) atunci J (u+ �v) � J (u) � 0 pentru orice v 2 V şi orice � 2 R. Explicitând
pe J rezult¼a

1

2
a (v; v) �2 + (a (u; v)� L (v)) � � 0

pentru orice v 2 V şi orice � 2 R. Aceast¼a funçtie de gradul 2 în � ia doar valori
mai mari sau egale ca zero dac¼a şi numai dac¼a a (u; v) � L (v) = 0. Cum aceast¼a
condi̧tie trebuie îndeplinit¼a pentru orice v 2 V rezult¼a c¼a u este soluţie a problemei
(pv). Punctul a) este demonstrat.
b) Dac¼a u este soluţie a problemei (p) atunci din �u00 (x)+c (x)u (x) = f (x) rezult¼a
pentru orice v 2 V relaţia

(1.2)
Z 1

0

(�u00 (x) + c (x)u (x)) v (x) dx =
Z 1

0

f (x) v (x)dx

şi prin integrare prin p¼aŗti în primul membru (̧tinem seama c¼a u(0)=u(1)=0)
obţinem forma echivalent¼a

(1.3)
Z 1

0

(u0 (x) v0 (x) + c (x)u (x) v (x))dx =
Z 1

0

f (x) v (x) dx

pentru orice v 2 V , adic¼a
a (u; v) = L (v) pentru orice v 2 V

deci u este soluţie a problemei (pv) şi din punctul a) este şi soluţie a problemei
(mv) .
c) Dac¼a una din problemele (pv) sau (mv) are o soluţie u de clas¼a C2 atunci din
a) u este soluţie a problemei (pv) deci are loc egalitatea (1.3) pentru orice v 2
V , echivalent¼a cu (1.2) şi din lema fundamental¼a a calculului variaţional (vezi de
exemplu lema 3.1, pag. 72 sau lema 1.2, pag. 41) rezult¼a �u00 (x) + c (x)u (x) =
f (x) pentru orice x 2 I. �

1.2. Metoda numeric¼a. Când nu avem posibilitatea de rezolvare exact¼a a
problemei (p) c¼aut¼am soluţii aproximative. In cazul nostru vom de�ni pentru h 2 R,
h > 0, un spaţiu �nit dimensional Vh � V şi vom c¼auta în Vh o funçtie uh care s¼a
�e soluţie a unei probleme asem¼an¼atoare cu problema (pv). Vom ar¼ata pe urm¼a c¼a
h! 0 implic¼a uh ! u.

Pentru de�nirea spaţiului Vh alegem h = 1
n+1 , n 2 N� şi diviz¼am intervalul

[0,1] prin punctele 0 = x0 < x1 < x2 < ::: < xn < xn+1 = 1 cu xi � xi�1 = h
pentru orice i 2 1::n+ 1. De�nim acum funçtiile wi : [0; 1]! R prin

(1.4) wi (x) =

8<:
x�xi�1

h x 2 [xi�1; xi]
xi+1�x

h x 2 [xi; xi+1]
0 {̂n rest
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pentru i=1, 2,..., n. Gra�cul unei asemenea funçtii arat¼a astfel (gra�cul este luat
din Mathcad)

0 0.5 1
0

0.5

1

Graficul functiei w(i,x)

0.98

0

submatrix pg 0, ngr, 1, 1,( )

0

10 submatrix pg 0, ngr, 0, 0,( ) p j,

Fie Vh spaţiul vectorial generat de funçtiile wi de mai sus. Este un spaţiu
�nit dimensional, de dimensiune n şi o funçtie din Vh este liniar¼a pe orice interval
[xi�1; xi]. Gra�cul unei astfel de funçtii arat¼a ca în �gura urm¼atoare:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

21.509

0

submatrix pg 0, ngr, 1, 1,( )

0

10 submatrix pg 0, ngr, 0, 0,( ) p j,

Gra�cul unei funçtii din Vh
Pentru v 2 Vh avem dezvoltarea v =

Pn
i=1 v (xi)wi pentru c¼a în ambii membri

avem funçtii liniare pe intervalele [xi�1; xi] şi care iau în punctele xi valorile v (xi).
De�nim problema urm¼atoare asem¼an¼atoare cu (pv)

(ph)
�

uh 2 Vh
a (uh; vh) = L (vh) ; 8vh 2 Vh

In spaţiul �nit dimensional Vh avem

(1.5) uh =
nX
i=1

�iwi

Problema (ph) devine

a

 
nX
i=1

�iwi; wj

!
= L (wj) ; j = 1::n

sau

A� = B; A 2M (n; n;R) ; B 2M (n; 1; R)

Ai;j = Aj;i = a(wi; wj) = a(wj ; wi) =

Z
I

�
w0i (x)w

0
j (x) + c (x)wi (x)wj (x)

�
dx

Bi = L (wi) =

Z
I

f (x)wi (x)dx
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Avem � = A�1B (inversarea matricei A este posibil¼a deoarece este matricea aso-
ciat¼a produsului scalar a în baza fw1; w2; :::wng. Cu aceste valori � determinate
avem soluţia aproximativ¼a uh dat¼a de (1.5).

ObservaŢia 1.1. In cazul funcţiilor wi date de (1.4) avem w0 � 1=h ceea ce
face ca s¼a avem Ai;j � C

h . Pentru a evita ca Ai;j !1 când h! 0 putem înmulţi
sistemul A� = B cu h şi atunci noua matrice A1 = hA va avea componentele
m¼arginite când h! 0.

PropoziŢia 1.3. Dac¼a u este soluţia clasic¼a a problemei (p) şi uh este soluţia
problemei (ph) atunci u� uh este perpendicular pe Vh în raport cu produsul scalar
a, deci uh este proiecţia ortogonal¼a a lui u pe Vh.

DemonstraŢie. Conform (1.2) punctul b) avem a (u; v) = L (v) pentru orice
v 2 V , iar din (ph) avem a (uh; vh) = L (vh) pentru orice vh 2 Vh � V , de unde
prin sc¼adere a (u� uh; vh) = 0 pentru orice vh 2 Vh. �

ObservaŢia 1.2. Spaţiul Vh �ind �nit dimensional este închis în V şi avem
descompunerea ortogonal¼a unic¼a faţ¼a de produsul scalar a, u = vh + (u� vh), cu
vh 2 Vh, u� vh 2 V ?h (vezi teorema 7.1, pag. 85).

In ce priveşte calitatea aproxim¼arii soluţiei exacte a problemei (p) de c¼atre
soluţia uh a problemei (ph) avem teorema

Teorema 1.1. Dac¼a problema p are soluţia u 2 C2 (I) \C0
�
�I
�
atunci soluţia

uh a problemei (ph) satisface o inegalitate de forma jju � uhjjL2 � Ch, unde con-
stanta C este independent¼a de h.

DemonstraŢie. Pentru o funçtie u, continu¼a pe I, de�nim ~u 2 Vm prin

~u =
nX
i=1

u (xi)wi

Avem pentru x 2 (xi; xi+1)

u (xi+1) = u (x) + u0 (x) (xi+1 � x) +
u00 (�)

2
(xi+1 � x)2

u (xi) = u (x) + u0 (x) (xi � x) +
u00 (�)

2
(xi � x)2

Prin sc¼aderea celor dou¼a relaţii şi divizarea rezultatului la h, ţinând seama c¼a
xi+1 � xi = h obţinem����u (xi+1)� u (xi)h

� u0 (x)
���� � max ju00j � h

sau
j~u0 (x)� u0 (x)j � max ju00j � h

de unde ţinând seama de (1.1) şi m¼arginirea funçtiei c obţinem

ku� ~uka = (a (u� ~u; u� ~u))
1=2(1.6)

=

�Z 1

0

(u0 (x)� ~u0 (x))2 dx+
Z 1

0

c (x) (u (x)� ~u (x))dx
�1=2

(1.7)

� C1

�Z 1

0

(u0 (x)� ~u0 (x))2 dx
�1=2

� C1max ju00j � h(1.8)
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Pe de alt¼a parte din propozi̧tia (1.3) rezult¼a

(1.9) ku� uhka � ku� ~uka
Inegalit¼aţile (1.6)-(1.8) şi (1.9) dau

(1.10) ku� uhka � C1max ju00j � h

Pe de alt¼a parte din (1.1) exist¼a o constant¼a C2 (se poate lua C2 = 1) astfel ca

(1.11) ku� uhkL2 � C2 ku� uhka
Din (1.11) şi (1.10) rezult¼a

ku� uhkL2 � C2C1max ju00j � h

�

1.3. Programul Mathcad. In cele ce urmeaz¼a apare programul corespunz¼a-
tor metodei numerice descrise mai sus pentru problema �u00 (x)+c (x)u (x) = f (x)
pe intervalul (0; 1), cu condi̧tiile u (0) = u (1) = 0. Am luat c (x) = 1 + x şi
f (x) = �2 + 6x+ x2 � x4. Am ales aceste funçtii pentru c¼a atunci soluţia exact¼a
este u (x) = x2 � x3. In acest program indicii vectorilor încep cu zero.

s 0:= d 1:= n 5:= h
d s−

n 1+
:=

i 0 n 1+..:= pi s h i⋅+:=

w i x,( )
x pi 1−−

h
pi 1− x≤ pi≤if

pi 1+ x−

h
pi x≤ pi 1+≤if

0 otherwise

:= dw i x,( )
1
h

pi 1− x≤ pi≤if

1−

h
pi x≤ pi 1+≤if

0 otherwise

:=

c x( ) 1 x+:= f x( ) 2− 6 x⋅+ x
2

+ x
4

−:= uex x( ) x
2

x
3

−:=

Matricea sistemului liniar (indicii sunt intre 0 si n­1)

i 1 n..:= j 1 n..:=

Ai 1− j 1−,
p i 1−

p i 1+

xdw i x,( ) dw j x,( )⋅ c x( ) w i x,( )⋅ w j x,( )⋅+( )
⌠

⌡

d:=

i 1 n..:= Bi 1−
s

d
xf x( ) w i x,( )⋅

⌠

⌡

d:=
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A

12.13

5.965−

0

0

0

5.965−

12.148

5.961−

0

0

0

5.961−

12.167

5.956−

0

0

0

5.956−

12.185

5.951−

0

0

0

5.951−

12.204

















= B

0.162−

0.017

0.198

0.373

0.533

















=

λ A 1− B⋅:=

λ

0.023

0.074

0.125

0.149

0.116

















=

uh x( )

1

n

i

λi 1− w i x,( )⋅∑
=

:=

Gra�cul soluţiei

Graficul solutiei aproximative si al solutiei exacte

k 0 ngr..:= tgk s k
d s−

ngr
⋅+





:= fgk uh tgk( ):= feg k uex tgk( ):=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15
0.148

0

fg

feg

10 tg

Se vede c¼a diferenţa dintre soluţia exact¼a şi cea aproximativ¼a este su�cient de
mic¼a deşi am utilizat doar n=5 elemente �nite.

2. O problem¼a bidimensional¼a

2.1. Formularea problemei. Problema pe care o program¼am în aceast¼a
seçtiune este:
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(P)

8>>>><>>>>:
�@2u
@x2 �

@2u
@y2 + c � u = f

u 2 C(2)(
) \ C(0)(�
)
c; f 2 C(0)(�
)
c � 0
u j@
= 0

Problema este un caz particular al problemei (1.1)-(1.3 cap. 2, pag. 40) unde
�0 = @
 , �1 = ; şi este cunoscut¼a sub numele de problema Dirichlet omogen¼a (vezi
şi exemplul 9.4 cap. 3, pag. 93). O s¼a urm¼am paşii de la problema unidimensional¼a,
indicând rezultatele matematice pe care se bazeaz¼a metoda numeric¼a. Pentru ca
expunerea s¼a aib¼a un grad de autonomie vom relua unele din demonstraţiile din
capitolele anterioare, date în situaţii mai generale. Vom nota un punct din plan
prin (x; y), iar m¼asura Lebesgue prin dxdy.

Not¼am cu H1 (
) spaţiul Sobolev (vezi pag. 79) al funçtiilor reale pe 
 de
p¼atrat integrabil care au aproape peste tot derivate paŗtiale de ordinul 1 de p¼atrat
integrabil. Produsul scalar în acest spaţiu este

(2.1) (u; v)H1(
) =

ZZ



uvdxdy +
ZZ



@u

@x

@v

@x
dxdy +

ZZ



@u

@y

@v

@y
dxdy

Conform teoremei 5.2, pag. 81, H1 (
) este închiderea spaţiului C1
�
�

�
în raport

cu norma dat¼a de produsul scalar (2.1). Not¼am H1
0 (
) închiderea în H1 (
) a

muļtimii C10
�
�

�
. Spaţiul H1

0 (
) este format din acele elemente din H
1 (
) care

au restriçtia la frontier¼a nul¼a (vezi pag. 81). In cele ce urmeaz¼a vom nota spaţiul
H1
0 (
) cu V . Pe V introducem urm¼atoarele trei forme biliniare simetrice; forma

(2.1) şi urm¼atoarele dou¼a

(u; v)1 =

ZZ



gradu (x; y) � grad v (x; y) dxdy

(2.2)

(u; v)a = a (u; v) =

ZZ



(gradu (x; y) � grad v (x; y) + c (x; y)u (x; y) v (x; y))dxdy

(2.3)

unde c � 0. Din inegalitatea Friederichs-Poincaré (vezi teorema 5.3, pag. 81) avem
propozi̧tia

PropoziŢia 2.1. Cele trei forme simetrice (2.1),(2.2), (2.3) sunt produse scalare
pe V = H1

0 (
) şi normele date de ele sunt echivalente.

DemonstraŢie. Ca urmare a inegalit¼aţii Friederichs-Poincaré detaliat¼a sub
forma ZZ




u2 (x; y) dxdy � c


ZZ



 �
@u

@x

�2
+

�
@u

@y

�2!
dxdy(2.4)

pentru u 2 H1
0 (
)



2. O PROBLEM ¼A BIDIMENSIONAL ¼A 105

şi a faptului c¼a c este continu¼a, m¼arginit¼a şi pozitiv¼a pe 
 avem

(u; u)1 � (u; u)H1(
) � (c
 + 1) (u; u)1
(u; u)1 � (u; u)a � (1 + c
max c) (u; u)1

ceea ce arat¼a c¼a formele (u; v)1 şi (u; v)a sunt şi ele pozitiv de�nite şi dau norme
echivalente cu kkH1(
). �

De�nim ca şi în cazul unidimensional L : V ! R

L (v) =

ZZ



f (x; y) � v (x; y) dxdy

şi J : V ! R prin

J (v) =
1

2
a (v; v)� L (v)

De�nim de asemenea alte dou¼a probleme

(PV)
�

u 2 V
a (u; v) = L (v) 8v 2 V

(MV)

(
u 2 V

J (u) = inf
v2V

J (v)

care sunt formal identice cu problemele (pv), (mv) din cazul unidimensional. Avem
urm¼atoarea propozi̧tie

PropoziŢia 2.2. a) Problemele (PV ) şi (MV) sunt echivalente.
b) Dac¼a problema (P) are soluţia u, atunci u este soluţie pentru problemele (PV )
şi (MV).
c) Dac¼a una din problemele (PV) sau (MV) are o soluţie de clas¼a C2 atunci aceea
este soluţie şi pentru problema (P) .

DemonstraŢie. a) Echivalenţa (PV ) şi (MV) este analoag¼a cu punctul a) a
propozi̧tiei 1.2.

b) Dac¼a �@2u
@x2 �

@2u
@y2 + c � u = f , u 2 V atunci pentru orice v 2 V avem prin

integrare prin p¼aŗti (lema 1.1, pag. 41)

0 =

ZZ



�
�@

2u

@x2
� @2u

@y2
+ cu� f

�
vdxdy(2.5)

=

Z



�
@u

@x

@v

@x
+
@u

@y

@v

@y
+ cuv � fv

�
dxdy| {z }

a(u;v)�L(v)

�
Z
@


�
@u

@x
vdy +

@u

@y
vdx

�
| {z }

=0

(2.6)

= a (u; v)� L (v)

ceea ce arat¼a c¼a c¼a u este soluţie a problemei (PV) deci din a) şi a problemei (MV):
c) Dac¼a u 2 C2

�
�

�
este soluţie a problemei (PV ) atunci termenul din (2.6)

este zero, deci şi membrul drept din (2.5) este zero pentru orice v 2 V şi conform
lemei fundamentale a calculului variaţional �@2u

@x2 �
@2u
@y2 + cu� f = 0 în 
. �



106 4. PROGRAMAREA UNOR PROBLEME SIMPLE DE ELEMENT FINIT

2.2. Metoda numeric¼a. Metoda numeric¼a a elementului �nit pentru re-
zolvarea problemei (P) este descris¼a într-un caz mai general în cap. 2, pag. 45
(metoda elementului Lagrange de gradul 1). Recapitul¼am aici etapele de calcul.

a) Se divide domeniul 
 în triunghiuri astfel ca dou¼a trunghiuri s¼a �e ori dis-
juncte ori s¼a aib¼a în comun o latur¼a sau un vârf. Not¼am Th muļtimea acestor
triunghiuri.

b) Consider¼am spaţiul �nit dimensional Vh al funçtiilor continue u : �
 ! R
astfel ca uj@
 = 0 şi în interiorul �ec¼arui triunghi din Th; u este funçtie de gradul 1
în x şi y. Pe un triunghi K 2 Th care are vârfurile PiPjPk în ordine trigonometric¼a,
funçtia u este dat¼a de formula (P 2 K):

u (P ) = u (Pi)
aria (PPjPk)
aria (PiPjPk)

+ u (Pj)
aria (PPkPi)
aria (PiPjPk)

+ u (Pk)
aria (PPiPj)
aria (PiPjPk)

Conform exemplului 4.6, pag. 77 Vh � V . Funçtiile 'Ki ; '
K
j ; '

K
k : K ! R de�nite

prin

'Ki (P ) =
aria (PPjPk)
aria (PiPjPk)

=

������
1 1 1
x xj xk
y yj yk

������������
1 1 1
xi xj xk
yj yj yk

������
şi analoagele (P are coordonatele (x; y), Pi are coordonatele (xi; yi) etc.) se numesc
coordonatele baricentrice ale punctului P faţ¼a de triunghiul K. Dac¼a numerot¼am
vârfurile triunghiurilor interioare domeniului 
 prin P1, P2,...Pn atunci muļtimea
de funçtii fw1; w2; :::wng � Vh, unde

wi (P ) =

�
'Ki (P ) dac¼a P 2 K şi Pi este vârf al triunghiului K
0 în caz contrar

formeaz¼a o baz¼a în Vh . Funçtia wi are valoarea 1 în vârful Pi şi valoarea zero în
celelalte vârfuri, iar suportul funçtiei este reuniunea triunghiurilor care îl au pe Pi
ca vârf (vezi �gura urm¼atoare)

Suportul funçtiei w6
z1

Gra�cul unei funçtii wi
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Pentru o funçtie u 2 Vh avem dezvoltarea

u 2 Vh =) u =
nX
i=1

u (Pi)wi

c) De�nim analog cu problema (ph) din cazul unidimensional problema

(Ph)
�

uh 2 Vh
a (uh; vh) = L (vh) ; 8vh 2 Vh

La fel ca în cazul problemei bilocale avem uh =
Pn
i=1 �iwi, iar (Ph) devine

A� = B

A 2M (n; n;R) ; B 2M (n; 1; R)

cu

Ai;j = Aj;i = a(wi; wj) = a(wj ; wi)

Bi = L (wi)

Propozi̧tia 1.3 şi observaţia 1.2 se aplic¼a şi în cazul problemei bidimensionale
considerate.

PropoziŢia 2.3. Dac¼a u este soluţia clasic¼a a problemei (P) şi uh este soluţia
problemei (Ph) atunci u� uh este perpendicular pe Vh în raport cu produsul scalar
a, deci uh este proiecţia ortogonal¼a a lui u pe Vh.

d) Not¼am cu h cel mai mare diametru al unui triunghi din Th. Studiem con-
vergenţa soluţiilor uh c¼atre soluţia u a problemei ini̧tiale (P). Avem urm¼atoarea
teorem¼a

Teorema 2.1. Dac¼a sunt îndeplinite condiţiile:
i) problema (P) are soluţia u
ii) unghiurile triunghiurilor din Th sunt toate mai mari ca �0 2 (0; �) ,
atunci exist¼a constantele C şi D, independente de Th astfel ca

ku� uhkL2 � Ch
p
1 +Dh2;

unde uh este soluţia problemei (Ph)

DemonstraŢie. Demonstraţia este dat¼a în cap. 2, seçtiunea "Evaluarea erorii".
Relu¼am unele puncte ale demonstraţiei pentru cazul nostru particular. Fie u soluţia
problemei (P). La fel ca în teorema 1.1 de�nim

~uh =
nX
i=1

u (Pi)wi 2 Vh

Funçtia uh este în Vh şi coincide cu u în vârurile Pi ale triangulariz¼arii. Tinând
seama de propozi̧tia 2.1 şi de faptul c¼a (u� uh) ? Vh faţ¼a de produsul scalar a,
avem

(2.7) ku� uhkL2 � ku� uhkH1(
) � C0 ku� uhka � C0 ku� ~uhka
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Inegalit¼aţile (5.27), pag. 62, se scriu mai în detaliu pe triunghiul K (uK din formula
(5.27), cap. 2 este ~uh restriçtionat la K):

ku� ~uhk1 � ~CM
(K)
2 h2K

kDu�D~uhk1 � ~~CM
(K)
2

h2K
�K

unde hK este diametrul triunghiului K, �K este raza cercului înscris în K, ~C şi ~~C
sunt constante independente de triunghi, M (K)

2 este

M
(K)
2 = max

(x;y)2K







 

@2u
@x2

@2u
@x@y

@2u
@x@y

@2u
@y2

!





2

Considerând toate triunghiurile K 2 Th obţinem pe tot domeniul 


ku� ~uhk1 � ~CM2h
2(2.8)

kDu�D~uhk1 � ~~CM2

�
max
K2Th

hK
�K

�
h(2.9)

unde h = maxK hK este diametrul maxim al triunghiurilor din Th, iar M2 este

M2 = max
(x;y)2








 

@2u
@x2

@2u
@x@y

@2u
@x@y

@2u
@y2

!





2

Rezult¼a din formula (??), pag. ?? c¼a

max
K2Th

hK
�K

� 2

sin �h

unde �h este cel mai mic unghi al unui triunghi K 2 Th. Cu aceasta inegalitatea
(2.9) devine

(2.10) kDu�D~uhk1 � ~~CM2
2h

sin �h

iar dac¼a toate unghiurile sunt mai mari ca �0 atunci

(2.11) kDu�D~uhk1 � ~~CM2
2h

sin �0

Avem acum ca în observaţia (5.1), cap. 2, utilizând (2.8), (2.11) şi de�ni̧tia pro-
dusului a

ku� ~uhk2a =
ZZ



kDu�D~uhk2 dxdy +
ZZ



c ju� ~uhj2 dxdy

� aria (
) �
�
~~CM2

2h

sin �0

�2
+max c � aria (
) �

�
~CM2h

2
�2

sau

(2.12) ku� ~uhk2a � C1h
2 + C2h

4

Inegalit¼aţile (2.7) şi (2.12) ne dau ku� uhkL2 � Ch
p
1 +Dh2 cu C şi D indepen-

dente de Th. �
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Teorema pune în evidenţ¼a faptul c¼a dac¼a se fac triangulariz¼ari Th din ce în ce
mai �ne (h ! 0) astfel ca unghiurile triunghurilor s¼a nu se apropie de zero ci s¼a
r¼amân¼a deasupra unui anumit nivel �0 atunci uh ! u în L2 (
).

2.3. Programul Mathcad. Programul prezentat în continuare rezolv¼a ecuaţia
�@2u
@x2 �

@2u
@y2 + c � u = f în 
 , uj
 = 0 cu 
 un dreptunghi. Divizarea domeniului


 în triunghiuri se face în afara programului. Programul preia datele a trei �̧siere
ce conţin informaţii despre triangularizare:

i) în matricea ig se introduc (citesc) pentru �ecare triunghi, indicii vârfurilor,
vârfurile �ind enumerate în sens trigonometric pozitiv

ii) în vectorul xg se citesc coordonatele x ale vârfurilor
iii) în vectorul yg se citesc coordonatele y ale vârfurilor
Prin convenţie primele vârfuri sunt cele interioare, ultimele cele de pe frontier¼a.

Num¼arul total de vârfuri este Q, din care N interioare. Divizarea în elemente �nite
(deci construçtia matricelor ig, xg, yg) s-a f¼acut manual.

ORIGIN 1≡

c x y,( ) x y+:= f x y,( ) 10x
2

5y−:=

Nodurile pentru fiecare element, in sens trigonometric pozitiv

ig READPRN "E:\PV\Seminarul catedrei\2008­2009\Mcad\exig.txt"( ):=

npie 3:= numrul nodurilor pe un element

Coordonatele varfurilor s unt in doua fisiere

xg READPRN "E:\PV\Seminarul catedrei\2008­2009\Mcad\exxg.txt"( ):=

yg READPRN "E:\PV\Seminarul catedrei\2008­2009\Mcad\exyg.txt"( ):=

N 9:= numarul de noduri pe interioare

Q 25:= numarul total de noduri

ne rows ig( ):= ne 32= numarul de triunghiuri
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Reprezentarea grafica

i 1 npie..:= j 1 ne..:= abscisa i j, xg igj i,( ):= ordonata i j, yg igj i,( ):=

extrasa submatrix abscisa 1, 1, 1, cols abscisa( ),( ):=

extraso submatrix ordonata 1, 1, 1, cols ordonata( ),( ):=

rabs stack abscisa extrasa,( ):=

rord stack ordonata extraso,( ):=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1
1.1

0.1−

rord

1.10.1− rabs

Ariile triunghiurilor

ie 1 ne..:= Sie

1

1

1

xg igie 1,( )
xg igie 2,( )
xg igie 3,( )

yg igie 1,( )
yg igie 2,( )
yg igie 3,( )















2
:=

Coordonatele baricentrice pe elementui ie
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bar k ie, x, y,( ) v 0←

v

1

1

1

x

xg igie 2,( )
xg igie 3,( )

y

yg igie 2,( )
yg igie 3,( )













2 Sie⋅
← k 1if

v

1

1

1

x

xg igie 3,( )
xg igie 1,( )

y

yg igie 3,( )
yg igie 1,( )













2 Sie⋅
← k 2if

v

1

1

1

x

xg igie 1,( )
xg igie 2,( )

y

yg igie 1,( )
yg igie 2,( )













2 Sie⋅
← k 3if

v

:=

Baza de funçtii pentru Vh

w i x, y,( ) v 0←

bar k ie, x, y,( )return igie k, iif

k 1 3..∈for bar 1 ie, x, y,( ) 0≥( ) bar 2 ie, x, y,( ) 0≥( )∧ bar 3 ie, x, y,( ) 0≥( )∧if

ie 1 ne..∈for

v

:=

Derivatele funçtiilor coordonate baricentrice
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dxbar k ie, x, y,( ) v

0

1

1

1

xg igie 2,( )
xg igie 3,( )

0

yg igie 2,( )
yg igie 3,( )













2 Sie⋅
← k 1if

v

0

1

1

1

xg igie 3,( )
xg igie 1,( )

0

yg igie 3,( )
yg igie 1,( )













2 Sie⋅
← k 2if

v

0

1

1

1

xg igie 1,( )
xg igie 2,( )

0

yg igie 1,( )
yg igie 2,( )













2 Sie⋅
← k 3if

v

:=

dybar k ie, x, y,( ) v

0

1

1

0

xg igie 2,( )
xg igie 3,( )

1

yg igie 2,( )
yg igie 3,( )













2 Sie⋅
← k 1if

v

0

1

1

0

xg igie 3,( )
xg igie 1,( )

1

yg igie 3,( )
yg igie 1,( )













2 Sie⋅
← k 2if

v

0

1

1

0

xg igie 1,( )
xg igie 2,( )

1

yg igie 1,( )
yg igie 2,( )













2 Sie⋅
← k 3if

v

:=
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Matricea sistemului este calculat¼a dup¼a formula din teorie. Integrala unei

funçtii F pe triunghiul ABC este calculat¼a dup¼a formula aproximativ¼a
ZZ
ABC

F (x; y)dxdy �

F
�
xA+xB+xC

3 ; yA+yb+yC3

�
aria(ABC).

m_s

Ai j, 0←

j 1 N..∈for

i 1 N..∈for

i igie k1,←

j igie k2,←

x
xg igie 1,( ) xg igie 2,( )+ xg igie 3,( )+

3
←

y
yg igie 1,( ) yg igie 2,( )+ yg igie 3,( )+

3
←

Ai j, Ai j, dxbar k2 ie, x, y,( ) dxbar k1 ie, x, y,( )⋅ dybar k2 ie, x, y,( ) dybar k1 ie, x, y,( )⋅+
c x y,( ) bar k2 ie, x, y,( )⋅ bar k1 ie, x, y,( )⋅+

...





Sie⋅+← 1 i≤ N≤( ) 1 j≤ N≤( )∧if

k2 1 npie..∈for

k1 1 npie..∈for

ie 1 ne..∈for

A

:=

A m_s:=

Reprezent¼am matricea A prin nuanţe de gri. Zonele mai închise reprezint¼a
valori mai mari în modul, alb înseamn¼a zero.

B A
→

:= vm max B( ):=

255
255
vm

B⋅−

Se vede c¼a elementele nenule ale matricei A sunt concentrate de-a lungul dia-
gonalei principale.

Calcul¼am termenii liberi.
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t_lib

Bi 0←

i 1 N..∈for

x
xg igie 1,( ) xg igie 2,( )+ xg igie 3,( )+

3
←

y
yg igie 1,( ) yg igie 2,( )+ yg igie 3,( )+

3
←

i igie k,←

Bi Bi f x y,( ) bar k ie, x, y,( )⋅ Sie⋅+← 1 i≤ N≤if

k 1 npie..∈for

ie 1 ne..∈for

B

:=

B t_lib:=

Rezolv¼am sistemul

λ A 1− B⋅:=

Scriem formula soluţiei aproximative

ua x y,( )

1

N

i

λi w i x, y,( )⋅∑
=

:=

Gra�cul soluţiei aproximative

λ

0.058−

0.012−

0.052

0.035−

0.028

0.097

2.923− 10 3−
×

0.054

0.107





























=

ng 41:= pas
1

ng 1−
:= ix 1 ng..:= xrgix pas ix 1−( )⋅:=

iy 1 ng..:= yrg iy pas iy 1−( )⋅:=

z1ix iy, ua xrgix yrg iy,( ):=
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z1

Gra�cul soluţiei aproximative

z1

Liniile de nivel pentru soluţia aproximativ�a

Cu aceasta se încheie varianta simpl¼a de programare în mathcad a unei pro-
bleme la limit¼a bidimensionale. In [10] se g¼aseşte programul mathcad cu elemente
Lagrange de ordinul 2 pentru ecuaţia �u = f cu condi̧tii Dirichlet pe unele poŗtiuni
ale frontierei şi condi̧tii Neumann pe alte poŗtiuni.
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Pentru divizarea domeniului în elemente �nite se poate utiliza un program
gratuit, easymesh, de la Universitatea din Trieste, program ce poate � desc¼ar-
cat de la http://www-dinma.univ.trieste.it/~nirftc/research/easymesh/. Progra-
mul primeşte ca dat¼a de intrare un �̧sier text cu informaţii despre domeniu şi
furnizeaz¼a trei �̧siere text cu informaţii despre vârfurile, laturile şi triunghiurile
diviz¼arii. Pe baza informaţiilor din aceste �̧siere se pot construi matricele ig, xg,
yg pe care în programul nostru le-am citit din �̧siere externe, apoi se pot continua
calculele ca mai sus. Pe pagina web a programului easymesh se g¼asesc informaţii
despre modul de utilizare, informaţii ilustrate cu exemple concrete.

===
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cureşti, 1987.
[12] V. I. SMIRNOV, Curs de matematici superioare, vol. V, Editura Tehnic¼a, Bucureşti, 1963.
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