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Problema 1
Fie k € {0,1,2,...,12} sin € N. Se consideré functiile fi ,: R* - R,
xkyt2—k
2 Lo K # (0,0
fk,n(x:y) = (xz +y2)n ( y) ( )
0, (x,y) = (0,0),

si gn:R? - R, g,(x,y) = (x% + y?)", pentru orice (x,y) € R2.

a) Stabiliti pentru ce k € {0,1,2, ...,12}, functia f; , este continua pe R?. Stabiliti daca functia f ¢
este continua pe R2.

b) Determinati punctele de extrem ale functiei f o cu legatura g, (x,y) = 2.

c) Determinati valoarea numaruluireal I, = fol fi1(x,1=x) - g%(x, 1 — x)dx.

Barem:

3] 221 o A T PP PRSP PPPPPP 1p
a) Functia f , este continua pe R?, pentru orice k € {0,1,2,...,12} c.coevirinineeeeieicieieeenes 2p
Functia fg ¢ este discontinuain (0,0) ..., 1p

b) g,(x,y) = 2 implicd x = V2 cos(t) si y = V2 sin(t), cu t € [0,2m). Problema de extrem din

enunt este echivalenta cu determinarea punctelor de extrem ale functiei h: R —» R, unde
T T 37 57 3w 7w

h(t) = sin®(2t). Punctele de extrem t € w’Z’E’T’”’T'?’T}‘ ............................................ 3p
(O, i\/f), (i\/f, 0) sunt puncte de minim, iar (+1, +£1), (+1, 1) sunt puncte de maxim local... 1p

Altd metoda: multiplicatori Lagrange sau substitutia y? = 2 — x2.

o) I = [} x**2(1— )" > *dx + [ x*(1 — x)"* *dx = B(k + 3,13 — k) + B(k + 1,15 — k). .....1p

[(k+3)-T(13—k) | T(k+1)-T(15-k) _ (k+2)!(12—K)!+k!(14—K)! 1
T1s) T16) = o e et et e e et e e eaaea et aarans p

infinal, I, =
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Problema 2

Fie n € Ncun > 1. Se considera functia f (x,y) = x™ - y* —ny + y —1, pentru orice (x,y) € R2.
a) Sa se arate céa ecuatia f(x,y) = 0 defineste implicit o unica functie y = y(x) in vecinatatea
punctului (x,y) = (Vn, 1) si determinatiy’'(Vn).

b) Scrieti polinomul Taylor de grad 2 pentru functia y = y(x) in jurul punctului x = Y, in cazul
particularn = 2.

) Studiati natura seriei

n=2
Barem:
3] 221 o A SO TR PP P PP PPN 1p
a) Verificarea conditiilor teoremei functiilor impliCIte .....oouviniiiiiiiiiiiiri e 1p
2n—1
n _ _ nm
Caleululy' (A1) = — o 2p
17 _ ﬁ
b) Calcululy (\/f) e e 3p
. 2V2 23 2
PolinomulTaylorT(X) = 1—T(X—\/§) +Z(X_\/§) e et ttteeettieeeeeeeeetaeeerteeeernaeeranaaanraas 1p
A o n4n—2
c) Seria este ZFZW ................................................................................................ 0,5p
CrterIUL COMIPATAT I e euiiiiiet vttt et et ettt et e e et et eae e ensansansensnnsnnsnsensensanns 1p

SEria ST CONVEIZENTA. ceiniiiiiieii ittt ee e et et e e eaeaetnsansansanenansansensanseesnnens oen 0,5p
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Problema 3
Fied = (_11 8) si T: M,(R) = M, (R) definitprinT(X) = X - A + A - X, pentru orice
X € M,(R).

a) Demonstrati ca T este operator liniar.

b) Determinati ker(T) si Im(T). Verificati daca ker(T) + Im(T) = M, (R).

c) Determinati o baza ortonormata in Im(T'), considerand M, (R) ca spatiu euclidian inzestrat cu
produsul scalar < 4,B >= Tr(4 - BY), unde Tr(C) reprezintd urma matricei C.

Barem:
S = 1p
) VBITICAIE. ettt et et ettt e st et saneanansansansanaansnsnnsnsanse sarnes 2p
_ 1 1
b) ker(T) —Z{x (1b 1) | z € R} .............................................................................................. 1,5p
_ a—b—c
Im(T) = {( c O) |a,b,ce€ R}. ............................................................................ 1,5p
V= g1 HLoF= o TE= Lo (517721 £ | 1p
C) O DAZATN IIM(T). ceeeeteeieiiie e e ee et eeee e et ettt e e teeeeae e e e teeessaeeasaesssaesssnneessnaessnneeesnneessnnnees 1p

(0] ¢ o] Yo ] 1 0 T=1 £ 2p
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Problema 4
FiesferaS: (x + 1) + (y — 1)? + (z — 2)? = 10 si fasciculul de plane
Tgp:ax —(Ba+2p)y+pz+a+pf =0,undea,f €R.

a) Determinati ecuatiile parametrice ale dreptei comune d a planelor 7, si studiati pozitia
dreptei d fata de sfera S.

b) Determinati ecuatiile planelor perpendiculare pe d tangente la sfera S.

c) Determinati ecuatia planului din fascicul care intersecteaza sfera S dupa un cerc de raza
maxima.

Barem:

1S = (A 1p
a) Ecuatiile parametrice ale drepteid. c..eeueiieeiiiiiiiiieiie ettt e e e e e e e ea e eaans 2p
Dreaptaintersecteaza sfera S in doua puncte distinCte. .....ceivviiiiiiiiiiiiiiiii e, 1p
b) Ecuatia unui plan r perpendicularpedeste3x +y+ 22+ A1=0,AER. ccceiriiiriiirinnrinnnnen. 1p
Conditia de tangenta dist(C,m) = R, unde C este centrul STerei S. .....ccoeevvvvvrveevveeriicieeeeeeeeeeennnn. 1p
Planele sunt3x + Y + 22 — 2 1 VI40 = 0. .oveviieieeieeeeeeeeeeeeeeeee et enees 1p
c) Cercul de razéd maxima impliCa € € Trg g. «eevverurerernieniiniiiiinie sttt 1p

X = OY T 3Z 4 = 0 i e ettt e e et e e e 2p



